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ЭПИМОРФИЗМЫ ОБОБЩЕННЫХ ОДНОРЯДНЫХ КОЛЕЦ И ВТОРЫЕ 
ЦЕНТРАЛИЗАТОРЫ ПЕРИОДИЧЕСКИХ МОДУЛЕЙ НАД ОГРАНИЧЕН­
НЫМИ НАСЛЕДСТВЕННЫМИ НЁТЕРОВЫМИ ПЕРВИЧНЫМИ КОЛЬЦАМИ

К,В.Агапитов

ВВЕДЕНИЕ
Первая половина настоящей статьи посвящена изучению эпи 

морфизмов в категории колец с единицей. Доказано, что если R -  
обобщенное однорядное кольцо, то гомоморфизи £  £?-■*■ R ' яв­
ляется эпиморфизмом в категории колец о единицей тогда и толь­
ко тогда, когда выполнены следующие условия:

< «  <?'* # ,  Я .  *

« >  / ■  *  f t  ■ * • • * - * ; •
т  f . m e Z i S  i
(<f) Pt ^  -  О , если i  * j  .
Вторая половина статьи посвящается изучению вторых цен­

трализаторов. Доказано, что если R  -  ограниченное наследст­
венное нётерово первичное кольцо, Р - максимальный обрэтимый 
идеал кольца J? , п  -  число неиэоморфных простых правых Р -  
примарннх модулей, Х р ~ точный Р-примарный модуль, то 
Bie-ici X g -  подпрпмое произведение колец 8 * ,  . 6*. ,
где К * п. , &i ~ ограниченное наследственное нётерово первич­
ное кольцо, В,, . , 8 * -  обобщенные однорядные кольца, а модули 
$ (Rientl \ 'R j  и l  B itnd Х е )^р - нётеровы.



§ I .  Вспомогательные результаты

В работе используются следующие обозначения: если У -  под- 
множество правого F -модуля, то а.плУ,(У)-/ г 6 R  / Zh. «  j
если / / е-  правый /?-ыодуль, то BieruYMg* Enoi£txci Mg п .

Все рассматриваемые далее кольца содержат единицу.
ЛьШМ 1.1 С[13], утверждение X I.1 .2 ) .  Следующие свойства 

гомоморфизма колец £  R  - *  R ' эквивалентны:
(1) -  эпиморфизм в категории колец с единицей;
(2) канонический гомом рфизм Ф : R'&fcR' —*■ R' , для кото­

рого Ф /ъ  'cs> т")•= г 'т г "  , биективен;
(3) для любых правых ^-м одулей Мг,и N# абелевы группы 

Rome, [М,Л') и Home (ft,N) канонически изоморфны.
СЛЕДСТВИЕ 1 .2 , Пусть R -»• R' -  эпиморфизм в категории 

колец, а М -  ^ '-м одуль. Если подмодуль Ne выделяется в MR 
прямым слагаемым, то А/ является £ -модулем и выделяется в 
(1 , прямым слагаемым. .

ЛЕ’Л'ЛА 1 .3 . Пусть 3  -  идеал кольца R , подмодули ^У и 
выделяются в £? прямыми слагаемыми. Тогда кольцо i?  изоморфно 
прямой сумме колец R  s? УФ/У/ j  .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию 3 -  € Ф , где а -  
идемнотент. Отсюда XO&nrtg (У’)=  О . Пусть е R .
тогда 3J  =• О . Следовательно, I*  annR (3 )  -  идеал кольца 

Р  и / ? г  З Ф Т  ^ З ф Ф/з  .
ЛЕММА I.A . (си.[5], с . 659). П у с т ь . YR-  произвольные 

/? -модули. Тогда:
(1 ) если L 6 BiencL ( X & Y ) , то L /х £ BienX. X  ;
( 2) отображение Ред : &iend( Х & У ) —*■ S icnoiX . заданное

формулой L lx > является гомоморфизмом колец;
(3) воли модуль ^порож дается или копорождаетоя модулем 

Хр , *о гоыоморфивм Re.} инъективен.

§ 2. Эпимор [nine образы обобщенных однорядных колец

ОПРЕДЕЛЕНИВ 2 .1 . Модуль называется однорядчым, если у него 
существует единственный конечный композиционный ряд. Кольцо R 
называется обобщенным однорядным, если модули _/? и пвлнютс»
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прямыми суммами однорядных модулей.
ЛЕММА 2 .2 . ( [ 3 ] ,  теорема 1 .2 ) .  Любой модуль над обобщенным 

однорядным кольцом является прямой суммой однорядных "одулей.
ЛЕММА 2 .3 . Пусть R -  обобщенное однорядное кольпо, L Q - 

неразложимый R-модулъ, Г й -  проективный R- модуль, 1 * 0 ' ,  
I C L  • Тогда L  -- проективный (^-модуль.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим диаграмму:
I

ч>/

О — *■ М. —*-*■ Р - — *  L -------- *■ О .
Так как L -  однорядный модуль, то проективный модуль Рр можно 
выбрать неразложимым, то есть однорядным. Поскольку -  су­
щественный подмодуль модуля Р  , a L (/J )  П (/> ( 1 )  = О , то 
i ( M ) =  О  . Следовательно, L =  Р  -  проективный «одуяь.

П у сть  у  и N -  множества, Т  Q К х N , S £  У 
Введем следупдее обозначение: 3i6S , ( i j )£  T} .

ЛЕММА 2 .4 . ([2],  теорема 5 .1 .1 . ) .  Если / К / - / /V)
/ T(S)\^jS{ ДЛЯ любого множества S S P  , то существует такое 
взаимно однозначное отображение У-+/\/  , что Т
при любом i  £ /У,

ЛЕММА 2 .5 . Пусть /р -  обобщенное однорядное коль”о, f t p - 
существенный кон.чно порожденный подмодуль «одуля Мв< М=ф I-
и П -  разложения в оумму гднорядных м дулей. Тогда п
-  конечно порожде ний модуль, | У/= | N1 •=-= и существует вза­
имно однозначное отображение u>:k!~*Nu «одуля Ц (,£Ы)  также,X  -г-1 j-l 7 у  ^ и /

I —  ̂ ИЪУ ~ ^ KAV
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как модуль -  конечно 

поро”ден, т о / k ' l ^ '* .  Модули Т- я 3- ~ однорядные, следователь­
но, sot в гос -  проотые модули. Так как Л7 -  существенный 
подмодуль, то © socL  » soc = see M'= й? гос У- .

Следовательно, 1̂ 1= IN p o o  . Рассмотри»» сквозной гомоморфизм

Если £
р*; '.1 ^ М -+ М '-* У ;  . Пусть T - f r i j ) * ц
SZ У , то © Г о с / , 1Г © го с  у- , поэтому / j / <  )ПУ)1.i f  сг

По лемме 2 .3  существует таковавааимно однозначное "тпбряяевве

Р  • что К’ ^ 7  - W  " « и :  f t  = О
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СЛЕДСТВИЕ 2 .6 . Пусть R -  обобщенное однорядное кольцо,
Д7Й -  суще тленный проективный конечно порожденный подмодуль 
модуля Mg • Тогда -  проектйвгмй модуль.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 .7 . Точный модуль Ug называется минимальным 
точным модулем, воли из того, что модуль Мй точный, оледует, что 

Ug Ф  М'е • Кольцо £  называется Q F  -  3 кольцом, если 
существуют минимальные точные модули JR и J J ' .

ЛЕШ  2 .8 . ( [ 8 ] ,  теорема 6 ) .  Каждое обобщенное однорядное 
кольцо является UF -  3 кольцом.

ЛЕШ  2 .9 . ( [1 4 ] ,  с . 46 -47). Пуоть £  -  Q F -  3 кольцо, • 
Q.х( R) (соответственно Q ,(R )  ) -  максимальное правое (соответ­
ственно левое) кольцо чаотных кольца £  , а (У#.- минимальный 
точный ^-модуль. Тогда QX(R)~ Q£ CR) •  Rien^i Ug .

Начиная с этого места и до конца второго параграфа, £  бу­
дет обозначать обобщенное однорядное кольцо.

ТЕОРЕМА 2 .1 0 . Пусть R q B ^ Q ( R )  . *°гда 6 *  и рВ> -  
проективные конечно порожденные модули, а кольцо В является 
зпиыорфным образом кольца £  .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 2 .5  и следствию 2 .6  
8 Й и в 8  -  проективные конечно порожденные модули. Следова­

тельно, Rp s? Ьц ©  Рц . Поэтому 8 ® r В б  з* 8 g  Q
£  EfRg)  . Значит, -  модуль без кручения. Если
&£ В , то £ :  £ = {тб R /ёъ 6 Rj  -  плотный правый идеал. 

Рассмотрим такой элемент и= 22 /  ( © / ’« гВ в р В  , что 12 / V ” *7

= C? . Пусть 7s=Pi (R  '• ^ ) . Если t *  Т . £■& £'){  =

= (12̂  7L 4L i ) G> -(= О . Так как Т  -  плотный правый идеал, а

модуль ( & ) р не имеет кручения, ю и - О .  С л е д о в а т е л е ,  по 
лемме I . I  В  -  эпиморфный образ кольца £  .

В дальнейшем, если не оговорено противное, £ - *  £ '  т 
эпиморфизм в категории колец с единицей.

ЛЕММА 2 . I I .  Пуоть Ug- 1 минимальный точный £ -м одуль, 
K e i £ = o  , Э * а я п . Ь ( / ( и ) )  . Тогда £ ’s  R '/j  © J  ,

* b £ Q O ? ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как Ug -  инъективный пра­

вый идеал ч кольце £  и О » то в силу следствия 1.2
f, Г,' 1 правый идеал кольца *£' . Следовательно,
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R'/Cf -  bie.ncL({( [/)gi)=  B>Le-nd. = & (R) . Поэтгчу

RG R '/j G Q (R )* Из теоремы 2.10 и следствия 1.2 вытекает, что 
модули £>>.7и -  прямые слагаемые в R' . По Л' мме 1.3

ЛЕММА 2 .12 . Кольцо R' является обобщенным однорядным.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 2 .2  и следствию 1.2 

модули е , £ ' и R‘rI являются "рямыми суммами однорядных ^ '-м о ­
дулей. Следовательно, R' -  обобщенное однорядное кольцо.

ТЕОРЕМА 2 .13 . Пусть R -  обобщенное одпорядное кольцо. Го­
моморфизм /•  R-*- R' является г ’иморфизмом в категории колец о 
единицей тогда и только тогда, когда выполнены следующие усло­
вия:

(А) если /фJ  , то R- €>е *  О .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимое~ь. По лемме 2.12 
кольцо R' является обобщенным однорядным и, следовательно, арти- 
новым. Значит, £'=■ ф  R- -  сумма неразложимых колец. Гомо­
морфизм ^  : R-* ‘является эпиморфизмом, кольцо f-(R ) -  обоб­
щенное однорядное. Из леммы 2 . I I  и нераэложимооти кольца вы­
текает, что f-{R )£ R ,G  Q f / i  {& ))  • Из Л0““ы 1Л следует,
что = О , если L Ф/ .

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Из теоремы 2.10 и леммы I . I  следует, что 
f  -  эпиморфизм.

Пример. Пусть R=T3 (K) -  кольцо верхнетреугольннх матриц 
3-го попядка над телом R , R -* М3 (К )  ~ естественное
вложение, ^  .■R  -* К  , где £  а  -  С-  *-* , R'= ( К)®  ̂ • 0
/ = / t  ©у£ • Очевидно, что R -  неразложимое однорядное кольцо
Применяя лемму I . I ,  можно получить, что /  - эпиморфизм в кате­
гории колец с единицей.

R 'sR ' / у Ф У .

с



§ 5. наследственные нётеровы первичные кольца

Кольцо называется ограниченным, волн каждый оущеотвеиный 
односторонний идеал содержит ненулевой идеал.

Далее £  будет обозначать ограниченное наоледственное не- 
терово первичное кольцо, a Q -  классическое кольцо чаотиых 
кольца £> . Правый /?-яодмодуль Г модуля называется дроб­
ным правым (?-идеалом, если J содержи’  регулярны* влемеит ко­
льца Q и существует такой регулярный влемеит с £ Q % что
e l s e

Пусть Г -  правы* (левый) дробный /P-идеал. Введем следу»
цие обозначения:

I l= l ^ a l ^ U R )  ( I ^ i ^ e Q l  I ^ s R ) ) }

Будем называть идеал I  кольца R обратимым, если

1*1 = R = I I T.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 .1 . Будем говорить, что различные идемпотент-

ные .. - иые идеалу кольца Р  образуют цикл, ео-
ли Ог (Мх)~ , . . . ,  . Если М -  Обратимый

максимальный идеал, то тоже будеи считать, что М образует цикл.
ЛЕММА 3 .2 . ( [ ч ] ,  теорема 2 .6 . ) .  Идеал Р  кольца R являет­

ся максимальным обратимым идеалом кольца R в том и только а 
том случае, когда оущеотву ;т цикл Д7„ такой, что

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 .3 . Будем навивать модуль X g  периодическим, 
если для любого элемента х* X  существует такой регулярный 
элемент с (  R  , что хс  = о  . Пусть Р  -  максимальный обрати-
м«* идеал кольца R . Будем говорить, что модуль Х е -  Р  -пр* - 
парен, если для любого елеиента х е  Х оучеотвует такое 'число 
K f N  , что jс Р о  . Будем говорить, что модуль Х е не имеет 

Р-кручення, воли из равенства х  Р ' о , где хс'Х, следует, 
что к>- о

Д рсд ’ ([9], леи:-.. 9 ) . Каждый периодический С*-мо-
»улг изоморфен прямой сумме примерных модулей.

( ! q 7i лемма I ) . Каждый периодический,конечно



порожденный t? -модуль изоморфен примой сумме однорядных моду 
лей.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 .6 . Пусть Х а~  периодический Р -м одуль. Еу 
дем говорить, что х б  X  -  однородный элемент, если х Р -  одно 
рядный модуль. Будем говорить, что экопонента е(Х )  модуля X р 
больше или равна числу к  , если существует такой однородный 
э л е м е н т , что длина / ( х Р )  модуля х Р  больше или равна 
числу к  . Будем говорить, что высота A.(xJ однородного элемен 
та х  £ Xц ■ больше или равпа к  , если существует такой одно 
родный элемент у *  X  , что у Р з х Р п  e f Х ^ / х Р ) ^  к .

ОГРБДЕЛЕНИЕ 3 .7 .# Пусть Х е ~ периодический р  -модуль. 
Тогда через Ик /^обозн ач и м  подмодуль, порожденный элементами, 
имеющими высоту ъ- к? : черев soc кХ  обозначим подмодуль 
Х х ^ Р  , где элементы X  удовлетворяют уолбвию 
л еГх^ PJ 4 к

ЛЕММА 3 .8 . {[9],  лемма 4 ) . Пусть х  -  однородный элемент
модуля HKfX)  . Тогда выоота

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 .9 . Подмодуль Ур периодического /P-модуля 
Х в называется /рчисты м, если для любого числа к с А  вы­

полнено равенство И К( У )  = Н КУ Х ) П У .
Л - • - 0 .  Cl^ j * iwOp*—о 8 / .  Пус.ь период»;..

R -модуль, У -  .//-чистый подмодуль модуля X  , 
e f y j  < ■» . Тогда yg является прямым слагаемым модуля Х р .

ЛЕММА 3 . I L _  d l l ] ,  теорема 1 .4 ) .  Пусть Хв -  периодичео- 
кий )?-модуль, У^ХХд  , Уб ПИиУх)= О • Тогда существует

такой подмодуль Ув , что У с у '  , е(У ']<  к и Х= У ф Х'-
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 .1 2 . Подмодуль 8 Р периодического модуля X 

называется базисным, если выполнены следующие „слсвия:
(1 ) g s  ф  [/. , где Ц. -  однорядаые р-модули;

(2 ) 8  -  Я-чистый подмодуль модули X #  ;
(3 ) модуль Х / В  ~ инъективен. •"
ЛЕММА 3 .1 3 . ( ( I I J ,  теорема 2 .7 ) .  У каждого перио ич-ско- 

го модуля существует базисный подмодуль, бааисн ie подмодули по 
риодического модуля изоморфны между собой.

ЛЕММА 3 .1 4 . Пусть Х р -  Р-примарный редуцированный R ■ 
модуль и е ( Х  ) * о о  . Тогда существует такой простой модуль 
Vp , что для любого числа к е Л/ суавствуот однородное прн-
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.гномов U модуля .^удовлетворяющее условиям e ( U ) *  к
и see U ~ V.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть В-  Ф  L£ -  базис­
ный подмодуль модуля Х в . Так ка- e ( X ) X J £  , то и е(В) = ° я  
Так кок существует лишь конечное число простых Р -примерных 
модулой, то существует такой простой модуль 1£ , что для лю­
бого к е  N  найдется элемент удовлетворяющий условиям
e(L^) Z к  и &ос £ £  =  V  . Из леммы 3.10 следует, что модуль 
Г„/ является прямым слагаемым модуля X д  •

Ж ’:.!А 3 .1 5 . (.[9], лемма 2 ) . Пусть 1/в и -  правые одно­
рядные / ? -модули, ]Ve £  Ue , f :  —  Ve  ,
e(U /lO ')^  e ^ l / / f lu y ,j )  • Тогда существует такой гомомор­

физм l/e -* VR , что -  / .
ЛЕША 3 .16 . (1 1 0 ], теоремы 2 .2  и 2 .7 ) .  Пусть Р  -  мак­

симальный обратимый идеал кольца Р  , а Мг, . . . ,М п -  цикл,со­
ответствующий идеалу Р  . Пусть \JR -  Р-примарный неразложи­
мый инъективный модуль. Тогда модули l/o - 0 ,  ос11 / , . .

(/...являются единственными собственными подмодулями 
модуля 1/6 ; модули £ /  / £ / f и изоморфны то^да и только
тогда, когда ( г ^(mocLn)\ если -  простой Р-примарный мо­
дуль, то существует такое l e  N  , что V s?  I X /i / .

СЛЕДСТВИЕ 3 .1 7 . Пусть Mt , -  ц и к л / /> = /?  /7- , 
и (Z -  однорядные Р-примарныо модули,
Тогда существуют такие гомоморфизмы / :  ££ -*• £Х и / •  
что n - i ,  е ( Кел./л )£  r t - i .

СЛЕДСТВИЕ 3 .1 8 . Пусть J g -  инъективный Р-примарный мо­
дуль, Х в -  Р-примарный модуль, е ( Х ) “ <*= . Тогда модуль I g
порождается модулем Хд*

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.19, Будем говорить, что периодический модуль 
Х в  удовлетворяет условию м , если в любом разложении 
X  = X ,  © Х г , либо е('Х г )= о® , либо нодульХ, копорождается 

модулей .
ЛЕММА 3.20. Периодический модуль Х рудовлетворяет уоловию 

М- тогда и только тогда, когда для любого простого подмодуля
модуля X Rи любого числа к б Ы  существует такой одноряд­

ный подмодуль модуля Х р, ЧТО e (U g ) *  к  и soc l /e  а? V.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность вытекает из
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следствия 2 работы [9 ]  и чз леммы 3 .15 . Необходимость будем д о ­
казывать от противного. Пусть VB - nf стой подмодуль модуля 

Х е • Предположим, что существует такое число а.<г Л/ , что для 
любого однорядного подмодуля модуля SXg , удопетворяющего
уоловию spc l/p  S '  Vp , выполнено неравенство e(U)^K-  Рас­
смотрим подмодуль М=Х  модуля Х е  • Из леммы 3 .8  следует, 
что МПНк ( Х ) = 0  .П о  лемме 3 . I I  существует такой подмодуль 
Л / ' ,  что Х ~ Х ' Ф  М' • Так как модуль
X ' не содержит подмодулей изоморфных модулю V  , то модуль 
М' не копорождается модулем X '•  Приходим к противоречию.
, ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 .21 . Будем -оворить, что периодический /? -  

модуль имеет однородный поколь, если любые простые под­
модули модуляX  изоморфны между собой. Пусть Хе -  простой Р- 

модуль. Будем говорить, что периодический модуль _YC имяет 
V  -  однородный цоколь, если любой простой подмодуль модуля 

Х к изоморфен, модулю .
ЛБМ/iA 3 .2 2 . Пусть Р  -  м*.-;симальный обратимый идеал коль 

ца Р  , а М, М„ -  цикл, соответстчурдий идеалу Р  . 
Рели Х с- / ’-примерный Р-иодуль и е{Х)=°° , то сувест- 
ует такое разложение Х = Х Л® . . .<ВХК . что модуль l f

удовлетворяет условию *  , нодули Хг>. . .  , Х*  имеют однорс чый 
цоколь, е  (Хг ® Ф Х *  , а  к * я .  .

Д о .к  а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим множество S -  
= {Vt , VX) представителей классов изоморфных простых 

р-примарных правых Р-модулей и подмножество S ' множества 
S  ,* состоящее из таких модулей € S  , что для любого чис­

ла к е N  существует однорядный подмодуль 1/к модуля X в  , 
удовлетворяющий условиям к  и SOc UB =  . Из
леммы 3.19 вытекает, что $'£ р . Можно считать, что S ^ S ’- 
= {у г , ■> К } -  Так как IS \ S ' I  , ТО существует число
{ е д / , удовлетворяющее следующему условию: если UB ~ одно­
рядный подмодуль н о д у л я м и  socU e S  JS<?£\S'f то e(U)±t.  
Рассмотрим подмодуль М* £  . где ££' -  подмодули модуля
X  , изоморфные модулям • V* • Иа Л0ммы 3.8 следует,

что Н€(Х)ПН = О . По лемме 3 .I I  существует такой нодуль 
П '^ М  , что Х = Х '® М \  е ( М ) ±  t  . Из следствия 2 работы 
[9] вытекает, что М'-Х^Ф. &Хп » где модуль \ J  
(i — t ,  .. ,  ft )  имеет I f  -  однородный цоколь. Пусть X ,
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x ^ x j ,
Иа леммы 3.20 вытекает, что иодуль X t удовлетворяет условию *.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 .23 . Топологический иодуль X  называется ли 
ценно компактный, если любая конечно разрешимая система кон­
груэнций х  s.X'j't/ncwtХ^.) . где Хи -  з.лкнутые подмодули
модуля X  , разрешима. -

ЛЕММА 3 .24 . Пусть Р  -  ненулевой идеал кольца Р  , Р/Р*- 
дискретное кольцо для любого <6 Л/ . Тогда Ргп  линейно
компактное кольцо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утьерадение леммы следует иа 
утверждений ♦ > 5 работы [1 6 ].

ЛОШ 3.25 . Пусть Р  -  максимальный обратимый идеал коль­
ца & п  Р /р *  • Тогда Рр является ограничен­
ным наследственным нётеровым первичным кольцом и
з ( р р )  = Р ё р -  р р р .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение следует из Г Ю ) 
(лемма 3 .8 ) и [ I5 J  (лемма З .П  и теорема 3 .1 0 ).

ЛЕММА 3 .26 . Пусть Р  -  максимальный обратимый идеал коль 
ца Я , Х е ~ Р-примарныП иодуль. Тогда на X  можно естест­
венным образом задать структуру периодического @р-  модуля, 
причем E n d X e = Е п Х Х $ р .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нужно повторить рассуждения 
ломиы 3.14 статьи I71.

§ 4. Вторые централизаторы периодических 
модулей

Непосредственная проверка показывает, что верна оледупцан
лайма.

ЛЕММА 4 .1 . Пуоть Я =  Ф у \  р -  примерное разложение перио
дичеею го модуля ,Х е . ТоРгда B iend X  = П  R ienciД ‘

pes, t  '
Начцная о втого м е с т а ,Р  будет обозначать максимальный об 

ратимый идеал кольца Я ; ~ .Цикл, соответст­
вующий идеалу ; Я р -Cirri &/р* ; Q р -  классическое

•о тмы частник кольца Р  , а А % - р- при<'чрнч(| nj .
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Из леммы 3.26 вытекает существование следующей коммутатив­
ной диаграммы:

£

/

B itn oL X g  _■ 1 B ies id X g -
ЛЕММА 4 .2 .  Пусть X в ~ неточный модуль с однородным цоколем 

Тогда B ien dX g, -  обобщенное однорядное кольцо,

f f & s B i e r U X g  Я a (f(R )) , Р л~*B ien d  Х „ Я f e e ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть J =  а п п ^ Х . Будем рае 

сматривать X  как модуль над обобщенным однорядным кольцом 
£ -  e / j _  . По лемме 2 .8  Х=1/Ф Х^  * где I /  ~ кинимальный 
точный Р -м одуль . Так как модуль \J-~ инъективный, а модуль X  
имеет однородный цоколь, то модуль { /- копоровдает модуль Х г • 
Следовательно, по лемме 1 .4  существует мономорфизм 
Ре* ; В tend X  -*■ Biend U  • По лемме 2 .9  В L e n d  IT- 
Так как P g  Biend X R Я Q m a-r.(£ )  » то иэ те°Ремы 2.10 и
леммы 2.12 следует, что Bt£ndXe -  обобщенное однорядное коль­
цо. Из леммы IX. 1 .5  работы [13] следует, что

Нот р ( (  &)/& К Е (ё &)) ~ О ■
Поэтому среди композиционных б акторов модуля R(BiendXe //((?)) 
нет подмодулей модуля scefe В )  . Из леммы 3.16 вытекает, что 
е.(е ( BiendXe /f f£ ) ) )±  / ? - / .  Значат, BiendХ е Я/(РУ

ЛЕШ1А 4 .3 .  П^сть X е -  Р-примарный инъективный Р-м одуль. 
Тогда левый Р -модуль BiendXp  не имеет Р-кручения и 
Р '  *B ie n d X p  £  ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко видеть, что X<=Xt  Ф I » 
где 1 ц  -  неразложимый инъективный P -модуль. По следствьд 
3.18 м о д у л ь ^  порождается модулем I  . По лемме 1.4 существу­
ет мономорфизм Ре* B iendX  Bicnd.I. Иэ леммы З.ьб следу­
ет , что существу1!! гоиоморфизмы Up \Tg~~* Ip такие, что

= soc < ХТ . Пусть L <f Biend Те ,  хбхос *пТ  . Тогда ^
Следовательно, (see^^TJi^SOe *п Г  . Так как мо­

дуль Jg инъективен, то i-}fec*nf <6 Biend : тлг Т ).
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Ьыоерец эл ем ен ту  <£ р п~± . По лемме 4 .2  существуют такие 
элементы , что x .(si)~ х  хк для любого элемента
х 6 I  . Яоно, что элемент хв определён с точностью до
элементов из asirig-^fsoc*'11) . Так как

cu v ig ^ (so c t:rLI )  — Р КЛ1 Rp  , то идеалы cuin'g (so c<rLl )  

открыты и, следовательно, замкнуты. Система сравнений

'С =  X" (meet Osisz"-. (Чвс *п1)) (  <=
Р  У\

конечно разрешима. Так^как кольцо Rp линейно компактно, то су­
ществует решение х б  Rp  . Из равенства 1= L/soc*I  следует, 
что s i  -  //~х)  . Пусть существует такое число Кб N  , что 
Р кi  = О . Тогда Ц  ~ ( I P * ) i  = 1 (Р * С )  = О . Следова­

тельно, L = о .
ЛЕММА 4 .4 . Пусть Х е -  ненулевой редуцированной R-uo-

дуль, удовлетворяющий условию * .  Тогда

Р~~ ‘ l)BienctXg  с  - f (P p )  и левый £ -модуль B ie n d X e 
не имеет Р -кручения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 3 .14  существует та ­
кой простой модуль Vg , что для любого к-е А/ найдется одноряд­
ное прямое слагаемое i /^цодуля Х в , удовлетворяющее условиям

е(С/е )2- R и soc U g S V  . Пусть LeBLesbXXB и

SC р п~* . Если U  -  однорядное прямое слагаемое модуля J f ,  
то иО лемме 4 .2  существует такой элемент Р р ,

что s i \ v  = \ v  • Пусть X -  l/t ® X . . . , X =  ,

где £/£ -однорядны е нодули,
socl/ t = ■■■ =  лос =  Vg  . Можно считать, что

в / e f C/ z ) *  . . .  »  е (  Wt )  . Из леммы 3.18 следует, что 
существуют мономорфизмы ц>к : UK —*• . Рассмотрим сквоз­
ной гомоморфизм £/£. — гДГ. Пусть дг<? Ц .

Так как ^  XVk = XVk)  =  fa fx fs i) ) - ( '$ ,(x )) (s i) =

=
- Qrtri %
■г=т

) 't-Vt a -run-'%p ( Rief V*))
f  [/tc)  . Следовательно, система сравнений 

moeieirtftg^[£,))> где £& “  однорядные прямые слагав-



иые модуля Хр , удовлетворимте условию see L£. = V , конечно 
разрешима. Кольцо £  линейно компактно, а идеали

cmrv\ (  UU )  замкнуты. Следовательно, существует такой эле-

мент -г (■ , что для любого однорядного прямого слагаемого
I /  модуля Х р , удовлетворяющего условию see 1/& У, выполнено 

равенство Csi)ju  = . .Пусть s'€ Р *'*  х<?Хе .
Учитывая лемму 3 .5 ,  модно считать, что х. -  однородный элемент. 
Существует такое однорядное прямое слагаемое UR модуля Хв, 
что s o c l /^ V ,  а e(xl?)  . Из следствия 3 .1? вытекает,
что существует гомоморфизм Л :  7/-* x R  такой, что е ( х ^/л(и)Р 
б п - i  . Рассмотрим сквозной гомоморфизм д „• X  —* 1 /  ——'  
- ^ • х Р  -* -Х  . Так как е ( же/ л (l/))^ n -i,  то х.$'=Ж у) , 

где U • Отсюда х { s ' s i ) - f a s ')/"si) = (X  fy ) ) ( s i)  =
=  Л-Су(s i) )=  = x fs '-c j  . Следовательно,
P*’'n~1>BienetX/l Я f  (JPp) . Пусть существует такое число 
Кб  N  , что Р*с — О . Рассмотрим базисный подмодуль 8 = Ф  
модуля Х е - По лемме 3.20 для любого J6&  существуем такой 
однорядный подмодуль у  нодуля X  • что < ,
see V  с? soc l/j • Пз леммы 3.15 следует, что существует мо­
номорфизм у: Uj -*■ I /  . Рассмотрим сквозной гомоморфизм

? : Х  -*-* Т£ —* Х  . Очевидно, что у ( Uj i) -? ( ty O =
*= (p/'C^))i £{VP*)i=C>. Следовательно, для любого j  € J  вы­

полнено равенство U jl-O  .  Так как Х =  В + Х Р *  , т о Xi~
s.B I + X ( P kl)=  О . Значит, модуль R(8 ie n d X e )  не 

имеет Р -кручения.
ТЕОРЕМА 4 .5 .  Пусть Х е ~ ненулевой Р-примарный ^ -м о ­

дуль, удовлетворяющий условию * . Тогда кольцо B ie n U  Х е  
изоморф ю кольцу В . где В С Qp . Кольцо В является
ограниченным наследственным яётеровым первичным кольцом. Моду­
ли g  8  и нётеровы.

^ Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X  -  1<&Х' , где мо­
дуль JR инъективен, а модуль X 'редуцирован . Из леммы 3.22 
вытекает, что X  - X t ®X"  где €(Х")-ес »  , а модуль _Д} удов­
летворяет условию * . Так как модуль удовлетворяет условию 
к  , то модуль X ’ 'копорождается модулем J ® X t  . Следовательно,
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существует мономорфизм

R&it : B le n d  X  — *" B le n d  ( I  & X t )  .

Из леммы 4 .3  вытекает, что е с л и Л ^ * * ^ , то

Р г ‘ 1 3iestx£Xe  £  f ( R р )  , а модуль B(B le n d  Pi- # )  не

имеет Р -кручения. ПустьХг Ф О» Тогда из следствия 3 .18  и 
леммы 1.4 вытекает, что существует мономорфизм

: B ie n d  f Ie > X i)  — *■ ^ i W / j  .

Из леммы 4 .4  получаем, что и в этом случае

рл'-г ‘ЗСелсСХхй f  ( Rp) , а модуль к ( Blend Хе )
не имеет Р-кручения. Так как Q - инъективный левый R  -  

модуль, то оуществует гомоморфизм'*

<fXp ( B lend Хе ) (Qp)  , продолжащий естественное

вложение кольца ffRp) в Qp  . Пусть i e Ren </> • Тогда 

Р 1Я Ren(f . Но Я / ( R р)  и, следовательно,

I с * О . 0-сюда L--0 . Покажем, что у> являетоя го­
моморфизмом колец. Рассмотрим коммутативную диаграмму

R р  --------- -------------- *■ Blend Х к

4
✓ > ч

По построению f f -  I -  гомоморфизм колец. Пусть 
xt Bi end X  • Так как dp -  кольцо^ частных кольца t} , 
то if{x .)=(ifs))  , где S,ж‘е  Rр . Легко проверить,
что u X f f . r y X  / ( / ( V x * / )  = -  X *  7  у )  «
= . Следовательно, (,Xx.J . Пу ть
3* if(BlendX) . Из леммы 3.25 и из следствия 2 .4  работы [6 ] 
вытекает, что В является ограниченным наследственным нётеро- 
тад первичным кольцом. Так как Rp Р -  обратимый идеал кольца 
СрИ < р £ В £  ( Rp Р) г/н , то из п; едложения 1.3

статьи [4 ]  получаем, что модули В и В$р конечно порожде
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кы и, оледовательно, Неверовы.
ТЕОРЕМА 4 .6 . Пусть Р  -  максимальный обратимый идеал ко­

льца Р , Mlt t М - цикл соответствующий идеалу Р , X R~ 
Р-примарный ^-м од уль , е(Х)<°°. Тогда кольцо BiencLXg 

я:ляется подпрямым произведением обобщенных однорядных колец 
8 * , . . .  , модули RfBCencCXR) и ( BienXXg)R

являются артиновыми.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко проверяется, что 

CLnrL1̂ X  2  p e(]C} . Так как Р/апп^Х -  обобщенное одноряд­
ное кольцо, то по лемме 2 .2  X  -  прямая сумма однорядных мо­
дулей. Поскольку существует ровно гг простых Р-примарных мо­
дулей, то отсюда вытекает, что X = X t ®...®XK , -де модули 
X , , Х^ имеют однородный цоколь, а к * п  . Пусть 
Рел■ : BienciXg —* BienU Х^ , 3г ”  Рел̂  ( Blen.cC Л е )
Из леммы 4 .2  следует, ч т о ~BienXXxQ^a^( Хлпп^ХР).
По теореме 2 .10  и лемме 2.12 кольцо является обобщенным од­
норядным, а  модули g/§t. и (В{)~ -  конечно порожденные арти-
новые. Очевидно, что кольцо Bi'e/uCX Rявляется подпрямым про­
изведением колец Вк • Отсюда следует, что модули
R(Bienc6X) и (Bie’td.X)g, являются конечно порожденными артино­
выми.

ТЕОРЕМА 4 .7 . Пусть Р  -  максимальный обратимый идеал коль 
ца Р , Hit Мп -  цикл,соответствующий идеалу Р , Х е - Р - 

примарный P -модуль, е ( Х ) ~ ^  . Тогда кольцо Bienct X р  
является подпрям м произведением колец В>\ . где ч ё п  ,

Bt является ограниченным наследственным нётеровым первичным 
кольцом, В1 с 5р • а кольца <3,, , 8 *  являются обоб­
щенными однорядными. Модули р ( BlendXg )  и ( Bie~icCXp)gp 
являются яётеровыми.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из леммы 3.22 вытекает, что 
Х е= Х ,®  . , , где к* п , модуль Х г удовлетворяет
условию * , X i * 0  < модули Х~х, . ,Х к имеют однородный цоколь 
и e('Xj_<& Пусть PetL : BiencCXp * BienXX, ,

Bl = Вел; fBiffnXX~e )  • Очевидно, что кольцо ?.,enXXp 
является подпрямым произведением колец Bj, , 8* • Утвержде­
ния, относящиеся к кольцу Bj , следуют из теоремы 4 .?  и из 
следствия 2.4 работы Гб!._Утрер)»ления, относящиеся к кольцам



-  I b  -

, . . .  , 3K i следуют из тех же рассуждений, что и в тео­
реме , .6 . Так как конечное подпрямое произведение нётеровых
модулей нетерово, то модули £  (&iesux.Xe )  и ( BienXXe )$р 
являются нетеровыми. р

ЛЕММА 4.8. Пусть Х в- Р-примарный /Р-модуль, Х=Х1®Хг, 
е{Х±)^оо , e fX t  и
у- Pet: 3ieneiJCe —*■ Si'esiX X ± . Тогда ( AVr (f)Pr‘ " O.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ie  Per.g> . По след­
ствию 2 работы f j ]  м о д у л ь ^  является прямой суммой одноряд­
ных модулей. Пусть 1/г -  однорядное прямое слагаемое модуля . 
Так как &(Xt )  z>- efX£)  то существует такой однорядный под­
модуль Ур модуля что eCV'J&efW' Из следствия 3.17 вы­
текает, что существует такой гомоморфизм Я :  1/е  - » > ,  что 
&(Рег \ )  £ п -7  . Рассмотрим сквозной гомоморфизм

Л : X  -X* U  V —*■ X  . Очевидно, что л (1 /с )~
** A ./ l / ) i  £ Х х i  =  О . Следовательно, V i,£  socn~1U . Отсю­
да X l  £ Socn~*X. Значит, i О.

Автор благодарен А.В.Михалеву за внимание к работе.

Литература

1. Агапитов К.В. Наследственные нётеровы первичные кольца.
3 3 с .  (Рукопись деп. в ВИНИТИ 12 июня 1980 г . ,  » 2334 -  80 
деп. ) .

2 . Холл М. Комбинаторика.-М.; Мир, 1 9 7 0 .-  330 с .
3 . tcitestSuoL 2>., S® S&rPaA 't<*na4 . У- tZlaePxa.,

<971, <?, X J , 3 S P -4 P 0 .
4. Pc4l0/b 7  С He*ueU{axy ъоейАена^т

■Unfl.J.JTfej-ta,, 7?7t?, V/,
5. Xut&'t P. P  Qect-i'TjL ccsvtrA&xter,) i£aeXitre-i a+ttP. 

jvu?Jee-tivei pvez Хг^ипУагг. xPn^s. J-i£. MaPA,,
77, л/7, C s f - t f b

6. A&sccLqtX/x. «  ЗеоигеВееС Xe хг-Xt 3z*cy ЛееЗАгиЗл. nx</rx.
•ting} ^7 AvnePesi /Va-77r Soe., 7?7Jf /у'Л, P 7 i  -P77

7. fnatufayAjAt «. frlctPu.TPs cve-t ЗиилХегР Z>etP*£tnX 
h’tx'frte 'tj-'vft. T- Pro.6a. jf. Ma7ATfTP, У, /7£>.



t>. ЗЪ и хал г  3 .  (Рл /А с  i/x u .c .tu re . е /  у е т г п . f / s c e t /  
usic-StxcCtsC •c in /3 . / / / . S cien -P cA 'e S^ /ux4 & / / г г  
C c/dtpn  * /  {re/-ies&z<? &с>/**.са/.*с>/п. Z C /u iv. '<*■/_
T o ^ o ,  / з / у  /4 ,  v / ,  /*г-*г^г 

J * $  in ?  £  S. //Ze>c44c& j c ry ft ■&c~cctCcta-t*£ /» е /-А еп < л п  
г ы п с  n*n^s. C*sia*>C.Jf. /77a/A ■, /9/3/,/%V4, / 6 / - / / 3 .  

iU. Sirup A S. frZctCcciis over. А с к е З с /л п #  ZteeP/usuSsi^.х<п*1~
t<n?i /7. Casio-p/ ./ .  //Лаг//., /9/9, /  «£ A i, 73-/3 

И -  S*nq-6  S. Sem e t> (ecom /u4cpio/u  i / и / r e n t 4 e n  aSe& - 
&*%. срхоиЛб « л /  tAeex. ?с .п с т а .//с л //р п . / / .  З и г /л  

/  J&a.i£. ,  /S t y  /6 ,  a/ у , ^j T - j GT 
Si* fc-tz-ex S'. /lC/LC£>sn.mu.tiLp.C'irC &>ca.t*.xn/1Ort й й Л '

<x/t/iCLcaSSe>n4 . /. ei.C?eSxa. t /937, /л//, 49-/3. 
l ;l. SienAtxcim 3 P*n£S 0̂ jiurfS&n.its■ in£c&Cueti0n.

io mciAosPi й/  r r> if  /At.cyy. S/trbt-nf'x j /973.
I *• Sax/iiAate-CL f/ SuMc-j/-u>9enucj x/nps й л /  9CrU ' 

г л  <&: zoxU/rt i ‘Sf-3  д л /  ipS'-S xSn̂ -i. •Aec /  fa'An 
ГПаЗА. a/JSYj у 3/3.

1ь. t С/*Ллпь /п. j/eca.St/izic'0/г. а л /  u>nyt£e/*en- a/*  
/В И Летее/3/ary xc/^f. Commust ДЗреЗъа. ,
/9/9, /  V /? ,  /г £3- рзз/

1- . 2с£* /иЗи S£>. iAc/utan-Sy eom/utc/ nupo/u&s <г« с/
. С?тст £  Ste-tA , /933, /3 / л/9, 79-93.



ПЕРВЫЕ ГРУППЫ КОГОМОЛОГИЯ НАД МЕЖПРЯМЫМИ 
СУММАМИ #£-СЕПлРАШЫй^С MIA Р*  ГРУПП

ИД.Беккер

Следуя Л.Прохаэке [I] , назовем абелеву группу G без кру­
чения Ж -сепарабельной типа ( fYl -  любой бесконечный кар­
динал), если всякое множество её элементов мощности, меньшей 7)1, 
содержится в некотором прямом слагаемом группы G , разложимом 
в прямую оумму групп типа Р*. Группа типа это группа, 
изоморфная группе целых р -адических чисел Для некоторого 
простого числа р  .

В наотоящеИ работе рассматриваем свойства первых групп ко­
гомологий И*(9.&) ( Ф -  подгруппа группы всех автоморфиз­
мов G  группы G ) над межпрямыми суммами G )71̂  -сепа­
рабельных типа Р* групп Gj, ( 771̂  -  любой бесконечный карди­
нал, и. пробегает произвольное иножество индексов (Л. ) .  Изуче­
ние групп U  (Ф, G) проводии, исходя из взаимосвязей между 
свойствами групп Ф и G . Развиваемый при этом подход к вы­
числению групп Н1(Ф, G) (HXAutG, G))  позволяет установить 
для них как необходимые, так и достаточные признаки равенства 
нулю (получить некоторую когомологическую характеризацию 771 -  
сепарабельных типа Р* групп и их межпрямых сумм) (теоремы 2 .6 , 
2 .8 , 2 .9 ) .

Как следствие теорем 2 .8 , 2 .9 , получаем характеризацию ал­
гебраически компактных групп без кручения (следствие 2 .1 0 ).

В работе пользуемся стандартными обозначениями (см. [2 ]  , 
[ 3 ] ) .  Напомним некоторые из них: £*(Ф, GJ , ci't{ cP, GJ  -



б! -

соответственно группа скрещенных гомоморфизмов, группа главных 
окрещенных гомоморфизмов группы Ф в G

Р*(Ф,Сг)= ‘ i{cPi G)  -  сервантная подгруп-
Е(& )  -кольцо

то
па группы бг , порожденная ее элементом cj 
всех эндоморфизмов группы G  . Если
IflH ~ ограничение if на подгруппе }{  группы G  ; Ф \Р  
подгруппа группы j t u iЯ  , индуцированная группой
на И  • Если G  -  прямое слагаемое группы <?= Ф ц  , то 1 1еЭ 1
для удобства pUcEĜ  рассматриваем как подгруппу группы АиЕС
' т . е .  отождествляем автоморфизм tf>L6 G -  и //>.' , где

if- I = f t и Yrl^J^ £ для i t j e J  ; € -  тождест­
венный автоморфизм группы). Под словом "группа" понгмаем далее 
"абелеву группу", кроме её групп автоморфизмов.

§ I .  Вспомогательные предложения

Рассмотрим сначала некоторые свойства f i t  -сепарабельных ти­
па Р + групп G • в также групп скрещенных гомоморфизмов, кото­
рые потребуются в дальнейшем при изучении групп Я*(Ф, G) и
представляют также самостоятельный интерес.

Пусть G -  WL -сепарабельная типа Р  группа, £ .  -  её 
максимальная z?-делимая подгруппа ( ^  -  простое число), под­
группу G(p) =Л. GT назовем уО-комп^иентой груша-' G .

В [ I ]  доказано, что всякая р 0-сгпарабельнья типа Р*груп- 
па Сг разлагается а прямую сумму своих ^-компонент. Пусть

G- Ф G/at, где EEfCr) -  множество простых чисел, к которому pfSCfG,I г'
отнооятся бримарные компоненты группы & . Очевидно, что всякая 

-сепарабельная типа Р +группа Q. при <ftZ >/>в является так­
же и >> „-сепарабельной. Заметим, что каждая Gro, ЯЛ - се­
парабельной типа Р группы также является !71 -сепарабельной 
типа Р 1 группой. Действительно, пусть М G,B) и .
Вложим Р1 в прямое слагаемое Сг̂  группы G  , разложимое в при
мую сумму групп типа Р*. G„= Ф  и, . Очевидно, что и мп 1(Э

-делима по вс°н псостым q Ф р  , т .е .  все изоморфны



одной и той же г р у п п е ^  . Следовательно, C!n q('(p)> Gr/>) “

=  6rff>~ Ж  -сепарабельная типа Р* группа. Условим­
ся ^‘„-сепарабельную типа Р +группу на ывать сепарабельной ти­

па Р*группой. В случае Gr=G(f))будем говорить, что Сг есть 
/Л -сепарабельная типа Р* группа. Группу, разложимую в пря­

мую сумму своих собственных характеристических и нехарактерис­
тических подгрупп, назовем полухарактеристически разложимой.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I . I .  ( I)  Всякое ненулевое прямое слагаемое се­
парабельной типа Г +группы есть также сепарабельная типа Р + - 
группа.

( i t  ) Сепарабельная т ча Р^группа неразложима полухаракте- 
ристкчески. ; -

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ( L )  Пусть С  -  сепарабельная

типа Р^группа, G=Cr1®£z  и ~ произвольное

конечное множество элементов группы б73 . Вложим .1. в некоторое 
прямое слагаемое А  группы &  , разложимое в прямую сумму групп 
типа р +. Пусть А = ® А -  , где каждая А  ■ есть группа типа Р +,

t- i  *• 1
т .е .  A ;^Jp  для некоторого простого р  . Имеем и' -
алгебраически компактная группа [ 2 ,с . 190]. Следовательно, А  
полна в Z -адичеокой топологии [2 ,с .1 9 1 ] . Обозначим черезA't 
замыкание подгруппы А  • Т огдаЛ[ выделяется прямым
слагаемым в А  [2 ,0 .1 9 5 ], A  В[ , притом А ± , &'t алгебра­
ически компактны [2 ,с .1 8 9 ]  и разложимы в прямые суммы конечно­
го числа групп типа Р * [2 ,0 .1 9 9 ]. Пусть замыкание подгруп­
пы Qt  в & . Так как , то Л [ £  . Группа G-z  -
редуцированная, поэтому Следовательно, у ч е с т ь  также
прямое слагаемое группы . Пусть и ~а**
+ где А  . Очевидно nS^ рассмотрим
замыкание подгруппы ^ В3 . Оно содержится также и в
группе бг*. И м е е м , е с т ь  прямое слагаемое группы &[ [2 ,с . 195], 

ф  В! и разложимо в прямую оумму конечного числа 
групп типа Р ^ .  Тогда А^/А^ФА^)® в£ и ={.4'&>А •
Если М ф А1Ф А  ̂ , то берем элемент, например ^з фА1ФА^1 и

проводим аналогичные рассуждения. Очевидно * что, рассуждая так 

далее, получим такое разложение группы Grt - ф  А (В&т , что



и ® ^  всть пРямая сумма групп типа Р* . Следо­
вательно, Gt -  сепарабельная типа Р* группа.

{ L L ) Пусть сепарабельная типа Р*группа G имеет раэ-

локение G= &t (BGz  , где Нот(а„Сг ) = 0 , a r je m .fc ,G t )M).
Пусть^ s>f /7 £ Gt )  и 1$г.+О  для & 2 ' Так
как и Gz также сепарабельные типа Р*группы, то вложим 
элементы , g z  соответ гвенно в прямые слагаемые G ,̂ G'
групп Gt  , t?j , разложимые в прямые суммы групп типа Р* .
Пусть G l- Ф А (- , Gz = Ф̂ В̂  , где А- , /5 -  группы

типа Р + ( т, п ъ - 1  ) .  Очевидно Нот CG±, G^)+ О . Отсюда 
следует, что Нот РВ̂ 1,А-^)ФО i. отя бы для одной пары групп

• A i t , т .е .  А /  £  <3^ =  для некоторого о . Но
тогда Пет fGj, £г )Ф о  , что противоречит характеристичнос­
ти &t в G  . Следовательно, группа G неразложима полухарак­
теристически.

Пусть G  -  группа, ффАи- tG  , С (Ф ) -  центр группы А* . 
Отображение 1:Ф~* G  называется скрещенным гомоморфизмом, 
если для любых ^у/фФ  всегда / у  + ; /  на-
зывается главным скрещенным гомоморфизмом, если в группе G 
существует такой элемент CL , что fo=a-y>a.  для любого р е Ф . 
Автоморфизм ptA uP G  называется регулярным, если <?, для 
jn G  тогда и только тогда, когда . Известно такое свой­
ство скрещенных гомоморфизмов [Ч] , проверяемое непосредственно.

ЛЕММ 1 .2 . Скрещенный гомоморфизм р. P-+G  является глав­
ным тогда и только тогда, когда feoJm fe-d) хотя бы для одного 
регулярного автоыорфи"ма <$ группы G  из С  РФ) .

Следовательно, для группы G  без кручения в случае -±оФ  
/:ф-+Сг является главным тогда и только тогда, когда 
ff-£ )<~ d G  ■

СЛЕДСТВИЕ 1 .3 . Если ё  еСГФ) -  такой регулярный автомор­
физм группы G , что ф-ё ё  Аи£ G , то # * С Ъ С )-о .г

Очевидно, что если f id  = О для некоторого A CpGP, 
то и ^  -  О .

ЛЕММА 1 .4 . Пусть А \^ Ф  и Gi  -  множество всох элементов 
группы G  , неподвижных относительно Ф, . Тогда каждый скрещен­
ный гомоморфизм Ф/<р -*■ можно продолжить до скрещенного



гомоморфизма / ’ Ф -*■ G  .
Действительно, достаточно положить f i  • где 1 ~ в0~

тоственный гомоморфизм Ф Ф /ф  •
СЛЕДСТВИЕ 1 .5 . E c u  G‘ Gt &GZ u Ht>m(Gx.,Gj.)~0 , 

то всякий скрещенный гомоморфизм ^ Ф/Gj Gt  можно продолжить 
до скрещенного гомоморфизма / Ф G  . В  частности, воякий
^  6 '£1(.jfa£G1? Gt ) можно продолжить но / ’- Z i{-&*ZG, GJ.

Заметим, что в случае G -  Ĝ  и Нет ('Git )  =  &
группа & *£& = У  л ( jfa t Gt хЛи- t Q ) ,  где ye?//#-* (Нл, Gt)
a ( Y a  Ant£г ) <JЛи-)G . Для продолжения ^  ; Ф —► Gt
до f  Ф- r G  достаточно положить , где тбФ,Т=-
-  /V *  & , У* у, /faH u/G c ( i*  i , z  ) .

Полагаем далее, что группы G  и Ф  удовлетворяют условию 
( Я ) :  G  имеет хотя бы один регулярный автоморфизм <Z£ С(Ф ) , 
индуцирующий регулярный автоморфизм <г^*<5*\G  ̂ на каждом её 
ненулевом прямом слагаемом G)  , а  Ф содержит все такие ограни­
чения fa  автоморфизма ё .

ЛЕАШД 1 .6 , Пусть G= Ф Ĝ  ( 1/1 -  произвольное множеотвоиен ■*
индекоов), &=(■■■,&<>■ -)jLeei . где G,£C(<P)J,fa=<g}G'Ljfa £ cP. 
Тогда для любых /*(</> G) и fag J u t  G^fl Ф всегда ^  <fĜ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G\=  ©  G , fa  V  UCJ ,
* 4/yHJu6G^  . Имеем fa<fJ_a</’J.fa и A“h любого ^ Е ( Ф , Н )  ffa-  

f v ’J.-'fa/'fKL) • Пусть , f y Z •
где u fa G ji, %<?G± f a -У.г) . Тогда 
Положив теперь fa!=( ifa',...  • получаем 4 ^ 0  и

СЛЕДСТВИЕ 1 .7 . Если G~  ©  Gr и Ф!<2. g Ф  , то всякий

скрещенный гомоморфизм fae Z*(<f>G) индуцирует некоторый скрещен­
ный гомоморфизм Д  : Ф / G+ -*■ Сг .̂

Пусть G  -  группа, G  которой содержит подгруппу Ф ' , 
изоморфную группе единиц целых у-адическкх чиоел UfQ*), * 
у х ' : Ф ’>-^СХQ£) -изоморфное’отображение Ф' на 1/(6?*)* Будем 
говорить, что действие автоморфизма гг группы G  есть умножение 
Q на петое у -цдическое чиоло /ч'(т) , если для любого ZeG  

элемент г у  можно записать в виде и г у ^ . у ,  й для
любого другого целого о-адического числа" ,е g /и '(т /\ъ,и'(И ). 
В таком случав говорим также, что автоморфизм Г  определяема



целый р -одическим числом ^  (или определяет ав­
томорфизм t  ) .  Очевидно, что если автоиорфизм Т  группы С  
определяется целым />-адичесним числом и г  ш . . .  +

f > - l , ч . > о  , п *  о , *,Л , ... ) ,  *о г  ре­
гулярен на G  , а  Т~*определяется числом ирС .

Если т ёС (Ф )  и K0 t>i , то гг-£ -  автоморфизм группы 
Сг , определяемый целым ^-адическим  числом • Тогда

по следствию 1 .3  получаем, что Н*{Ф,Ст) -  О.
ПРЕДЛОКЕНИЕ 1 .8 . Пусть действие каждого автоморфизма р<?Ф 

не ^-делимой группы Сг без элементов порядка р  есть умноже­
ние С  на некоторое целое ^ -ади ч еское  число

В таком случае Н*(Ф, О *  О тогда и только тогда, когда 
для любого (реФ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим сначала, что если 
автоморфизм р  определяется целым уэ-адическим числом и 
£-у><рЛЛ-£  t то x0- i ,  и наоборот.

Пусть ju .: ф>— -  вложение группы Ф  в группу еди­
ниц целых уэ-адических чиоел я = /  для каждого ^  =J^-CyJ ■ 
Покажем, что для такой группы Ф  Н*(Ф,(С)Ф О  . Пусть 
Построим отображение ^:Ф-+СС  следующим образом: для любого 
у б Ф  полагаем

<{<f= Jcf tf j  . г д е  f>xfy>;= .
Очевидно, что если о£.„= С+ ... +

( Oi: £ Р -±  ,  п = х ,г , . .  ) и -  первый ненулевой коэффи­
циент, то , где . ' ^ =  +
целое -адическ. j число, определяющее некоторый автоиорфиэм 
у е Ф '  группы С  • Отображение
ный гомоморфизм группы Ф  в С  .

Покажем, что f ^  В*('Ф, GrJ . Допустим противное, пусть'.?
содегш т такой элемент ср0 , что для любого p t  Ф ‘
Тогда имеем -<Сро)=ф/*~С*-(фФ£г> • Отсюда следу

ет / х -jufy))A = / / -  XiSYJCpfJ  и { С А  -р£„ ) --0 . 
Так как умножение группы С  ва есть мономорфизм, то
а  -р<рс ~ о , что противоречит выбору элемента А. . Следователь­
но, "построенный скрещенный гомоморфизм f  Ф-*(7- во ивзяется 
главным.

Ф есть скрещен-
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Обратно, если Н*(Ф,(Ф)ф О и хотя бы для одного f t  сФ  
СФ , то по следотьию 1.3 М *(Ф ,Сг) -  О . 

Следов тельно, любой /рсФ  определяется целым у ? -одическим 
числом с £0 , т .е .  £

СЛЕДСТВИЕ 1 .9 . Если Фф£ £ >  -  любая группа автоморфиз­
мов аддитивной группы целых 2-едических чиоел, то воегда 
/- /* (Ф, ̂ г )ф  О . В частности / / ^  )  Ф О.

При р  f a о  . Однако согласно пред­
ложению 1.8 содержит подгруппы Ф , для которых

о.

§ 2. Группы /Ф*{Ф,Сг) над межпрнмыми 
суммами ??Z -сепарабельных типа Р  групп

Пусть далее СФ -  редуцированная группа без кручения, 
Фё&<-£<Ф  и группы Ф , Сг удовлетворяют усговию ( -* ) ,  <3 -

регулярный автоморфизм группы С  из ССФф. Если €-& £& *££■  , 
то по следствию 1.3 всегда Ф/*СФСФ)= О . Поэтому полагаем 
далее, что £ -б  <р j(u .6 £ .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 .1 . Пусть jc  £  Е((Фф . Подгруппу JC группы G  
назовем jL -зндоиорфной в £■ , если всякий раз из того, что 
х у -  А . где g  ?СФ , , следует

Рассмотрим сначала межпрпмув сумму СФ групп СФ̂ ,

Ф (Ф.£ Сг^ П  Сг. , где !Л-  произвольное множество•Lfoi tsi. *
индексов. Известно, что группа Сг имеет разложения вида (ф =
^C/jbCr^i где Сг̂  есть межпрямая сумма всех групп (Ф̂
( р  £  (Я, уЗ Ф Ф ) .  Так как автоморфизм & 3 <Ф(ФФ группы 

Сг индуцирует автоморфизмы на группах , то
можно построить автоморфизм .,е ^ , к  группы

Ф = Л  Сг. . Очевидно, <з'(сФ  , условимся s '  также залисн- 

вать в виде^ & = С . . - , ^ ,  „ . ) + fVt  .
Пусть Ф= Ф1 ^Ф^ -  любое прямое разложение группы (Ф , 

уи £ : Ф£ >-* (Фр С i , J =J,Z; i* J J  и ^содерж ит все автоморфиз­

мы Г- группы Ф  вида ?£$£ «если Ф <Ф£ и
гг / £ .  ~ £  ( т .е .  Ф  содержит все автоморфизмы, индуцированные



мономорфизмами ju -  , воли только таковые существуют). При вы­
числении групп GJ полезным оказывается такое

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 .2 . Пусть е - < о ^ ф . Если изо­
морфна некоторой ( f  -  s '  )-эндоморфной подгруппе GJ группы 
f a  , то для любого всегда /<£  ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно лемме 1.6 fa(?G+  
для любого et £  (Л. . Пусть ju :  >—*" , где G  ̂ fa  ,
и <2^ ( £ - £  ) -эндоморфна в . И м е е м ^ г й ^ е ^  , где

<5 . ,  —)уз+л „ • nPii?oM ^  регу -
лярен на G^ , a S /  регулярен на <5-. , £ f a  . Груп­
па £_им еет автоморфизм Т<£<Р вида r=  Е *■л<- на fa  и 
на . Так как Z'&^c'T  , то (£  -ё )  f a -  fa  - г )  f a
Далее, f a - f a + f f a  и ( 6 -rr) f a  - fa ^ ) .  Тогда fa -с:) f a  
=y u /-fa )  и ( £ - S  )-эндоморфность f a  в ^ в л е ч е т  f a e G f a  
В то же время (£-с£)fa=jufs-dfaYfaJnjufe-tgfaf'/rJ^juf’-fa ). 
Отсюда следует )  [ju~  i ( - f a 2  , где f a - f a t  f a .
Следовательно, fa^.6 Zfm fa -G j,.) .

СЛЕДСТВИЕ 2 .3 . Пусть ^  -  межпряная сумма групп без кру­
чения ^  (оСё (/Zj , ( < f - S ') -эндоморфная в G ' . Если каж­
дая , для которой £ jLG G  ̂ , изоморфна ( е -G )- 
эндоморфной подгруппе группы ^  , то JG1(  faG J -  О.

Действительно, для любого f a  Z*fa3. f a  имеем f a -
. f a .  - f a tv L  , где f a e f a  . Если 

то по предложению 2 .2  Z/m f a )  . Тогда для любого
СЛ f a -  . где некоторый элемент из fa  ’

и yfc можно записать в виде f a f a t v t  или 
f a  fa  -G fa. • Так как группа G  ( г  - S '  ) -
эндоморфна в & \  тс ш{ш. . f a ? f a  • Следователь­
но, f a  -  f a - £ )  <7„ . fa ^ J m fa -G )  и по лемме 1.2
f a 'B ' f a f a J .  *  г

Следствие 2 .4 . Пусть группа G  есть прямое произведение 
(прямая сумма) групп Qj_ (*(. £ 01)  . Если каждая fa  , для ко ' '  
торой / / - S ,  ) /  -kct'G  , изоморфна некоторой группе 6-'

( p f a U / f a f a  . *0
‘ ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 .3 . Пусть G  -  межпрямая сумма групп без кру 

чения f a  f a  ё  o z ) .
а) Если группа С  ( £ -<е' ) -эндоморфна в Сг и для любого

* £ ( &  f a ' f a I f a  , f a ) = 0  * < P l f a * < P , ™
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Н 1( Ф , И ) = о .
a) Scju Н*(Ф,&)~0 “ Ист. /< £ ,< £ ,> = « #  то и

м № 1 Ъ . а + ) - о .
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Вснкий /  <?i? (фИС  ин­

дуцирует некоторый скрещенный гомоморфизм 
(следствие 1 .7 ) ,  а по условию ^ ^ e G r ife  <̂ )№л любого Л
Тогда ^сС- f . . . ,  ■• )оС£c/z, ** ('•••> И  ~ , ■ • ■ )<*■£<*■ *
где у , -  некоторый элемент из &. или А '  .7-16 <?'){..., ,. ■ -Хсеес . Учитывая теперь ( £ )-эндоморф-
пость группы G- в G ' , получаем -/£-& )#- , где U =
-у . Следовательно, / б  B Y ^ gO  (лемма 1 .2 ) ,
* .e .  О.

Для проверки п .б ) достаточно воспользоваться следствием
1.5.

Применим теперь выкеустановленные свойства группНсфСг) 
для характеризации межпрямых сумм -сепарабельных типа Р* 
групп.

ТЕОРЕМА 2 .6 . Пусть Сг -  ^ -с е п а р а б е л ь н а я  типа Р  группа, 
Сг- Q(a) и Ир-  люб00 прямое слагаемое типа Р*вё р  -
компоненты Оур ) .

I )  Если всякая О-компонента группы Сг не является груп­
пой типа Р +, то Ф, Crj=0.

2) Если Н*СФ CrJ= О и для любого P&SC(CrJ действие 
каж, .о  р е  ФШр на Ир есть умножение Ир  на целое р -  
адическое число СрО. / £с = / ,  то всякая р  ^компонента груп­
пы Сг не является группой типа Р*.

3) Группа H p d u iС, С)= О тогда и только тогда, ко^да 
2-компонента Сг/-г ) не изоморфна -̂л . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  I )  Пусть каждая о-компонента 
группы Q  не является группой ijjna Р* и feZ *H P ,G j .  Вло­
жим /б  в прямое слагаемое G'=&) Сг- группы С  , где каждая
г ‘ d* Una.ii .тг ^ ^  „  _•<

где
-  группа типа Р  . Имеем С  ■ G
•о: , автоморфизмы, индуцированные б* соответственно

на С; гдеG" . Тогда /«* -  Jl? е fa>"
ft- 'е и  (лемма 1 .6) и f<Z"=0.

Пусть далее хотя бы для одного прямоио слагаемого ff- груп-
С £ £< р  Ии С G(^ Если и- изоморфна некоторой G. 

‘х У



( i i% { i , Z , i t * j  )  , то, учитывая ( £-<* )-эндо~ •

иорфность иг. в G  и применяя к группе G. предложение 2 .2 ,  по­
луявей , т .е .  длиною»
торого ^  ■ 6 Gu

Пусть G-i  не иэоморЛша нн одному прямому слагаемому ir 
разложения группы G' я Ĝ  е г ^ .  Очевидно, что 

Сг̂  <- ^ , и выделяется прямым слагаемым в % > ’ / ? “>>=
-Cri tB й-,9, • Так как Ц ^есть  сепарабельная типа р  группа, 
то и з ъ я в л я е т с я  таковой (предложение 1 ,1 , ( L ) ) .  'бдедовв- 
тельно, G,-t9)также имеет прямые слагаемые, изоморфные ^  . 
Пусть А  -  одно из таких прямых слагаемых, тогда 
=  Cri t ® A и Ъ  — Л ' • Очевидно, что у4' ( £ -«s' )-ен- 
доморфна в . Применив теперь к &■ снова предложенае 2.2, 
получаем (£ -<°Lt )  • Таким образом, доказано, что для
любого I ) и =(£-&£)$£ Для некоторого

*  G i  ■
Возвращаясь теперь к ваписи элемента / с  , получаем 

£  (V-«y )$ ;  или А  = (£ -<?)̂  , Т . е .  f e e
€ • Следовательно, по'демме 1.2 B i( cP,GJ

Доказано, что Я^фСт )"* О-
2) Пусть Н*СР>&)-0 и G  -  такая ^-сепарабельная типа
группа, что для любого peJi(GJ  действие каждого р£Я1Иа 

на Ир есть умножение И̂  на целое р  -адическое число J-((/) с 
К0- 1  . Допустим, что одна из ^-ком понент группы ^ е с т ь  
группа типа Р*. Например, fyp* } ^  У PjL . Тогда для любого
ip£cPICr(ptj  имеем £-  /  ф JttrB G(p±)  • Следовательно, по
предложению 1 .8  , G-(pi)) Ф О . Так как GifH)
характеристична в G  и прямое слагаемое группы G , го всякий 
скрещенный гомоморфизм ^Z t( cP\Crfp1) , можно продол­
жить до некоторого скрещенного гомоморфизма ^  £  Z  ±( ф  G )  
(следствие 1 .5 ) .  Притом, если / f e  B Y ’P I f e , ! , &/>*)) • *■>,оче­
видно, н ^  ^ * г . е . ' получаем Ax<P,Gj* О , что 
противоречит условию. Следовательно, всякая р  -компонента 
группы G не является группой типа Р .

3) Положив ,<£- - (  и проведя рассуждения та­
кие же, как при доказательстве п. п,  I ) ,  2 ) ,  получим локазотоль- 
отво п. 3 ).

СЛРЛСТППР . • Е(-1И р-компояечта Gt0% .^Г-сепарчбелшоа



ТЕОРЕМА 2 .8 . Пусть G -  межпрямая сумма ^^ -с еп ар а б е л ьн ы х  
типа / ’’ групп £  (J- ё  C€j  и М.-  любое прямое слагаемое типа
P i группы Gx  .

I )  Пусть Сг ( £ )-эндоморфна в G'vi ~ Ф  для любого
J.6LI . Группа H ±( c%CrJ=P , если каждая , для кото­

рой S </.&*£сг+ , удовлетворяет одному из условий:
( - ) любая ^-компонента 2/^уГруппы Gp не является груп­

пой типа Р
( IL ) если р'-компонента -у группы G^  еоть группа ти­

на Р \  ТО р 'б  УГ(иГр) ХОТЯ бЫ ДЛЯ ОДНОГО рФ  Рр 6  CZj.
?) ;слн Л*(Ф>СгУ= С и для каждой Gj_ о б  ф otutCr .̂

лоиорп'изм £ у  р  Лс*& Jp̂ _ для любого (fe'PlH'L , то такая 
за G удовлетворяет одному из условий ( £ ) ,  ( - « ) .  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть каждая группа 6^. о 
ф.ли-ФРг  ̂ удовлетворяет одному из условий ( / ) ,  ( / / ) .

, ..азаты  такой группы Gj но пвлягтся группами

Пусть группа G± удовлетворяет условию ( / t ) .  Имеем
Р » где каждая /о-компонента ,  группы G^

, "г1 ‘ пая типа Р' группа. Обозначим Рс- - Р\Ст^а)
Тек как GtJL, ость прямое слагаемое группы G , то feup* G sо,1 
ли л1бого f£  "Z'PcpG) (лемма 1.6). Если G ^p) не изоморфна 

Y/; , то,рассуждая аналогично, как при доказательстве п. I) 
теоремы 2.6, получаем H.'l( <P\G(dLpy, Gt̂ pp)-tt Отсюда следует, 
что < f^ p £Grn f t - 0 -^ J  для любого Д  б Z V <P\G(+pj, 6 ^ )  . 
Тая как всякий ^6 Z l(tyGJ индуцирует некоторый 
f i f  Z l( ^ I G ' ^ ,  G u p i)  (следствие 1 .7 ) , то получаем 

^ Grn. р (
"nwciifpu и**л а яла D^vnunnuouvu /7 /  . У , .  Гр’.тП*“

/3 ^ ^  , то группа U  имеет такое разложение 6 1 =
-  G(Ap'j ©  G(pp') ©  Gt , где ^ ^ у и зо м о р ф н а  некоторому

прямому слагаемому, G(pp>; =  группы Очевидно, что
G ‘,ppy  ( 6 <з )-эндоморфна в Grf t) ф  &.± . Тогда по предло­

жению 2 .с получаем

для



Таким образом, для кь„<дой p -компоненты Gut» группы GA 
н любого скрещенного гомоморфизма /V  G) имеем

. Рассмотрим теперь . Имеем Д ^ с - 'б ^  
(лемма 1 .6 ) .  Так как G^r -сепарабельная типа Р* группа, 
то модно вложить в прямую сумму конечного числа её р - 
компонент. Пусть • Тогда Д ,  = 1Z
где б С г(^ )  . Следовательно, f ^  = £Р ((-^ рс)^L ■ где

f c 6 Gu Pi) у и бУ т .р'г-^) .
Отсюда следует, что Н*(Ф\Сг+t Cr+J^O (лемма 1 .2 ) и в случае, 
когда G^ удовлетворяет условие ( Li ) .  Применив теперь к группе 
G  п. а) предложения 2 .5 , получаем J -/1( Ф, Gj= О.

2) Пусть М*(Ф, GJ= О и каждая группа ^  с t  ^
такова, что ( - <f f  j t u Z для любого у>р < р //^  . 

Пусть некоторая группа Ĝ . ZIJ не удовле"воряет ни од­
ному из условий ( ь ) .  ( и)  из п. I )  теоремы и G^'p j  -  её р -  
компонента есть группа типа Р . Согласно предложению 1.8 
И1(Ф1&и'р), & • г РУппа &fc'p> характеристична в

и Иот ( G* ) =  (Gr^'p), &<*- ) - 0  . Следова­

тельно, Нош fGfe'pj; &)= о  , где G Ф Gfa^  = G  . т .е .  GU ip > 
характеристична также и в группе G  • Так как всякий скрещенный 
гомоморфизм Д , . ‘ Ф\&(и'р> —* Gfr'pj можно продолжить до некою 
рого скрещенного гомоморфизма f ;  ф -^G  (оледствие 1 .5 ) ,  то 
получаем, что и Н*(Ф,С О . Противоречие. Следовательно, 
если выполняются условия п. 2) теоремы, то всякая.группа ^  , 
для которой Gp_ I удовлетворяет или ( I ) ,  или
( и ) .  Теорема доказана.

ТЕОРЕМА 2 .9 . Пусть G  -  межпрямая сумма ^-^еп араб ельн ы т 
типа / ’ ’‘ групп G^/U ИР  , 2-сервантная в группе G '  •

Группа H l(7^ Z G ,G M  О тогда и только тогда, когда 
группы Gr̂  удовлетворяют таким двум условиям:

1) среди групп Ĝ  есть единственная группа (S' с ненуле­
вой 2-компонентой G(.3) ;

2 ) ^(рг) ~  7 Z 1
Д о к а з а т е л ь с т в о .  I )  Пусть группы Gj_ удоялет- 

воряют условиям I ) ,  2 ) .  Так как G  -  единственная группа г



Cr^D-tC среди групп G  ̂ , to  Лет , G+ j= О u для
любого c / j  . Отсюда с л е й е т , что J/fm. { ’C r^ j , ^
= Ш -п ( G(/U) ,Л^1?аС) - 0 . Следовательно, G(JUJ -  характерис­

тическое прямое слагаемое группы G . Далее, согласно следствию
1.9 Н*/эёи£Сг \Сг(.г ) , ^ Аг.)фО. Отсюда следует, что и
Н 1{ *•*<*. &)*£>:

2) Пусть J-G(pi-GGJ Gj^O  . Допуетьм, что группы Gf, не удо 
вдетьоряют условию I )  или 2) Тогда, рассуждая аналогично, как 
при доказательстве п. 1) предыдущей теоремы 2 .8 , получаем 
£ '- t)c 2 G  ДЛЯ любого Л  G 1 G, G )  . * . 0 .
7 {'(ЛЛСт, G )-  О . Следовательно, группы ^удовлетворяю т 
условигч I ) ,  2 ).

Заметим, что при доказательстве .и I )  теоремы 2 .9  2-сер- 
вантность группы G .в G ’не потребовалась.

Применим теперь теоремы 2 .6 , 2 .8 , 2 .9  к алгебраически ком­
пактным группам. Хорошо известно [2 , с . 196 ] , что алгебраячеокм 
компактную группу G без кручения можно записать в виде

G = f l  G, , где G .-  её р  -адическая компонента; ЗГ -  некою -
реХ г

рее множество простых чисел. Очевидно, что каждая Gр вполне ха- 
рокт?ристичаа s С . Уели Л 4 Л  , то С  -  группа 2-деливея. 
Заметим, что всякий элемент д. группы Gp можно вложи ь в неко­
торое её прямое слагаемое, изоморфное '^р • Действительно, 
группа Gfj полна в своей ^р-адичаской топологии. Пусть -
замыкание подгруппы < в Gp . Тогда < Г <"̂  £ Gp
и < выделяется прямым слагаемым в Gp [2 , о . 196] .  Отсюда 
следует, что С„ есть - -регарабедьная типа /^ г р у п п а .  Дей­
ствительно, пусть 0+2лгвл ‘...,ак*С гр  и G ^ G f ^ G i  
где Gt  -  группа тмга‘ Р * , содержащая ^  . Пусть '

£ Gl ( / ' ■ ■ / »  ) и О • Так как группа G  ̂ также 
и ге б р а ”пчскч комгактцз, то ^  вложим в некоторое ев прямое сла­
гаемое G, tv.г Ъ г д а  ‘ G*Gt ®G^®G3 ж ^

£ Ст̂ ф (7г  . Рассуждая так дальше, получаем такое разло­
жение группа G ~ 2 г ® (&c%@Gsti  , что элементы 
■/„, f a , , ‘/ а принадлежат G , & G J  Ф  Ф  £ /  -  прямой

с> м в групп, изоморфных . Следовательно, всякую алгебраичес­
ки (оипантну. группу G  бея кручения можно рассматривать как *



прямое произведение //.-оепарабельных типа Р* групп Ср . Из 
творен 2 .8 , 2 .9  вытекает такое следствие для алгебраически ком­
пактных групп.

СЛЕДСТВИЕ 2 .10 . Пусть G  -  алгебраически компактная группа 
бее кручения, прямое слагаемое её уО-адической компонен­
ты Ср > изоморфное То .

1) Если каждая с? £  , то “О
2) Если ЯУФ, £}= О и для любого у>£/Р1Нр евдомог

фием у то Gp ^  ^р .
3) Группа rJJYA*t<2,GJ=0 тогда и только тогда, когда 

2-адическая компонента Сгг  не иаоморфна ^  .
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О 11РЯ.Ш ИГС:1с1ВЕЖМЯл AKFJlKBbLC ГРУШ 
БЕЗ КРУЧЕНИЙ КОНЕЧНОГО РАНГА

И.X.Беккер

Пусть S~ { G+ Ĵ eOL ~~ полужесткая система абелевых групп
без кручения конечного ранга f I  /  . Тогда на множестве OL мож­
но задать такой частичный порядок , что «С Ji(U,f>£C%.) 
тогда и только тогда, когда Нот (Сгл ,й^)Ф О . 1ля таких 
систем S  всегда , так как класс всех попарьо неизоморф­
ных абелевых групп без кручения конечного ранга имеет мощность 
континуума. Обозначим через класс всех групп, изоморфных 
прямым оуммам групп из полуже.ткоя системы S' . Рассмотрим далее 
такие полужесткие системы S' » что Н о т . , 0 . )  — группа не­
разложимая для любых G+ • Gp€ S ' и классы ,5"®замкнуты отно­
сительно прямых слагаемых. Следовательно, мокто полагать, что 
всякая такая полужесткая система £  состоит из неразложимых 
групп. В [I ] , Г21 выделены довольно иирокие классы абеле-L J J GYff)
вых групп без кручения, для которых замкнуты относительно
прямых слагаемых.

Абелеву группу А без кручения назовем ,Ь ^-группой ( ^ - г р у п ­
пой), если А  еоть прямое произведение (прямая сумма) групп, 
изоморфных группам из системы S  • Согласно [1J любые два 
прямых разложения .^-группы имеют изоморфные продолжения.

В работе рассматриваем свойства S  -групп. 7ля «У-групп Л ,  $ 
устанавливаем .критерий изоморфизма группы А группе Н о т  (А , В ) 
(теорема 7 ) .  Этот критерий оказывается полезным при изучении 

еительных голоморфов S*групп. 3 частности, при получении



критерия определяемосгм S  -группы овоими относительными голо­
морфами (теорема 10).

Под словом группа подразумеваем дальше абелеву группу без 
кручения , кроме относительного голоморфа (голоморфа) или группы 
автоморфизмов группы. Пользуем я стандартными обозначениями и 
терминологией из f j ]  ,

Пусть А*= П.А<м, есть группа /  А  = &LA... -•jufi 2 ' '

S -гтш ) , A ~ n A ' * ' ( A - f A f*’) — Cl)ГУ* *** ** * *
— её о  -каноническое ( о-каноническое) разложение ( т .е .

Л  А ^  А Ы'= Ф , А и ,  , где А ш-  группы, 

изоморфные *<-€ и л a A z  ос ,  я м < ~ я

у „ р м - Я ) ,  у  (А ) ,  /г  ( А )  -  соответственно делимая,
редуцированная части группы А  . Группу В без кручения назовем 
группой типа SIl > если В> изоморфна G*. из S  ( или говорим, 
что «У-тип группы В  равен «Ь^,м пишем t g ( & ) =  S\c ) .

На множестве типов введем естественным образом
частичный порядок г? следуощим образом: „5̂ , ^  тогда и только 
тогда, когда ^  /3 (<*,/> £ ОС).

Таким образом, ^ - г р У ппа ( ^ -гр у п п а ) еоть прямое произведе­
ние (прямая сумма) своих ^-однородных компоиент A ^ ' f A ' * ’) .

Если , то назовем элементом
типа . Пусть & е А  , а  -  ) . . .  / а +> •• ■) <лл , —
компоненты элемента <" относительно данного S*- канонического 

(^-канонического ) разло/ьения ( I ) группы А  . Заметим, что тип 
элемента а*. €У \<Л ( Я-*. (  А г*’)  не зависит от вы­

бора ^-канонического  (г̂ т-канонического)раэло*ения группы А ■ 
действительно, если., например, А  -  Т1 —  „У -к ан о -°

ническое разложение 5 > ' ГРУП,|“ А  , отличное от ( I ) , где

&Л Я ОС , В  ,,пн* изоморфные (т„ ,
то из t  Ъ'Р' следует существование ненулевых гомоморфизмо* 

А * ’ и &'*' - ^Л "". Очевидно, что еели одна м •
групп G+ или U л изоморфна Q  , то согласно опр*д»пени*



полу веткой система получаем <£~ j i  . Пусть G  ̂ и -р е д у ­
цированные группы конечного ранга. Так как G^ , G. — группы 
узкие | 3 , с . 1°0 } и H o m ( A UJ, Ё ‘Н )  *  О ,

Нот ( А ,Л О , то .Нот AG^ , Gjf) * О - и

Н от  (С у , о ^ )  Ф О [ J , о . I 9 I J  , т .в .  гС у̂я .
Очевидно, что лпбой эндоморфизм б^-группы ( 1 ^-группы ) А. 

не понижает типы компонент её элементов относительно ^ -к а н о ­
нического ( ^-канонического) разложения. Будем также говорить, 
что Ь -группа ( S -группа) А  имеет соответственно бесконеч­
ный, конечный еГ-ранг ( ^ -р а н г ) ,  если / S 2 12- Ао , l S 2 l < H 0 , 

Аля S -групп справедливы аналоги хорошо известных свойств 
векторны групп (в  частности, теорем А.П.”ишиной из [ 4 ]  и теоре­
мы Е.Сонсяды о единственности представления векторной группы в 
виде произведения групп ранга I [5]).  Сформулируем некоторые из 
них, используемые в дальнейшем.

Л£Ш  г. Если Цот .(А,Ь)^0  для S ' -групп Л  А ш .LOf s?

& = п  £ д , то и Нот. fA ВаМ о  для некоторых групп

lu>i , Вл± (u)t ir£ 2 , ЯХ€ Л )  . Т.е. -is  )£ (В>А t ) 
для некоторых групп A*>t , B , \ t ••

ks'MMA 2. Авбое неразложимое прямое слагаемое конечного ренга 
,‘i -группы А изоморфно ОДНОЙ ИЗ групп А со ■

ТЕОРЕМА з .  Пусть А ~ Л А ' * \  В = Л  S '-«а-•L* (ЛА **1*6
ионические разложения -групп А , Е>

1) Если А = В . т о  А —В ’ = /  1 для каждого U-tif.
(В>х ~ группа, изоморфная G^ , А С П ^ Л ) .

2) ^сли справедлива обобщенная гипотеза континуума или А  Ы>~ 
группа редуцированная и S2 G  >—множество неизмеримое, то

А Ы В  влечет IS2U)I= /AG )I  для  каждого л. е  01 .
Г-ти предложении можно доказать аналогично,как 96.1 -  °б.Э 

HJ , учитывая при отом определение полужееткой системы групп 
и свойства узких групп [J , § 9к] . Заметим, что всякая счетная0 
Р •дуцированнйй группа без кручения являете* узкой группой. Прямая
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сумма узких групп также узка.
ЛЕММА \  Пусть А  = П  / L  — S  -группа и П2 — мможеотS2

*о неизмеримое. Всякое узкое прямое слагаемое С  группы А и°о 
морфно Д  А ш. . где u>i € £2  .

Действительно, согласно следствие 9Д.7 из |Э ]  , С изоморфна 
некоторому прямому слагаемому прямой суммы конечного числа гру~- 
А  ^ • Пусть С  — А '  . где А  выделяется прямы»- слагаемым

в группе Л= , ay  f  £ 2  . Имеем А  € Я  ® . поэ­
тому и A ^ S 9 • Следовательно’, А &  А л  . где т * пJ-i- i v .

СЛЕДСТВИЕ 5 , Если A ’oTl^Auf есть редуцированная S * -  
группа и ,5с? — множество неизмеримое, то всякое прямое слагее- 
мое группы А  , являвшееся S  -группой, имеет конечный «S’-  

ранг. В частности, такая «$>’*группа А  является ^ -груп п ой  
тогда и только тогда, когда она имеет конечный .S’ -p an r.

Рассмотрим далее группу Нот. (А с & )  , где

группы, и А "  П  А  + ес*л

с*

А  =  П  ~?А^ , £> = / 7  В А -  S -

В = Я  — их £>-канонические разложения. Пусть

UeUtAtUcrTL (A tM, За.) * о}, £2 (л)
= {ио l6V t £ 2 ,  Нот АЛ и,, ВЛ )it  О] . Заметим, что каждая

Нот f A о̂ ^Ва )  — группа конечного ранга.
ЛЕ.пМД а. Если H om  f A , B ) - f l  Н»  есть редуцированная

группа ( Mj, изоморфны группам из «У ) и ой — множество неиз­
меримое, то /А2^ЛЛ <■ Х 0 для любого АО А

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Группа В — редуцированная.
Так как / (Л I Л  и каждая В л — группа узкая [1 , с .1 °0 ] ,
TO jlorrt (А , В )  &  Л  ©  Н о т  ( А  3 i  ) — A t [  "I , о. T9")/.л ел e.ectA
Пусть 1§2{Л')12 А'„ для некоторого А '£  Л  • Тогда /  CfA (Л ') /  ?  ${е 
или /S2fa)/>'H0 для некоторого Уе CV.^fA') . Пусть 
/  (Лл  /Я')j  А  о • Если Нот. ( А м, В» >)^0, то 

H o m fA u ,, З л П *  0  Д*я <'*)■ (лемма I ) .  5-»сируем
в каждой Группе J-Iom ( Вл >) , гле . по одно-it У Л П I В . . .........  .му слагаемому }{ст (Аи>, Вх> Обозначим их прямив е>*J > • 1 - * н/ ж— /А- г
му через / { '  . Каждая группа Нот {. 3 ,  >1 н«разло»имя
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нэомирфна одной из групп (лемма 2 ) , поэтому Н  является S~ 
группой. Притом Н  имеет бесконечный К -р а н г  и выделяется пря­
мым слагаемым в Н  . Отсюда следует, что Н от [А, &) также 
имеет прямое слагаемое бесконечного ^ -р а н г а ,  что противоречит
следствию 5 . Следовательно, /  ('Л')Н К о  .

Испустим теперь, что I Л  Л )  Л  Но для некоторого U.£
€ . Представим А М  в виде А'** — П  А ш **ии( £2(4-1
~ Jl. А ^ ,Ф Л  А ^ ,,  , где Л }Л )  = Л )М  I /5 2  Л )  и

/Sci'M  I *  А  о . Тогда Нот ( А М, ^ л ')3£(̂ ^ )Нот(Аш',&Л')9

^Нот^Л^^Аш", ВЛ')  и Нот(А,Е>) снова имеет прямое сла­
гаемое бесконечного ^ -р а н г а .  Противоречие. Следовательно,
l£2fa)l<C А 0 аля каждого (Л-('Л.') и 1<Л(Л-')1< si»  .

ТЕОРЕМА 7 , Пусть vl и / , 3  = IJa -группы
Л 2  — множество неизмеримое. Группа у !  изоморфна группе 
Нот. ('Л , &) тогда и только тогда, когда для любого »С (  (Л. 
выполняются следующие условия:

( о ) /  S~2 Л )  /  ^  Ji о г
( i t ) существует единственная такая группа 3 ^  (Л^ € А )  .

что Нот {А  ̂  S  ) £  О  и /  ОСА ( л Л  I ^  К о  ;
(Li с)  множество ОСА содержит такой единственный элемент д ,

ЧТО Н о т .( А <Я\  ЬАр) & А М .
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а )  Пусть А ^ Н о т  (А, & )~

П и '  П  __ С*— i л  —л  гдв л s s i  о -каноническое разложениеС L/tjt / /  /Л  оС? (/[Д тг/Л\
^гр у п п ы  /10пг(А, В) • Есдм делимая часть VIA)  груп­

пы А  отлична от нуля, то А  и В  — делимые группы к очн о­
го ранга, притом X (& )  ̂  i  . Следовательно, в таком случае 
условии (I  ) — (ПО  имеют место.

Пусть у \  — группа редуцированная. йме®“ J[c-rt (А, &)  ^

~А(1 ®яЛ(л) Нот. ( А С , &л)  . По лемме 6
{£2/л)1< К ,  А*я любого Л-6 Л  . Отсюда, следует, что имеет место 
условие ( о )  и / 1/1А (л) К  К .-  Притом Н от  /А , А>)̂ П- Нот(Аи,&к

и каждая г р у п п а  Нот  С  А  & л )  и з о м о р ф н а  н е к о т о р о й  г р у п п е  из
п о л у к е с т к о а  системы £  . Далее, ОСл — (Л*# и д л я  любых <<€(ЧЛ1



т о

и/ф!А2(П существует такая группа Нот (As, )
( П Н А , А ^ е Л )  , ч т о  А ш  ^  Н от  (A s , В Л л )

(теорема Э). Так к а к  Нот ( Нот (A s  , В * , ), р>л  ̂ ) Ф О ,

и Нот . ( Л Ш, Е>л.+ )Ф  О Пус т ь  д л я  cyii*зствует еще
одна группа В ^  , Л* <? А  . что Н о т  ( Л ы>, Вул )ФО .
Учитывая теперь ( t ) ,  п. I )  теоремы 3 и рассматривая бГ-канони-
ческие р а з л о ж е н и я  г р у п п  А  и Н о т 0 , 3)  , получаем, что хо 
тя бы д л я  о д н о г о  у 6 А  * Л  H ‘J , Следовател ьно, имеет
место ( i i ) ,  В ы п о л н и м о с т ь  у с л о в и я  ( i t i )  о ч е в и д н а .

б) Пусть для 6*-групп А  и & выполняется условия ( /  )
С « О .  Е с л и  У (А )Ф  О  , то V ( 8  ) * 0 ,  - X - ( V l B ) ) =  1 и 
£ ( А ) —0  . С о г л а с н о  (о) у(А)<^ А о .  Следовательно, полу­

чаем А  — Нот. АА, В )  .
Пусть А  —  г р у п п а  редуцированная. Тогда и з  (.10, ( i t i )  сле­

дует, что V (Е>)~ О . Каждая Вл ~группа узкая, поэтому , учи 
тывая (U),  п о л у ч а е м ,  ч т о  .S '- р а н г  к а ж д о й  группы В <f> ’ , для

которой Hom(TjA , ВсН)ф0 ра рвн j . Тогда Нот (А , В) =

Sji fL 3 и так как I& U J  / , /  (ЛА (Л  ̂)J * Х 0
для каждого «ж е (ЛА ^  то Нот ( А , В) есть Х -группа. 
Пусть Н от  (A , B)H(lnJ^ '* >:аН  — её ^-каноническое разло­
жение, ( Л ^ й И  . Согласно ( Н )  подмножества ИА (Л)ФО 
попарно не пересекается, следовательно, (ЯА = I /  (ЛА (  А )  , где

Л  £ / 1  . ' А  по условие ( i l l )  для лобого еС€ (НА (ЛП  сувеет
вует единственное такое И д А А ^ )  , что

Н о т ( Л (  &aJ ^ A  к> (здееь п0 ( Ц )  Л '  ).

Если теперь об Ф X' (U, [/1А АлП  , то и р> Ф j l '  ,

где Нот (А "°, 3 * J = A f*'J ( / , / А  И л  a j  ) . 
Следовательно, соответствие Ф. —*J> является подстановкой 
множества (/1А (Лл ) т .о .  каждая группа НотАЛ‘'<\ ВЛл) 
изоморфна некоторой А  * А , Х'(- (ЛА ) . 3 то же время 
группы Н о т  (А '* ’, ) является S( -однородными компонента­
ми группы Нот АА , В) , f f  Н о т  (A U>, и

f l u  А  А ^  . Тпк'м "бряязи, доказано, что САТд  — UlA и

А  — Нот А А  , Р>) -
Заметим, что как следствие из теоремы 7 вытекает критерий
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wа м о р ф и з м а  г р у п п  У 1 и Н о т  ( А , В )  , установленный в / 6  ]
двн векторных групп.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ, £ -группу Л  назовем L S -группой, еоли 
ка-дов ее пряное слагаемое также является о -группой .

’ кажем один достаточный признак существования L 5’*rpynn, 
г д е  S — I  ц  — честная система групп [ J , о. I4R J  .
Лля добыл jL, р  t  LJl (o ify)  такой системы H ont(G ^, G * )= 0  
и Я о г,1 (а л . G J  изоморфна некоторой подгруппе группы ~ Q . 
Следовательно, жесткая система групп — частный случай полужеет- 
кой. Если S  состоит из одной группы G  , то £  называется жест­
кой группой. Нетрудно проверить, что для такой группы G  аетеот 
ьснньй гомоморфизм ^  •' Сг H om (Jiont(6r, G), G),
u  i  jbOjx ^  e G ,  < fe H o m (G ,G )  является изоморфизмом.

ТЕОРЕМА fl. Пусть G~ f  G ^ -"*еотка* система узких

A zz П  A __ о-*
групп, uJeS2 "  О-группа.

Если ^2-множеотво неизмеримое и для лобых U, р  € (Л груп­
па Horn. ( G ^, G ^ )  не вкладывается в G . , то каждое ненуле­
вое прямое слагаемое группы А  изоморфно группе А  '~ Л  А  .

u>(S2' ш
где Ь2* if ( т .е .  А  является /-^-группой).

Эта теорема являетоя обобщением основного результата — 
теоремы I из [7] для жесткой системы узких групп. Её можно до­
казать аналогично как теорему I  из [ 7 ]  , учитывая при зтом свой­
ства жестких узких групп. В частности, воли группе А ~  Л  А ш. 
где ьсе А ш изоморфны одной и той же жесткой группе 
куж группу будем далее называть ^-свободной), то А  естьг 

LS-rpyrm a (т .е , каждое ненулевое прямое слагаемое такой 
группы А  также является ^"-свободной).

Расомотриы далее овойотва /?^/-голоморфов [ b J реду­
цированных L S ^ rp y n n , где 5 ^ /^ ^ ^ ^ -п о л у ж е с т к а я  система 
групп без кручения конечного ранга я для лабых G^ , Gy, €  Н  
группа Horn (G^rGy) неразложима. Как и выие, полагаем, что 
класс замкнут относительно прямых слагаемых. Следоват-лъно, 
можно считать, что S  состоит из неразложимых групп.

пусть г (а . ф) ,  а  в , г )  — соответственно /? с7-го- 
ломор}ы L 6  -групп A ~ H a A LO, В =  Г}л  В л < Р 2 , А -  
множеств* неизмеримые), ju  ; Г(А.,Я?) >—+* Г(/5,  V''-изоморфно* 

гоб рачение Г { А ,Ф )  на Г ( В,ЧГ) , JU Л *  В  , Ц ,* м "Ч11 1 Фу  -соответственно множества всех перрпх, пторыу .ом’м



нент элементов групп J*A л Ь . Тогда согласно лемме ?
из [ в ]  группы А , S  , как группы без кручения, имеет такие не­
тривиальные ^У-прямые разложения А .-А 1 ФАг ,
( т .е .  А г  , 13,* О ) ,  что: I) Bi = ju A  i , Pt , Л , ■
^ ; 2) A t., 3 t —ненулевые вполне характеристические под­
группы соответственно групп А  , В  ; 3)  s  Н о т  (А г , А  ()

к У/[ ^  Н от  ( Вл , 3 i )  • Следовательно, если Л ,  В  пья я -

отся Л  б ' -группами, то А  * , А г , Вх , B t , Нот(Аг ,А х ) и
Нот(Ё>г,Р>̂ )-тши1в LS-группы ,

Пусть A t = J l  Л 7rfiit 2
Л ^ Х - П  АA t = f l1 *LttUlL

ионические разложения групп

, Аг~А1^А s -  £ 2  ) ,

соответственно сГ -к а-
(Л̂ П  А г ,tfB.UJ

6*-JL )

A t , A A , A

М д  и Л г **А) .
Лем* 9. Если А  = А  1 фА г , 3 -В х .фВг  — нетривиальные

/ ? J -прямые разложения редуцированных L S  -групп А ,  В  .
индуцированные /и , тог

J.) А г и В>г  являются ^-группами с конечными и равны­
ми ^-рангами;

2) для каждой группы A f  , JY  £2г ( 3 *  , <3€ Л г  )  

существует единс. венная такая группа (Вл^ , Ла€Л? ).
что -ts (A s)^  ^ s f A r f ) ( ~tg( 3 e ) i t s ( B Ae) )  •

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  l )  Имеем А х, А г  — /.£*груп-
пы и Ногп(Аг , А i)—f l  ©  Hem.(Ar<i- \ A r )  • всякая

' teiZi u-zfUli
абелева группа является максимальной нормальней абелевой под­
группой своего /?3-голоморфа (голоморфа''. Следовательно,

juTlB=At ^ (Pl — максимальная нормальная абелева подгруппа ь 
jCfA.Q) • Поэтому для каждой /1 Г гувеегвует хотя бы одна та»*« 

группа А Г{ , что Нот ( А  ?, Л Г{. ) * О . Группа 
Н от  ( A j , А , )  является (  S'* группой и она им*

слагаемые j-[em ( А '^ ' - А г  ) Т ©  Нот /- А  .) Ф

• ’ •

v
•т ппячы»

■1л-. )
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*® Horn (A* *! A c )  , являющиеся^ VI £
no следствию 5 следует, что S£z (ot-z) и

/7-группами. Отсюда

Нот(Аи*\ А г ) ф О)  _
Пусть £ 2 / “  { f / 1’? /2

множества конечные.
* , Лот /Ал,, А-с')* О}

/ 2 ,  г-1 г  6 £21  , Л от /Л от  /Ал,  A t ) ,  А е ) ^  О} .
Имеем A ,  & В ,  , А г —Л о/п . /Вг , B t )  ,  Вг & Л от  ,(Az , A t ),

оледовательно, А г = ^ Л о т /Л о т /А л , А  I ), A t ) » А л  &
э?Л  0  Ф ф
гея,, r'fffi **о<Лл(с') reS2jUz) 

Вое группы J/om ,'As, А Г')
Л от  /Лот. / А  g, А Г'), А  гг) , 

и Л от  АЛот / A f , А г'), А г)

/т, ? л, S~£-Л2»)  как неразложимые прямые слагаемые
с о о т в е т с т в е н н о  L S % p y n n  Лот . / А г , А ,  ) а

Нет./Лот. / А х , A  t ) ,  А  ,.)  изоморфны группам из системы 5 ”.
Следовательно, А г  имеет прямое елегаемое, изоморфное

///.,, ®  ,  „ J® .Лот  /Л о т /А г,А г-‘)>Аг )и яышюдееся S'-£ tjdf & J ЪСjuj>r\A'2)
группой. Отсюда следует, что S 2 / — множество конечное (следст­
вие *5). Проводя аналогичн. ъ рассуждения для L ^ -rp y n n  B>t 
и Вл . получаем, что и /S ^ iH  Но . Но тогда А  является 

/^-группой и согласно следствию 5 её^-ранг ю н е ч е н .т .е . / ^ / - ,4 *  
2) Очевидно, что Вя  также является Ь -группой конечного
-ранга. Допустим, что для некоторой группы (%г)

существуют хотя бы две такие группы А г , и A t i f c , rtA& i)'
что -Lg /A s)^ Л  /А г) и / . /A f )d  ig /A zA  , где <Геб2г 1'̂ л) • 
Тогда из Bz 2* Лот,/Ал, А  А  следует, что //-р а н г  группы 

Вл больше /7-ранга группы А г  • и° Для каждой ВЛг 
/,\г е Аг )  также существует хотя бы одна такая группа
a At ( л А( Л  i )  г что Лот /& Лг , Вл , ) *  О . Следователь­

но, Ал — Лот  /Вг  , & г)  далее влечет, что /7-ранг 
группы А  не меньше /7-ранга группы Вг  • Получили противо­
речие. Лемма доказана.

Таким образом, в любых нетривиальных /7,7-прямых разложе­
ниях А = А ,® А г > В — В i & В>л /j^ -групп А , В еле-



гаемые А г , Bz  являются о-группами. Будем далее 
вать в виде -Аг = & A g t , т .е . полагать,

Аг
что

записы-

*г, ■
Будем говорить, что группа А  определяется с°оим R*l~ 

голоморфом в классе групп J t  , если для любой группы В из 
хуТ  такой, что Г ( А ,СР ) ^ 1 ( В ,  УА) , всякий раз следует 

А== В  . Известно, что всякая нерздуциреванная группе без 
элементов порядка 2 определяется своим А?.7-голоморфом (голо­
морфом) в классе всех групп L Q] . ’'становий теперь с помощь»
леммы 9 критерий определяемости редуцированной LS-группы А  
своим R 7-голоморфом Г (А ,СР) в классе mynn L S *  . За­
метим, что если группа А  без кручения вообще не имеет нетри­
виальных -прямых разложений, то она всегда определяется
своим R J  -голоморфом в классе всех групп без кручения. 1ей-
ствительно, пусть f t :  Г (А ,Ф ) * '*’ [ '(В А Р ) , где В  — груп­
па без кручения и A z *  О в /?,7-прямоч разложении группы 
А  , индуцированному* , Тогда получаем А  = А  1 , В - В± и
,и А =  В . Поэтому рассмотрим далее / . / / ‘‘-группы, обладаю­

щие нетривиальными /?,7-прямыми разложениями,
ТЕОРЕлЛ Ю. Редуцированная L ^ -группа А ~  J ) А  1А} о не­

измеримым множеством определяется лобым своим А г./-голо­
морфом в классе групп L S *  тогда и только тогда, когда любое 
её нетривиальное R J - прямое разложение А а A t ® A z

С А * * Л п А г , Л ; - £ А , . , & л - / Ь , Г л , . . . ,  L  }

удовлетворяет условию 0 0 :
существует такая подстановка бГ множества ,6

&<Г- = , что Нот. ( А  с- , A  t s - )  -  A  VKi .
д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Пусть L S -группа А  опр» 

деляется любым своим ^(/-голоморфом P f A j ' P ■ в классе групп 
L S *  • т .е . для любой группы В  из L S *  изоморфизм
/и: Г /А , ‘Р )  — "Г( В, 4 0  влечет изоморфизм групп А и Ь 

Пусть f t  А  /  В и A  A i  ® А г  » В - В ^ В ,  -  нетривиальные 
/? (/’-  прямые разложения, индуцированные у* . По условию A t ,  

А -  , Bt > В? — L S -группы, а оогласно п. I )  ленмы °
А . и В>2 являются //-группами с конечными и равными ,S -

рангами. Применяя теперь к Л ~ В  теорему 3 и учитывая, чт



о
A i =  E>i , Нот (Ait А г, )“  О , Нот (  Ве, Ьг ) — О 

(лемма 2 из [Р ] ) ,  получаем Аг 3  Е>г  , т .е . A z = Н от  (Аг , А (). 
Чалее, согласно п.2) леммы 9 для каждой группы Af; (  
существует единственная такая группа Ars. (  /  £2 1 ) . что

Horn {As: ,  А ц. Но, Тогда из Лг =Нот (Ал ,A t )
следует, что для всякого нетривиального RJ-прямого разложения 
группы А  условие (*) имеет место.

б) Обратно, пусть любое нетривиальное ^ J -прямое разложение 
L S -группы А удовлетворяет условию 0 0 . Покажем, что такая 

группа А  определяется любым своим /Л7-голоморфом в классе LS* 
Действительно, пусть В — такая LS'-группа, что её £'(7-гояо- 
морф Г(В, Ч') изоморфен . (̂7-голоморфу Н А , Ф) группы А,

ju: Г(А, Ф) >— Г(Е>,У) v j u A A b  . пусть Л - А М г ,
Е>- ВА&Вг -  нетривиальные ^(7-прямые разложения группу!, В  , 
индуцированные ju- . ’’белимся, что /^"группы  А г  и 
Нот. fA j , ,A i )  изоморфны. Согласно лемме 9 эти группы удовлет­
воряют условиям (£) ((7 ) теоремы 7, а условие 0 0  эквивалентно
условию ( lit)  той же теоремы. Следовательно, по теореме 7

A t  — Hom AAj, ,A i )  , т .е ,  Вг . Так как всегда Ai = Bt ,
то получаем А  = В . Теорема доказана.

Из теоремы 10 как следствие вытекает критерий определяемооти 
овоими голоморфами некоторых векторных групп, установленный я[Ю]. 

Положив в доказетельстве теоремы 10 А -  & . получаем такое 
СЛЕДСТВИЕ I I .  Всякая редуцированная L?-rpynna А  — Н А Ш

О
о неизмеримым множеством АЗ  характеристична в любом своем RI7- 
голоморфе.
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ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ

В.Д.Бурков

Все рассматриваемые кольца предполагаются ассоциативными и 
имеющими единицу.модули-унитарными.

Пусть К -коммутативное кольцо; -алгебра над К  * 
Ъсгк Р  -группа К  -дифференцировании алгебры Р  ,то естз 

К  -линейных отображений £): Р  Р  .удовлетворяющих 
условию

D /xyJ  -  х  D fy )  + D ( x ) y  , х , у  е  °  .
Дифференцирование D  называется внутренним .если существует 
такой элемент Л €  Р  .что £){х.)-  х а  - а х  .Обозначим че­
рез i D e z ^ P  подгруппу внутренних дифференцирований в 
группе J)ez£ P  .Если М  - f P ,P )  -биыодуль.то ес­
тественным образом определяются А -дифференцирования из 

Р  в М  ,а  также внутренние дифференцирования. Обозна­
чим соответствующие группы дифференцирований через D^XK (к]/[  
и ID&Zf ( P f l ) ’Заметим,что дсе введённые группы дифферен­
цировании являются на самом деле К  -модулями.

мног;.х классов алгебр представляет интерес описание 
группы DeXfiP.  Так. К. Баклавским в [ I  ] были явно найдены 
все дифференцирования алгебр инцидентности.Описанию дифферен­
цирований кваэиматричных алгебр посвящена работа ИДюразе [2 ]. 
Автором настоящей работы в‘ [3]  этот вопрос был решён для 
класса обобщённых кваьиматричных алгебр,включающего в себя 
как нлгебры инцидентности,так и квазкматричные алгебры.Нако­
нец, в работе |Ф]м.К. Смит описала дифференцирования групповых
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алгебр конечно-порождённых нильпотентных групп без кр^чеьия. 
Основным результатом насто щей работы является описание диффе- 
рецирований групповых алгебр периодически групп.

Пусть Сг -периодическая группа; К  -коммутативное коль­
цо, в котором обратимы порядки всех элементов групп Ст ;

КСг -групповая алгебра группы G  над кольцом К .Нас 
будут интересовать в основном бесконечные группы,в этом случае 
пусть К С  обозначает (К С , А'(5^-бимодуль всех З о н а л ь ­
ных выражении вида 2Г_, С  0 коэффициентами из К  .
Так как KGK КС * ,то имеет место естественное вложение 
групп

i p : D e x K K G  D e z K f K C ,  K G )  .

^Лчференцирование £) алгебры KG будем называть обоб­
щённым внутренним дифференцированием .если D'*’ -внутреннее 
дифференцирование из KG в KG  ,то  есть D fx)  = х а  -ах  
для некоторого <Z€ K G  -Подгруппу обобщённых внутренних диф­
ференцирований в группе DezK КС  обозначим через IDer^KC  • 
Очевидно,что 1£}еГк K G ^ ID e t^ КС  , .В то же время,как
показывает следующий ниже пример,вообще говоря, Ij)e-c к AG А
ф Ш е С К С

ПЬиМЬР. Пусть К  -некоторое поле; -группа конечных
подстановок на множестве целых чисел Ж ; К bz  -групповая
алгебра группы S z  __над полем К  .Рассмотрим элемент
U.= ZC <5{п) в K SZ .где & {п)  обозначает транспози­

цию С?п п ) шЛегко проверить,что хи. -  и х  € KSZ я ля
любого х  € КS z  .поэтому отображение Du ■ K SZ x A S z  , 
переводящее х  в х и  - и х  .является обобщённым внутрен­
ним дифференцирование • алгебры K S Z  -Нам осталось показать, 
что D u не является внутренним дифференцированием.Пусть, 
напротив, Du р  D y  , где V  = jCj i (fi  € I  .
Посколь..» множество J  коньчно.то найдутся целые числа fn. 
и п. .на которых ьсе подстановки а-  действуют тоадест- 
ьенно.Обозначая чер^з & транспозицию ( п ап/  *мн видим, 
что D y f e ) ~ D -В то же время несложная проверка показывает, 
что Du (<?) (  °  -Из полученного противоречия вытекает,чго
IDегх K(IZ t  I D c r l  A Gv .



-  48 -

Следующая теорема даёт в ряде случаев полное описание К -  
дифференцирований групповой алгебры KG  периодической
группы. -

ТЕОРЕМА I .  Пусть G  -периодическая группа; К -коммута­
тивное кольцо,в котором обратимы порядки всех элементов груп­
пы G  .Тогда Z W ^. KG “  T D e -г f  К G  . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть JJ -дифференцирование 
групповой алгебры КС .Сопоставим ему семейство элементов 

:у,&€ G /  кольца /К, исходя из следующей формулы:

О ф * £ с  ■
Из правила дифференцирования произведения xDfy)+Цх)и
непосредственно вытекает,что для любых х , y , i e G  справедливо
соотношение

. С1)
Для доказательства теоремы нам понадобятся три леммы.

ЛЕША I .  Если элементы у  и К. группы G  коммутируют,
то •
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть порядок элемента у  ра­
вен п. .Тогда у п- i. и поэтому t y ‘:]Ху)у*  =
*  О , откуда,ввиду перестановочности а  * и 1 -А. .следует, 

что п ot-j'A. = О .Поскольку элемент п_ обратим в К ,то 
этим эаьершается доказательство.

ЛЕММА 2. Если X  ‘А х . = у ~ 1А у  ,ТО ot-£-‘y ly  »  A'ic х. 
д о к а з а т е л ь с т в о .  Из леммы I следует, что at у  \  
для любого fffC r .Пгятому, полагая в (1) г  = у  .получим, 
что .Следовательно,для доказательства ра­
венства *х, х. достаточно показать, что ^  =

et-x^x. -Пусть У *&У X ~*А X .Если мы умножим
это равенство слева на у  ,а  справа на -г~* ,то получим 
что ^Ух * “ Уж *  ̂ ,то еоть цем ент у х ' 1 принадлежит 
централизатору элемента & .Обозначая элемент у х ■"* через С 
и используя ( \ )  .получаем,что

ЛУ  = *Сх,сЛх “  А-с.сАх x x-fKxC.,cl(x rlt 
Однако в силу леммы I .  K.CiĈ 0  ,чтЬ и доказывает л е т и  ц.



A i y ,  с уЛЕММА 3. Если Х~*£к ,то < * у 'у ,у  
для всякого у  £ Gr . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим 
Тогда получим,что

<*xf.,Ax£ ” А^,х'*Аяу * А*, А *#•/’*■ + -̂ж,Ах
Отсюда с учётом равенства ^ * у ,у  = < * у ,ж 'у  следует утверждение 
леммы.

Для доказательства теоремы каждой тройке элементов у" , А 
и ж группы таких,что у *  х~*А тс. .сопоставил уравне­
ние Ха -  Xf( = • £ £ £ ,с  *а затеи объединим все такие уравнения

SV группы
- у ,

ние yip -Л.A. a <**h Jc, тс *а айгеи ииъединим дие такие уравнении 
в систему f  .Покажем,что эта система юнеет решение [d j : y (G ]
в кольце X  -для втого в каждом классе сопряжённых элементов 

О  отметим некоторый элемент y i  и положим 
,а  далее из уравнений оистемы F найдём элемен­

ты « у  для всех остальных 
лемм следует,что все элементы 
разом одиозна .но 
и покажем,что £)
дифференцирование,соответствующее элементу и  д л я  этого 
достаточно показать,что Dfy)= Du и?
для всякого у  С Сг ,то есть,что

* ” £ * * * '* А ~ В < * * *  А?  •
Таким образом, D = Du  тогда и толысо тогда,когда для 
любых у г А € £  имеет место равенство

у  € Сг .Из доказанных нами 
) все элементы « у  определяются таким об- 
з.Рассмотрим элемент и  *■ у  е  К G
9 =  Du. >где Du -обойдённое внутреннее

AyA. * {А ^  . ' ( 2 )

Заметим,что элементы у  и А  группы Сг сспряжены в 
d  тогда и только тогда,когда существуют ж,у € Сг 

такие,что у  = Ж у  и А = уж  .Отоюда легко вытекает,
что решение / « у  У  ̂  Сj  системы F  удовлетворяет (<’.j 
Тем самым показано,что D~ Du  , чем завершается доказа­
тельство теоремы.

Если G  -конечная группа,то в качестве следствия теоре­
мы I получаем хорошо известный результат [5 ,с .41 ,76~ ] .
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С.ПЕДСТВйЕ . Если &  -конечная группа и К  -коммутативное 
кольцо,в котором обратим порядок группы С  ,то  любое К  -  
дпр, зренцирхзвание групповой алгебры К С  является внутрен­
ним.

По-прежнему,пусть С  -периодическая группа,но уже К  -  
Произвольное ('возможно, некоммутативное) кольцо; К С  -группо­
вое кольцо; D& t К С  -Группа дифференцирований,a I D e i  ' К Сг 

подгруппа обобщённых внутренних дифференцирований группового 
кольца КС* .Через' УУ обозначим множество конечных клас­
сов сопряженности группы Сг .для L € /С  пусть обоз­
начает соответствующий к л асс ,а  £е- -  2^, £  .-'заметим,что вся­
кое дифференцирование S  кольца К * можно продолжить до 
отображения

S К С  —  К С  :  Г Г  Ь Ы . ) ? ;  ■
Пусть (Г -  {  К  : i  € У У / -семейство дифференцирований кольца К . 
Мы назовём это семейство локально конечным,если 8{С<*-) -  О 
почти для всех <с €  УУ при фиксированном «< f  К

для того чтобы показать,что существуют бесконечные,но ло­
кально конечные семейства дифференцирований,возьмём кольцо К  
матриц бесконечного порядка с конечным числом не­
нулевых злемен^ов.для любой такой матрицы УУ очевидно,что 
е- для всех достаточно больших б ,где
е  -матричные единицы.Пусть 8i  -внутреннее дифферен­

цирование кольца .соответствующее элементу /./ .Т о гд а
семейство j  : i€  /У Д к а к  легко видеть,является локально ко­
нечным. .

Если S -  / 8̂  й(Щ -локально конечное семейство дифференци­
рований кольца К  .то  нетрудно проверить,что дифференциро­
ванием кольца К С  является отображение Dp К С  К С ,
определённое следующей формулой:

D s C*c)-/ f a t / с * / - s £ .

Подгруппу дифференцирований такого вида в группе D&t KG  
обозначим через С \D&r К С  .Таким образом,в группе Z W  KG 
мы имеем подгруппу С  В ех К G  +  П ) е х * К С  .

Если Мо  -множество всех классов сопряжённости группы С  , 
а  8 =Д о  i e f l . /  -произвольное семейство дифференцирований коль­
ца К  ,то  отображение,определённое по формуле
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D s fu) — L. ^  fu.) s t-,<(M. ’ __  _
является juiî s  ре иди рованием из К G в KG  .Через CD :t(KG,KC) 
обозначим подгруппу таких дифференцирований в группе Dex(KGt KD).

Идея доказательства теоремы I может быть также применена 
и для описания дифференцировании группового колт на KG  .

ТЕОРЕМА 2. Пусть G  -периодическая группа; К  -кольцо,в 
котором обратимы порядки всех элементов группы G  .Тогда 
любое дифференцирование D  группового кольца KG  можно 
представить в виде J) = J)± /■ /)£ , где £)t  и Вг  -дифферен­
цирования из KG  в CG .причем £)t  -внутреннее диффе­
ренцирование, а £)г  € CjDvtfKc,, KG). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / )  -дифференцирование 
кольца KG  .Дослоьно повторяя доказательство теоремы I,по­
лучаем элемент и  € K G  такой,что Df f ) = -  ис  ̂ д-я 
всех g  £ и  .Пусть Dx -внутреннее дифференцирО£''1ние,соот­
ветствующее элементу U- и J)z  -  D~ .Тогда £)г -диффе­
ренцирование и £)г С^)- О для всех £  ? С  .

Предполо-йим.что ,где все члены суммы
отличны от ну ля. Дифференцируя равенство Л g  ,
получим,что Dz СЛ.) g  -  g  ■ DZC<*) .то есть 
Таким образом,для каждого Л. £ К  подмножество LC группы С  
обладает тем свойством, что g  дпя всех g  (  G  ,
то есть l /z ~% «Значит,каждое подмножество 6^.
является объединением некоторых классов сопряжённости группы G . 
далее,очевидно,что -дифференцирование кольца К  дтя
любого ^  К G  .Кроме того,легко показать,что если элементы 

g  и Кг. сопряжены в G  ,то .Следовательно,
мы имеем семейство дифференцирований кольца К {<£• ; /  е М»} 
причём J)2 (Л)*= К C*)S; .Таким образом, Д ,  eCD«r{KG,KG), 
тем самым теорема 2 доказана.

Пусть снова К обозначает коммутативное кольцо/ G  -  
группа.Следующим объектом нашего изучения будут дифференциро­
вали я  скрещенных групповых алгебр.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Рассмотрим семейство Р~{/д,А.: обратимых
элементов кольца К  .удовлетворяющее соотношениям

(а )?



где .Зто семейство навивается системой 4акто­
ров.Ореь ,‘иьой групповой алгеброй с системой факторов р  на-^ 
знвается /С -алгебра К,* С  .вмещ ая множество : y ( G r ]  
в качестве базиса свободного К  -модуля,и с умножением,за­
данном на элементах Оазиса следующим образом:

Л '//* ' I
Кроме того,будем предполагать,что i t -единица алгебры К Ст .

Описание К  -дифференцирований скрещенной групповой ал­
гебры К*£г произвольной периодической группы & в общем 
случае,видимо,представляет серьёзные трудности.Однако если 

Ст -конечная группа,то существует довольно простой способ 
избежать сложных вычислений.

ТЕОРЕМА 3 . Пусть ./С -коммутативное кольцо; С  -конечная 
группа,порядок которой обратим в к  ; К *& -скрещенная
групповая алгеора с произвольной системой факторов.Тогда лю­
бое R  -дифференцирование алгебры является внутренним. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть JR -алгебра над /С ; R 0f> -  
противоположная алгебра и R d- R  °Р • Рассмотрим отоора-
жение ju  R e—* R (Определённое по формуле

а  £ ф  « I )  *  £  * *  * *  ■
Если J. 
правых

О  р  R — + o  •

Алгеора £? называется К  -сепарабельной,если существует 
элемент в €  R e такой,что и J  £ = О .Известно^что

R  -сепарабельность алгебры JR является достаточным ус­
ловием для того, чтобы Dtx * R  = ID * t* R [ 5 ,с .7 б ]  ,

Покажем,что алгебра R i6r является JC -сепа^бельной.тем  
самым будет доказана и теорема 3 .Заметим,что при
и Ух * - fit следует,что для всех у  f  G

? } > f ‘ “  f j ' i ?  ( 4 )

Рассмотрим в f К*Lr) элемент
Очевидно, что y.(e)~i  .Далее,поскольку J. как (/ClG)'-модуль 
порождается элементами i r S> -  t t S> i T , где -r € Cr , to J e=Q, 
как только f i r  <S> ® t T) e=0vjw всех ~£ t  U  .Пам oA a-

- Ke* /и. ,то имеет место точная последовательностьг) е. JК  -модулей
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лось лишь провести простое вычисление

=j f a ??>Г‘ А /  ' ТГ 1 ~/Га/3?’Г ‘-f f ' ‘r  'У®  V ' r  ^

= А Г  ( P w *  рт# ~рт},?-‘г ‘ 'Pf-'r-*  r A * y  ®  t f *  ■

Теперь возьмем в ( з )  у ж = у  * Г"*. fa - ^  • Уз * У  к вос­
пользуемся соотношением (4,) ,в  результате чего получим,что 
(p r ® i 1 -  t i  ®  zfr J  <г= О для люоого z £  £  .Таким образом, 

J. <?-£? ,а  значит,алгебра является К  -сепара­
бельной, что и завершает доказательство.

Пусть F  -поле характеристики О .Можно рассмотреть 
свойство группы Сг .которое состоит в том,что у групповой 
алгебры FCr нет дифференцирований,отличных от обобщенных 
внутренних.У1Э теоремы I следует,что таким свойством обладают 
периодические группы.3 заключение работы мы покажем,что это 
свойство гррпп сохраняется п^и переходе к прямым произведе­
ниям.Точнее .имеет место следующая

ТЕОРЕМА 4 . Пусть О -  Н * N  ; К  -коммутативное кольцо 
и все дифференцирования групповых ал1 .,бр КН и К N  
являются оообщёнпн.н внутренними.Тогда все дифференцирования 
алгебры K G  также являются обобщёнными внутренними. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть S  -дифференцирование 
алгебры КСг .Его ограничения на К Н  и K N  являют-
ся дифференцированиями : КН КСг и ; K/V -*■ KG  0 
дифференцирование SH можно представить в виде fy )  — 
ее 27^ $л (У) ■ п. .где отображения L--KH -* к н  являютсг как 

легко видеть, дифференцированиям.: групповой алгебр’ К/ /  доя 
любого it €  N  .По условию теоремы лиф»ере пцироьа! :кя S/l яв­
ляются обобщённым., внутренними,то е л  ь Ул Сх.)~ х и п -и t х. , 
где и п £ КН .Положим и. = Ц un - f i 6 K G  .тог. а

^ f* /V’V
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очевидно.что S f S *  .Аналох'ично ,где IS £ KCr .
/алии .рассматривал S -  S^ вместо S  ,мы можем считать,
чти SH = О ,а  .

Обозначим через А. к 3  множес 'ьа классов сопряжённости 
групп /У  и /V  соответственно,для всяких У £ А  и У £ В> 
пусть £■ и Tj_ -соответствующие классы сопряжённости,
Si - fS А , i. - £  /г  .Через С/УУ) и С /V )  обозна- 
чин -цевтрьлизатиры в KCr групп /У  и /V соответ- 
ственно.Нетрудно показать^что С [Н )-{/- S£ г /  '■ х £ (  К N ] ,
Сy / V ) = { t j  Vi? k H }  .Лекажем,что IS* цун + МУ# .где 
& Н *С(П ) >а €  С (/V )  .Элемент V  £ КУУ можно

представить матрицей /вообще говоря,бесконечной/ размера 
/ / / /  /  INI .состоящей из блоков,соответствующих классам 

сопряжённости S, и Ту .Очевидно,что элемент из KG  
принадлежит C'fS/j /соответственно S f /V) /  тогда и толь­
ко тогда,когда каждый блок матрицы этого элемента состоит из 
одинаковых строк /соответственно столбцов/.

Из предыдущих рассмотрений следует,что элемент V  при­
надлежит CY-N) + Cf/V) тогда и только тогда,когда в каж­
дом блоке р а зн о с ть  любых двух строк /или столбцов/ состоит из 
одинаковых элементов.Это,в свою очередь,эквивалентно тому,что 
\S-  n ' i  А п  £  С f/У )  для любого п  £  У\/ .или,так как пУТУЯ), 
п  is -  is ft £  С /'/У )

Итак,если * О ,.а , то для любых п £ А/ и
/г £ /У выполнена цепочка равенств

О- S/я б - )-SSAn)= A  SynJ - Tfn)A * A /in  у  -  У п) -  [ п  у -  isn)A.

и по доказанному IS6 УУ/Т/) + С/Л/) ,то  есть IS- МУм +
Пусть 5<а-л, -обобщённое внутреннее дифференцироыаиие, соответ­
ствующее элементу \tsH .Ясно,что Т&н = 0  на УУ и

1ГН-о»М ~0  на ^  ,то  есть ^  на К
Таким оОразоы, &= $и+ * что доказывает теорему.

Автор благодарит А.3 .Михалёва за внимание к работе.
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О СТРОЕНИИ ВПОЛНЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ПОДГРУПП 
АБЕЛЕВЫХ ГРУПП БЕЗ КРУШЕНИЯ

С.Я.Гришвпон

В этой статье предаагаетск подход к изучению вполне характе­
ристических подгрупп и связей их строеиия со строением самой 
группы для достаточно широких классов абелевых групп без круче­
ния. С помощью этого подхода найдены связи между инвариантами 
рассматриваемых rpvnn и соответствующими инвариантами их вполне 
характеристических подгрупп.

Статьи состоит из четырех параграфов. В § I  вводится по­
нятие гомоморфной оболочки подгруппы^1 группы А. е группе В 
1. с помощью него устанавливаются некоторые свойства вполне ха­
рактеристических подгрупп абелевых групп.

§ 2 посвящен изучению транзитивных абелевых групп без круче­
ния, то есть таких групп, в которых для любых двух элементов X 
и таких, что %(х)^ Л. ( $ ) , существует эндоморфизм у  со свой­
ством f  %(x.J характеристика элемента х. ) .  В этом
параграфе вводится понятие абелевой группы А, транзитивной отно­
сительно функции - А -*И , где И- некоторая нижняя полуре- 
ветка, a ifa - функция со специальным., свойствами, и показывает­
ся , что при изучении вполне характеристических подгрупп абелевых 
групп пожезпо рассматривать группы, транзитивные относительно 
таких функций (предложение 2 ,1 ) .  В § 2 доказана теорема 2 .3 , да­
ющая полный ответ на вопрос, когда абелева группа без кручения, 
разложимая в прямую сумму групп является транзитивной группой.
С помощью этой теоремы получен ряд результатов о свойствах тран-
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зитивных абелевых групп без кручения, а такке описано строение 
транзитивных абелевых групп в некоторых классах абелевых групп 
без кручения.

В § 3 изучаются абелевы группыG без кручения, называемые 
% -группами, вполне характеристические подгруппы S  которых » 

имеют вид S=Ccv]*{<pfCr\XS<f)r v )  , где V -  некоторая после­
довательность, состоящая из целых неотрицательных чисел-и симво­
л о в » .  Как следует из предложения 2 .1 , всякая х -груп п а явля­
ется транзитивной абелевой группой без кручения. Обратнее, в об­
щем случае, неверно. Получены необходимые и достаточные условия^ 
при которых % -группами являются прямые суммы групп (теорема 
* .9 , следствие 3.10) и транзитивные редуцированные -'руппы с ли­
нейно упорядоченным множеством типов элементов (теорема 3 . I I ).
С помощью этих результатов удается выделить X -группы в ряде 
классов абелевых групп без кручения.

В § 9 введен класс транзитивно разложимых абелевых групп без 
кручения, содержащий многие известные классы групп, как, напри­
мер, класс вс-х  прямых однородных сепарабельных групп без круче­
ния, класс всех прямых сумм однородных алгебраически компактных 
групп без кручения, класс всех вполне разложимых групп и другие 
классы групп. В этом параграфе получено описание вполне характе­
ристических подгрупп транзитивно разложимых групп (теоузма ^. I ) .
С помощью полученного описания для таких групп установлена связь 
между некоторыми инвариантами группы и соответствующими инвариан­
тами её вполне характеристической подгруппы (теорема ^ .2 ) .

§ I .  Гомоморфные оболочки подгрупп абелевых групп

При изучении вполне характеристических подгрупп абелевых 
групп оказывается полезным понятие гомоморфной оболочки, кото­
рое введем следующим образом.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ I . I .  Пусть А  и 5 “ Две абелевы группы и / ! ’• -  
подгруппа группы Л  • Гомоморфной оболочкой подгруппы А  в 
группе Е> будем называть подгруппу группы В , порожденн,,ю все­
ми элементами вида ра' , где (A, g )  f а  ’вЛ'.

Приведем некоторые простые свойства гомоморфных оболочек, 
а) Гомоморфная оболочка подгруппы В группы А в i руппс Ci
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является вполне характеристической подгруппой группы С .
б) Подгруппа S  группы G  вполне характеристична в & тог­

да и только тогда, когда гомоморфная оболочка подгруппы S  в G
совпадает с S  •

в) Пусть А ± , -  подгруппы группы А; A l ,А^ -  соответ—
отвонно их гомоморфные оболочки в некоторой группе G- . Если су­
ществует эпиморфизм % допускащий продолжение до
эндоморфизма группы А  , то А!г £A \ .

Действительно, пуст: £ < ? ял еА г  . Тогда 
у а А  • Так как у»-  эпиморфизм, то существует элемент
ал&At  такой, что !/>ах ^аг  . Если ф -  продолжение /

EfA)  -  кольцу всех эндоморфизмов группы А  ) ,  то

г )  Если у » -  изоморфное отображение группы А  на группу В 
л A l -  вполне характеристическая подгруппа группы А  , то гомо­
морфная оболочка A t b В совпадает с подгруппой р А х .

В самом деле, обозначим через A t гомоморфную оболочку под­
группы А г в В и предположим, что А * А . Тогда <fAt
Пусть А  -  множество всех таких элементов , что
для некоторого гомоморфизма /р 6 Ео/гг(Я, В) и некоторого элемен­
та С-£A t . П  -  порождащее множество элементов группы A t . 
Так как tfAi <т A't  , то во множестве А  существует такой 
элемент что /  A воех ввементов а х ё  A t
Имеем 4 'еМ  , поэтому существуют такие и
V 6 Нет. (А, В.)  , что • Пусть 2 ' " ^ ’* ?  • Тогдагр(Е(А)
и Gai Xi,f  i2a*mY*f“ a- ,где а б А , л ф А ±  . Получили противоречие 
с вполне характеристичностью At в А . Следовательно, At -  / A t .

Рассмотрим теперь гомоморфные оболочки подгрупп абелевых 
групп в делимых группах. ЕслиGt-  примерная абелева р -  группа, 
то через Crip*’]  , где К -  иелое неотрицательное число,
обозначим, как обычно [7] , сведущую подгруппу группы G  :

I О} ; полагаем также G  [  Р °°]  =• G  . Если<2-
здекеыт передка. ^ гр у п п ы  G  , то через еса.) обозначим его экс­
поненту, то есть e.CCL)~ к.

ЛЕММА I . I .  Пусть V -  JET®££ -  периодическая делимая труп-

па, H ^ ’E Z hd -  некоторая периодическая подгруппа абелевой
/° ’

группы G ( 1/р , Ир -  примерные p -компоненты соответствен-



ка подгруппы Н в группа ]/ и п
Sttp Ф ОО t v. 71 с  rip

но групп V  и /У). Гомоморфная оболочка подгруппы Н  группы С  
в группе V  есть группа [prrLf‘] , где т, **
•  *и />{е(Л) \Аб  Нр }  . р

Д о к а з а т е л ь с т в  о. Пусть Н - гомоморфная оболоч-
’p -̂iuf>{-eCA)\A ё Ар\ . Если 

то существует А? Нр такой, что р^ 'А ^о .  Для 
всякого элемента ->J£ Vp , такого, что p n /’ir»o, существует го­
моморфизм ip; с А > —* V , где у_А<ч/' . В силу инъективнос­
ти группы v  этот гомоморфизм iOMO продолжить до гомоморфизма 
f'.G- —*■ ТА . Значит, U6 Н' V. Н'. Если же тр
то для всякого элемента г/V  Ур существует элемент • 
что оС-&')~ ofv'J . Тогда суцест ;ет гомоморфизм 
такой, что f  £ ' =. г/' • Зтот гомоморфизм допускает продолжение 
до гомоморфизма р ;С г -^ У  . Значит, при тр =<х>

А ‘бНр
-V

’ИСр00]"^  ^ И' . Итак, получили [ p ^ J  £ Я '
r r L -  r/ ^ w  ,  ,  Г,  г  Г в ,Пусть А Н\ А-Ар±+А „ +

элементы 
группы

„ р "г >fr> А

V * где АPi *  а  -
кы из различных примерных компонент H'Pi ( <

И' . Для всякого L"Af a^ f aA^pt f cA' * ' * -  ... *
где А™ А'*/..., А '-’еНр-; ъ ,

€ Нот Vj . Тогда если mpt *o° , то p.mf: A ,J>- О ,
• Отсюда следует Д /*А’^  и, значит,

Л *

£„.- о  , то есть Ар £ У  Гр~рА  . Итак, получили 
Vp[pm'‘]  • Следовательно, //4£7® Z £ [р гпр]  ■

ЛЕММ 1.2. Пусть К - -  делимая группа, / /  -  ненулевая непе­
риодическая подгруппа абелевой группы . Гомоморфная оболочка 
подгруппы Н в группе У  совпадает с группой У  .

Доказательство аналогично доказательству предыдущей леммы
I .  I .

Пуст-> Gt=I2®/4, и С '-  вполне характеристическая под­
группа абелевой группы £г. Известно, что G-AZZ^A^ , где А^ 
вполне характеристическая подгруппа группы /4* ри е ся)  , при­
чем A '̂ G 'n А ^ [7 , о.60 ] . Если же А+ - вполне харакмрис- 
тическая подгруппа группы А, для каждого <Ф6 (Л. , то /  ̂ А иГГ\ **
не обязательно вполне характеристична в Z7ША^ . Следующая лем-



ua диет ответ на вопрос, в какой случае подгруппа C r ' = L ,

где -  вполне характеристична в А^С<<£ VC.) , будет вполпе

характеристической подгруппой группы <£“ £ 7 ® /? ,  .лесг
ЛЕММА 1 .3 . Пусть G^ZZ^A.  , , где Ж  -и.есп. ~

вполле характеристическая подгруппа группы А ^ ( ^ £  V I). Под­
группа £?". вполне характеристична в Gr тогда и только тогда, ко­
гда для всякой упорядоченной пары индексов ( / ,  /3 ) , где 
А р £ VL , р  , гомоморфная оболочка подгруппы А' груп­
пы /4^. в /4 ^  содержится в /4^  .

Д о к а з а т е л ь  ; т в о . а) Необходииость. Пусть Сг - 
вполне характеристическая подгруппа группы G  . Рассмотрит про­
извольную пару подгрупп Ар и Ay ( p£VC, f t  VL ) группы £

Пусть ct-'j, £ Ар t Ар )  • Каждому эндоморфизму

ш группы G соответствует построчно сходящаяся матрица 
( Ŝef') 5  ̂(я. • £ /Сот. /А^ Ag) [ 13, с . 212], Рассмо­
трим следующий эндоморфизм г^£ £(GA  , представляемый матри-
цеЯ fisg )£ /sea i  » r*e /Zfy ~ °  • 0С2И СЬ<г)Ф(Г,р)*2г,»“2'
Имеем 2 ' £  G ' • Следовательно, Члг 6  '̂р • ®ТСВДй полУча"
ем, что гоцомоофна оболочка подгруппы А' содержится в Ар .

б) Достаточность. Пусть для всякой упорядбчеивой пары ин­
дексов ( / , £ ) ,  где ур^(Я,уФръ , гомоморфная оболочка под­
группы А'у группы Ар в Ар содержится в . Покажем, что СУ -
вполне характеристическая подгруппа группы Сг. J lycib  Я -  произ­
вольный эндоморфизм группы G- и % £ G '  > %.= &  “ч-ь , .
аи ^  A , Д  ■ £ VL . Имеем Я-

ХррРНоъ УАрАг )_ г а^г , причем лишь
конечное число элементов Д , .  ct . может быть отлично от нуля

f 4 t р
для всякого l . По условию Д^ f  ал .£ Ар . Следовательно,

СУ -  вполне характеристическая подгруппа группы Сг .
TEOPEf.'A 1 .4 . Пусть G--  абелева группа, Сг- /РФ (ВПФ1р , 

где R и Va -  редуцированная и делимая без кручения част|Г груп­
пы G соответственно, a Vp -  примарная ^-компонента делимой 
части группы Q . Подгруппа S группы G вполне характеристична 
в Сг тогда и только тогда, когда она имеет од1Г.: из следующих
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двух видов:

1) ^ - £ '© r ® K / 7 > ' ' j \  где - периоди-
ческап, вполне характеристическая подгруппа группы /? ( Rp -  
примарная ^-компонента группы R ') и кр ■iupjef't.J/reRLj
( Ar"„ -  целое неотрицательное число или « •  ) ;

2) S = Р'Ф , где R '-  вполне характерис-
тическая подгруппа группы R .

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Необходимость. Пус^ь 2  -  
вполне характеристическая подгруппа группы С- • 2 -
= £'®(1Г0П З)(ВП(1/р п 2 )  , где R ' - R n S  -  г^олне харак­
теристическая подгруппа группы R .

Если R '-  периодическая группа, то возможны следупцие слу­
чаи: I )  2 п 1/q Ф О и 2) S o  *= О . Так как Sr? вполне

характеристическая подгруппа группы Vr , то в случае I )  SnV0=*
“ V0 , и по лемме 1.2 гомоморфная оболочка в группе

С ®  5^ совпадает с ZZ® Vp . Применяя теперь лемму 1 .3 , 

получаем 2=R'®n.®Vp Ф V0 . Дели хе SnVa = О , то в си­

лу , лемм I . I  и 1 .3  получаем И ф [ р 'т'г]£ П ф(2п  l£J, где

. Так как £ ® (S n l£ j-  вполне харак­
теристическая подгруппа в то '[**'],

р  г  р Р у р  Р Г
и поэтому ц. т ^  Итак, если Q' -  периодическая группа и
SO V0 » О , то S~R'<t>SZ ®Vp [f>«r] , где кр г  %}.

Если R' -  ненулевая непериодическая группа, то по лемме 
1 .2  гомоморфная оболочка подгруппы R' группы R в группе

совпадает с . “ ээтоиу R '(B V 0 G>

Ф IZ^Vp . Р
Р 5) Достаточность. Пусть 2  = р*?], где £=£Т®  ^  -

периодическая,вполне характеристическая подгруппа группы R  и 
Кр Ъ iup?{ е('с) j r f  Rp j  . Если a e  R’p  и р е  
<? htom.(R) Il® V p ©  V„)  ̂ то .  Значит, ро.е
е [ р>*г] . Отсюда следует, что гомоморфная оболочка под-



группы Р' группы р  в группе содержится в

ГрКр]  • Значит, S -  вполне характеристическая подгруп-
г Vпа группы U .

Если S=Q'®Ze Vp ®V0% то, очевидно, S' вполне характе­

ристична в Сг .
ЗАМЕЧАНИЕ I . I .  Из теоремы 1.4 непосредственно следует ре­

зультат, полученный в [9] (теорема I ,  о . 13-14), о вполне харак­
теристических подгруппа-, абелевых групп вида ,
где Т -  делимая примерная группа; id -  делимая группа без кру­
чения, а И  -  редуцированная группа без кручения.

§ 2. Транзитивные абелевы группы без 
кручения

Рассмотрим множество ЭЕ , состоящее из вс :х последователь­
ностей ib f i /b)  V й* 2Л '" у '. . .  )  , где каждое Y 'iJ -  це­
лое неорицательное число или символ с*=>, ЭеЛЭ. Такие последо­
вательности будем называть характеристиками. Во к ожестве X  
естественным образом вводится частичный порядок, а  именно У* uf 
тогда и только тогда, когда для каждого Left, v ' iJ* нгЮ, 
Относительно этого частичного порядка X  является полной решет­
кой. Пусть /7 = / /> , ,Д ,  ..-,рп, ■■■} ~ множество всех простых чисел, 
перенумерованных в порядке возрастания. Если £  -  абелева груп­
па без кручения, , то характеристика £ g { x j  (или
£fx.J)  элемента х. в группе б? -  это такая характеристика

V/z>, ..,} гг'~р. , в которой каждое lfr<J есть Д  -  
высота ( или . f a )  ) элемента X. в группе £  .

При изуче..ии вполне характеристических подгрупп абелевых 
групп G  без кручения интерес представляют группы, в которых 
каждая вполне характеристическая подгруппа имеет вид £  [ v ]=
-  {yfGr  Z^J » ГД0 У -  некоторая характеристика. Такие

группы обладают одним важным свойством (свойством транзитивнос­
ти ), что будет вытекать из следующих общих рассмотрений.

Пусть А  -  абелева группа, / / -  некоторая нижняя полуре- 
шетка и Д , . ' ^  -*■ И  -  функция со следующими свойствами:
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1) pM(A.) для всякого a. 6  А  и E(A)\
2) Y » f f J  для любых а , £ б А  ;
3) /£  для всякого А еМ .
Пусть «г//и  A  [ A ] - { a . 6 A  j  . А  [А ] -

подгруппа группы А  . Действительно, если а ,ё (А и Л ]  , то 
- / A [AJ, так как существует ^бЕ^А) такой, что /£р= -р  
для всякого элемента g e A  . Поэтому в силу I )  Y«E-tу  ^

• И*106" ~ fy/a-S* Y*f-*J*- л
A »  /ь  . Значит, А  [ А ] -  подгруппа группы >4 .

Очевидно, А  [А ]  вполне характеристична в / J  .
Назовем абелеву группу / ?  ^ -г р у п п о й , если всякая её 

вполне характеристическая подгруппа S имеет вид £^А  С А ]  , 
где -А&Н • Абелеву группу А  назовем транзитивной относитель­
но функции </н , если для любых двух её элементов а., А , для 
которых Y»EEJ, существует г^бЕСА) такой, что ?а -А

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 .1 . Всякая (^ -гр у п п а  транзити^ча относи­
тельно функции ц>и .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А  -  ^ .-гр у п п а, и 
предположим, что А  не является транзитивной относительно функ­
ции . Тогда существуют элементы а,С ёА  такие, что Y ^ M  
^Y vfA j, но для всякого ,2 & ffA) %cl + €  . Рассмотрим под­

группу I^^EEAjj , S'- вполне характеристическая под­
группа группы /? и поэтому S * A [/i.]  для некоторого А*?Н . 
Тогда • а значит, , то есть
E f A [A JCG, чего быть не может. Получили противоречие. Сле­

довательно, А  транзитавна относительно функции ifn •
Из предложения 2 .1 . ,  в частности, вытекает, что класс впо­

лне транзитивных абелевых уз-групп [6 , с , I I  ]  является наиболее 
широким классом р -групп, в котором для любой группы G впол­
не характеристические подгруппы имеют вид G (Ы.) , где оС -  не­
которая И -  последовательность в смысле f l l ].

Пусть теперь Q -  абелева группа без кручения и : £-*%- 
функция, отображащая каждый элемент у £ ( ? н а  его характеристи­
ку в группе Ст .  Из предложения 2 .1  непосредственно следует, 
что если всякая вполне характеристическая подгруппа группы G 
имеет вид G[V]  , i f f  X  , то группа G  транзитивна относитель­
но функции у  . В дальнейшем группу G  без кручения, транзи-
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тивную относительно функции ifz , будем называть просто транзи­
тивной. Итак, абелева группа С  без кручения называется тран­
зитивной, если для любых двух её элементов X и у ,  таких, что
t  /(^сущ ествует эндоморфизм if f t y'Sy'co свойством iffxj-tf 

(см. также [2  ] ).
Транзитивными группами являются алгебраически компактные, 

однородные сепарабельные, квазисервантно инъективные [1 2 ],силь­
но однородные [2 ]  , [8 ] и другие абелевы группы без кручения.

Настоящий параграф посвящен изучении транзитивных абелевых 
групп без кручения. В следущеы параграфе будут исследованы 
абелевы группы А  без кручения, любая вполне характеристическая 
подгруппа которых имеет вид A  [V l , I ff  X .

Введем понятие транзитивной системы групп, которое нам по­
надобится в дальнейшем.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 .1 . Множество абелевых групп без кручения
называется транзитивной системой групп, если для 

каждой пары групп ( А р , А ^ ) , р /3 может совпадать о 
у  ) выполняется условие: из того, что O-fAp, и
А(а.)± X/^ с л е д у е т ,  что существует у£/Ао/пААя,Аг )  00 

свойством ifa^A.
Понятно, что каждая группа, принадлежащая транзитивной сис­

теме групп,является транзитивной группой.
Приведем примеры транзитивных систем £рупп.
1. Множество { • где каждая А ^  -  алгебраически 

компактная группа. Транзитивность этой системы следует из сер- 
вантной инъективности алгебраически компактных групп.

2. Множество групп { ^м. • гдв ка*Дая группа /3^ тран- 
зитивна, и Bj) =  для любых /З ^ ё  XL . Действительна, 
пусть if -изоморфное отображение А , ка Ь̂ % Cl £  <3̂  , Af В̂ - и 
/.{&)£ Xfg). Имеем X(if'*■£)*■% fa), и поэтому существует эн­

доморфизм ^  группы В такой, что rfa.*if~*-£ . Пусть y mf2  • 
Тогда Tf'fHorn СВр, Bf ) и ^ .г =  /  Следовательно, система 
групп j  ^ ^ л ? транэитивна.

5. Множество / с ; *  ^  , где каждая группа -  од­
нородная сепарабельиая группа. Действительно, п у с т ь  Г а Р -

ХСсС) *  Х(л). Имеем С ®С'Х , <-х •
Ясно, что существует q £ f/глт. )  , отображающий а. в сХ -

однородные сепарабельные группы



-  65 -

Рассмотрим теперь множество абелевых групп без кручения, 
характеристики влементов которых обладают специальный свойством.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 .2 . Пусть М- { ~ 11екотоР°е множество 
абелевых групп без кручения. Будем говорить, что система .групп 
Л  удовлетворяет условию монотонности для характеристик, если 

для всякой группы A t  и любого элемента Оф a j <? A- j . e  3 , 
из выполнения соотношений: а) и п ^ , х Г а . ^ ) у
£%(aj) , где tZ-x 6  А ^ tex£ f ,  при кФ £, и

б) X(cLj)£-Xfau )  для всех z* f~S следует существование эле­

ментов со следующими свойств-ши:
Т) cijt *■&,'+ + а - = a.j ; 2) для^калдого элемента a  - / 'А ^Е ^ н ай - 
дется такой элемент i^2 ) t что ХСо̂ £)^- xY acJ )  ■

ЛКША 2 .2 . Если , где вое А- -  однород­
ные группы без кручения одного и того же типа, т о / 1  удовлетво­
ряет условию монотонности для характеристик.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пуст * aJ * Aj У, XYa.j)&
*  Ц 4 / *Га<)> ■> • где a im * Л * ; i* *  У, О  , П
пусть не существует элемента такого, что

)  . Лшь для конечного множества простых чисел
f> (учитываем, что характеристики элементов
&i£ и эквивалентны). Пусть множество всех

тех простых чисел, для которых . Существу­
ет такое целое положительное число тв , все различные простые 
делители которого есть , - , f t  , v ' 0  X{ai t ) 4  Xfmeaj) .
Так как yLfuj)#-‘+t/x jX/a.;j) . . .^ХУЙ^Дто дли. всякогоpr(z=^ - 0  
найдется элемент а.гФ>г- \  равный одному из элементов art 
(х *  i~s) , что Существует число тг Ф А/

такое, что pt/arAt})  6 X/rnt a  ) * причем п*г можно выбрать не де­

лящимся на рг . Имеем fт С/ ,...,*%)*£• Тогда существуют та­
кие пелые числа и 0) uf t и.  ̂ , что - /  ,

а значит, ил , где Х(и0тса:.)ъ- ZCa.t i ) ,
«  ф^СХГа-с,0гА) для н -х Ф  . Следовательно, "система 

групп / / удовлетворяет условию монотонности для xat зктеристик.
С помощью введенных понятий докажем теорему о транзитивно­

сти абелевых групп без кручения, разложимых в пряные сумиы групп.
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ТЕОРЕМА 2 .3 . Пусть G-Z1^A; -  абелева группа без кру-
Л ‘езчяния. Группа G транэитивна тогда и только тогда, когда систе­

ма групп [Л  A  if  а транэитивна и удовлетворяет условию моно­
тонности для характеристик.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Необходимость. Пусть груп­
па транэитивна. Рассмотрим подгруппы A t и А:,i L *

• Пусть a  xA t  , И jCCa-jtxCV • Тогда су­
ществует (fXEfCJ , что ij’a - £  . Рассмотри • где

3^ -  естественная проекция С- на . Тогда

у  £ Mom fAt , A-J и у  А. г=- £ .
Пусть aj и ХСя^)* (Х(и^), X f a ^ X f a tJ)} '• 

гдо элементы я1гУ f^S принадлежат различным прямым слагав-

кым в разложении G’H®A,- • Тогда х {а ,)9-Xfa, +а аа з  J  V  и V
так как G -  транзитивная группа, то существует tfeE(G) такой,
что Â  = Y(a it taiz*-- *aii)' Имеем ... * l J_Yai] (2*1)
SljYB-it и' Ж(ОГyaim)ъ-хfa,-K) для всех к--i j  . Удаляя из
суммы ( 2 . 1  ) слагаемые,равные нулю, получаем, что я ,  = 
г я ■+ ujA " *  aj z • где кажД°е из слагаемых удовлетворяет 
свойству 2 ) определения 2 . 2 .

б) Достаточность. Пусть £х=а(г * + -* лех
( 2 .2 ) ,  ■£1 -a kfCLK+,. + aM/L (2 .3 ) -  разложения элементов и ^

в сумму своих координат в соответствующих слагаемых А; я 
/C(it )  ̂ )  • Покажем, что для всякого элемента лк . j~-

, существует эндоморфизм f  группы & такой, что £)<£• =
* а*  . Тогда эндоморфизм / =  переводит элемент ^  в £  ,

значит, (^ -транзитивная г уппа.
Если сущ еств^т для элемента такой элемент а е , что 

X (&е ■) -  X fax ) f c )  , т° в силу транзитивности с. лемы
групп [ A i ju x  найдется А ^ )  , что .
Рассмотрим эндоморфизм у>:££(Сг) такой, что с/^С=^с , если 
с<?А*. к если с.хА, , где , ЕеА . Тогда, I * с

Пусть не существует элемента дг .̂ S)  такого, что
AfaCj  ) . Имеем * г  АС£x)=infx {Xfty,
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itfUfJ, .. v  Xf<2 ft )}  • Так как сиотеиа групп {А 1]1(г-) удовлетворя­
ет условию монотонности для характеристик, то существуют элемен­
ты А; . . Л; 6  А* , ЧТО АК.~А.- +,.. и для всякогог > Jl S V **,. , <r«'
Я . f t - А Г^ найдетоя элемент л  равный одному из элемен­
тов a e^f/rtm  у  Т у  , что X(Ajt )?>rZfa./'*JJ. В силу транзитив­
ности системы l A J u j  существу от гомоморфизм pjt <?
еМ*т {A**! A/ t )  ( А^} -  это группа из множества f 4J u 7  .

содержащая элемент а ^ ) ,  чтр ^  a (*J~ а^̂  . Рассмотрим эндо­
морфизм ^ г р у п п ы  А т а к о й , что ^  c -f jc ^ c m  с<?A и 
f i te=0 . е с л и  с * А -А ;Ф А * (  Л Пусть ц  -  £  

тогда ~ fС  £  <T;t  * a/ t  = A * ' •  Теорема
доказана.

Из доказанной теоремы вытекают следующие два результата, 
полученные в [ I ]  .

СЛЕДСТВИЕ 2 .4 . Всякое прямое слагаемое транзитивной группы 
транзитивно.

СЛЕДСТВИЕ 2 .5 . Пусть А ш С  ®/4- -  редуцированная абелева

группа без кручения и для любого простого числа р  и любого
, если рА - Ф А; , то р  А̂  -  Aj для всех .

Группа А  траяаитивна тогда и только тогда, когда транэитивка 
каждая группа A(l i  f  У

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходиыость сразу следует 
из следствия 2 .4 . Докажем достаточность.

Рассмотрим систему групп (A e-J/<еу  . Эта система групп 
траязитивна, так как каждая группа транзитивнь и лю­
бые два элемента o ^:AAAj 1 РФ-б^А  ̂ j,+  £ )  имеют
несравнимые характеристики.

Система групп {Ае} if-у  удовлетворяет условию монотоннос­
ти для характеристик, так как если для элемента ОФА̂ (A j^ f^ , 
выполняется Xf&j) *  <-п/ж / ГД® 6  Л * , ин 6 
6 2 ,K */,S ,iK*  i e при кф 6  . т о  среди элементов ait
обязательно найдется элемент из группы А - , характеристика ко­
торого сравнима с характеристикой элемента и не превосходит 
эту характеристику.

Следующее утверждение показывает, что вопрос о транзитив­
ности произвольной группы сводится к вопрооу о транзитивности 
её редуцированной части.
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СЛЕДСТВИЕ 2 .6 . Абелева группа G без кручения транзитивна 
тогда и только тогда, когда её редуцированная часть транзитивна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G * R&IS , где R  и 1А- 
редуцированная и делимая части группы G соответственно. Необ­
ходимость сразу же следует из следствия 2 .4 . Докажем достаточ­
ность.

Пусть f? -  транзитивная абелева группа. Рассмотрим множест- 
¥)• / / -  транзитивная система групп. Действительно, 

пусть с / v s  У ,а  + о  и а^Рт бо а.с У .  Имеем Xfa-)^X(vJ . 
Существует ре/УетАа^ ? У) такой, что В силу инъек­
тивности группы к  гомоморфизм р  можно продолжить до гомоморфиз­
ма ре Уст fP, V). Так как иг/х {Х/тх), Xfv,)} =ХУr j,  где 
ХхУР, туХУ I то система групп//удовлетворяет условию мо­
нотонности для характеристик. Значит, по теореме 2.3 G- -  тран­
зитивная группа.

В дальнейшем мы будем рассматривать только редуцированные 
транзитивные группы.

Рассмотрим теперь редуцированные транзитивные группы 
Gr*A® В , в которых Уст УА, В)= О.

СЛЕДСТВИЕ 2 .7 . Пусть транзитивная редуцированная группа 
такова, что Уст {А В) -  О . Если р> -такое прос­

тое чиоло, что рА  ф А , торЬ ^В  .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что существует 

простое числр р  , для которого рАф А и рВфВ- Пусть 
c ta x A  , о/£хВ  , А^Улу-^е, £f,yyy-o. имеем хУХУ*-

£ХУрУуХАл-У} • Так как группа Cf=A^3 транзитив­
на, то по теореме 2.3 система (A, BJ транзитивна и удовлет­
воряет условию монотонности для характеристик. Понятно, что 
ХУХ)  ̂Х(р£) и из уоловия У  cm /А, 3)* О и транзитивности 
системы (A,BJ получаем^ что ХУХУ^ХУлУ . Тогда должны оу- 
щеотвовать такие элементы в группе В , что
* *  г и выполняется по крайней мере одно из двух

неравенств ХУ А )*  ХУа)кш ХУ^У^-Х/рУ) для каждого 
Однако ХУУ,) f  хУа у  , так как Уст/Я, 3J= О . Следовг- 
тельно, ХУУ,)  & ХУр-бу для всякого I , но тогда 4 „УХУгУ . 
Противоречив.

СЛЕДСТВИЕ 2 .8 . Если транзитивная редуцированная группа 
С-А® В такова, что УетУА, 3 )-  О , то и Уст?31 А )-О  .



Д о к а з а т е л ь с т в о .  По предыдущей? следствию по 
лучаеи, что всякий раз из f> A * A  следует В  , а значит, 
и всякий раз из рВф & следует рА  ~ А , где р  -простое 
число. Следовательно, характеристики любых элементов О+аеА 
и £> несравнимы и поэтому fB, A С.

Дальнейшие результаты этого параграфа будут связаны с описа 
нием транзитивных абелевых грурп в некоторых классах абелевых 
групп без кручения.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 .9 . Пусть G=%1®G- -  редуцированная абе-i t?  *
лева группа без кручения, где все 6^ -  однородные группы одно­
го и того же типа. Группа G  траызитивна тогда и только тогда, 
'•огда система групп {G ^  транзитивна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость сразу следует 
из теоремы 2 .3 . Для доказательства достаточности нужно восполь­
зоваться леммой 2.2 а теоремой 2 .3 .

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.10. Пусть G* LZ®A • , А ■ = А для всехi t-3 ' ‘
д , где А  -  однородная редуцированная абелева группа без кру­

чения. Группа G транзитивне тогда и только тогда, когда А - 
транзитивная группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о  следует из леммы 2 .2 , теоре­
мы 2.3 и рассмотренного примера 2 транзитивной системы групп.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. I I .  Пусть G=.E 9 G; -  редуцированная adeno­
id.? L

ва группа и для всякой пары групп (Gp, G^)^,* , по край­

ней мере одна из групп Gcm/G,, г*) или G .)  равна
нулю. Группа G транзитивна тогда к  только тогда, когда каждая 
группа 6^. транзитивна и выполняется условие: если ,
it * , то для лгбого простого числа р, такого, что oGt Ф Glt , 
имеет место pG. - G; .

Доказатяльство. а) Необходимость. Пу^гь G -  транзитивная 
группа. Тогда каждое её прямое слагаемое транэитивно. Имеем

© Gt - транзитивная группа ( ) ,  и так как по
крайней'мере одна из групп HcmAGiitGt- )  или ффст. (&и# G-t ) 
равна нулю, то по следствию 2.7 для всякого простого числа о) 
такого, что pGlt ф G^t следует pG t- ^  G^ .

Достаточность непосредственно получается из следствия 2 .5 .
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Рассмотрим теперь однородно разложимые абелевы группы без 
кручения. Пусть , где -  однородные группы без кру­
чении. Если собрать вместе компоненты одного и того же типа 
и взять их пряную сунну, то иы получи каноническое {наименьшее
однородное) [ 6 ,  с . 212 ] разложение , где G. -  одоо-

- te r  * *
родные группы различны;: типов t  . Далии критерий транзитивности
однородно разложимой группы.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 .3 . Буден говорить, что однородно разловимая

группа G--H®и, (записью  каноническое разложение группы G  )
te r  *

удовлетворяет уоловию контрастности для типов, если для всяких 
двух типов Т , 4 , и любого простого числа р ,  та­
кого, что имеет место р  -  G^x .

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 .12 . Однородно разложимая редуцированная абеле­
ва. группа Cr=H®G. транзитивна тогда и только тогда, когдаi*T *■
каждая однородная компонента её канонического разложения транэи- 
тнвна и С- удовлетворяет условию контрастности ”ля типов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что если i if Т  
, то по крайней мере одна из групп )

иди A t Gg )  равна нулю. Теперь оотаегоя пр—.:енить преды­
дущее предложение.

ЗАМЕЧАНИЕ 2 .1 . Известно, что любые два канонических разло­
жения однородно разложимой абелевой группы без кручения изоморф­
ны [6 , с . 212 ) . Если с / ~ транзитивная редуцированная одно­
родно разложимая группа, то она обладает единственным каноничес­
ким газлокением. Действительно, пуоть б7«£7®б7, и 6 7 - 2 1 ® / / , -

t e r  *■ t e T  *
два канонических разложения груп п ы /? . В силу предложения 2.12 
каждая группа Gt  и вполне характеристична в &  , причем 
Gi t nHt^ - 0 (  tx, tA£ Т), если 6̂ . Имеем для всякого

Ge ~ Ge п G -  £Г I т0 есть Q  £ Мг  . Аналогич­

но Не ‘ He nG -IL® (yenGt)-GenMe . м  е с т ь Итак,
для воякого -СёТ JJg = Grg.

Учитывая, что всякая однородная оепарабельная группа без 
кручения транзитивна, получаем

СЛЕДСТВИЕ 2 .13 . Пусть G m Е  ®G. , т д е  G .-  редуцирован-
/ t4T  е  4

ная однородная сепарабельная группа типа i  , Т -  некоторое мно-
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жество типов (в частности, С-- вполне разложимая группа). Группа 
Сг транзитивна тогда и тс ibko тогда, когда она удовлетворяет 

уоловию контрастности для типов.
Так как всякая абелева группа, полная В своей ^-адической 

топологии, алгебраически компактна [7, 0 .197] , то лз предложе­
ний 2 .9  и 2.12 вытекает

СЛЕДСТВИЕ 2 .14 . Пусть йг -  &„ , где - некоторое мно-
/>*Х г

жество простых чисел; ир -  пряные суммы групп без кручения, пол­
ных в своей р  -адической топологии. Тогда С  —транзитивная груп­
па.

Назовем абелеву группу >4без кручения обобщенно сепарабель­
ной группой, если каждое конечное подмножество элементов из А 
содержится в некотором однородно разложимом прямом слагаемом 
группы А .

СЛЕДСТВИЕ 2 .15 . Редуцированная обобщенно сепарабельная груп­
па транзитивна тогда и только тогда, когда каждое её однородно 
разложимое прямое слагаемое удовлетворяет условию контрастности 
для типов и любая однородная компонента канонического разложения 
такого слагаемого транзитивна.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Необходимость следует из 
следствия 2 .4  и пре;сю^екия 2.L2.

б) Достаточность. Пусть at f A ,  и XA(at) й
Вложим элементы /ж*и &г в однородно разложимое прямое слагаемое 
А' группы А .  Имеем А *А'®А" и ХА>}л^) , Так как
А ' удовлетворяет условию контрастности для типов и любая одно­

родная компонента группы А 'транзитивна, то по предложению 2.12 
существует tffffi'/такоЯ, что <2^ • (f допускает продолжение 
до эндоморфизма группы А и, значит,А —транзитивная группа,

СЛЕДСТВИЕ 2 .16 . Редуцированная сепарабельная группа без кру­
чения транзитивна тогда и только тогда, когда её каждое вполне 
разложимое прямое слагаемое конечного ранга удовлетворяет усло­
вию контрастности для типов.

В заключение параграфа покажеи, что элементы транзитивной 
обобщенно сепарабельной группы обладают одним интересным свой­
ством. Обозначим через ifa j  тип элемента о. .

СЛЕДСТВИЕ 2 .17 . Если характеристики двух элементов а. и /  
редуцированной транзитивной обобщенно сепарабельной группы G
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содержат символы .«• на одних и тех же местах, то i  (а.}~ i f f ) .
Д о  ' а з а т е л ь с т в о .  Вложим злементь О. и £ в од­

нородно разложимое прямое слагаемое группы С  , где

A t - однородная группа типа ■£ ; Т  -  некоторое множество ти­
пов. Пусть а . +cl. *■..,+pt. , +„, + £  , где

РФ а, - элементы из различпмх компонент А ( 1 -  i t x, ... п. ( 
V  * / • ■*

е '7 ’) ;  Р Ф -  элементы из различных компонент А±
( *• у /»»/ f T ) .  Покажем, что для всякого J. сущеотвует 
такое к , что i{ -  ^  , Действительно, найдется такое проотсз 
число уо , что ^ /4 ,  * ,4, , и если бы ^  Ф i  для всех

т. , то в оиду уодовия контраотнооти длп типов груп­
пы А (следствие 2.15) имели бы f>At^ - А ^  . Тогда 
Ар ('а) ф<*>. , чего быть не _:ожет, так как характерис­

тики алементов а- к / оодержат символы «> на одних и тех же мео- 
тах. Аналогично для всякого л- существует такое j. , что 
-  ^  . Значит, if»./* £ (4 /

§ 3. X -  группы

В атом параграфа будут изучатьоя абелевы группы без круче­
ния, вполне характеристические подгруппы которых имеют специаль­
ный вид. Прежде чем перейти и рассмотрению таких групп, докажеи 
ряд вспомогательных утверждений.

ЛВММА 3 .1 . Пуоть S -  вполне характеристическая подгруппа 
абелевой группы Сг без кручения. Тогда волн о -  такое проотое 
чиоло, что р& = й- , то . ■

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим оледущкй эндоыор- 
физи ^  группы G - ' -р Д*я воижого у  Ф G  . Тогда воли s e S  ,
10 I s ** ^  * & , то есть р  S $

Пусть А  - абелева группа без кр ’чения и ir~ fir™ 
произвольная характеристика. Раоомотрим вполне характернотичво- 
кую подгруппу А [tfj-{cl(A группы А  .

ЛЕММА 3 .2 , Еоли A[V] оодержит элемент конечной рк-  высо­
ты группу А  , ю  в группе A  /V ] есть элемент с такой, что 
А АНМ  -
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а*А М  и A*Ja) +
Так как a^A C vJ  , то X.a CclJ?- V  и, значит, Арм fa.;* v 'KJ . 
Если ApM{a-J -  VrmJ , то в качостве элемента с берем <*- . Коли 
хе , где z то пусть е--%  . Тогда
в а г

л  /2т,/- irfKj , и если ZA('a.)-wJXA (с) - ^  , то г.
для всех З Ф  к ,  S  f  IV  . ТАк kslk и г  у  г г  , то и .*>  г г  , значит, 
сфАСф]. Лемма доказана.

ЛЕММА 3 .3 . ПустьA ^ R to V  -  абелева группа без кручения, 
где £} V  -  соответственно её редуцированная и делимая части. 
Ненулевая подгруппа S группы А вполне характеристична в А тогда 
и только тогда, когда S • J?d® V  , где Rt -  вполне характерис­
тическая подгруппа группы R .

Эта лемма непосредственно следует из теоремы 1 .4 .
Итак, при рассмотрении вполне характеристических подгрупп 

абелевых групп без кручения можно ограничиться редусированными 
группами.

Пусть А  -  произвольная редуцированная абелева группа без 
кручения. Введем на множестве воех характеристик отношение ра .

Будем считать, что ^J>A иг тогда и только тогда, когда V  и и/
удовлетворяют следующему условию: если в группе А  еоть элемент 

О, конечной рк- высоты такой, что выполняется по крайней мере 
одно из двух неравенств ХСа. ) * ^или %(а,)уу и /% то г/'* 'л г? * ', 

Введенное отношение j>A является отношением эквивалентности.
ЛЕММА 3 ,4 . Пусть А  -  редуцированная абелева группа без кру­

чения, V п ш  -  две характеристики. А  [ VJ‘АГи/J тогда и толь­
ко тогда, когда г/РА иг

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) дзстаточность. Пусть 
Vj>A*f и a.(A [vh  то еоть ХАСо-)* V  • Для воех таких простых 
чисел д  , что 'а.)-р =>о,  имеем trf Ĵ -  u s '‘J . Следовательно, 
XAfa.) & -иъ , а ‘ значит, л Гиг]. Получили А С V] * А  Г ™]. 
Обратное включение доказывается аналогично.

“>) Необходимость. Пусть A CwJ, и в группе А ес~ь
элемент а. конечной ^.-высоты такой, чтр X(ol)^-7/ , то
есть а е A  Cvj . Тогда по лемме 3 .2  существует элемент 
C f A c v J  такой, что Ap^ft)*  , я так как (ACurJ ,

то . Аналогично иг'*’»  . Следовательно,
и'*' -  тТ' к / . Лемма доказана.
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Обозначим через Р класс эквивалентности по отношению рл , 
содержащий характеристику V . Каждый такой класс эквивалентно­
сти содержит наибольшую в атом классе характеристику. Действи­
тельно, пусть iF6v, г / г v'*'. .) и множест­
во, состоящее из тех и только тех простых чисел р  , для кото­
рых в группе А  существует элемент а  конечной р -  высоты та­
кой, что ACatvif • Рассмотрим ) ,  где
г*/-'*'/, «о , если /> / # * , и % если р ^ Х ,  .
Ясно, что Ыб р  и для всякой характеристики « -е р , и. * гсг . 
Обозначим наибольшую характеристику класса эквивалентности V 
через тfi/J  . бактормножеотво */рА можно частично упорядочить, 
если положить Vt 6 тогда и только тогда, когда т({г*)±

Относительно этого частичного порядка Х//>А является 
решеткой (p t A г? -  т  / г £ / / \ т.{РА), i£  Р  ))
Обозначим через ifAfA) решетку всех таких вполне характеристи­
ческих подгрупп группы А  . которые .имеют вид А  [V ] , 1гбХ . 
Понятно, что A  [Pt]PA  Г Vt] в том и только в том случае, когда

г£ . Итак, имеет место следующая
ЛЕММА 3 .5 . Соответствие ju : V-r-A ГУ] определяет антиизо­

морфизм решеток х/рл и Ф^СА)-
Пусть t i  £ А  | обозначим через ХЛ(М){ или X(fi)  ) множест-

в 0  /  ) I т с М$ .
ЛЕММА 3 .6 . Пусть S -  вполне характеристическая подгруппа 

редуцированной абелевой группы А  без кручения, гГ-in f  ХС&) • 
Если 2 = А  С . ю  V- f u J  •

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если ex. £  S - Л  С и j  , т о  
Хл  Га.) 9 и . Имеем V- X (SJm € S ) ~ u .

Пусть a .£ A ,  ХА fa jv u  и -A.pJ a J ^ .  По лемме 3 .2  существу­
ет элемент с  <г А Г и J  , что 4/ГТс) -  u fMj- Поэтому р /т>ш и е*'

Если -в такой элемент группы А  ,что Х (?)» V, г 
f‘pm f -С)  +  е »  , то X f tf*  Lt, и поэтому u. fM' . Итак,

JJpA и  И ТГ* и  , ТО еоть V- т  ftZJ. *-
ОПРЕДЕЛЕНИЕ З Л . Редуцированная абелева группа А  без кру­

чения называется X- группой, если любая её вполне характерис­
тическая подгруппа £  имеет вид S-AcuJ, где и. -  некоторая 
характеристика.

Как отмечено в § 2 , всякая X -группа является транзитив-
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ной группой.
Из лейки 3 .5  вытекает, что решетка вполне характеристичес­

к и  подгрупп X- группы А  антииэоморфна решетке %/j>A .
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3 .7 . Любая вполне характеристическая подгруп­

па S  X- группы А  также является X- группой.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть S ' -  вполне характерис­

тическая подгруппа группы S  . Так как S  ж ^'вполне характерис­
тичны в А , то £ '=  Л  [u,J, S-ACv] , где и г - Lnfx  Хл ( S ) , 

ХА С$) (леима 5.6).S'r S я позтоиу иг» V  . Если

0 * 0 .6  S  , то для всяхого р * б П  Xs [a) =
=XA(a)-v. Покажеы, что S'- S fur- у]. пусть о+а.ь S' , то есть 
ХА Сь)*Ы. Тогда Xsfa.) -Х А(а]-гг» иг-гг  , и поэтоиу <хе 
£ S f  иг- гг]. Получили S'£ S [  иг- v  J .

Пусть теперь РФ а. £ S [иг-у ] . Тогда Xs faJ» иг-гг  и, 
эначит, ХА(о.)»■ г*г . Поэтону а. 6A C ur]-S ' • Получили 
S Гиг-гг] £  S' . Итак, S '= S [u r-v]  и S -  Х-т’РУПпа.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 .2 . Пусть £  -  полная решетка. Будем говорить, 
что множество f i  £ R обладает свойством конечной сравнимости в 

£  , если для всякого бесконечного подмножества f f  Cti из того, 
что и.бМ  и и »  Lnpg/f t , следует существование в такого ко­
нечного подмножества МА% для которого u.T/r inX JMx .

Если К -  некоторое множество характеристик, то обозначим 
через А  ГXJ подгруппу группы А , порожденную всеми такими эле­
ментами а 6А  , для которых существует V6 К , что Хл Са.)»?г. 
Понятно, что А  [ К ] -  вполне характеристическая подгруппа груп­
пы А  .

ТЕОРЕМА 3 ,8 . Если абелева группа А без кручения является X- - 
группой, то множество ХСА) обладает свойством конечной орав- 
ниыости в X .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А  -  X -группа, М-Х(А), 
l i t *  Н , A ’ / X j u e '* .  I t lJ *  и u.v-Ln/x f f t  .

Существует элеыент 4 * А  такой, что XX*X~ • Рассмотрим впол­
не характеристическую подгруппуЛ [M Jгруппы А . Так как А -  

Х-группа, то A lMt ]-A[Vh  где v -  некоторая характеристи­
к а . В качество if ыожно взять Ln^Mi ( Л0т,а 3 .6 ) .  Тогда 
6 A [M t] [Xn/x Mt ]  и, следовательно, / ,  £  + £  + . . /  ^  , 
ГД® ХА ( ^ . ) *  Х ^ ., получаем
и =Xf‘U t* /z /X /C ,) ,Z /£ x ■
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Значит, в е с т ь  конечное подмножество Мг “ / такое,

что ио- &
Для абелевых групп без кручения, разложимых в прямые сум­

мы групп, справедлива такая
ТЕОРЕМА 3 .9 . Пусть А -П ^ Л  . - транзитивная редуцированнаялес*.

абелева группа без кручения. Группа А  является X -группой то­
гда и только тогда, когда каждая группа Д* (<* ё СЯ-J -  X -груп­
па.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Необходимость. Пусть S -  
вполне характеристическая подгруппа группы {  -  некоторый 
индекс из 1/L ) и Sj 4 А р [ v j  для любой характеристики if  .
Для всякого J4- f f р е  OZ , в rpyi.neА .  рассмотрим вполне ха­
рактеристическую подгруппу 2р =Ар [М ] , г д е / 7 = Хл  ( £  ) .
Пусть 6 VL , тогда гомоморфная оболочка 2  в Ар содер­
жится в St  . Действительно, пусть ас 2 .,  i t  г  /Аа At)
» f f i o .  ■ f - f . ' f S - * / .  /т т Ш

для всякого к  . Отсюда получаем . . .  *■
и для каждого L - Г , • Зяачит,.

Пусть теперь / х  2  и р* (А^ Ар), f t *  О.
Так как /<? Sp 6 AflCM] , то существуют такие элементы я ^  •£- , 

,.что / -  4г * £  и X/<C7 V  Xfa.^) для всех * = / /*  ,
Имеем р  4- *-№•••* Г** и X ^ J*■ Xfa,)  для всех Z .
Г 'уппа Ар. транэитивна, поэтому существуют такие эндоморфизмы 
. ъ * М г )  , что 2ia i ~ . Следовательно, S и,
значит, *

Пусть Sj . В силу леммы 1.3 2  -  вполне харак-cL£C& О
теристическаь подгруппа группы А . Так как А -  X -группа, то 
S=A ГV] для некоторой характеристики г/ , но тогда и 2и =
= Д 4 [if ] для всякого U£ (Л. (учитываем, что если A-SZ^A^.,
то A [ v l  * £®А^_ [if] ) . Получили про иворечие с тем, чтоя • _^
2рфАр[1г]  . Необходимость доказана.

б) Достаточность. Пусть 2 -  вполне характеристическая под­
группа группы Л . Тогда 2-JZ®(2nAj_) . Так как Ля  -  Я-
группа, ю  2п А л можно пре'дсталить в виде , где

■ !'t/ r 4* jS n A j.)  . Будем считать, что если АЛ[1^] - нуле-
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вая группа, то Д  = [во, о-, . . .  , м  . . .  )  .
Пусть Af. и Ар таковы, что / / ^  [Ар, Ар) / О .

и frA p*  (КР 6 (*) • Покажем, что в этой случае в множест­
ве элементов [ул . /  [Ар, Ар) . где <2 . с А р , Ар/а.)*<~>, су­
ществует элемент коночной д -  высоты. Предположим противное. 
Так как />*Ар * Ар . то найдется такой, что
--Apja.)* Имеем p (£ jru i/x fX fafJj jLfaA , причем Xfc;+*faJ , 
так как в противном случае существовал бы {Ар, Ар) >
что tfa .-{  (теорема 2 .3 ) ,  а это противоречит нашему предполо­
жению. Очевидно, Л)()*-Х{А' £J • Так как A^-IZ^ -  транзитив­
ная абелева группа, то согласно теореме 2.3*система групп

удовлетворяет условию моиотоннооти для характеристик 
и, значит, существуют элементы А),..., А. , что 
„* Аг , и для всякого L* £)t- выполняется по крайней мере одно 
из неравенств ) * XCaj или ifAt)  v  XffxA). Згчетим, что 
среди элементов -.("гу  есть хотя бы один элемент конечной д -  
высоты, так как кРл{ £ [ + ^  • Если f p * элемент
конечной д -  высоты и i f i ) v -  Afaj, то в силу транзитивности 
сиотемы групп (Ал) ^ л  оущёствовал бы fy*t/»n.{Af ,A/, )  
что fjd- = /  , а это противоречит нашему предположению. Тогда 
i-f£ :}* iffx4) и, значит, A. fn AJ, чего быть не мо-
кет.

Итак, в о луча ., когда А/»н {Ар, Ар)  + О . г£>4‘«=> и
Р*Ар + А р , во множестве элементов jp a - l f e  Atm. fApAp))  . 
где a.f Ар; -Ap^fa.)*o  ̂ i существует элемент конечной д - в ы -  
ооты. В этом случае в подгруппе АрС*pl есть элементы группы А 
конечной д-вы соты , и ореди них существует элемент at такой,

что А^,г{лх )  -  сГр'* . Тогда во множестве элементов

Нет- А Ар, Ар)} есть элемент I такой, что .
По лемме Ijc3 /<? / Д Г Д З  . Если *££*Ду* ^ Д * ^ у , то полага­
ем с - 4  . Если же *yvV </= кр*{лх;^п- , где n r  о  , то

С* д щ  . Имеем Xfcjr z  fat )  ■ A ^ fcJ- fa t )  • Т о д а  
учитывая транэитивнооть системы групп / Л д ^ и  лемму 1 .3 , поду­

чаем c^ApCi f ]  . Значит, ъг^л  . Так как
fJemfAfiAeJ + O , ТО * Уо/п./Ар, А,)* 0{  следствие 2 . 8 ) .  я 

поэтому аналогичным образом можно показать, что trfm,a *' .
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Следовательно,

Пусть теперь //^  и. Ар таковы ( f tp  £ НС ) , что Afi)=
“  О Тогда по следствию 2 .7  д * /4 , ~ Л и, значит,

/3
Итак, получили, что для венкой пары индексов f  (At

и любого натурального числа х  выполняется условие: если

ТО ■ A** J
Г либо

/к) t
есть символ оо

Пусть * f K*/ Z l l T j + o o  , г у * '- Для всякого 
гг>.поэтому г Х р . ь / . ,  где W ' PJIJAj, /  /имеем Д / ^  = Af

f  if‘e> , если t?V  и п е . где произвольное
целое неотрицательное число, если .

Рассмотрим теперь -иГ* {ifc . Для всякого cCftn.
имеем гГ'+Рл̂ г*/' . Следовательно, /7* Г*£. 1* А+ Г иг J (лем­
ма 3.4), а значит, S - [ц^ 7 « И ФА^[ w j  -=А Сuf] .0tf(  ̂ с*.?**-

Теорема доказана.
Учитывая теорему 2 .3 , получаем 

СЛЕДСТВИЕ ЗЛО. Пусть А “ И®А^_ -  редуцированная абе-
лева группа без кручения. А  -  х-группа тогда и г 1Лы:о тогда, 
когда выполняются следующие условия:

(1 ) Система групп (А и и̂(и1 транзитивна;
(2 ) Система групп ^  удовлетворяет условию монотон-

нооти для характеристик;
(3) Каждая группа А^Са а С*) -  ^ -гр у п п а . *
Обозначим через Т(А) множество всех различных типов эле­

ментов группы ,4 без кручения. ТСА) будем рассматривать как час­
тично упорядоченное множество относительно естественного отно­
шения порядка (то есть тогдэ и только тогда, когда су­
ществуют характеристики и тСг £  i  такие, что
^1-^2  ) •

Рассмотрим теперь абелевы группы А  без кручения, у кото­
рых множество 7fA) является линейно упорядоченным (относитель­
но естественного отношения порядка).

ТЕОРЕМА 3 . I I .  Для транзитивной редуцированной абелевой 
группы А  без кручения с линейно упорядоченпны множеством Т(А ) 
следующие условия эквивалентны;



(1 ) Л  -  X -группа;
( 2 ) Если характеристики элементов Я.\' 4  группы А  сот 'флат 

символы о» на одних и тех же местах:, то / / а . ; -  г?/#у.
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Пусть А  -  транзитивная ре­

дуцированная абелева группа без кручения с линейно упорядочен­
ным множеством Т4А) , в которой выполняется условие ( 2 ) ,  S - 
ненулевая вполне характеристическая подгруппа группы А ,

М* Хл ( £ )  и . Разобьем множество натуральных чи­
сел N  на два подмножества = [L6 N \ и

N IV'A+oo.lj ъ и для всякого обозначим через Ду
следующее подмножество элементов группы S :
Xj = jx(S jA */x)~zrO J}  . Покажем, что для всякого Мл в

Xj существует такой элемент Xj , что Aet Axj)-°°  тогда и 
только тогда, когда i £ /V, . Предположим противное, пусть в
Xj нет элемента с указанным свойством. Тогда в S  есть элемент

и такой, что A? frJxA? (x )i где х< - произво. зный фикси- 
'  f t  J J

рованный элемент из Xj , и тогда и только тогда,
когда L е  A/i  . Рассмотрим элемент дг4- +р  . Имеем j ^ / V ,  *у)-
ж ~° °  * всли 1 Если бы 4*fy+ /)=
*= 0 0  , где А , то типы элементов и х̂ -г-у были бы несрав­

нимы, так как о» s х A *  fay) (замечаем, что так как

И ™ A^fa^j *■<*>) * а

Ар faj yMAfy Ах:) для такого As , для которого А* fay)- 
. Итак, поручили, что в S  есть элемент Xj у  такой, что

И и только тогда, когда

/ ? A i .
Покажем теперь, что S = A [v ]  • Пусть tzsA  , X(a)>?V и 

Х(&) содержит символы на тех же местах, что и характерис­
тика г/ . Зафиксируем некоторое J i и рассмотрим элемент 

х . . Так как A fay) -  A fa )  , то существует x f N  , для кото­
рого Xfxa)*Xfxj)> Если , т о а ё £  в силу транзитивности 
группы А  . Если же n*i и >Асг "  всв различные
простые делители числа к (заметим, что к можно выбрать так, 
чтобы ) ,  itJ. . . , ‘z £ / £  V то существуют такие целые числа 
т- / ^ f a j , что Afa?  ̂cl )*■ • Причем каж дое/т^ можно



выорать так, что )= I  • так как i.fa .jrv', и поэтому
р. -высота элемента а. в группе А  не меньше соответствующей 

высоты элемента х.х . Значит, ( tt, , ■ , "i/ )~А t и > следова­
тельно, существуют такие целые числа /г*. . что

nx+lZ п^/гг, . “ /  , Тогдв а~тса. ^ « л й .  , где каждое
слагаемое в силу транзитивности группы >3 принадлежит S (учи­

тываем, что Х(п*а.)гХ№р)> jL/n^sn; л}*  и ж, 6 S ,
х- £ S  для каждого z'-* ) . Поэтому а  е  S .

Пусть теперь л  *А  , и существует j  t  Az
такое, что Ар {а)*о»  . Пусть -  такое простое число,
что Ар^Гл.)+i>~. Так как r t f x ^ s  то существует такое
к f  N , что ХС*а.)> ) . и поэтому в группа А  есть эле­
мент , удовлетворяющий следующим соотношениям:

)>  , Арп  {'а^) * и ^  >
где г  =(Afxa.)),'~>-(X('x„)),~~J)  . В силу транзитивности

группы А &т<? £ .  Проводя теперь рассуждения, аналогично выше­
приведенным,- (ниесто элементов х- будем теперь использовать- 
элементы at ), получим a f £  .

б) Импликация ( I )  = 5 >(2 ) будет следовать из такой леммы, 
в которой не предполагается линейная упорядоченность множества
Т С  А).

ЛЕММА 3.12. Если А -  редуцированная А- -группа, то дл« 
любых двух элементов а  и /  этой группы, характеристики кото­
рых оодержат символы <=■>=> на одних и тех же местах, имеем 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть a ,6 fA  , 
тогда и только тогда, когда Л р /А М 00 
Предположим, что ' Возможны следующие случаи:
I)  { (Л)  и -IfAj несравнимы; 2 ) {{а )  и сравнимы, тогда
положим для определенности {[а.)гАААС • В каждом из этих слу­
чаев рассмотрим вполне характеристическую подгруппу £  =

)  группы Л .  Так как А -  ^ -группа, то 
S ‘ A [ v ]  , v 6j£  , причем по лемме 3.6 ьГ можно выбрать так, • 

что , если 1бЫх,* V'j'= о  , если j д / v fsjt . Но
подгруппе [рёА  / элемент а  не принадлежит, а 
подгруппе А f ‘r.1 элемент л  'принадлежит. Получили противоречие. 
г’Л1>1<П'Птельмо, 1АА)
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Доказанные теорема j . I I  и лемма 3 .1?  дают возможность вы­
делить X-группы в рядо классов абелеЕых групп без кручения.

Назовем абелеву группу А  без кручения квазиоднородной, 
если характеристики любых двух ее ненулевых элементов содержат 
символы о о  на одних и тех же мостах.

СЛЕДСТВИЕ 3 .13 . Для квазиоднородноЯ редуцированной абеле­
вой г р у п п ы б е з  кручения следующие условия эквивалентны:

(1) А  -  Х -группа;
(? )  А  -  однородная транзитивная группа.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как всякая Х _гРУ11па 

транзптивиа, то для доказательства ( 1 ) = £ - ( 2 ) достаточна приме­
нить лемму 3 .12 . Справедливость импликации ( 2 )= ^ - ( " г) сразу сле­
дует из теоремы 3 . I I .

Следствие 3 . 1 3 . включает осноьной результат [2 ] о транзи­
тивных однородных группах.

, СЛЕДСТВИЕ 3 .1 4 . Однородная редуцированная абелева группа 
без кручения являетоя X -группой тогда и только тогда, когда 

А  -  транзитивная группа.
Рассмотрим теперь класс однородно разложимых абелевых групп 

без кручения.
СЛЕДСТВИЕ 3 .1 5 . Однородно разложимая редуцированная абелева 

гр у п п а ^  без кручения является X-группой тогда и только тогда, 
когда А  -  транзитивная группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как всякая Х -группа яв­
ляетоя транзитивной группой, то будем доказывать только доста­
точность. Пусть -  каноничес: :е  разложение группы А ,. t tT  с
где A t  -  однородная группа типа ё ; Т  -  некоторое множест- 
в.о типов. Так как А  -  транзитивная группа, то каждая группа 

6 Т)  транзитивная однородная группа, а , значит в силу 
следствия 3.14 A t  -  Х -группа. Применяя теперь теорему 3 .9 , 
получаем, что А  -  Х -группа.

Учитывая предложение 2 .12 , получаем
СЛЕДСТВИЕ 3 .16 . Однородно разложимая редуцированная абел -

ва группа A ^Z A ^A ^  , где A t -  однородные группы различных 
типов X , является Х -ГРУПП° Д тогда и только тогда, когда для 
любого - £ ё Т  группа А *  тралзятивна я А  удовлетворяет условию 
контрастности для типов.

Применяя следствие 2 .1 3 , выделяем Х-группы в классе абе­



левых групп без кручения, являющихся прямыми суммами однородны)
сепарабельных групп.

СЛЕДСТВИЕ 3 .17 . ПустьА  -  редуцированная абелева группа, 
разложимая в прямую сумму однородных сепарабельных групп (в чt. 
пост, А  -  вполне разложимая группа). А  является X -группой 
тогда и только тогда, когда А  удовлетворяет условию контраст­
ности для типов.

Рассмотрим теперь квазиоднородные сепарабельные группы без
кручения.

СЛЕДСТВИЕ 3 .18 . Для квазиоднородной редуцированной сепара­
бельной группы А  следующие условия эквивалентны:

(1 ) А  -  транзитивпая группа;
( 2 ) А  -  однородная группа;
(3 )  А ~  X -группа.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  ( I )  = > ( 2 )  в силу следствия 

2 .17 . Справедливость импликации (2 ) = ? ( 3 )  следует из следст­
вия. 3 .14  и из того , что всякая однородная сепзсабельная группа 
транзитивна, ( 3 ) = ? ( 1 )  верно для любой ^-группы .

Следствия. 2 .14 и 3 .15  дают возможность получить таксе 
СЛЕДСТВИЕ 3 .1 9 . Пусть £  &р , где ЗГ - некоторое

множество простых чисел; Сг -  прямые суммы групп без кручения, 
полных в своей ^ -ад и ч еско и  топологии. Тогда G-- X -группа.

Покажем, что любая 'полно характеристическая подгруппа 
транзитивной однородно разложимой группы наследует свойство
транзитивности.

СЛЕДСТВИЕ'3 .20 . Любая вполне характеристическая подгруппа 
£  транзитивной редуцированной однородно разложимой группы А 

также является транзитивной группой.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По следствию 3 .1 5 ^4  -  X - 

группа. Тогда <?=АСу]  • где гг-  некоторая характеристика, и 
поэтому S  -однородно разложимая группа. S  является X -груп­
пой в силу предложения 3 .7 . Применяя теперь следствие 3.15, по­
лучаем; что S  -  транзитивная группа.

В заключение параграфа отметим, что лемма 3.12 дает воз­
можность строить транзитивные абелевы группы без кручения, не 
являющиеся X -группами. Построим один пример такой группы.

Пример. Пусть А аП  А  о ( / 7  -  множество всех простых реП г
чисел), где каждая группа А р~  редуцированная группа без кру-
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чения, полная в своей ^-адической топологии. Группа Л  -  алгеб­
раически компактная группа '7, с . 196 7 , значит, J  -  транзи­
тивная группа. Пусть и  =£..., -  элемента груп­
пы такие, что )=■ £ для всех
Р£Л . Тогда X C aX -fts ,...,* ,.  и в си­
лу леммы 3 . 1 2 не является Х-группой. Отсюда, в частности, 
следу; х, что для прямых произведений групп утверндение,аналогич­
ное теореме 3.9, уае не имеет места, то есть если А= Г1 А , -_ <хгсх ^
транзитивная редуцированная абелева группа без кручения, где 
каждая группа у?,* -  X -группа, то А  не обязательно будет X -  
группой.

§ 4. Вполне характеристические подгруппы транзитивно 
разлолшгых абелевых групп без кручения

3 настоящей параграфе получено описание вполне характерис­
тических подгрупп однородно разложимых абелевых групп без кру­
чения А  = /4. ( Т  -  некоторое множество типов; A t -од-

t&T с
неродная группа типа £ ) ,  где транзитивная система
групп. С помощью этого описания установлена связь между некото­
рыми инвариантами группы и соответствупдими инвариантами её 
вполне характеристической подгруппы.

Условимся при рассмотрении однородно разложимых групп за­
писывать их. канонические разложения (если не сделано дополни­
тельных замечаний).

ОПРЕДЕЛЕН® 4 .1 . Редуцированную однородно разложимую абе­
леву группу без кручения назовем транзитивно раз-

t t r  , ^ >ложимой группой, если система групп транзитивна.
Класс транзитивно разложимых групп достаточно широк. Он 

содержит все вполне разложимые абелевы группы без кручения, 
прямые суммы однородных сепарабельных или однородных алгебра­
ически компактных абелевых групп без кручения, все абелевы 
группы без кручения вида А = & , где Ср -  прямая 
сумма абвЛевых групп без кручения, полных в своей р -адической 
топологии; ’Х) — однородная сепарабельная группа типа £ ( -
некоторое множество простых чисел; Т  -  некоторое мнокестзо ти­
пов); Tnli(Cp ))/,ex  = 0 { i ( C f .  ) ~ 1ИП гРушш £  > и другие
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группы.
Оо'оа. т и н  через Ф(А) решетку всех вполне характеристических 

подгрупп транзитивно разложимой группы Щ-Т *
Рассмотрим функции / , отображающие множество Т  во множест­

во А  всех характеристик и удовлетворяющих следующим условиям 
(чтобы сократить количество скобок будем записывать аргумент как 
индекс): -

1) либо / X Для некоторой % 6 t  , либо
для всех кеМ  ;

2 ) 0 0  Для всех к , для которых д Л ,  = А± ;

3) если / У , ,  z', ^  Т)  , то для всякого к  такого,
что p„Ai% Ф имеем &

Обозначим множество функций, удовлетворяющих свойствам
I)  — 3) через F(A) . F(A) можно частично упорядочить, поло­
жив / е у  тогда и только тогда, когда £  * ̂  для всякого i e T . 
Непосредственно проверяется, что F(A) -  решетка. Докажем тео­
рему о связи манду решетками Ф(А) И F{/\).

ТЕОРЕМА 4 .1 . Всякая вполне характеристическая подгруппа 
транзитивно разложимой группы имеет вид £Г %  fiC 7t£T с t *
rw feF (A ). Ооответствие< м : [ f t J  определяет
антиизоморфизм решеток F(A) и ФХа *-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем вначале, что jU отоб­
ражает F(A) в ФАА) . Пусть FFA) . Докажем, что

£ ? А м и < т >  , то есть IZ^Ai r/t  J -  вполне .характе­

ристическая подгруппа группы А  • Рассмотрим ^ ^ У т а к и е ,  что 
* tz и Mem FAit , Atz ) *■ О . Покажем, что гомоморфная обо­

лочка подгруппы А^ C/et  у в At содержится в Д  ̂  [ £  ] . Пусть 
0 * a i *At [fiJ % то есть Хл . и пусть
оф if е , А • Тогд£ и, значит,

(Х /Аа/*'*'f t * '  для всякого к е /V . Так как
Atz) t  О , то ^  £t , и поэтому в силу условия Г) 

для функций из F(A) имеем Для всякого К , для кото­
рого д  /  А6̂  . Если ж е , то д '***»*» и

. Итак, для всякого кеМ  (X /Д г / ) (*J* , 
то есть X(<fA)»£^ и ipa^A^J^]. Теперь, применяя лемму 1 . 3 ,
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получим, что ГА 1 <? <Р(А).
t £ T  с '

Покажем теперь, что ju . -сюръективное отображение, то есть 
всякая вполне характеристическая подгруппа транзитивно разложи­
мой группы A-JO ® A6 имеет вид f / t l  , где / V  ГГ А) .

Пусть S£*PfA) . Рассмотрим функцию отображающую множество 
Т в множество SC, такую, что для всякого ■£ 6 Т
& *= 0?JlStSnA<}, если ЗлА^ФО, и

А* •• J *  воли SnAt =0  . Такая функция f  удовлет­
воряет условиям I) к 2 ) для функций из Г{А) по построен-ю. По­
кажем, что А  Удовлетворяет свойству 3 ) .  Так как £ л Д ,  -  впол- 

е характеристическая подгруппа однородной транзитивной группы 
A t  > то SnA t ~At [lft ] ,  где l £ -  некоторая характеристика, 

причем z£ можно взять равным At (следствие 3 .1 4 , лемма З .б ) .  
Пусть i t ?  А  (Ф}, А t  Т), и “ * • Так как

, то существует элемент сс'СAt  ]  такой, что

. В группе /^найдется элемент А  такой, что 

А /У *Х А (а. ) и • Элемент -£ принадлежит гомомор­

фной оболочке подгруппы A tJTft /в  А  ̂ в силу транзитивности сис­

темы {А^]^7 . Значит, 4 б Sn А^ = ]  , но тогда

Итак, Г(А), причем ju f~£.® A t Г£] . Сюръек­
тивность отображения ju. доказана.

Докажем, что /и -инъективное отобра зние. Пусть A&fFfA)
* / * / * № •  ^ ' Так как A*[& ]S//it  

1 0  4 & з - аф [ft ]  д^л всякого z V 7 ' . Если 
Д  t y  ] - A  t  Г fa J - O  , ТО <»■=, для всякого Ar«r/V И

’ ПУСТЬ ^  / Д , 7 -A tZ ftl*  О . Тогда в силу леммы 3 .4  
имеем ̂  • Пусть O ta  £ At [tyt J . Тогда если + ° ° ,

40 $ * ' = / J < если же * * о д . Д = Д и  поэтому
/ / ' =  • Значит, для всех <<? /V Д " - и ,  следо­

вательно, ^  • Итак, Для всякого z '^ T ’ , поэто­
му д= А , и отображ ение^инъективно.

Понятно, что Афд. A fig ^ f ’AA)) тогда и только тогда, ког­
да /u fy ijj- f  . Поэтому б и е к ц и я я в л я е т с я  реиеточиым антиизо­
морфизмом. Теорема доказана.
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Пусть А = И ® А .  (^ .1 )  -  однородно разложимая абелева *
группа без кручения, ъ -  её вполне характеристическая подгруп­
па, Ь=£ф SL ( 4 . 2 ) ,  где S '-  SnA , ~ Заметим, что еслиt£7' U С

А ® 3^ -  другое каноническое разложение группы А  и

У = 1 Г 0 S" , где Sj'=Sn8+ , то S !aeS!' • Действительно,
t t r  6 * t  ' л

так как любые два канонических разложения группы л  изоморфны,
то существует автоморфизм у> группы А  такой, что . Тог­
да fS l £ 3  и / З А  Bt  , откуда £  З л  В£ = 3£  . Анало­
гично' р-*3у'£3 ’ и, значит, S /£ p S j  . Следовательно,

у З / = ЗА , то есть SJ. =  8"  . Поэтому тип группы 3  ̂ ,
если -  однородная группа, и т(1£У~ ранг У ' не зависят от 
канонического разложения группы А  .

Найдем связь между типами и рангами прямых слагаемых S’J 
разложения (4.2) и типами и рангами прямых слагаемых At (teT )  
разложения (4 .1 )  в случае, когда А -  транзитивно разложимая 
группа.

Будем говорить, что семейство типов соответ­
ствует вполне характеристической подгоуппе 3= 8 .®  SSttfV е
( j y  *■ At П S )  , где -  однородные группы, если

для всякого zV  Т )=Tt  .
Пусть i x и z ^ - два типа, i T - f i r ™ v'?. . . )  ,

j / м  i; иг1-)..) -  характеристики, принадлежащие соот­
ветственно типам i  и 2^  . Сумму типов определим как тип,
содержащий характеристику V*-ц --  /  гггл'+  , гга^гУ^г -
. i/'x'+ жГпУ, . . . )  , где для всякого ^  . Раз­

ность 2^ -z f ,  двух типов ^  7̂  определим как тип, содержащий ха­
рактеристику г'"- TiT-fv'*'- ur't'v '* J- лг'?. , где
y y V ' / V ' f . . .  гг'У - .у * ! ,
полагаем = для всякого . Заметим, что в [ 6 , с . 133) 
для рассмотренных операций над типами применяется мультиплика­
тивная запись, для наших целей удобнее пользоваться аддитивной
записью.

Если характеристика v  принадлежит типу г' и гг'х~ °° , то 
будем писать { ек,= .

Условимся считать, что нулевой группе соответствует тип I‘ 
(несобственный тип), который обладает следующими свойствами:
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I для всякого типа -t* \ для всякого ти­
па -6 .

ТЕОРЕМА 4.2. Пусть А - Е ФА^ -  транзитивно разлокимая 
абелева группа. tfT  '

1) Если семейство типов / Т(jiAr соответствуем некоторой
вполне характеристической подгруппе * At п S’) ,
то оно удовлетворяет следующим условиям^а) т6 й t  для всяко­
го if-  Т  ; б) если для некоторого к 6 N ркА̂  = A f  , то

; В) если -£х 7 / г Д  Т у  у то ъ
*  4  -  4  * 4 *  • m

2) Если s *  y  (У.'*А. OSJ -  вполне харантеристичес-

кая подгруппа группыД и S^*0, го x {A t ).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  I .  Пусть семейство типов 

\ vi)ieT соответствует вполне характеристической подгруппе

S-TA® $А группы А  • Если р -  такое простое число, что 
pAt = At  , то (лемма 3 .1 ) ,  поэтому условие б) име­
ет место. Очевидно, выполняется а ) .  Поналей, что выполняется 
условие в ) .  Пусть 4 7 4  { ix ^  е  Т )  • В случае, когда 
условие в) автоматически выполняется, так как оно в этом слу­
чае имеет вид Д  г> /

Пусть теперь + t a • Так как S  -  вполне ..арактеристи- 
ческая подгруппа транзитивно разложимой группы А  • то по тео­
реме 4.1 существует такая функция F (A ) , что \SJ'=

= С  f / t ]  • Понятно, что однородные группы. Рассмо­

т р и  Пусть 0*а 6 Sft «

X. f a j*  A t , тогда Xs > fa.J- X. ( л ; - / .  .  Так как

f t* '  ̂ /А * ' для всякого такого, что Д / ^ 5* А± , то
ХУ' faJ X/>t ta t-A ,  • Имеем Ху, / < Д  XAf ( /У - , где

ОФ 4е $  \  откуда ^  -  ХА{ { € / - Xs , • Поэтому

Xs, (a )* X j (//-Ху(6)). Переходя к типам, получим

4 ,  *  4  - 4  •
2 . Пусть {лА )*бл~  максимальная независимая система 

элементов группы A t  o*a  ̂ .
Так как / t  -  однородная группа, то для всякого X £ (X сущест­
вует такое /V , что XAf Д г л- Д  XA^ a A • Тогда



" V a -̂6 для всякого • Система элементов
{"Uâ h  иглинейно независима в группе St ' • Значит, -z(Ŝ J=*

Обозначим через Л?£ класс таких однородно разложимых реду­
цированных абелевых групп С- без кручения, которые удовлетворя­
ют следующему условию: если -  однородно разложимая
вполпо характеристическая подгруппа группы /7  ( А  может совпа­
дать с &) ,  то венков семейство типов {Tt î6 r  • в котором вы­
полняются условия а) -  в) теоремы 4 .2 , соответствуем некоторой 
вполне характеристической подгруппе У  группы А  .

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4 .3 . ПустгЛ^Е^А. , где А. -  однороднаяt*T  е *
редуцированная сепарабельная группа типа i  ; Т -  некоторое 
множество типов. Если множество Т является линейно упорядочен­
ным (относительно естественного порядка) и его порядковый тип -  
один из следующих: и> , и>*% io"*wили п , где n ^ N , то A t 7)1.

Доказательство этого предложения проведем в сл у  ае , когда 
порядковый тип Т равен и>*+и> (в  остальных случаях оно прово­
дится аналогично). Если множество Т  имеет порядковый тип*о.а>, 
то его можно записать в виде Т*{ t % > где Е  -  множество 
целых чисел, причем А#, * Е)  тогда и только тогда,
когда Пус .ь с®“ейство типов, удовлетворящих
условиям а) -  в) теоремы 4 .2  относительно группы /4~£Г® /?.t *T
Заметим, что группа А как прямая оумма однородных редуциро- 

акных сепарабельных групп, является траяэитивно разложимой. 
Построим^ функциюг/7*-»Л гследуиции образом. Для каждого типа 
Т составим разность . Полагаем, что f te -

произвольная фиксированная характеристика, принадлежащая типу
T't  (условимся считать, что несобственному типу ^ “ принадлежит 

единственная характеристика ( « « j ^ , ,  t о о  ,  . . .  ) ) .  Ес­
ли для типа r j  , где пт/о,  х а р а к т е р и с т и к а ^  уже выбрана, 
то в типе ~  выбираем характеристику / .  . так, чтобы для
ьоех ~  выполнялось A s tV )  . Такую харак­
теристику f t ntiL можно гыбрать в силу условия в) для сш 1Й- 
ства типов Если для типа , где /« ж  о  , ха­
рактеристика / irn уже выбрана, то в типе выбираем харак­
теристику / irn L так, чтобы для всех таких
■S е 77 , для которых * Такой выбор характеристики



 ̂ можно также осуществить в силу условия в) для семейст­
ва типов • Таким образом, любым двум различным тинам

будчт соответствовать характеристики и
удовлетворяющие условию 3) для функций f f y j  . Понятно, что 
построенная функция^ удовлетворяет условиям I)  и 2 ) для функ­
ций из F (A )  . Значит, , Пусть Г/^] для всякого
■£(Т . Так как -  транзитивно разложимая группа, то
по теореме 4.1 -  вполне характеристическая подгруя-

<#г с
па группы Л  .

Покажем, что вполне характеристической подгруппе S  соот -  
затствует семейство типоз Если Те -■£*, то О ,
так как в этом случае £  « / « о , » , . . . . .), а -  редуцирован­
ная группа. Если же г # г ! ‘ , то i  f£^)= ifA^ J ) -  
*= t - t - f t -  Tt y -  2 .

Для окончания доказательства достаточно эаметитт, что в ус­
ловиях предложения ^ .3  любая вполне характеристическая подгруп­
па S  группы А  является прямой оумиой однородных сепарабельных 
групп, причем множество типов прямых слагаемых канонического 
разложения группы S является линейно упорядоченным и его по­
рядковый тип -  один из следующих: из, со* со++из или п. , где 
п  ?  N .

ЗАМЕЧАНИЕ 6 .1 . В [5J получено описание вполне харектеристи 
ческих подгрупп пряиых сумм однородных сепарабельных абелевых
групп без кручения с помощью последовательностей,т-бТ г
состоящих из так называемых, г  - чисел [5, с . 511 . Это описа­
ние непосредственно следует из теоремы 4.1 настоящего параграфа 
так как для всякой однородной сепарабельной групп! СтУт^Т)т- 
число, входящее в последовательность, которая соответствует 
некоторой вполне характеристической подгруппе группы l7 , есть 
не что иное, как характеристика г£. така^, что для
некоторой функции fxFfCir) . Отметим, что утверждение об одно­
значности представления вполне характеристических подгрупп пря­
мых сумм однородных сепарабельных групп в виде последователь­
ности X- чисел, сформулированное в [5] , в общем случае не­
верно, а справедливо только для редуцированных групп.

ЗАМЕЧАНИЕ 6 .2 . Пусть J  -  произвольное множество, <at}  -  
бесконечная циклическая группа для каждого . С помощью ре
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зультатов § 2  ложно непосредственно установить, что всякая К- 
пряиач сумма ©А. Z групп <«■>, где К -  идеал булевой алгебры 
&(J)  ь .ех  подмножеств из J  . является транзитивной абелевой 
группой без кручения (в частное:: I, транзитивными группами явля­
ются прямые суммы и прямые произведения бесконечных циклических 
групп, а также группы Бэра-Шпекера [10] ) .

Действительно, пусть , Otat-A, 0+&А  и Х-(а.)б
£ jC(£J. Для каждого L6 57 обозначим через J>c и соответст­
венно координатные вложения и проекции. Существует j . ( J  , что 
51 а * О . Пусть( f c . f t , ~ множество тех и только 
тех простых чисел, для которых высота элемента отлична от
нуля, и пусть элемент, имевдий минимальную

д  -высоту среди всех элементов Х^Л f  i tJ J  . Имеем 
А = *А'ФА" , где А ' подгруппа группы А , порожденная элемента­
ми • А' ~ прямая сумма бесконечных цикли­
ческих групп. Так как X (л)A X5£J> то X / a ' J * f t 4)  яля вся­
кого Lt-J , где а.'- координата элемента а. в прямом слагаемом 
А  • Учитывая предложение 2 . 1 0 , получаем, что для всякого Led 

существует f t  { А/ет A A, >)  , что <ftu'=j>LX  А . Пусть
(/> отображение А в А таксе, что для всякого<д < ^ 1^ д /̂ ’''<' , 

где Д  г А А  " )> ииееи --^1  f t А' Д м  любого / / У  .
Тогда Е?А)ъ ft'aJ-E, Значит, А  -  транзитивная группа.

Учитывая однородность группы/? , получаем (следствие 3.14), 
что любая её вполне характеристическая подгруппа.1)’ имеет вид 
ACV]  , где V£jE , и в силу того, что тип группы А  идемпо- 

тек .ен , имеем S=nA  , где п  -  nUn {/n£/£ )f\ie5 t £eS,
~^i^}  . Таким образом, из результатов $ 2 в З  насто­
ящей статьи следует известный результат Гебеля [10] о строении 
вполне характеристических подгрупп групп Ф*£Г.

ЗАМЕЧАНИЕ 6 .3 . Следуя ( 4 J  , назовем абелеву группу С  без 
кручения группой типа Р*, если для некоторого простого числа f> 
она из о мо р фна а д д ит ив но й  группе всех целых ^>-адических чи­
сел. Абелева группа G- без кручения называется сепарабельной ти­
па Р* , если любое её конечное множество элементов содержится 
в некотором прямом слагаемом группы G , равяом прямой сумме 
групп типа Р* A  J  .

Сепарабельной группой типа Р*является, в частности, всякая 
редуцированная абелева группа без кручения, на которой можно за-
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дать структуру унитарного ^ -м о д у л я , где Q*- кольцо целых 
£>-адмчоских чисел. Это в^гекаот из того, что всякий цикличес­

кий подмодуль редуцированного 6 ^-модуля &  Лез кручения, по­
рожденный элементом нулевой ^-высоты, выделяется в G прямым 
слагаемым [3 ,  с . 294; I I ,  о. 52 1 .

Результаты § 2 ,3  дают возможность заключить, что всякая се­
парабельная группа типа Р* является транзитивной группой и да­
же более того -  X -группой. Действительно, пусть G -  сепара­
бельная группа типа Р +, и %(а.)± %(£J .
Имеем , где Gt  -  прямая сумма групп типа Р ^и
а, £б£гг . Так как Xg (a j  £ Ха  ( /У  , то в силу следствия 2.14 
существует y f  ) , \ю  уа-=*'. Эндоморфизм ^допускает про­
должение до'эндоморфизма группы G . Итак, G -  транзитивная 
группа. Пусть Gr/>t= G (̂ , , где ~ максимальная ср -

 ̂* у
делимая подгруппа группы G ( р  -  простое число). Тогда 
G = PZ^Crro . [4 , с . 96] . Имеем; /С? -  тра зитивнаяр&п Г Sr'
(следствие 2 .4 ) однородная группа и поэтому G(p> - X -группа 
(следствие 3 .1 4 ). Применял теперь теорему 3 .9 , получаем, что 
G  -  л  -группа. Значит, всякая вполне характеристическая под­

группа сепарабельной типа Р ̂ группы G имеет вид & [ v ]  , где

Литература

1. Добрусин Ю.Б. Квазисервантно инъективные и транзитивные абе­
левы группы без кручения. -  Томск, 1977 г . -  45 с . -  Рукопись 
представлена Томск.ун-том.Деп. в ВИНИТИ 30 июня 1977, Я? 2942- 
77.

2. Крылов П.А. О вполне характеристических подгруппах абелевых 
групп без кручения. -  В к н .: Сб. аспирантских работ по натем. 
Томск, 1973, с . 15-20.

3. Куликов Л.Я. Обобщенные примерные группы, I .  -  Труды ММО, 
1952, т . I ,  с . 247-326.

4. Прохаэка Л. Прямые суммы групп типа Р . -
т а - М  U b z f .  " 1 ,  c . / T - f f * .

5. Пятков В.С. 0 решетке вполне характеристических подгрупп од-



-  ьа -

ного класса сепарабельных абелевых групп без кручения. -  
В к ь .:  Группы и модули. Томск, 1976, с . 4 9 -5 6 .'

6 . Фуко Л. Бесконечные абелевы группы. Т. 2 . -  М.: Кир, 1977-
416 О.

7. фукс Л. Бесконечные абелевы группы. Т. I .  -  : Пир, IS74.-
335 с .

8. А  г. £>./У .Г/тееерр/ - £ о x̂ >TJc£>fZ.
й / г й й /r. arxe>upei ftrvc£ e Г А п А. ~ Ръос А тгглг. /7?a-t/i'
S e c ., f f £ / ,  гг SC,

/f . P. G 'C A u fti p  - . — У,г_; Г г ^ и Л  .
Z > u 4 te4 £  eZ  P c-)o t F at. SU . PascZt,  Y9£Z -  S f£J {fg £ ? J ,
P P , p  J J /o f  -  /3 /Z F .
CtfSez. P. PFu. cFta^ActexF-it^c ЗесАр-ееир-д £A& Saex- 
Spe.e--4e.T- ax& u f ~/7ict//Z Ze-t'4, 3, s  .

JCapF&rv! -У. A/rfeVt*Fe ApeCe'ast- р'ъе.иргА Ati£.A*'past: 
Ann- Ат.&с, FPS4, - P0p.
Ре.со1 ̂  S5. S jtxeu c  - p u sc e  -  ёгсресА г'ггг& р АтхоС <рлал t  - /и**с 
- p ^ p p c t i  ir tty . Л об» M a i* ., W ,  F t'* , p Z / f - Z Z 7 .  
fu eA i Z. AFeCeast, агхехуч , -  Зи-срх/ш ^: A ca-т/лeneaZ  
S ltA oC o  , PPFP. - 3 6  ?p.

9.

1 0 .

I I .

12.
13.



АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ С САМОИНЬЕКТИВНЫМИ КОЛЬЦАМИ .
ЭНДОМОРФИЗМОВ И КОЛЬЦАМИ ЭНДОМОРФИЗМОВ

с лянуляторныа условием 

А.В.Иванов

Введение

В [2 ]  (проблема 84- г) ) поставлена задача описать саыоинъ- 
ективные кольна эндоморфизмов абелевых групп. В [5 ]  получено 
решение этой проблемы для самоинъективных справа колец эндомор­
физмов в случае редуцированных групп. Редуцированная абелева 
группа G имеет самоинъективное справа кольцо эндоморфизмов то­
гда и только тогда,когда она является вполне инвариантной сер- 
вантной подгруппой в П В„ , где Р -  множество простых чисел

о fв Dp -  прямые суммы циклических р -групп одного и того же по­
рядка рп , где п. может зависеть от р . В случае нередуийро- 
ванных групп для саноинъективности справа колы т эндоморфизмов 
необходимо, чтобы делимая часть группы G была группой без кру­
чения, а редуцированная часть имела бы указанный вид (в настоя­
щей работе такие редуцированные группы будут называться b'J -  
группами). Заметим, что в [5] предполагавтся, что кольцо эндомор 
физмов действует на группе справа и соответсизнно вместо само- 
инъективности справа рассматривается самоинъектианость слева.

В настоящей работе доказывается, что в нередуцированном 
случае для самоинъективности справа кольна эндоморфизмов группы 
G необходимо и достаточно, чтобы группа имела указанный вял 

и, кроме того, чтобы редуцированная часть группы G быта периода



ческой. При этой кольпо эндоморфизмов самоинъективно слева тог­
да и только тогда, когда оно самоинъективно справа, причем, де­
лиман ч; отт. и все р  -компоненты периодической части группы G 
имеют конечные ранги. В процесс’ доказательства описываются 
группы, кольца эндоморфизмов которых обладают аннуляторныи ус­
ловием для конечно порожденных левых (правых) идеалов, что да­
ет другие доказательства некоторых утверждений в [5] .

Основные обозначения и определения стандартны и взяты из[1]. 
Если 2 -  подмножество кольца R , то через ^обозн ачается  пра­
вый аннулятор подмножества Г . а через I  -  левый. T(G)  обо­
значает периодическую часть группы G Tp(Gr) -  ^-компоненту 
периодической части. Пг тмая сумма абелевых групп обозначается 
через ©  или ZL' Кольоо эндоморфизмов группы & обозначается 
через E(G) .

§ I .  SI  -группы

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Редуцированную группу G будем называть S i - 
группой, если выполнены оледувдие условия:

1. Tp f G ) ~  прямая сумма циклических р-групп одного по­
рядка,

2. Существует изоморфное вложение

E>Tp(G )£G < ki:*T JG J .
3. Если причем

0{xZ)& Ofjc£) для всех п. . и х * б & , то х ‘ё £ .
Если G  -  произвольная группа, то существует гомоморфизм 

колец EfGj-̂ -S^TEG/J, сопоставляющий каждому EfG J 
ограничение U. на TfGr).

TEOPE’IA I . I .  Пусть редуцированная группа ^ так о в а , что для 
любого простого числа р  группа E fG J  является прямой суммой ци- 
клических групп одного порядка. Тогда для того чтобы группа G 
являлась ^ /-гр у п п о й  необходимо и достаточно, чтобы были вы­
полнены два условия:

1. G /T fG )  -  делимая группа,
2 . /  -  изоморфизм, т .е .  Сг -  вполне характеристическая

подгруппа в Z~T (G ) .
Р  Г
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть G  - S I  - 
группа; в частности, выпол; зно условие 2 определения. Пусть 
■X- “ (xt> ■■■/ хп,---) £ О  и р - р п -  просто^ число. Так как группа 
7,у (GJ  является уз-делимой при с/Фр, тЬ при ьФ п  сущестзу- 
«  у *  такой, что хг р к  . Положим

Тогда Ofy{ )-  OCjc() при t* n . Ofo)* 0(x*J, 
откуда в силу п. 3 определения £J  -группы имеем p^ G  . Ясно, 
что x. + T(GJ=pf</*-TfGJj , что доказывает делимость G  /T fG j  ■ 

Так как G/TfGJ делима, а G редуцирована, то любой эндо­
морфизм группы однозначно  определяется своим ограничением на 
T fG j  . Отсюда ^  инъективно. Пусть pe£fTfGJJ. Определим 
cipEfGJ формулой

j  фсп, • ■ ■) — (р  fXiJ, ■ • • f p f x * .) ,. . .  ) .
Так как OfpfxJ)* 0(х,-)  . т о  JmU й&  в силу условия 3 
определения ^ /-группы . Отсюда U £ EfG) и, очевидно, /fj.)=p  , 
т .е .  £  сюръективно, что доказывает необходимость условий 1 , 2 .

Достаточность. • Надо проверить условия 2 ,3  определения SI- 
группы. Так как Tp(G J -  ограниченная группа, то она является 
прямым слагаемым группы £  [I, теорема 27 .5 ] . Отсюда существу­

ет разложение Cr=Tp(G)(&Нр • Пусть ST :Cr~*‘ Tp(G) -  соот­

ветствующая проекция. Определим гомоморфизм

U  : а  —  T p fG j,

Щ ) - ф .  ■ ■ (?),■■■)•
Ясно, что = п И р  . Покажем, что это делимая группа.
Прежде всего, заметим, что р И е -  И р • В самом деле, Ир 2
* $ T %( ( t ) ,H f / g T %( e ) k ( f y 9  PT p(G ))/( £ Т р (G ))  =

- G /T f G j-  делимая группа и £7  /£  (G ) - р -делимая группа. 

Отсюда Ир- р ~делимая группа. Пусть х £  ПНр и фиксиро­

ванное простое число. Тогда существует И<р такой, что 
х  = . Покажем, что и £ И  для всех р  . В самом деле, за­
пишем ц = / + А , где ii7^(Gr) » А 6 Ир (p  + <f,) • Тогда
cpi=-<ри.-аА“Х.-^АбИрП T J & - 0  • «о le 7 p(G),
где ( p ,0 ) = i  . откуда i - 0 %z p=A(H p * Итак, ПНр и 
х ж , т .е .  ^ И р ~ Делимая группа. Но G  редуцирована,
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откуда JCex О . Теы самым иы проверили условие 2.
Прог рим условие 3. Пусть х„, ...)(***- 7 ^ (£ )) ,

i = i,<l, Of**) £ 0 (x i  )  и jc-v  Q ш тогда существуют го­
моморфизмы tf>n : г  х£> -+<х*>  такие, что fjc£) * *х*
В силу условия теорема группы ^ ^ /к в а зи и н ъ е к т и ь н ы  f l ,  с . 126, 
упр. I I ]  ,т.е.^продолж аю тся до эндоиорфизиов у/^е E(Ep^CG)) . 
Они определяют эндоморфизм Е(ТEG))  > который индуцирует­
ся эндоыор(1)Изиои группы <£(так как ^  сюръективно), который мы 
снова обозначим через у> . Покажем, что Ф(х*) — X.* . Рас­
смотрим гомоморфизм у,'; G  —т-Ц *Tr (G J  • гДе

У (-Х-1 , ■ ■ J Хп> ■ •• )  “  Е Yh(x t )  • > ]Еп. { хя.)> ■■■ )  ■
Тогда f-'jjy-gj = f lr c a j  , а  так как по условию G /T E G ) - 
д лимая группа, то у/ , откуда iffx*J* f'YxV *
-  ) - ( * } , . . ■ , Следовательно,
j:1* y'f**) £ &  , т .е .  выполнено условие 3 определения S I -
группы. Теорема докааана.

СЛЕДСТВИЕ 1 .2 . Прямое слагаемое S I - группы является S I
группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G&H -  ^ /-группа. 
Тогда G/TfCJФ ^'/Г Ш  £* fG<& H)/T(G0//J  -  Делимая
группа, откуда G/7EGJ -  делимая группа. Ясно, что Tp (CJ - 
прямая сумма циклических групп одного порядка. Пусть &:G®H-* 
-*■ G -  проекция, EfCr®J/)—+£{Т{Сг <&//)) - изоморфизм ог­
раничения, тогда fix '): TEG®W ~^ TEG) -  проекция. Вейлу 
[2 , с . 256, в ] имеем

E(T(G))=f(% :)E('7r&M J)ffx:]~fir) -  
=  s  ffEfGJJ =  EfG ) ,
где все изоморфизмы естественные. Отсюда по теореме I . I  G  - 

.9 7  -группе. Следствие доказано.



§ 2. Абелевы группы с кольцами эндоморфизмов, 
удовлетворяющими аануляторному условию для конечно 

порожденных левых идеалов и о саыоинъективными 
справа кольцами эндоморфизмов

Согласно [ 4 ,  с . 107] , левый идеал I  кольца R называется 
анкуляторным, если он совпадает с левым аннулятором некоторого 
подмножества кольца R . Левый идеал I  является анкуляторным 
тогда и только тогда, когда 1=  l ( X1 )  . Говорят, что кольцо
R удовлетворяет аннуляторному условию для п -порожденных (ко­

нечно порожденных) левых идеалов, если каждый п.-порожденный 
(конечно порожденный) левый идеал является аннулято; ным. Оче­
видно, что кольцо R удовлетворяет аннуляторному условию для 
конечно порожденных левых идеалов тогда и только тогда, когда 
оно удовлетворяет аннуляторному условию для п.-порожденных ле­
вых идеалов при всех п. .

ТЕОРЕМА 2 .1 . Группа G- имеет кольце эндоморфизмов с аннуля- 
торным условием для /г-порожденных левых идеалов тогда и только 
тогда, когда R  , глвед -  делимая группа без кручения
а Р  -  редуцированная группа, причем;

1. Для любого простого числа а Tp (R)~ прямая сумма цик­
лических групп одного порядка.

2 . R/T(R)~  делимая группа. Следовательно, существует вло­
жение R в качестве сервантной подгруппы в XZ*Tp ( R)  , со­
держащей £Г T0f(Gj.

Р  Г
3. Если Н - эндоморфный образ группы R , то любой гомо­

морфизм И —*• R продолжается до эндонерфизма группы R .
А. Если 3)Ф О , то любая подгруппа такая, что

R /H  вкладывается в прямую сумму п  экземпляров С  , содержит 
существенную подгруппу, порожденную образами гомоморфизмов
R -+ H .

*>. Если H Q R  -  подгруппа, являпизяоя пересечением яд"о 
некоторых п. эндоморфизмов грушш£*,*/("- подгруша мН, порож­
денная образами гомоморфизмов R-+}{ , то любая подгруппа RJ 
группы G , являющаяся ядром некоторого яндомор(и: ia группы G , 
и такая, что К ЯIX , содержит И  •

Д о к а з а т е л ь с т в о .
= ? •  Покажем, что если Е(Ст) удовл“т*оряет анпуляторноих \ ;г



btt —

вию для главных левых идеалов, то выполнены условия 1 - 3 ,  
Прежде всего покажем, что G  не может иметь двух прямых слагае­
мых, .вдающихся нециклическими группами разных порядков и р -  
примарными для одного р  . Пусть это t*а так;

где А, В -  коциклические группы и М / ^ / В /  • Тогда А  -  дикли- 
ческея группа порядка уо*с образующим и.  и существует вложение

Р
гая

А В • Определим эндоморфизмы U,  р  €  E (G J пола-

P U ~  ’ Р \ ь  ~ °> Р I&1 ~
Тогда jZi?.aL= B&Cri ^Уйт-я . Отсюда, если у ё  то оСу=оу 
т .е .  От. / £  Akt-oC =■ Уйх а  , откуда ув^-^или р £ 1у  . Итак, 
р е 1(А.х)  . Так как Е(С)удовлетворяет аннуляторному условию 
для главных идеалов, то 1f<Ax)  -  £ (GjJ. , откуда p€E(GU- 
Поэтому существует jp^ECCrJ такой, что р  = . Отсюда
и - pfa)=fbC fa )  . Но oi-fizje В имеет порядок р к<  / В /  , 
откуда otfa)= f>£ для некоторого Е> , т .е .  Qrffp£j*pf{4). 
Так как А  -  прямое слагаемое группы G  , то а. делится на р  в 
А  , что противоречит тому, что & -  образующий циклической 

р  -группы А  .
Таким образом, Тр(&) -  либо делимая группа, либо прямая 

сумма циклических групп одного порядка. Отсюда существует раз­
логинив Сг=Тр(Сг)(9 . Покажем, что pG t  » Сг1 . Пусть

*Сг± -  проекция. Покажем, что (рУЕ)х = ЧЕХ . В самом де­
ле, если p%ip=0 , то JAnAOfy)£G-1 , а так как Gz-  груп­
па без о-кручония, то из рЕ~у = О получаем, что о  , 
т .е .  рсУЕх , ь обратное включение очевидно. Следовательно, в 
силу аннуляторного условия имеем Е(Ст)?Г= Х(ЗЕХ)= х((р%)х)  *=
-  Е(Сг)рУЕ = рЕ^йгрГ . Отсюда существует р б  E(GJ такой, 
что EE-ptfjc . Поэтому для любого x t £ £rt  имеем jc=%{xJ = 
= pifUCfxJc pG- . Так как Сг± -  прямое слагаемое в G , то 
х ^  pG 1 , т .е .  G± = pEft .

'Покажем теперь, что T̂ fCr) -  прямая сумма циклических 
групп одного порядка. Пусть это не так. Тогда в силу доказанно-
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го выше Тр (Е )  -  делимая группа и Е - Т  (Е )  &Н  , где И 
р-делима. Пусть %: Е  — \ ( E J  -  проекция. Тогда аддитив­

ная группа левого идеала Е(Е)Я  содержится в Hem (£  Tp<HjJ , 
а так как р Е  = Е  , го Н от  f E . Тр С& )) -  группа баз р -  
кручения [ I ,  с . 213, Д ] . При этой аддитивная групп: со­
держит прямое слагаемое TE (E JST= Е(Тр (Е)) , которое явля- 
етоя ^-редуцированной группой [ I ,  доказательство теоремя 46.1]. 
Следовательно, аддитивная группа E (G fa ~ группа без р - круче­
ния, не являщаяся р -делимой. С другой стороны, пусть 
р б [р % ;  • тогда ‘р Х р *  О . Но всякий ненулевой элемент из 
HcmfE, Tp (G )) имеет бесконечный порядок, откуда т .е .

(р р )1-  tpM • Так как Е (йг)р!Г  ч E(G)Zt -  аннуляторные ле­
вые идеалы, то Е (Е )Т =  1/ / е /НЕГ)1) = 1^Я1)=  ^{(р%)1 ) ■= 
^^EfGjpX)1)  = E{E)pSr=pEfEjX' • Это противоречит тому, что 
аддитивная группаЕ(Е)Х'̂  является ^-делимой. Это доказывает 
необходимость условия I .

Так как для каждого простого числа р  существуем разложение 
E=Tp{Ej®  Ер , где Ер -  ^-делимая группа, то EjTfg) - 

р -  делииая группа дли любого простого числа р  . Следователь­
но, G (T(G) -  делииая группа. В силу первой части доказатель­
ства предложения 3 в [ 5 ]  для R существует вложение, указан­
ное в условии 2 .

Пусть рб Е{Е) z d: R - гомоморфизм. Тогда про­
должим р  и Х р  до эндоморфизмов г р у п п ы ^ , полагая их равны­
ми нулю на . Имеем Х оср  с  УСе,е(хр) , откуда f xQfa(.p)1 , 
т .е .  x)-E (E J f  . Поэтому существует jifE fG J  такой,
что oip^rap  . Ясно, что тогда J} является продолжением 
до гомоморфизма R -*■ Е  • Поэтому, если Я : Е R -  проекция, 
то -  искомое продолжение ^  до эндоморфизма группы R .

Предположим, что и условие 4 не выполнено, И  -  под­
группа в R  такая, что R/И  изоморфна подгруппе в ,

где Е- = Е  (берется внешняя прямая сумма), причем существует

ненулевой элемент х ё Н  такой, что <: х  у П 
П<Em p i  f :  Е -*• Н }=  О • Так как каждая уо-коипонепта в 
группе / /  ограничена, то, очевидно, < У т р } р :Е —+Н  > 
содержит Т(Н) . откуда х  имеет бесконечный порядок. Пусть

ft:  R - ■ Ц Е .i=i 1
-  гомоморфизм с ядром И , ЗГ-: "_>

‘ ‘Ч
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—у Cr - проекция. Тогда имеем гомоморфизмы А,- У̂Г- А ив 
R в 0  , которые можно считать эндоморфизмами группы рав­

ными нулю на 0  . Пусть Id - максимальная подгруппа в С- , содер­
жащий R - г Н>  , такая, что < x )P /d -0  . Так как
C(jc) = o  ̂ . то легко видеть, что Т(&)£ К . Поэтому R /K ^ d  , 
откуда существует гомоморфизм 4  ■' R~+%> с ядром К . Продолжим

4 . до эндоморфизма группы , полагая его р вным нулю на 55 . 
Пусть ff'Cr-y^R -  проекция. Предположим, что .., Ал .
Тогда Jrn if с. П у&х. 4 -« 4  (pg) «г , откуда7 /■<
Уг (̂Щ’) £  Я  . Отсюда по определению группы К получаем,

. что /  , т . е . £%.у>=о . Так как £/л ~ 0  ,
то отсюда . Следовательно, 4 £  -
— "Tf--ЯЕ(1C)4t ) М) Е(2)4. Поэтому существуют Е ( Я) ,

, такие, что / =  £? . Но тогда ПУЯх.А-£
±Jiz . 4  , т .е .  Н &5.3 £  К  Ф %) . Так как /-/̂  R  £  R  и

Ur = RO%) , roR £R  . Но JcePMd  » что дает противоречие. 
Следовательно, условие 4 доказано.

Докажем условие 5. Пусть < & ,... ,  <? E (R )  , ,
< У п у /у . R-уЯ }  и таковы, что Id £

£У й-ся£Я  . Продолжим EL до эндоморфизмов
группы £  , полагая их равными нулю н а 3) . Пусть
Тогда для любого i. 4  п имеем . т .е .  Jr.t р  -

=У/®2 ) , откуда Jm fTjrjsЯ  , где -  проекция.
Отсюда по определению подгруппы Jd получаем, что %прСр)£ К , 
т .е .  4 % ^  О . Так как А - * -  то отсюда 4 ^  = 0  , т .е .

& * V /  Zi> .... /л .}1)  -  XT EfGjft . Поэтому существуют 0ж »/
^ , . . . , ^ 6  EfGJ узкие, что А* 22 ft  . Но, тогда
R&fid * /t?,c ^  -  /7 'У2гу{- t  J5& t А = /d <& £) . Отсюда

Иd R  , что и требовалось.
<£=-..Пусть Я -0Ф  R , 0  -  делииая группа без кручения, °  - 
редуцированная группа, для которой выполнены условия I -  5. По­
кажем, что тогда любой ц -порожденный левый идеал в В(Я) яв- 
диетор ’Нуляторным. Пусть J_ £ E(GJ -  левый идеал, порож­
денный элементами  ̂ .Тг '£ ~ * 0 , 7с: Я  - -  R -
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проекции. Пусть if£ *(1Х)  • Тогда и У  у  6 1(  I L).
Покакем, что 3f, u>£ J  и ЧСи>б1 , отсюда будет следовать, что
у с !  . т .е. 4 1 4 = 1 .

Расоиотрим сначала эндоморфизм . Если 2 = 0  , то 
£ г 1(*  О и S t^ y f l  • Поэтоиу остается рассмотреть случай, 
когда 2ФО  . Покален, что если £  О Q  УСы , то
Н £  five У) . Пусть это не так, тогда существует элемент
х  6 Н  \ У&*с.(Я̂ и>) . Так как группа R/M  вкладывается вгг '
£  Л я  «О £  Л. -<?■• , где Ст- =С  , то по условию W Н содер-7*i **< 4 4
лит существенную подгруппу f t  I f t  : R -*  H У . , т .е .

,,ля некоторого n tO  инеем <" Jrn ft /f t  : R-+H)* Отсюда

существуют f t , .. .,  ftn €  E (R )  такие, что У т ^ йН  . и эле­

менты £  R  . для которьсс имеет иеето rtx>=2Z f t f y )  .

Можно считать ft  эндоморфизмами группы Q- , равными нулю на 2  . 
Тогда . т .е .  f t  е 1^ .о т к у д а  f c f t j f t - O ,
так как . Следовательно, fsTt  f tjfn x j  «

_  о  , то есть п У, ftfxj «- О . Так как

Ут/%'^.у)£ SO - группа беэ кручения, то’ %~f t^xJ = О , что про­
тиворечит тому, что х  ^ J&x.fJTift) • Таким образом

R n f i f o c t i  £ R n S b c f c y ) .
Определим отображение

cL: г  —  П Я ; , Gl = £ ,f± 1 ’ L
полагая

Л.(х) = Сх) » * • • * °̂ п '̂х') )  •
Тогда ^Vr ̂  *■ & П  П  У& х*Ct £  @ П  JO st. , ч/хкуда сущест­

вует коммутативная диаграмма

(? -------  Ут А . £ Г, С
V ✓  /* / сX /
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b силу инъективности 0  отображение j )  можно продолжить до гомо­

морфизма 17 &■ —'Я  . который мы снова обозначим через р .
Тогда р задаотся набором гомоморфизмов €
с Ме>.~г (£ ,  S)J , т . е . если , то />£*/=

f i  (-“•£)’ ^РОЛРлжи11 f -  до эндоморфизмов группы £  , полагая 

f t } ц ~ ° '  Очевидно, что тогда . 5 ^ - . £ 7 у»-d£ <? I .
Рассмотрим теперь эндоморфизм X<f€ *~(I1)  . Покажем,

что тогда

Н  =  / ?  П QJ&T { * * .-) £ R  п  J&sc (Х р ).
В самом деле, если К  -  подгруппа в У /, порожденная образами го- 
МО!. орфизмов . Ю ИЗ ТОГО, ЧТО X(f>6 , в силу
условия 5 получаем И& £  П X n fx't/’)  , так как К £  Rn$*z.f%y). 
Далее действуем так же, как и в случае эндоморфизма , ис­
пользуя вместо инъективности 2  возможность продолжать гомомор­
физмы, определенные на эндоморфных образах (условие 3 ) . Теорема 
доказана.

ЗАМЕЧАНИЕ. Легко видеть, что при доказательстве достаточ­
ности условий 1 - 5  условия 1,2 не использование... Следовате­
льно, их моано вывести из условий 3 - 5 .  Условия 1,2 приведены 
в формулировке потому, что они дают некоторую информацию о стро­
ении группы Сг t а также и пользуются при доказательстве следую­
щей теоремы.

ТЕСРЕПА 2 .2 . Группа С  имеет самоинъективное справа кольцо 
эндоморфизмов тогда и только тогда, когда выполнено одно из сле­
дующих двух условий:

1. £  -  ^ /-гр у п п а .
2 . G * 2®Н  , где 2  -  делимая группа без кручения; И  - 

периодическая гг-п ла, каждая уэ-компонента которой -  прямая 
сумма циклических групп одного порядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
. Так как самоинъоктивное справа кольцо обладает аннулятор- 

нмм условием для конечно порожденных левых идеалов, то в силу 
теоремы 2 . 1  (?.- , где Я  -  делимая группа без кручения,
а И  -  редуцированная группа, удовлетворяющая условию 2  теоремы 
2 .1 .  Это -  другое доказательство первой части предложения 3 из 5.
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Налов, предложение 3 в [5 ] показывает, что Я  является S I  - 
группой. Остается доказать, что если У>Ф О и Л  не является 
периодической, то EfCrJ не может быть самоинъективно справа. 
Предположим, напротив, что ^^/сам оинъективно, и покажем, что 
это ведет к противоречию.

Пусть CL=fai t . . , . . .  )&  -  элемент беско­

нечного порядка, принадлежащий И  • Тогда множество Р  ~ 
с  [ i  Ф /V  ( a - t  О } , бесконечно. Пусть PB Pt U%, где Р,П%~ 
= <р -  бесконечные множества. Определим эндоморфизм 
%€ £ (Н )  , полагая для каждого х  Я
Я(х)ж (ys .„. . )  , где

(X i  при i  6 Pt ,
У* '  (  О при i  4 Pi

Поскольку И -  5Г-группа, то Е(И) ^ Е (Т(Я  ))^  ПЕ(Тр(Н) ) , 
откуда видно, что 5Г -  центральный идемпотент в t (Н)% имею­
щий координаты О или (Н)° Продолжим X  до эндоморфизма 
ЗГ группы , полагая

Пусть Х= {вС6 ЕСС?А̂ 1л ^О,УтУ£3>] • Это правый идеал в 
Е(Сг) • Определим отображение р  /  —*■ EfGrJ • полагая

Покажем, что ^  -  гомоморфизм правых идеалов. Требу­
ется проверить, что для любого и любого й б  E (G )
имеет место <Ф- •р ojjp = „с о х  ор . Достаточно рассмотреть
два случая: Уп^ й 3  и £ n  f  с  Е/ , так как любой эндо­
морфизм группы G  является суммой таких эндоморфизмов.

1 случай. Уп/>с%) . Так как /& = ° , то ос5е
части проверяемого равенства равны нулю.

2  случай. Ут/з & И  -  Так как S) -  делимая, а И -  реду­
цированная группы, то отсюда уЯ/л = О . Поэтому^
(л о р  .< ? %  = 0= (•<- ° f  °/>)\я  • далее, так как ЗгД,= Т  при­

надлежит центру Е(Н) , то (ctcjio$r)lH -  <Ф ° Е/ i [н ) °Я~'=*
= <Ф°%° Ер1и )=(Л-*УС°/} ) \н .С ледовательно, J. */j сх  =

-  °j3
Итак, ^  -  гомоморфизм правых идеалов. Так как EfGj са­

моинъективно справа, то существует y>6EfGj • такой, что 
■ffu.)  -  tfaC для всех [3, теорема 3 .4 1 ]  . Итак, для
любого I  имеем *L°% = f  ‘ J- . Покажем, что это ровенот -
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во ведет к противоречию.
Поверим, что '/’/«р- тождественное отображение. Пусть 

и Q -  сервантная оболочка X в id . Поскольку множество Рг 
бесконечно, то существует эпиморфизм

Г £>*> а

Так к а к / /  -  б’Г-группа, то ZT < <2 у >
iept можно считать вло­

женной в / / .  В силу инъективности Q продолжается до гомо­
морфизма gi: Gr Q , который можно выбрать равным нулю на
id . Так как CL Я id £ & , то d 6  E(G-) , причем, очеви­

дно, с<.6 I  . Пусть х  = Для некоторого у  6  £■*< <2 у > •

Тогда If (ж) =  у  о у / у )  = у с  »L(y) =  J.O к(у)=Л(у)=х г что до­
казывает наше утверждение. Но тогда, так как при aL£ I  имеем 
Jrttei £ S> , го у * *2 , и получаем, что для любого

J  имеет место «4 =
С другой стороны, поотроиы гомоморфизмы у  и как выше, 

но используя вместо Pt множество Р . Тогда у  у о  . Одна­
ко если Е * <  а - у  , то =
= О . Полученное противоречие доказывает, что в неродуциро- 

ванном случае периодическая часть группы должна совпадать со 
всей редуцированной частью.
< =  . В любом из случаев £(& )& О Pi , где PL -  кольца 

эндоморфизмов либо делимой группы без кручения, либо прямой 
суммы циклических р -групп одного порядка. Так как прямое 
произведение самоинъективных колец с&моиньективно, то доста­
точно самоинъективности каждого олатаемого. 0

Делимая группа 3  -без кручения является векторным прост­
ранством над полем Q рациональных чисел, и ясно, что E(G)~ 
-End^b. В силу [4 , следствие 19.29] E(Gf) самоинъективно

оправа. Если Сг является уо-группои, то самоинъективность до­
казана [5 , теорема 9]  . Теорема доказана.

СЛЕДСТВИЕ 2 .3 . Самоинъективное справа кольцо Р является 
кольцом эндоморфизмов некоторой абелевой группы тогда и толь­
ко тогда, когда Р=ПРр * Р0 , где Р0 -  кольцо линейных 
преобразований векторного пространства над Q , а р  - кольцо
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эндоморфизмов прямой суммы циклических р-групп  одного поряд­
ка.

§ 3 . Самоинъективные слева кольца 
эндоморфизмов

В этой параграфе при ссылках мы будем использовать лево­
сторонние варианты соответствующих утверждений.

ЛЕММА 3 .1 . Если £/£Усамоинъективно слева, то TJCrJ-  пря­
мая сумма делимой группы и прямой суммы циклических групп од­
ного порядка.

Д о к а э а т е л ь  о т в о .  Пусть лемма неверна, тогда 
Сг имеет два циклических прямых слагаемых разных порядков, 

являющихся о-группами. Пусть (А-А ® В Ф , где А, 6  -  
циклические р  -группы и /А  I*  I В I . Пусть уэ .• g -+А -  эпи­
морфизм, , В = <  / >  и f>{S)=CL • Определим эндо­
морфизмы Л., j i  £ EftZJ , полагая

^ I a = c>> •i l b = f  > "с 1ах ~ с>’

> />1в = °>
Тогда JmU = А= Утр . Отсюда, если , то <ри=о ,
т .е .  У&ъ р  а  Ут сС = Утр , откуда ур = о  , и А 6  .
Итак, ( J-U. ] х *=■ Л Е(G-) в силу оамоинъективности E'CrJ
слева (9 , следствие 1 9 .I I ]  . Поэтому существует f e E ( £ J  , 
такой, что p  = . Пусть f(a.)=. , где .
Тогда Cfm.£) t  of}Ya))£ OfaJ и OfaJOffJ  . Отсюда «г. де­
лится на р , т=ртх . Имеем J/na+prn.t 4+
+д± ) -  'pntt Pf4J‘=/rm i CL , то есть . Отсю­

да не'делится на р  , что противоречит тому, что <г<я>- 
р  -группа.

ЛЕММА 3 .2 . Если самоинъективно слева, то Tp(£J -  
прямая сумма циклических групп одного порядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть лемма неверна, тогда 
а~Л®В  . где А  -  делимая р -группа и А-А О . Пусть

1 ~ ( и . с Ё ( р ) Ы ) ъ  =  с )  .
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Это левый идеал в E(GJ * Ясно, что аддитивная группа I  сов­
падает с Е{Л) и  является ^-редуцированной группой без круче­
ния. Определим гомоморфизм левых идеалов

f  f ре*-) = A .
В силу самоинъективности E(GJслева существуетj i t  EfGj та­
кой, что рУ р  для всех A.&I [3 , теорема 3 .4 1 ] , то
есть U. - р<^р • Если X  -  проекция ЕгШ А  , то для любого 
X. 1 1  имеем U-UX = р ^ р Х  £  p i  , откуда I*  р !  , что
противоречит j> -редуцированности I  . Лемма доказана.

ЛЕШИ 3 . 3 . 'Если Е(&) само инъективно слева, то G~ TP(G)& 
в>Сг± ,  где p£t = G± .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу леммы 3 .2  p'vT^(G)=0 
для некоторого п. . Отсюда p nE{G) не имеет ^-кручения. 
Поэтому можно определить гомоморфизм левых идеалов

/■  р п**Е (С Е )-^Е (&  ,
JE p”* U )~  р Ч  .

Так как самоинъективно слева, то существует в ?  E(GJ 
такой, что p"*W)^ р П4'±Ар Для всех E(G) , то есть 
р'У. = Ч р  • Пусть dJ  -  тождественный эндоморфизм, то­

гда для любого Ег̂  имеем xp'd.fa.J -р ” *1 УpPaJ£p'"£G.
Так как <5^- прямое слагаемое группы &  , то р*л  ,
где /^ G t . Поскольку Сг± -  группа без р  -кручения, то Q*p-i > 
чт -1 доказывает лемму.

ЛЕММА 3 .4 . Если 5/2?^ самоинъективно слева, то если G  не 
редуцирована, то G= 3)(В// , где 2 > -  делимая группа без кру­
чения, а И -  периодическая группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запишем Gr = %)(BH , где
S) -  делимая, / /  -  редуцированная группы. Тогда по лемме 3.2 

-  группа без кручения. По лемме 3 .3  <G/Tp(CrJ- уР-делимая 
группа, откуда G /T(G ) Р-делима для каждого простого числа 

р . Следовательно, У> & / / / Т(Н) =  & / TfG) -  делимая груп­
па. Отсвда И  / Т (И ) -  делимая группа без кручения. Предполо­
жим, что Н /  ТРН)фО . Тогда существует эпиморфизм
r i /T fH )  ( на прямое слагаемое Q  группы 0  . Это дает эпимор­
физм А ■’/ / —> Q . Продолжим У. до эндоморфизма группы G , по-
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латай его равшад кулю на 2> . Пусть Jb -  проекция £* на Q  . То­
гда , то <,сть « откуда f 1^ ) 1 .
Но ( U ) \= c L 'E f G J  [4, следствие'1м. I I ]  . Поэтому сущест­
вует к(Сг) такой, что • Пусть ОФх ф С! , тог­
да j3(x.J= d j'(x .J  . па jdx ) ф 2) , откуда d ^ fx ) -О.
Полученное противоречие доказывает лемму.

ТЕОРЕМА 3 .5 . самоинъективно слева тогда и только тог­
да , когда все ^р-коыпоненты группы G- конечные прямые суммы 
циклических групп одного порядка к выполнено одно из условий:

1. G  -  .fZ -rpynna ,
2 . Сг=5бФТ , где Si -  делимая группа без кручения конеч­

ного ранга, а 7 -  периодическа группа.
Д о к а з а т е л ь с т в о
. Пусть Сг -  редуцированная группа и E (G j самоинъектив­

но слева. Покажем, что тогда & является S i  -группой. В си­
лу леммы 3 .2  T^fGJ- прямая сумма циклических групп одного по­
рядка, а в силу леммы 3 .3  G /TfG j- делимая группа, ввиду тео­
ремы I . I  достаточно доказать, что E (G ) — Е ( TfG )) . Рас­
смотрим E(T(G))как левый E(G ) -модуль, полагая -6^1т(а))х
для х  £  ЕС 1(G )) , ai £ Е(&) . Отображение

L : E (G )  —  Е (  T fG )],
i f c j  = d  ]T(g.J

является гомоморфизмом левых ^^У -м о д у лей . Если 1(d) ̂  О . 
то d \ j f G) = 0 , откуда oi=D , так как G- -  редуцированная, а

G /T (G )  -  делимая группа. Отсюда L -  вложение. Покажем,что 
оно существенно. Пусть Оф d £  ECT(G)) . Тогда существует 
такое простое число , что d  =Ф О • Пусть

ЗС: TfGJ—x  Tp(G) -  проекция. Тогда имеем гомоморфизм 

G)eCfT̂ j  : T(G) -*■ Tp (G )  . Так как TpfGj -  ограниченная

группа, то она сервантно инъективна [ I ,  теорема 3 8 .1 ] , т .е .  
существует а : G -*-T pfG )  такой, что y i jrfG.j =Kd  .

Гомоморфизм л можно рассматривать как эндоморфизм группы G , 
тогда C>J=%-d.= i f p j t  Jm i  .И т а к , i  -  сущоственное вло­

жение. Так как E(G) самоинъективно слева, то i  -  изомор­
физм ( З ,  предложение 3.58 I ] .  Следовательно, С  является
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S I  -группой.
Ос.ается доказать, что все ^-компоненты группы Q  ко­

нечны. По теореме 2 . 2  E(G ) самоинъективно справа. Отсюда 
е в и д у  [4 , предложение 19 .4 1 ] E(G) конечно по Дедекинду [4, 
с . 1377 . Но это невозможно, если некоторая из р-компонент 
бесконечна. В самой деле, пусть G = £  Crt , где Сп
-  изоморфные между собой циклические группы. Тогда существует

изоморфизм и.: IZ  Сп Ф —*■ ZT Ф  G-+ • Пустьn.t *

f t . f i . m e ,  - * " •  S l S . с , .
но Чуэ *  /  , т .е .  £  (QJ не конечно по Дедекинду. Следова­
тельно, все р -компоненты группы £  должны быть конечны. 
Аналогично в нередуцированном случае делимая часть группы G 
должна иметь конечный ранг.
<$=. . Если О  удовлетворяет указанным условиям, то E(G.)& 
sI lR p X  R B • где 2 р -  кольцо эндоморфизмов конечной пря­

мой суммы циклических р-групп одного порядка,* R„ -  кольцо 
эндоморфизмов делимой группы без кручения конечного ранга. 
Ясно, что R Цо^ита-эквивалентно кольцу Ж /р*£  или равно 
пулю, a R0 -  кольцо матриц над Q • Отсюда все сомножители 
самоинъективны слева, т .е .  E(G) самоинъективно слева. Теоре­
ма доказана.

СЛЕДСТВИЕ 3 .6 . Кольцо R является самоинъективным слева 
кольцом эндоморфизмов абелевой группы тогда и только тогда, 
когда R = П  Rp * Ra « г д е  R -  кольцо матриц над 
Z { f l % a ?R0 -  кольцо матриц над Q  . о

СЛЕДСТВИЕ 3 .7 . Любое самоинъектинное слева кольцо эндо­
морфизмов абелевой группы самоинъективно справа. Самоинъек- 
тиьное справа кольцо эндоморфизмов абелевой группы самоинъек­
тивно слева тогда и только тогда, когда оно конечно по Деде­
кинду.

СЛЕДСТВИЕ 3 .8 . Пусть R  -  самоинъективное справа кольцо 
эндоморфизмов абелевой группы. Если R  х  -регулярно, то R  
прямое произведение регулярного кольца и самоинъектирногп еле
«а кольца.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу следствия 2 .3
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Р~П  R p* R,о , ГД6 Rp -  кольцо эндоморфизмов прямой

суммы циклических р -групп одного порядка, a Ра -  кольцо эн­
доморфизмов делимо!! группы без кручения. В силу [2 , предложе­
ние I I 2 .4 J  £?р -  либо кольцо эндоморфизмов конечной группы, 
либо кольцо эндоморфизмов элементарной группы. Пусть Р  = 

кольцо эндоморфизмов конечной группы ]. Те R -
= ( £ / > •  Пврвый сомножитель самоинъек-
т и Е в н  слева в силу теоремы 3 .5 , а второй регулярен в силу [2, 
предложение I I2 .7  ] .

Автор благодарен А.П.Мишиной и А.В.Михалеву за ценные оо- 
веты и замечания при чтении рукописи.
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О ПОЛУНАСЛЕДСТВЕННОСТИ ПОЛУСТРУКТУРНЫХ 
СУММ КОЛЕЦ

В.В.Игнатов

Полуструктурные суммы колец были введены Вайогласом [ I ]  . 
Янецкий и Вайсглас [ 2 ]  доказали, что полная полуструктурная 
сунна R 2Л колец регулярна тогда и только тогда, 
когда 2^  регулярно для всякого d £  L . В настоящей работе 
вводится понятие строгой полуструктуриой суммы, являющееся 
частным случаем полуструктуриой суммы Вайсгласа, и исследует­
ся вопрос о полунаследственности таких сумм. Все рассматрива­
емые кольца предполагаются имеющими единицу, а все кольцевые 
гомоморфизмы переводят единицу в единицу. Под полуструктурой 
понимается моноид, в котором выполнены токдества t ẑ e, сР-Л/е- 
Подпплуструктурой называется подмоноид в таком моноиде. Поря­
док вводится естественным'образом, т .е .  ^  , если

Пусть дана система колец 2 Л , индексированных элемента­
ми из некоторой полуструктуры L  , причем если об^уЭ * то оп­
ределен кольцевой гомоморфизм : 2Л — 2  , который toi-
доствен, есл... и об ^-увлечет

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Строгой полуструктуриой суммой ко. ;ц РА 
называется кольцо f ' аддитивная группа кото­
рого является прямой суммой аддитивных групп , а умножение 
на образующих задается следующим образом: если 

• то
ДЕЦ.’ЙА I .  Пусть 2  = < l ’ Тогда существует вло-

кекие колец <з : R —*-/7 £ ,  , являющееся изоморфизмом, если
M.6L
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полуструктура L конечна.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если то положим

. где Y f f a )  • Из того, что
кандай элемент кольца R однозначно' представляется ч виде £  *
следует, что,для того чтобы отображение S' было "омоморфизмом 
колец, достаточно,чтобы s '  действовало как гомоморфизм на об- 
разущих х . ^ . Пусть Ти ? £ и . Тогда G f X i ) - ( p * , - , P i , ~ ' b t b
где

=  * всли . 
' f  I О , если С 4  .если j- ф ,

Непосредственно проверяются еле, ущие соотношения: fffa) - /  ;
*  влечет G (’г. + х.')=<грт)+<ЗГх');£(£хи)ш'Е-е/'хЛ

Gf-tu.)*-& (**)  • Пусть далее e -fa x ,)*  ((>*,...,/>г ,...),*Гь)-
-  (p t,  ■ -Л efy ip k .-.fa -)1 <*/%Г • т°гда -

если г - / "  •

с>/ у - ; , в противном случае.
С другой стороны

о / - . если Г - / - •
Г / * ’  / О , если ,

ибо ^ £  f  влечет »£ или j r ^  • Таким образом,
Проверим, что s '  вложение. Действительно, если 

-с ~ £ 7 г ^  и то , поскольку носитель
конечное частично упорядоченное множество, оно удовлетво­

ряет условию максимальности. Индукцией поsufppcj докажем, что 
- г ^ с  для всякого «б. . Если U * i  , то rffa-O . Пусть -г^ = б> 

для . Тогда 0 = откуда -<з а ,
следовательно, . В случае конечной полуструктуры
L отображение <э является изоморфизмом. Действительно, пусть 

(Pt .. ..,!>*)€ П R; , нужно найти . такое, что Gfxjxp-
Эти элементы т,- находятся индукцией по множеству {_ из реку- 
рентиых соотношений: = р ± , х* = р*  — ^  /У  б'г  у У .

Пусть стР°гая полуструктурная сумма
колец и L j -  подполуструктура в L , тогда £  L t  обозначает 
подкольцо кольца £  , состоящее из элементов вида £ х ^ , L& Lt 
Допустим, что Li ^Ll  и Lz -конечна. Посмотрим, как ^ ^ в к л а -
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дывается в kLz . Для этого рассмотрим диаграмму

RLt — ^  R L t
(D

где и  - 'естественное вложение, a -  изоморфизмы, упо­
мянутые в лемме I .  Введем функцию /п : L -̂*- Lt  • лоюжив mf*). 
- t / f / / / / / ? > •  к, ftQ . Ясно, что к'т о г д а  и только тогда, ког­
да к 6  L , . Рассмотрим гомоморфизм u -^ o u ^ d '^  Пусть
v(f>*....,/>„)- f p , ,  ■■,/>*) • Тогда er;Y/>*. и />«-
с  Ц  ^  f r .) . Отсюда получаем

СЛЕДСТВИЕ. Кольцо R L t — ретракт кольца RL  ̂ . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать, что су­

ществует гомоморфизм ЯГ: П R' -*■ П такой, что J% о v* I. Но 
^  ' ь*

такой гомоморфизм,очевидно, задается равенством
, р ~ )  . W  Л ' Д  -

Кольцо /Р называется полунаоледственным слева, если каж­
дый конечно порожденный левый идеал кольца R являетоя проек­
тивным £ -модулем. Легко видеть, что каждый такой идеал !о н 
образующими является образом некоторого гомоморфизма

if: цР" - ’■*£’ • Поэтому все конечно порожденные левые идеалы

будут проективны тогда и только тог. а, когда ядра воех гомо­
морфизмов ив UemfR* R) будут выделяться ei?'прямым слагае­
мым.

У *  , если Kf Lt  , ( 2 )

р к Г‘’р тгк) . если K6Lt \L t *

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть a f  M emfR*R). Положим 

sa = /ж I х  f  EtuR е R'1, a  » o j ■
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ЛЕММА 2 . Если а. г (R~ R), то ядро а  выделяется в 
£ л прямым слагаемым тогда к только тогда, когда хи  порожда­

ется идемпотентом.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко показать, что если ха~  

=<Х>, где X , то гй" выделяется прямым слагае­
мым как образ вдемпотентного эндоморфизма. Обратно, если 
Rn- &екав)Л » т о ха~<Х>у где X  -  проектирование на / « й . 
с ядром И .

Отсюда следует, что кольцо R полунаследственно слева то­
гда и только тогда, когда для любого a. е Hom-fR* R) правый 
идеал xci. порождается иденпотектом. Если от гомоморфизмов пе­
рейти к матрицам, которые им соответствуют, то получим следую­
щий критерий полунаследственности.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I .  Кольцо £? полукаследствеяно тогда и только 
тогда, когда для любого столбца &. элементов из R левый иде­
ал кольца матриц ±а. порождается идемпотентом, где 
1& = { ас /х  € Мл С R ), х а - о  } .

Если у . Р-+ S -  гомоморфизм колец, а х  -матрица над 
кольцом R , то через ^ /^ о б о зн а ч а е т с я  матрица, полученная при­
менением у» ко всем элементам х. .

ЛЕММА 3. Ретракт полунаследственного кольца является по- 
лунаследственнын кольцом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если кольцо S -  ретракт ко­
льца R , то имеем последовательность 5  А- S , г д е Х х '- й  
Если теперь а. -  столбец элементов из S , то xia~-<e> по 
предложению I .  Предположим ха=гО . Тогда i(x)L(ia.)-om, сле­
довательно, Lf-t)=z'e> Применив к обеим частям этого равенст­
ва гомоморфизм , получим -г -  X(%')X(bj. Поэтому ха.~СХе>.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Если строгая полуструктурная сумма R = 
г  tfp полунаследствениа, то кольцо ^  полунаслед-
отвенно ДЛЯ ВСЯКОГО .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть -естественное вло­
жение в R , а  <з ~ вложение R в П построенное ъ  
лемме I .  Тогда и, следовательно, Rj_ полунао-
ледотвенно как ретракт £? .

Если о.-м атрица над кольцом то
обозначает подполуструктуру, порожденную носителями всех эле­
ментов матрицы а.. Если а.-столбец  элементов кольца Д ?-
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= < УрЪеи  • а L |*  подполу структура в L , содержащая 
suppfa.) ' Тогда Efa,Lt) обозначает множество идешютентов, по-
рождаюпих 1cl в кольце Мл ( PL<.).

ПРЕДЛОХЕНИЕ 3. Строгая полустрултурная сумма Р -  
= < ур/^. sL  полунаследственна тогда и только тогда, ко­

гда для любого столбца о, элементов из Р  существует конечная 
подполуструктура Lt , содержащая suppCa.;, и существует идемпо- 
тент е £  такие, что для любой конечной подполуструк-
турп L t , е е  Efл, L J .

Д о к а г а т е л ь о т в о .  Достаточность очевидна, по­
скольку з  случае выполнения условий предложения 3 идемпотент 

е  порождает 1& в кольце Ц  (/2)• Для доказательства необ­
ходимости рассмотрим -‘-л. в кольце МЛ(Р ).  3 силу полупаслед- 
ственности 1а.= < е>  • Пусть L t  -  подполуструктура, порож­
денная множеством suppfe) Usu.ppfa)* Докажем, что ceE faL j)  
для любой конечной подполуструктуры LZ3 L * . В самом деле, 
пусть для некоторой матрицы -ж. над кольцом РЬЛ .
Тогда -z -x 'e -  Если L i  -подполуструктура, порожденная множес­
твом Lg и ЗТ: R L j-’-RL^- ретракция, тогда x*J(z'Je ,
что доказывает соотношение е е  FCc^L^)-

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Гомоморфизм колец <р; Р-+ S  называется нас­
ледственным, если для любого столбца а. элементов кольца Р 
справедлива импликация

Л г  ~  > => х уа. = <  у&> .
Заметим, что включение < </>ey£J-ipci, справедливо всегда.

ЛЕНДА 4. Естественная проекция X: P&S ~^Р является 
наследственным гомоморфизмом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть й- -  столбец элементов 
из R&S и х й »<-<?>, где es ) . - Предположим тат = О . Тогда
? 'а= 0 ,  г д о следовательно,  -г'-р е  . Проектируя на 
МК(Р ) , получаем т - Д * ^ ,  т .е .  l a t, - < e x > .

ЛЕММА 5. Пусть гомоморфизмы р ; P-+S- наследственны для 
всех 1 б 1 . Тогда гомоморфизм у= П у;: Р-+  наследстве­
н ен .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть cl -  столбец элемен­
тов из Р л ха  = <£‘>. Предположим s € xya, , т*е. syEa.)=0% 
Тогда для любого I имеет место д  ftp a . откуда
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S, ” xi Yi I • Положив -r = ( -r. ) , получки Зш xpfej  , что и тре­
бовалось доказать.

ТЕОРЕМА. Пусть £»< " Reil ~ отрргая полуструктуриая
oyrnia колец, гдо почти все гомоморфизмы наследственны.
Тогда R— полунаследственноо кольцо тогда к только тогда, когда 

полунаследственны для всех и £ L .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость доказана в пред­

ложении 2, докажем достаточность. Пусть/1 -  подполуструктура, 
порожденная теми d  и р  , для которых гомоморфизмы ^  не нас­
ледственны, cl -столбец элементов R , a L t  -полуструктура, 
порожденная множеством A Usup/>Ca.J . Полунаоледственпость ко- 
лец R^ обеспечивает полунаоле^ственность кольца RLt ~JJL R-л • 
Следовательно, существует вдемпотент е  бЕ (а , Lt)  . Для любой 
конечной подлолуструктуры Ltестественное вложоние 
u:RLi -*-RLi pa.3ane70m£toi/oa't (см. диаграмму ( I )  ) .  Докажем, 
что гомоморфизм V наоледственен. Как видно из фориклы (2 ) , го­
моморфизм if  представляет собой произведение некоторого числа 
естественных проекций и некоторого числа гомоморфизмов вида

. где -  естественная проекция, а //£  наследст­
венен, так как рф Л  . Согласно лемме 5 v  является наследст­
венным гомоморфизмом, тогда наследственность и- вытекает из то­
го, что все изоморфизмы наследственны. Из наследственности и. 
вытекает, что е  ё E fa , , и кольцо полунаследственно по пред­
ложению 3.

Пусть £= <S^, y’J?>tC£L . где все кольца Ŝ  совпадают 
с кольцом R , а  все гомоморфизмы единичны. Тогда кольцо 
S изоморфно полугрупповому кольцу RL кольца R над полуструк­

турой L • Поэтому из теоремы вытекает следующее
СЛЕДСТВИЕ. Пусть L -  полуотруктура. Полугрупповоэ кольцо 

RL полунаследственно тогда и только тогда, когда полупаслед- 
ственно кольцо R .

Предложение 3 позволяет дать другие достаточные условия по- 
лунаследственности строгой полуструктурной сущш колец,но они 
громоздко формулируются, поэтому здесь не приводятся. В случае 
произвольных гомоморфизмов ifjf полунаследственность всех R̂  не 
является достаточной для полунаследственности кольца R-< R^yj^ 
что показывает следующий пример: пусть полуструктура L это мно­
жество натуральных чисел с операцией Cj* т а ( i , j )  , R- =
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=  *Z  для любого i  , а гомоморфизмы задаются следующим 
образом: y>j (* . - frn, /n j  для всех L,j . Используя npej 
ложение 3 и формулу ( 2 ), можно показать, что аннулятор элемента 
(3 , 3) 4 не порождается идемпотентом.

В заключение автор выражает благодарность профессору Л. А. 
Скорнякову за руководство работой, а также И.Б.Кожухову за ряд 
полезных замечаний.
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ПРОДОЛЖЕНИЕ АВТОМОРФИЗМОВ В ПОЧТИ ВПОЛНЕ РАЗЛОЖИМЫХ 
АБЕЛЕВЫХ ГРУППАХ БЕЗ КРУЧЕНИЯ

С.Ф.Кожухов

Задача о продолжении автоморфизмов различных подгруппу! 
заданной группы G до автоморфизмов са :оН. группы <2 является 
одной из интересных задач теории групп. Особый интерес пред -  
отавляет эта-задача в случае, когда группа автоморфизмов под­
группы А  хорошо изучена, в то время как группа автоморфизмов 
самой группы G- изучена мало. В работе рассматривается класс 
почти вполне разложимых абелевых групп, то есть групп, квази- 
равных вполне разложимым абелевым группам без кручения. Авто­
морфизмы вполне разложимых групп представляются специальными 
матрицами [ I ]  , то есть имеется достаточно хорошее описание 
групп автоморфизмз таких групп. Что касается групп автоморфиз­
мов почти вполне разложимых групп, то их строение почти не изу­
чено. Данная работа посвядена описание таких почти вполне раз­
ложимых групп G , что всякий автоморфизм любой её вполне разло­
жимой подгруппы, кьазиравной группе G , продолжается до авто­
морфизма сапой группы.

Подгруппу И группы G  без кручения наэовеи квазираьноЙ 
группа G . если фактор-группа &/# ограничена. Подгруппа у4й*Ъ 
называется квазиразложением группы Q , если она квазиравна G . 
При этом А и В называются квазислагаемыми группы G . Д).. лю­
бого подмножества М группы G  без кручения через / / £ обознача­
ем сервантнуи подгруппу группы G . порок#иную Г1 . Если 
А®В -  квазиразложение группы G , Twixe
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является квазиргзложением группы G • Поэтом/ в дальнейшем рас- 
омат;-вэем только те квазиразложения группы G без кручения, 
кваансла аемые которых сервантны в G . Если G  -  почти впол­
не р ; . ловимая группа, то всякую :вазиравную ей вполне пазложи- 
ыуы подгруппу А -.^А - , , будем называть полным
кваг иразложением группы G (здесь через т(ААобозначается ранг 
группы A i ) • Для подгруппы G  , “Г-АН)* i  ( элемента^ £& ) 
через тг  [Н) обозначаем тип группы j-l в Сг (соответственно 
~a Cj) ~ тип элемента у. в группе G  ) .  Через / / ^ *  ЖрАр) 
обозначаем соответственно характеристику или о-выссту элемен­
та cj. в группе G  • Если ясно, в какой группе рассматривается 
характеристика, тип или ^-вы сота, то индекс G  будем опускать. 
Ткг. v  назовем р -делимым для простого числа р  , если в его 
характеристике на р -  м месте стоит символ оо . Под £ всюду 
понимается тождественный автоморфизм соответствующей группы. 
Если то согласно [2, с . 259] . каждый автоморфизм
^  группы G представляется матрицей вида

где fn .'  Агг. ~ эндоморфизмы групп Gt , Gz , а 
ifi z c Ао*г.А?1,£ г )  Я . При этом если

Группы, рассматриваемые в работе, являются абелевыми группами 
без кручения. Все остальные обозначения и терминология стандарт­
ны .. взяты из [ 2 J .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Почти вполне разложимая группа G  называется 
L -группой, если каждый автоморфизм любого её полного квази- 

разложения продолжается до автоморфизма самой группы G  .
Очевидно, -то делимая группа является L -группой. Пусть 

почти вполне разложимая группа £*= 2(G)& VfG) , где 2(G) , 
VTuy -  соответственно редуцированная и делимая части группы 
G , является L -группой. Для любого полного квазиразложения 

группы 2(G) подгруппа A® VfCr) есть полное квази-

разложение группы G . Так как для всякого автоморфизма ip 
группы А  автоморфизм ip группы А  © V(G) , действующий как 

/  на А  и как £ на V(G) , продолжается до автоморфизма



группы G , то группа б ^? /такк о  является L -группой. Обратно, 
пусть редуцированная часть группы G является L -группой. Ес­
ли А © IS(G) -  полное кваяиразложение группу G . то С = 
-^ А >4 ® V(G r) . Всякий автоморфизм <f> группы А <&V(GJonpe- 
деляется матрицей

где tft  , ^  -  автоморфизм,., групп Л  и V(GJ соответст­
венно, а у  £ MpmfAjVff)). Поскольку автоморфизм <5® , опреде­
ляемый матрицей

продолжается по условию до автоморфизма группы (G , а гомомор­
физм f/ группы А  в V(ltJ продолжается до гомоморфизма ip 
группы < 4  >f в группу VfGJ, ввиду инъективности группы V[Gj . 
то ф  продолжается до автоморфизма группы G .

Таким образом, почти вполне разложимая группа G является 
L -группой тогда и только тогда, когда L -группой является 

её редуцированная часть $(& )  . Поэтому в даль°ейшем рассмат­
риваем только редуцированные почти вполне разложимые группы. 

ЛЕММА I .  Пусть G -  почти вполне разложимая группа и
А -  ©  Л ;  -  некоторое её полное квазиразлояение. Если каждый 

i f  У 1
автоморфизм подгруппы А продолжается до автоморфизма группы G 
то Z G  ёА

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если G = А • 1 0  очевидно, 
ч т о ^ ^ ^ А  • Итак, пусть А ~ собственная подгруппа группы 
G , /г  -  натуральное число со свойством nG^A . Запи­

шем п. в виде n-2fnt , (Z ,n t ) - i  • Д® любого элемента y e G  
zAnl y=ai + ... +ct-iK >0.L.e A i .  • * Согласно усло­

вию для любого j." i,..., к группа G обладает автоморфизмом ^  
действующим как £ на A t- и как -£  на остальных квазислагаемых 
Тогда Zs/ij. ( $ ) - ..-а^ *a (v-а^ -..гat v., значит, 

г?и /ц  г . Отсюда следует, что ,

a'i. £  А - . , если i  , ил: a.i .-*nt a'i  , если s -p  . В  первом J J / /  «



случае получаом l sn^^ aif  ̂...* uĉ Z stnt a[t * ... * ,  то

есть . Во втором случае у *  . . .  + a 'iu  , поэ­
тому г С  £ А .

Л2 '.!(.!Л 2 . Пусть А  и В -  группы ранга I .  Е с л и ^ Л ^ Л  ,АВ^б 
к Нот{А, В)Ф О , то для любого элемента а еА  , a^ZA  , сущест­
вует такой гомоморфизм >ре Н от fa. В) , что </’/ra ,j 4 Z 6.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как Hom-fA, В)ф О , то 
tfA )tT (B )  . ПосколькуZB+ В и г(А)*т(В ) * то в группе В 
можно выбрать такой элемент /  , что 4^ZB  и •
Ввиду того, что А  и В -  группы ранга I ,  соответствие а,— 4 
продслхается до некоторсло гомоморфизма H om fA,B)так, что

6.

СЛЕДСТВИЕ! I .  Пусть G- -  почти вполне разложимая группа, 
А= % A l -  некоторое её полное квазиразложение, причём 
С ^ А • Ф < ©. А: У. • Если всякий автоморфизм группа А  про-

должается до автоморфизма группы G , то для любого i4  L0 , 
либо rAAtjHo меньше v(Ax)> либо T (A i)  2 -делим.

Д о к е з а т е л ь с т в о .  Пусть г / ^ н е  2-делим, по­
кажем, что ffA ia) ф ‘tfA ii)~ . Согласно лемме I ,  2& £  А  . В 
группе G  существует элемент у  такой, что g 4 A  i 2&-’cait + 
*-&ig. . .+  Д ,к , причем + о и Aie4ZAi • В противном случае, 
если для любого у  4 А  равенство Z p ~а,\+ <2;+... + влечет за 
собой а. ~ с? либо a, *ZA., то тогда &=А’■ © < r©  А X -  Дейст-

‘ о *• <■» J .* C , }  +
вительно, так как ZG £ А  , то гС 4йА  Ф < © .  Л .;Х  . Еслит о а *

• т 0  * $ ч * 1 .+ л л , где Л;фе А 1о , «-д е < ф . А ^  . в 
случае, когда Я;ош О , Zg~ » что влечет у £ £ ® А А .  Если же 

1 0  а ^ < , *  ai e A ;a’ п°ат°му 
Это равенство означает, что £ -л !  £<®  А  и значит 

^ А 1 Ф< то есть (г ’ Л ;дФ < ф  А;  >* .
Итак, в группе С  оущеотвует э-.емент у У Л  такой, что

1 t  • ек .*  О' • Л ;р 4 2 AL • Пусть
й г СА;ф) . Тогда Нот (Ai0J А^)Ю и согласно условию 

для любого o*if£H om AA^) А^) автоморфизм группы Л  , оп- 
ределиеиый матрицей
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' £  у» О . . .  О

О £  О . . .  О
О О £  . . .  О

О О О . . .  £ 9

продолжается J .0 некоторого автоморфизма Ф  группы С- . Следо­
вательно, Z ‘РГр)~ Aio + [ поэтому 
2[Ф(д)-<2']’= iffA i,) . Поскольку Ас серваятна в G , то 
<ffa.t') e z A it • Такии образом,получили, что аС о и для любо­
го О * i{6ifom.{Ai0,Ai t )i{(ai' )£2A,t  • Это противо. эчит лемме 
2 , значит, z {A eJ  ф rfA i%) .

Известно [3 ]  , что любые два полных кваэираэложекия почти 
вполне разложимой группы конечного ранга изоморфны ’-заду собой. 
Следующая лемма говорит о том, что это утверждение справедливо 
и для групп бесконечного ранга.

ЛЕММА 3. Если Сг -  почти вполне разложимая группа и А ,
В - два её полных квазираэложения, тоА& В .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / п и п .  -  такие два 
натуральных числа, чтотб^Л и пС^Ь  . Так к а к ^ В г Л и  
m В ё  В , то можно считать, что В является подгруппой груп­
пы А  •

Итак,имеем вполне разложимую группу Л  , её вполне разло­
жимую подгруппу В и пА^В. Чтобы доказать, что В изоморфна 
А  . достаточно показать, что АМ /д+щ  & &(Ау&+(<£) дЛЯ

любого типа А [2, с . 134 ] . Здесь дл~ любой группы И через 
И(А) обозначаете подгруппа группы И  , порожденная всеми её 
элементами, типы которых больше или раввы А. , а Н*{А) -  под­
группа в , порожденная всеми теми элементами, типы которых 
строго больше типа А .

Если х А  Bfu.) t то TAfx-)* , то есть
Bfuj £ А С А) . Обратно, если х  £ А(а)% то ZB(nx.)*-T„ А(пжф~
= ТА(х.)&A , ,гъъчт,пА(А)£В(*1.)&А(А) . Аналогично по­
казываем, что п-А*^)£  В*(А) £ A*(j.) . Рассмотрим отображение 

Y фактор-грувпы > фактор-группу перево­
дящее элемент а +А*(*-)в элемент па + В*(а)  . Очевидно, что у  
является гомоморфизмом. Пусть +А*Г^)а то есть
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nfaL-a^)e B*U) £ A*G) . Поскольку для вполне разложимой груп­
пы А  подгруппа A~(*l)  оервантна в группе А  , то л ±-ал бА*(л)

Следовательно,гомоморфизм у> 
есть мономорфизм. Пусть у/ -  гомоморфизм группы eM/g*6cj в

группу AU/A*UJ > ставгаций в ооответствие каждому элементу 
£+ В *fa) элемент J+A%iJ. Если f / f c  + В tB%J), то

А Л * М .  В таком олучае , поэтому
ъ,- , так как подгруппа ^ ^ ^ с е р в а н т н а  в 3 . Таким

образом, и/ также явлпето . мономорфизмом. Итак, группы

и й ̂ / 2 1£</вкладьша>отоя друг в друга, следовательно, ранги этих 
групп равны. Поскольку эти группы являются однородными вполне 
разложимыми, то равенс1 _а их рангов достаточно для их изомор­
физма.

СЛЕДСТВИЕ 2, Если G  -  почти вполне разложимая группа и 
А  -  "  некоторое её полное квазираэложениё, то множество

TfQ) всех типов слагаемых А - ранга I  не зависит от выбора это­
го полного квазиразложения, то есть является инвариантом группы
а .  *

ЛИМА ч. Если почти вполне разложимая группа G  такова, 
что в T(GJ есть хоть одна пара сравнимых типов, то G обладает 
собственным полным кваэиразложением.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Q- не вполне разложима, 
то она,очевидно,обладает ооботвенным полным квазиразложениеи. 
Пусть G= ^ G -  , где G- -  группы ранга I ,  и предположим,
что г(С- ) < т/С. ) . Рассмотрим подгруппу £ - < С  &G • Так кал*1 *’ЛУ *4

не является делимой группой, то в ней можно выбрать эле­
мент gz , р -высота которого равна нулю для некоторого прос­
того р  . Выберем в группе Сг̂  такой элемент • что

и рассмотрим подгруппу ^ • Эта пог>‘ 
группа является собственной подгруппой группы G’ . Действитель­
но, если а ' ^ р ^ Л ф<^ >  *> 4 р К & Ъ )-? л1 ’ " n ltyp jS h h  
*■/$*)]* °  ' с  другой стороны ■A-pUpfffJ-fj’ tyrb*

i  • Полученное противоречие говорит о том, 
что <7>/у *£>„ ® ^ > х -  собственная подгруппа в G' . Покажем, 
что j>G'~ как
0 < h>* • 1 0  надо показать, что

Пусть и т , п. -  такие целые числа, ч т о « д = л ^ и л и
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• Поскольку ^  делится на т и t t y )  * t ff z )  ' то 
и таК1;е делятоя на т  . В таком с л у ч а о “

* & & - = &(/>?**&)-%?**<■№&>+*>*&>+> Таким
образом, « г , + ~ собственное полное ква; (разложение 
группы G' . Следовательно, <f>gt +дл ул Д  ) -  собст­
венное полное кьазиразлонение группы С .

Отсюда в качестве следствия вытекает 
TEOPEfAA I .  Пусть С -  почти вполне разложимая группа и 

каждый тип из Т(й)  2 -долнм. Группа G- является L -группой 
тогда и только тогда, когда она вполне разложима и T(G-) состо­
ит из попарно несравнимых типов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если G вполне разложима,
T(G) состоит из попарно несравнимых типов и G= ©  Сг ,it!) 1
JC(uJ*{, то согласно [4 ]  любое другое полное кваэираэложение 
группы G совпадает с данным разложением в прямую сумму групп 
ранга I .  Поэтому группа G является L -группой.

Обратно, пусть каждый автоморфизм любого полного квазираз­
ложения группы G продолжается до автоморфизма самой группы G . 
Если A -  ffjAi  -  произвольное полное квазиразложение группы 
G , то согласно лемме I ZG^A  . Поскольку каждый тип из 
T(GJ 2 -делим, то группа G Z-делима. В таком с л у ч а е в »
~ZCr£A£Сг , то есть G=A . Таким образом,группа & не име­

ет собственных полных квазиразложений. Следовательно, она впол­
не разложима и согласно лемме 4 типы в Т(&) попарно несравни­
мы.

ТЕОРЕМА 2. Пусть & -  такая почти вполне разложимая груп­
па, что множество Т(Сг) не имеет 2 -делимых типов. Для группы 
G следующие условия эквивалентны:

(а )  группа G является L -грунпой;
(б) множество T(G) состоит из попарно несравнимых типов и 

ZGCA  для некоторого полного квазираэложения А  *=
группы G- ;

(в ) существует такое полное кваэираэложение А  “ Ар 
группы G , что каждая подгруппа Д .  вполне характеристична в

Сг и естественный гомоморфизм 1р  группы Aut(G) в группу 
A u i(A ) ,  ставящий в соответствие каждому автоморфизму у  груп­
пы Сг автоморфизм J?~ (</i)ie!) » ГД® ограничение у  на под­



группе A t , является изоморфизмом.
Д с  к а з а 1  е л ь  о 1  1  о . Докажем сначала экви^алент- 

цооть условии (а) и (б ) . Предположим, что (А -  L -группа. Ео- 
ли существуют два типа z,jb £T(Cr)vi к , то согласно лемме Ф 

Ст обладает собственным полним квазиразложениеч А т.Ф/А  ̂
Причем, как следует из доказательства летами 4 , )-U. и Сф
+._/[■ Ф<ёх А->̂ _ . Так как в Т(&) нет 2 -д„лимых»типов, то 
согласно следствию I v(A i )ф  . что противоречит
условию . Таким обраэои,типи в TfCrJ попарно несравнимы.
Из леммы I следует, что для любого полного квазираэлояения
A - . f 0A £ 2 С ё А  .

Обратно, пусть группа Сг удоллетворяет условию <б), по­
к а ж е м , что otfb являетоя L -группой. Пусть В-Ф^В^- произво- 
Л1 юе полное квазиразложение группы Сг . Так как T(G) соотоит 
из попарно несравнимых типов, то каждое слагаем ое^- из полно­
го квазираэложения A  “f 0̂AL вполне характеристично в Л  и 
Нот AAitAj)=0 для любых I'je У , i*J  , В таком случае А  -  
единственное полное квазиразложение группы G  М  » поэтому 
В “А  • Поскольку слагаемое А± вполне характеристично в А , 

то любой автоморфизм у* группы А  можно представить в виде рек­
тора где у?. -  ограничение автоморфизма I/ на
подгруппе Ai • Так как А„ " группа ранга I ,  то ft  действует 
на подгруппе At как умножение на некоторое рациональное чиоло

^  , i, £ 0 . Пусть g  -  произвольный элемент группы G в
Zg*ut + ... * а 1л ,а {.*А ъ. Покажем, что автоморфизм у* про­
должается до автоморфизма группы &. Так как каждая группа A,• 

ni -делима и mt -делима, то числа mi м nt оба нечётные. Таким 
образом, т ±-п^Zii » i У . В таком случае в группе (А разре- 

“ &Ъd i t *. —шимо уравнение Zx 
4- t

-  * ч Г я *« * *
<Х{к являетоя его решением. Действительно, Zx,^Zji^

i-Z Hi*..
‘ж s—̂ a а■■ t-ft • "'"i g ,-ж *4* t  v ” ’ ai

а‘‘- ’ Теперь’ п о л а г а я . получим автоморфизм ^
группы С , являющийся продолжением автоморфизма у» .

Теперь докажем эквивалентность условий (а) и (в ) .  Если
G ~ L “Группа, то, как только что доказали, выполнено условие
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(б ) .  Значит, множество T(G) состоит из попарно несравнимых 
типов. В таком случае, как уже отмечалось при доказательство 
эквивалентности условий (а )  и ( б ) ,  группа G обладает единст­
венным полным квазиразложением -А; • причем Hor*.(AitAj)~0 , 
i^et) ' • Тогда соглаоно [4-] подгруппы A t- вполне харак­
теристичны как в А  I так и в G . Следовательно, имеет место 
мономорфизм Q из группы АЛ(С)ъ группуAutCA)  ̂ ставящий в 
соответствие каждому автоморфизму if группы & автоморфизм груп­
пы А  , представляемый вектором i где f L -  ограничение

f  на Ai • Так как каждый автоморфизм группы А  представляет­
ся в виде такого вектора и продолжается до автоморфизма группы 
G , то & является эпиморфизмом. Следовательно, .словие (а) 

влечёт выполнение уоловия (в ) .
Обратно, пусть для группы G  выполнено условие (в ) .  Тогда 

согласно [А] подгруппа из условия (в) есть единст­
венное полное квазирезлокение группы G  . Поскольку подгруппы 
A l вполне характеристичны в G , то они также вполне харак­

теристичны в .4 О  ] . Значит, любой автоморфизм /  группы А 
представляется в виде вектора * где Vt" ограничение f
па подгруппе AL • Согласно условию существует такой автомор­
физм f  группы G , что 9(f)* if • Следовательно, любой автомор­
физм f  группы А продолжается до автоморфизма группы Сг , то 
есть Q -  L -группа.

ТЕОРЕМА 3,. Почти вполне разложимая группа G является L -  
группой тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия: 

(a ) Z d a A r  С  для любого полного квазиразлокения 
А~ A-L группы G,

‘ (б) множество TCGJ разбивается на два таких подмножества 
T,_(G) и 1\( G )  % что типы в HCGJ попарно несравнимы и

не 2 -делимы, а типы в 7\(G )  2 -делимы и также попарно несравни­
мы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G  является L -rpyn - 
пой и A = . ^ A i  - произвольное её полное кваэкраэломение. 
Условие ( а^ для группы G выполнено ввиду леммы I .  Золи У' -  
подмножество тех индексов L из J  для которых подгрупп „ Ас 
не 2-делина, то £ А® Я , где А-С&'Ас > и А ^ < .©  А-> .if* 4*7'*
Для любого CffG Zy=a*a , a t A  ,c t* A  • Поскольку *руппа



А  2 -делима, то 3.t 6 А  • В таком с л у ч а е >
то есть cf-af-a^, ахёА  • 9 1 0  означает, что &~АФЛ . По­
скольку прямая сумма полных кваэиразложений групп А  и Л  явля­
ется полным квазиразложением группы С н G --  L -группа, то 
очевидно, что Д  и Д  также явля-тся [,-групиими. След * нате ль- 
но, Т(й)=Т{А) UTi'A) и типы в Т (л )  попарно несравнимы ввиду 
теоремы 2 , а ъТ(Л) типы попарно носравнимы ввиду теоремы I.

Обратно, пусть группа G  удовлетворяет условиям (а) и (б), 
А= .© Al -  её полное квазиразложение и А-А®Я , где

TfA) = r(Q) и Tf^J-Tz (G). Так как 2Сг<АА®Л , то, рассуждая, 
как при доказательстЕв_ необходимости условий данной теоремы, 
получаем & = < А - Поскольку с <г Д^  и «бД> 2-
делиыа, то то есть <Л>̂  является вполне разложимой
группой, а ТС<А^ л состоит из 2-делимых попарно несравнимых ти­
пов. Согласно теореме I  группа <Л>1 является L-группой. Если 

В -  произвольное полное кваэиразлояение группы , то 
очевидно, что 5 © Д  -  полное квазиразложение группы G  • Сог­
ласно условию ( а ) В®А , поэтому В . Так как ти­
пы ьТ ^Д ^)попарно несравнимы и не 2-делины, то по теореме 2 
г р у п п а я в л я е т с я  L -группой. Поскольку группа А не 2-де- 
лима, Д  -  2 -делимая группа, то Hom/A,A)*Q Поэтому любой ав­
томорфизм Ф группы А относительно разложения А*АФА  вада- 
ется матрицей вида

гд е  , £> -  автоморфизмы групп А  , А соответственно, а 
f  е  HcmfA, А) . Этот автоморфизм Ф  можно записать в виде сум­

мы эндоморфизмов Ф= Фх + Фл  , где Фх , Ф̂  определяются
с о о тв е тс тв е н н о  матрицами

Так как <Л>л'А L -группы, то автоморфизм <Pt продолжает­
ся до автоморфизма Фг группы Сг . Покажем, что Фг продолжа­
ется до эндоморфизма группы G . Естт/<р? <?, то 22=5.+8- , 
а 6 А  и а ё А  . Так как группа ^А 2 -делима, то в группе G



разрешимо уравнение Z -л -  f f c i j  . Полагая 5Pfay»x, получим ондо- 
морфизм группы Сг , 1влящ.и!ся продолжением . В такоь случае 
' “ ^  ^  есть j гоыорфизм группы <£, ограничение которого

I ка А совпадает о . еорема доказана.
СЛЕДСТВИЕ 3. Коли почти вполне разложимая груш,а С- являетон 

''.-группой, то у. .ент место следуидие утверждении:
(а) гениальная 2-д ..«имея подгруппа группы Сг нпляет- 

оя вполне разложимой группой, причем множество Т(£г ) состоит из 
попарно несравнимых типов;

(б) подгрупг • выделяется в G  прямым слагаемым, то есть 
С  u t® Сгг  дли которой подгруппы 0-t ;

(в) подгр,,|1па Crt  является ючти вполне разлозиаой группой, 
у которой T(Crt ) состоит из попарно несравнимых типов.
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ПОДКОЛLUA КОНЕЧНОМЕРНЫХ РАЦИОНАЛЬНЫХ АЛГЕБР И 
ИХ АДДИТИВНЫЕ ГРУППЫ

П. А.Крылов

ВВЕДЕНИЕ. Подкол ьца конечномерных рациональных алгебр играет 
важнуо роль в теории абелевых групп. Кольца эндоморфизмов групп 
без хручения конечного ранга является такими подкольиами. С дру­
гой стороны, согласно теореме Корнере [ I )  редуцированное подколь­
цо о единицей конечномерной рациональной алгебры изоморфно кольцу 
эндоморфизмов неко-орой абелевой группы без кручения конечного 
ранга. Как обычно, будем приписывать кольцу свойства его аддитив­
ной группы. Так,"кольцо без кручения" означает, что аддитивная 
группа кольца не имеет кручения и т.д . Таким образом, кольца без 
кручения конечного ранга ото в точнооти подкольца конечномерных 
рациональных алгебр.

В $ I этой статьи рассматривается в терминах аддитивной груп­
пы кольца различные свойства колец без кручения конечного ранга, 
связанные о радикалом Джекобсона. Доказательства результатов не­
сложны и использует технику локализации. В работах [2 ]  и [э] бы­
ли найдены сильно неразложимые группы без кручения конечного ран­
га, являвшиеся аддитивными группами полупростых колец. В отатье 
этот вопрос решается полностье. С ломощье результатов § Т дается 
описание аддитивных групп полупростых колец без кручения конеч­
ного ранга или, что равносильно, описывается группы без круче­
ния конечного ранга, являвшиеся аддитивными группами полупроо- 
тых колец (теорема 2 .5 ). Кроме того, в § 2 приводится отличное 
от существующего описание аддитивных групп пол п̂ервичных колец 
без кручения конечного ранга (колец "тип  ̂ полупростой алгебры"



-  Ей» -
в терминологии работы [и ' .

§ 3 посвящён в основном вопросу об описании всех конец, ко­
торые можно построить на данной группе без кручения конечного 
ранга. Приводятся известные результаты и описываются группы без 
кр-,чения конечного ранга с полупростоя алгеброй квазиэндомор$из- 
мов, являющиеся нильгруппами, т .е. допускающие только нулевое ум­
ножение. Используя результаты § I, можно по другому получить не­
которые результаты работы автора [5 ] .

Псе рассматриваемые кольца .рссоциатшгны.Если н? -  кольцо без 
кручения, то R + -  аддитивная группа кольца R ; R - мини­
мальная рациональная алгебра, содержащая R . Таким об-лзом,
R =  R  <8) 0. , где Q -поле рациональных чисел (тензорное про­
изведение здесь и да^ре рассматривается над кольцом целых чисел). 
Будем отождествлять R с R&Q  , a R о его образом при канони­
ческом мономорфидме R  R ® Q . Из оказанного вытекает, что 
для любого R  существует натуральное п  со свойством n x f R .  
Обозначим N ( R ) ~  первичный радикал; 7fR)~радикал Ижекобсона 
кольца R  . л .

Бели R имеет конечный ранг, то RjN[R) -  конечномерная 
полупроотая Q -алгебра. Следовательно, R\N(R) имеет единицу. 
Отсюда^легко вывести, что каждый односторонний идеал кольца 
к \Ы (к )  является идеалом алгебры Rl N{R )  . Следовательно, 
^/М/^-члассичеоки^ полупростое кольцо. Аналогично если R  со­
держит единицу, то R  —двусторонне артиново кольцо. <ежду R и 
R существуют также следующие соотношения:^) полупервичность 
R  равносильна классической полупростг~е R  ; 2 )  первичность 
R  равносильна простоте R

Яеаствительно, если N  — нил̂ п :тен' ши идеал в R  , то Л/ по­
рождает н иль потентный идеал в R . Бели же /V*— ненулевой нильло- 
тентный идеал в R , то N*HR -  ненулевой нильпотент! нй идеал в 

R  . Таким образом, R  не содержит ненулевых нильпотентннх 
идеалов (т^е. полупервично) тогда и только тогда, когда их не 
содержит R  (т .е . классически полупросто в силу его артиновости). 
5тим установлено I ) . Такими же простыми рассуждениями проверяется 
и 2).
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§ I . Радикал Джекобоона колец без 
кручения конечного ранга

Пусть X?- кольцо без кручения. Существует наибольший идеал 
d  ( R )  в R  . являющийся рациональной алгеброй  (с((/?)со ъ - 

надает с наибольшей делимой подгруппой группы Во всех ут­
верждениях этого параграфа X? — кольцо без кручения конечного 
ранга такое, что < d fJ?)(N (F). В частности, седа  попадают реду­
цированные кольца, т .е . кольца R  , для которых d ( R ) = О .

ЛЕиМЛ I .I .  Пусть А  - максимальный правый идеал кольца R  , 
содержащий N fR )  . Аогда А  2-р  R  для некоторого простого числа р.

д о к а з а т е л ь с т в  о. Так как  A  2-N(R), то можно 
считать, что N fR ) = 0  , т .е . R  — полупервичнсе кольцо. Извест­
но [ б  , предложение 121. 3 ] ^  что либо A  ^ p R для некоторого 
простого р  , ли6 j ( R / А )  - д е л и м а я  группа б ез кручения. По­
кажем, что второй случай невозможен. Д остаточно д о к а за ть , что 
( Р / А ) + — периодическая группа или, что эквивалентно , .4  =

~А -  С . й  $  8  '
Ввиду классической полупростоты кольца к  К = А  © € к  

для некоторого идемпотента & . Пусть — натуральное число 
со свойством п е  в R  . Тогда п е £  — правый идеал в R  и 
А  П п е £ =  О . В силу максимальности А  либо А  ®neR = R , 
либо A  . В первом случае ncRF О и pn eR -n eR
для каждого простого р  С -нова в силу максимальности А  ). 
Значит, neR — делимая группа и n e R F d .f R )  . Но по предполо­
жению d {R )  F N(R)-0- Следовательно, выполняется второй случай 

' А ® = А  • Отоюда neR*= О  , е~  о  и R - А  . 
Введём следующие обозначения: % — множество всех простых чисел,
n (R )= { /> € x lf> B *  R ]  , Ш ) =  n F < xp * ,  r p  =  /г/ p R ,
Fp — поле из Р  эл ем ен то в . Д алее, для p f S  пусть идеал ) р  

в R  т а к о в , что J p  Z p R  и f { R p )  = $ р /Р &  ■
ТЕОРЕМ J .2 .  Для колы » R  справедливы следующие утвержде­

ния: I J f  fR ) F  $  ( R ) * J f R J f / f l R ) -  нильпотентный идеал:
?) J(P )=  f )p fx  j.p  ; 3 )  фактор-кольцо R /$ (R )  изоморфно под­
прямой сумме полупростых конечномерных Fp -алгебр А р ~
p e H ( R ) .  <■ r  F I

Д о к а з а т е л ь с т в о .  I )  Имеем fffRAPA, где А  про­
б е га е т  все  максимальные регулярные правые идеалы кольца X?
Пусть х £ H(R)* Ес л и ^4 - м а к с и м а л ь н ы й  регулярный правый и д еа л

кольца R , то A. 2pR2-dfR)j&* некоторого р (%  (лемма I . I ) .
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Следовательно, x f A  и X  ( ^(Р). Отспда Я ( R)i. ^(R ). Пусть п -  ранг 
кольца Р  , т .е . п  -  olirr.^P^d. Тогда для каждого р е  УГ 

cCirrtppPpgn. . Следовательно, все р^дикалы^^.^ нильпотентнн, 
причем индексы нильпотентности ограничены в совокупности числом гг. 
1окажем, что ( ^(Р )/И (Р ) ) *  О. Пусть Xl t .. .tx neJfP). Тогда 
T p p R , . . . ,х п + р Р €  A (R f>) • Следовательно , /С'ъ+рР)‘...'(х„+рР)=0  
или xt х п е р Р  для каждого р  . Таким образок, х х х ,£Пр Р~Я{Р)

2) Гомоморфный образ квазирегулярного идеала является квазире- 
гулярным идеалом, поэтому ($(Р ) +f>J?)/p/?£A (R p)= 3 - р / ' с->|ел0" 
вательно, ^(RjP^fp Для каждого р  и ^ f(P ) in J f,. Обратно. Пусть 
х е П ^ р  . Если Л  -некоторый максимальный регулярный правый иде­
ал кольца Р  , то Л  2 р Р Дл- некоторого р  (леммма I .I ) .  
Следовательно, A  /pR~максимальный регулярный правый идеал кольца

Рр  . Отсюда A]f>P}y(Pp)=J/>/pR* А  ? • / / ,  • Значит, х С ^ р У А  . 
Таким образом, х б  Г)А , где А  пробегает все максимальные регуляр­
ные правые идеалы кольца R  . Следовательно, х (  •

3) Рассмотрим идеалы ^ р ! $ ( R ) { p кольца R  / J  (R )  •
в ему 2) Ьиее

R I J i v i M j m  = я / Ъ
Следовательно, Р /J f R )  изоморфно подпрямой сумме полупростых ко­
нечномерных /"р-алгебр A p -P p lj(P p ),p tfl(iP ) .Теорема доказана.

СЛЕДСТВИЕ x."j. Кольцо Р  полупросто тогда и' только тогда, 
когда Р  полупервично и iJ ( R ) -0 . 3 частности, полупервичное коль­
цо R полулросто тогда и только тогда, когда И ( Р ) = 0 .

д о к а з а т е л ь с т в о .  Еези Р  полупросто, то 
N (R )P У [ Р ) =  ’ елее, ввиду теоремы Т.2 H (R )R  У ( Ю =С>- 
Обратно; пусть N(R)=HfR)=C>- По теореме 1.2 идеал J fP ) /h '> P >  
нильпотентен. Следовательно, /(//6у-нкльпотентннй идеал и J -fR J  У
$//{/>) = о .

СЛЕДСТВИЕ 1 .4 . I) Если H f/?)=0 . то радикал J l R )  нильпотентен.
2) °ади’ зл Ч (Р ) нильпотентен тогда и только тогда, когда

Н С е г т ) ) = о .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  I) вытекает из теоремы 1.2. Так 

как нильпотентность J f R )  равносильна
полупростоте Р / Ш К  ТепеРь 2) выте*ает из следствия 1.3.

СЛЕДСТВИЕ Г.5. Если Р  — полупростоа кольцо, то радикал J ДЬУ 
нильпотентен для лобого подкольца S' кольца / ?  . В частности, 
полупервичные подкольца полупростого кольца полупросты.

д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Р  полупросто, т о Л (к !-0 .



Отсюда JifSj-П, ’S'S HpF =/JfR) = О и (J(S) нильпотентен по след­
ствию I . 1».

Закончим параграф рассмотрением вопроса о классической полу­
простоте фактор-кольца R/$(£)* Прежде заметим, что Р/Л'/'/0яъляет- 
ся кольцом без кручения (см. [ 6  , предложение I2 T .* * ]).

Т20?2:1А х .с . Следующие утверждения эквивалентны:
F)F/J(FJ~ классически полупростое кольцо;
2 ) п к  £ (f(R) для некоторого натурального числа П. , т ,е ,  

7(F) имеет конечный индекс в F  ;

Если выполняется одно из условий I )  -  3 ) , то *'/</■< KJ~,-fj ,

гле,-4д-полупростая конечномерная F0 . -а л ге б р а , i  = i t к  , 
Л о к а э а т е л ь о т в о .  Можно считать, что R  — полупер-" 

вичное кольцо. Докажем I )  2 ) .  По теореме 1 .2  кольцо R = RH (F)
изоморфно подпрямой сумме конечномерных /^ -алгеб р  А р  р ( Л (R ). 
Пусть f7(R)=ff>l p ,...J .  Рассмотрение цепочки р± R  э . . .
показывает, что почти все * О, т .е .  R  —конечное кольцо.
Таким образом, n R  € $ fR ) яля некоторого П. .

2 ) = г 'Э ) .  На основании f  , следствие 3 .5 J ( cm. также [б,  
теорема I 2 I .7 ]  ) F  содержит подкольцо S  конечного индекса та­
кое, что S-FJ $ 5 / ,  где все о /  -  первичные кольца. Остановим,С°1 1
что /  П ( . , i  . Пусть К -  натуральное число, для 
которого k Q £S  . Тогда п .к £ < 7 (£ )  и n x R  — квазирегулярный 
идеал в S  • Следовательно, n x R c rzzS>{-S ,

. Допустим, что для некоторого L. /fUS(e )1~ /Ко ■ 
Тогда H(Si.)=ObWKj того, что S', -однородная группа [6, лем­
ма I 2 I . 6  J .  Отсюда ) = О , так как S',- -  первичное кольцо и
N(S>; )= О (следствие 1.3), что противоречит flxS.-F J  (S; ). 

Следовательно, /Л (S';) /< /Ко (  i, . . 5  )  и /F 7fs)/ ■£
£ E 2 J n r s £) l * X .  .
Так как S  имеет конечный инде'-с в R  то также /Г7(£)1< /Ко.

3) = ) к  I ) .  Если n(K)={/>t ,...,/>4} ,  то 
имеет конечный индекс в R . Так как j (R )3 H (R )  , то 7(R)
также имеет конечный индекс в /Р  ,

Если R /J(R )  -классически полупростое кольцо, то из доказа­
тельства импликации I )  2 )  следует, что F /J ( R ) изоморфно
подпрямой сумме Fp. - алгебр > г-/,..., К. Но гсякая подпрямая
сумма этих алгебр совпадает е их прямой суммой (см.доказатель-
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ство следствия 2 .7  работ.. [5]  ) .  Теорема доказана.
СЛЕДСТВИЕ 1 .7 . I )  Если /Л/'Р)!*Нс, то '^/{//^•классически полу- 

простое кольцо. 25 Если пол ̂ первичное кольцо или кольцо с
единицей, то ^ д д ^ к л а с с и ч е с к и  полупростое кольцо тогда и только 
тогда, когда / Л{Р)1<,V„.

Д о к а з а т е л  ь с т в о. 15 Если pR=R, то p(R/N(R))-Rl'M(R). 
Отсюда Jl(RfМ(Р))ГП(Q) и осталось сослаться на . еорему 1 . 6 .

2) Пусть R  содержит единичный элемент I .  Докажем, что
Л ( е м е ) Я л г &  пусть p<fn(R/A/M  т.*.? / ? + № )  = /г.
Тогда 1 = р х + £ , Х ( R,у<т A/fP). Отсюда рх=  /-^"-odpaT.iMHa эле­
мент. Следомтельно, рхХ.~ /  для некоторого Z £ R , Тетерь 
R- iR*7р х  Z R  £ р к  ̂ и R =  p R , т .е .  р^ Л Г Р ). Этим уста­
новлено Л ( R/iVfR)) ? Л { R) . Обратное включение справедливо 
всегда. Утверждение следует теперь иэ теоремы 1 .6 .

§ 2 . Аддитивные группы полупервичных 
и полупростых колец

Основной результат параграф  — теорема 2 .6 . Она содержит ха­
рактеризации аддитивных групп полупроствл колец без кручения ко­
нечного ранга.

Если ,£ ? - кольцо и A  S  R  \  то будем говорить, чти ^ —коль­
цо на А  . 3 целях удобства будем считать, что А -аддитивная 
группа кольца R  . В этом параграфе А  обозначает редуцированную 
группу без кручения конечного ранга. По ожим Л(А)={р€%1рА Р А ], 
Я (А )=  Пр(% рА  — подгруппа Фраттини группы А  . Если к — кольцо 
на Л  , то, очевидно, Л  ГА ) = U f R )  . ИГА) - Л / R ) .

Следуюиие три следствия получаются непосредственно из резуль­
татов § I :  первое иэ них вытекает из теоремы 1 . 2  и касается проб­
лем 94 Jo б ''абсолотных"рвднкалах Лжеиобсона для группы А  .

СЛЕДСТВИЕ 2 .1 . HfA)£ каждого кольца R  на А  .
СЛЕДСТВИЕ 2 .2 . Если Н (А )=  & и /^ - к о л ь ц о  на А  . т о  ра­

дикал "J-fR ) нильпотентен. Более того, если В  —подгруппа в А  
и S  -кольцо на В  . то радикал нильпотентен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если В  Г А  , -о р В Р  р А  и 
Н ($ )= Л (В )=  П р В Г П р А  - И А А ) = 0  . Радикал J /S )
нильпотептен по следствию 1 .4 .

Следующее утверждение вытекает из следствия Т.7.
СРЕ^СТВЧЕ 2 .3 . Если jllfAJI^  rS‘„ . то кольцо Р /7 Л )
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чески полупросто для каждого кольца R на А  - Обратно, если на А 
существует полупервичное кольцо R  или кольцо R  с единицей та­
кое, что P /jfR ) классически полупроото, то 1Л (А )1< А о .

Групп; А  кваэиизоморфна группе В [обозначение: .А /V В ] , 
если существуют такие подгруппы У* £ Л  и В £ & , что А '= В , 
А  имеет конечный индекс в А  , &> имеет конечный индекс в 
В ;см. [ 6  , стр . 176 ] ) . "руппа А. называется сильно неразло­

жимой, если А  не кваэиизоморфна никакой разложимой группе. Лалее 
положим & (A)=Endz A ® Q  -  алгебра Сили кольцо) квазиэндо- 
мор!)иэмов группы А  • Различные сведения об этой алгебре можно 
найти в [7] и [Р ] .

Следуя [2 ] ,  будем называть группу А  сильно неприводимой, 
если каждая её ненулевая вполне характеристическая -подгруппа ине­
ем в А  конечный индекс. Очевидно, сильно неприводимая группа 
является неприводимой в смысле [7  ] , т .е .  не содержит собственных 
сервантных вполне характеристических подгрупп. Известно, что если 

А  -  неприводимая группа, то A  w A i® ...  ©_АЧ , где - 
сильно неразложимые неприводимые группы и ■ ... =  А п .
Легко проверить, что если группа А  -  сильно неприводима, то 
группы A i  также сильно неприводимы. Таким образом, сильно непри­
водимая группа кваэиизоморфна прямой сумме копий сильно неразло­
жимой сильно неприводимой группы.

Если А  -  сильно неразложимая сильно неприводимая группа без 
кручения конечного ранга, то £ (А )  -  поле алгебраических чисел 
и класс ненулеэмх колец на А  оовпадает с классом колец,квази- 
изоморфных кольцу эндоморфизмов группы А [ ? ]  •

Зьюмонт и Пирс описали аддитивные группа лолупервичных колеи 
и аддитивные группы подколец некоторого фиксированного поля ал­
гебраических чисел [9 ]  . Чожно дать другое более простое и непо­
средственное описание аддитивных групп лолупервичных колец.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ?.Ч. На группе А  оуяествует полупервичное коль­
цо тогда и только тогда, когда А  кваэиизоморфна прямой сумме 
сильно неприводимых групп.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Р  -  полупервичное коль­
цо на А  . Известно, что Р  содержит подкольцо ̂  конечного, ин­
декса такое, что S  ~ прямая оумиа первичных колец S i, . . . ,  Sn 
[ч , следствие 3 .5  ] .  Таким образом, A  ^ SR ®  © S p  • J ° ' 

сгаточно показать, что аддитивная группа первичного кольца явля­
ется сильно неприводимой группой. Итак, пусть S  ~ первичное 
кольцо на группе В  . Тогда £  -  простая алгебра. Если Т  *



вполне характеристическая подгруппа ъ Е> , то Т - идеал в £  .
В силу простоты S  T&Q  =  о  . Следовательно, существует на­
туральное число со свойством К {  f  Т  , где "I -  единччнип 
элемент алгебры S' . Теперь К& я f X i )  В £ Т
т .е .  J  имеет конечный индекс в & и В -  сильно неприводимая 
группа.

Пусть теперь А  t &■ ■ ■ ®AU ,At, ■> А -  сильно не-
приводимые группы. Можно считать, что группы А / С и л ь н 0  неразло­
жимы. По замечание перед предложением на группе At существует 
кольцо JPe- , являвшееся подкольцом некоторого поля алгебраичес­
ких чисел. Тогда S  = ©. ■. ® Rn ~ пблупервичное кольцо на
A t & ...  ®Ап . По следствие 2 .7  [<*]на А  существует кольцо
R  со свойством Q & R  =  Q . Отсгда R  -  также полу- 

первичное кольцо. Предложение доказано.
ТЕОРЕМА 2 .5 . Следувщие утверждения эквивалентны:

1. А  -  аддитивная группа полупростого кольца;
2 .  А  Л,'А А ) - - & А п .  . где группы A t , , А п

сильно неприводимы и J~ifAt)= •••  =  А  (А  «.) — 0>
3. H fA )=  О и A  " A t Ф ...Ф А п , A t , . . . , A ft -

сильно неприводимые группы;
't. Н^А)= 0  и А  -  аддитивная группа полупервичного 

кольца.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  I )  = ? ’ 2) и 1 " ) = ^ 3 ) .  Так 

как JJCA) " Z7;?* ФЯ {А ;) » то 2 ) эквивалентно 3 ).
Пусть R  -  полупростое'кольцо на А  • Тогда Я (А ) = ]-1(£>) -  О  
(следствие Т .З ) . Оставшееся утверждение относительно А  , а так­
же имачикация 3) содержатся в предложении 2 .'*. “О = ^ 1 ).
На А  существует полупервичное кольцо R  (предложение 2 .<0 .
Далее Ц(Ю = Н(А) -  О и R  полупросто по следствие 1 .3 . Полу­
чили к  -  полупрос.ое кольцо на А  .

СЛЕДСТВИЕ 2 .* . Для сильно неразложимой группы А  эквивалент 
ны следувщие утверждения:

I j  каждое ненулевое кольцо на А  полупроото;
2) на А  существует полупростое кольцо;
3) А  -  сильно неприводимая группа*и т ) = с \
>tj А  -  сильно неприводимая группа и ff7/'A )l~  У г .

Заметим, что сильно неприводимая группа однородна. Для 
однородной группы А  уело"ме Я А А )- (^равносильно / П М ) }  К , 
Гквивэлентноеть I ) 1 и 2) доказана в [ 2 ]  и [ э ]  . Она вытекает 
также из следствия 1.3 и того факта, что каждое ненулевое кольце



-  136 -

на сильно неприводимой сильно неразложимой группе является под- 
кольцом некоторого поля алгебраических чисел Сем. теорему J . I ) .

Другая характеризация сильно неразложимых групп, являющихся 
аддитивными группами полупростых колец, получена в [ 2 ]и [3 ) . Она 
основана на следующем. Пусть I  -  кольцо всех целых величин некото­
рого поля алгебраических чисел К  . Если Р  -  пройтой идеал в I, 
то I p = f  х / у  / х , у {  I , р / Р }  -  локализация кольца I  отно­
сительно Р  '.  Дал-ее, если X  -  некоторое множество простых иде­
алов в I ,  то опрзделим Тх  = Пре£ 1р  • в [9 J доказеы , что все 
кольца некоторого класса квазиравных целых подколец В Р  содержат­
ся в одном из колец 1д- . Кольцо 1д- целозамкнуто и является целым 
замыканием каждого кольца из этого класса.

Если теперь А  -  сильно неразложимая группа, то на А  сущест­
вует : олупростое кольцо тогда и только фогда, когда А  — Р + , где 

Р  -  целое подкольцо некоторого поля алгебраических чисел Р  
и R = I X (квазирдвно), причем % - пустое, либо бесконечное 
множество ( [2  , теорема 5 ] ,  [ з ,  теорема 5 .5  ] ) .

Покажем, что приведенное условие эквивалентно условию Ь след­
ствия 2 . 6 . Действительно, A  Р  равносильно сильной неприво­
димости группы А  . Это вытекает из того, что сильно неразложимая 
группа А  является сильно неприводимой тогда и только тогда, ког­
да А  есть аддитивная группа некоторого подкольца поля алгебраи­
ческих чисел или, что то же, аддитивной группой полупервичнэго 
кольца (см. предложение 2 .1», теорема 3 .1 ) .  Далее условие на мно­
жество X  равносильно тому, что \Г1(1х ) \  — Ро  . Нужно учесть,

что простые идеалы кольца имеют вид P I x  ( Р   ̂ • Кроке
того, они максимальны в Хх  . а максимальный идеал содержит p lx  
для некоторого простого числа р  (лемма_J..I ) .  Наконец, условие

l J l f I x ) l  = A 0 равносильно / П / А ) 1 ~  1 Л ( Р ) 1 =  Х о  -
Кольцо Р  называется радикальным, если Р =  А  ( Р )  . В [ю ] 

поставлена проблема описания аддитивных групп радикальных колец
(см. также [3  ] ) .

ОЩСТзЛЕ 2 .7 . На группе А  существует полупервичное ради­
кальное кольцо тогда и только тогда, когда 11~1/А)1< Х о и 
А  1 ® .. . S>An , где А А  п -  сильно неприводи­
мые группы^

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость получается из 
следствия Г.Э и предложения 2 .^ . Докажем достаточность. По пред- 
л'-л^нио ? . '(  на А  существует полупервичное кольцо Р  . Так как
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} П Ш Ы  X o  • то i.o следствие 2 .3  и теореме 1 . 6  К R ~^J(Ю 
для некоторого натурального К . Отсюда К R  -  радикальное 
кольцо. Кроме того, < R  полупервично и f<R) + =  R * = A  . 
Следовательно, на J\. существует полупервичное радикальное кольцо.

Пусть _А. -  сильно неразложимая сильно неприводимая группа. 
Тогда, используя терминология работы [ 3 ]  , из следствий 2 .6  и 
2 .7  получаем следующее. Группа А  является либо еилььо полупро- 
стой либо радикальной. Причем, первое имеет место тогда и только 
тогда, когда / Л А Ю / - А о  , второе -  тогда и только тогда, 
когда 1П(А)Л А о .

§ 3 . Кольца на группах без кручения 
конечного ранга

Основные проблемы исследования взаимоотношения структуры 
кольца со структурой его аддитивной группы таковы:

1 . Тля данного класса колец найти аддитивные группы колец 
этого класса.

2 . Для данной группы А  найти все кольца на группе А  .
3 этом параграфе кратко рассмотрим состояние исследований 

в этой области для колец и групп без кручения конечного ранга.
Аддитивные группы полупервичных и полупростых колец описаны, 

причем, можно считать, удовлетворительным образом Сем. [°  ] и 
§ 2  этой работы). Представляется интересным описать аддитивные 
группы наследственных колец без кручен, л конечного ранга, в 
частности дедекиндовых колец и колец главных идеалов.

Можно отметить, что если R  -  наследственное чСпрсваЗ коль­
цо без кручения конечного ранга, то R=R®Q  -  также нас­
ледственное кольцо. Следовательно, R  -  классически полупрос- 
тое кольцо.^ т .к .  оно артиново. В таком случае R - полупервич­
ное кольцо. Таким образом, R^^A-i■ ■ ®Ац  » где все - 
силы з неприводимые группы (предложение 2 .4 ) .  Какие квазипргчые 
суммы сильно неприводимых групп являются аддитивными группами 
наследственных колец,неизвестно.

Что касается проблемы 2,то J1&. Рейдом |г] <3нл до тигмут аначи-- 
тельный прогресс в случае сильно неразложимых групп. Псевдоцэ- 
коль SocA  группы А  без вручения -  ото серван1 нал • одгруп- 
па, порожденная семейст«ом всех минимальных серя'*” *” -./ « *лне
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характеристических подгрупп группы А  [7  ] . Результаты Да.Рейда 
можно теперь резюмировать следующим образом.

ТЕОР >;А 3 .1 . Пусть А  ~ сильно неразложимая группа без круче­
ния конечного ранга.

1. Если алгебра квазизндомо^физмов £  (А) лолупросте (или 
равносильно А =РосА ) и А  не является сильно неприводимой 
группой, то А  -  нильгруппа."Если А  -  сильно неприводимая 
группа, то £/А) ~ поле алгебраических чисел и класс колец на А  
совпадает с классом колец,квазиизоморфных кольцу эндоморфизмов 
группы А  •

2. Если алгебра квазиэндоморфизмов не полупроста, то каж­
дое кольцо на А  нильпотентно.

Таким образом, если на А  существует ненильпотентное кодьцо, 
то А  -  сильно неприводимая группа. Если на А  существует нену­
левое нильпотентное кольцо, то каждое кольцо на А  нильпотентно 
( в терминологии [ з /  А  -  радикальная группа).

Вопрос о том, какие группы А с неполупростой алгеброй <£(А) ■ 
яалязтся нильгруппами,остается нерешённым. Можно ^оказать, что 
если Р0 = О, Р± = £ссА , Рг , Рт - А  -  цепочка
псевдоцоколей группы А [5 J , то .  t  для любого

кольца Р  на А  . 3 частности, ±—0 .
Попытки описать произвольные нильгруппы без кручения конечно­

го ранга тем более наталкиваются на значительные трудности ввиду 
недостатка налих сведений о структуре групп без кручения. Однако, 
используя теорему Бьюмонта-Лирса [Ч , теорема I . 1* ] ,  можно легко 
обозреть группа, допускающие только нильпотентные умножения.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3 .2 . . [ I I  , теорема 2 .1  ] . Каждое кольцо на 
группе А  без кручения конечного ранга нильпотентно тогда и 
только тогде, когда А  не имеет сильно неприводимых квааислагае- 
мах.

3 работе [ n j  доказано, что группа без кручения конечного 
ранга с полупростой алгеброй квазиэндоморфизмов обладает некото­
рым кеноническим квазиразложением (  пример: вполне разложимая 
группа с попарно несравнимыми типами прямых слагаемых). С помощью 
этого результата найдем нильгруппы с полупростой алгеброй квази­
эндоморфизмов.

ГЕСРЕмА 3 .3 . Следующие утверждения относительно группы А  
без кручения конечного ранга с полупростой алгеброй SfA)  экви­
валентны:



П A  -  нильгруппа;
2 ) каждое кольцо на А  нилыютентно;
3) А  не имеет сильно неприводим х кваэислагаэчг 

все собственные квазислагаемые группы А  является
нильгруппами.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, I )  ^ s 2 ) .  Я силу пред­
ложения 3 .2  2 ) = ^ 3 ) .  Покажем, что 3 ) = ^ ! ) .  На основании теоре­
мы I работы [Р ] существует группа В> такая, что А  ^  В и

Ji, ф
i * A  . &■ =

-  p t  Ф . причем все & (3tj )  -  тела и
j - , * -  !,■•■} fi-L • Достаточно „оказать, что В, -  нильгруппа [Ч, 
следствие 2.7 J . Если S' -  кольцо на В> . то -  идее-
лы в S> . Считывая строение групп В Вп.  и первое утвержде­
ние теоремы 3 .1 , закличаем, что Вл  -  нулевые кольца.
Следовательно, также нулевое кольцо и В> -  нильгруппа. Им­
пликация 1 ) = ^ 4 )  справедлива всегда. Пусть выполняется <0 и S> - 
кольцо на В . Как и выше. S' индуцирует кольца на В1, . . . ,  &п . 
По предположение оти кольца является нулевыми кольцами. Значит.

S  -  также нулевое кольцо. Отссда В> . а следовательно, и 
А  -  нильгруппа. Теорема доказана.

Можно найти мощность множества всех колец на группе с полу- 
простой алгеброй квазиэндоморфизмов. К этому же классу групп от­
носятся аддитивные группы Е -  колец без кручения конечного ран­
га (колец. Левое регулярное представление которых является изо­
морфизмом). 3 [ 1 2  ] доказано, что кольцо R  является Е - кольцом 
тогда и только тогда, когда R  ©■ • • ® Ап • где ®се A-i ~
сильно неприводимые группы и Иот. f A ; ,A j)=0мя l фу . Зтот 
факт также выводится ..з теоремы I [ Р ]  и предложения 2.’\ отой 
статьи.
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О К0П0ЛЛ1Р0СТЫХ КЛАССАХ МОДУЛЕЙ

В.Т.Марков

В ряде работ [I -  б ]  рассматривались различные аспекты ко- 
локалиэации, в частности классы кополупростых относительно 
некоторого кручения модулей (см. определение I ) .  Известно [5 ]  , 
что если кручение Т  джансово, т .е .  класс т-периодических 
модулей радик^ 1Ьно-полупрост [7 , с . 92] , то оно однозначно 
определяется классом 7"-кополупростых модулей. В настоящей ста­
тье дается описание классов модуле^, совпадающих с классом 
всех Т-кополупростых модулей для некоторого джаасола кручения 

Г  .
Все рассматриваемые кольца предполагаются ассоциативным.; 

и содержащими единицу? все модули -  левыми унитарными. Под би- 
модулем над кольцом £* понимается унитарный левый и правый JP-  
модуль с обычным „словием ассоциативности: для любого элемента 
т г М  бимодуля / /  и любых элементов а, 4  кольца Q 
Q.fnti)=fa./ri)£ . Без отдельных ссылок используются терми­
ны и обозначения, принятые в [7] .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ I .  Пусть Т  - кручение в категор и модулой над 
кольцом £°. Модуль Н  называется -Г-кополупростыч, если 
Нот-е (Г1 , N ) a О для любого r -периодичес ого модуля /V .

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I .  [7 ,  с . 91-92] . Радикальный фильтр, соответ­
ствующий дкансову кручении Т  , содержит наименьший левый идеал 

, который является двусторонним идемпотен-чым идеалом. 
Обратно, любой идемпотентный двусторонний идеал 1 налает джал- 
сово кручение Т  такое, i t o  модуль М является 'Г-перио дичее-
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кик тогда и только тогда, когда 1Н1~ О , при этом I 'L ( r J .
Для произвольного ^-бимодуля X / ПОЛОНИИ 

= L'. I (ffuy) I tf> 6 Нот Ce IC/g ,  £ ) }  . Для произвольного
семейства индексов через /у^боз.-ач и м  прямую сумму А  эк­
земпляров модуля М  .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Бимодуль 'Х/ над кольцом R будем называть 
(ст. 'го) идемпотентным, если (существует сюръективный гомомор­
физм бимодулей ^ : IH-* fa ( № ) и ) W m X'.

ЗАЖЧАНИЕ. Примером cmporo идемпотентного бимодуля служит 
любой идемпотентный двусторонний идеал. Если J -  идеал комму­
тативной дедскиндовой области В , не являющийся главным идеа­
лом, то /  -  идемпотентный, т .к .  4г.(Т)‘ В  , в силу обрати­
мое и любого идеала дедекиндовой области, но не строго идемпо- 
тег.тный бммодуль. Неглавные идеалы существуют в любой дедекин- 
дово .1 области с неелиничной группой классов дивизоров, например 
в к т-це целых элементов поля (£[10] , где -  поле рацио­
нальных чисел [ 8 , табл. I ,  с . 481] . Этот пример сообщен автору
К.В.Агапитовым.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Бимодуль U/идемпотэнтен тогда и только тог­
да , когда х / (Л)-  строго идемпотентный бимодуль для некоторого 
множества индексов А .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть [X/ = X /' - строго
идемпотентный бимодуль, <f: W -*  И (Х '')  -  сюръективный го­
моморфизм бимодулей, ' L '-* И?' -  каноническое вложение для
любого d  /А  • Легко видеть, что i*t(Uyj3H <fL

! . - . ^  mi £  A
= <f(ЧУ )  ( НУ у  . Обратное включение очевидно, следовательно,

fU /'J  и МУ . Теперь пусть
j y  -  идемпотентный бимодуль. Положим А* .
Х/'= 1&/л> . Тогда гH(uy'J= • Пусть Z ’/ fx-J)ш XfxJ

для любого XfUH и любого oi^A  . Отображение продолжается до го­
моморфизма , при этом fo /'X ’J  и

- trfUs')X''- Lty' . Таким образом, иУ  -  строго идемпо­
тентный Синодуль.

ТЕСРЕ'М I .  Пусть К  -  класо модулей над кольцом R . Тогда
следующие условия эквивалентны:

(а )  класс /X совпадает о классом Т'-кополупростых модулей 
для некоторого джаксова кручения ;
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(в ) класс к' замкнут относительно взятия гомоморфных обра­
зов и прямых оумм и содержит образующий, который является идем- 
потентным бимодулем;

(о ) класс К  замкнут относительно взятия гомоморфных обра­
зов и прямых сумм и содержит образующий, который является стро­
го идемпотентным бимодулем.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что из предложения 2  

следует эквивалентность условий (в) я ( с ) .  Пусть Т  -  джансово 
кручение, К -  класс Г-кополупростых модулей. Замкнутость 
класса R  относительно взятия гомоморфных образов и прямых сумм 
очевидна в силу определения I .  Пусть ЧУ^Ь/х) . Тогда ЧУ -  
строго идемпотентный бимодуль. Известно [ 5 ]  , что модуль t l  яв­
ляется •гг-кополупроотым тогда и только тогда, когда Ь/т)Л ~
» М | откуда ЧУё R . Осталось показать, что ЧУ -  образующий в 
классе R • Пусть К  , X: R^^- г Л  -  гомоморфизм свобод­
ного модуля ) Р ^ н а  модуль М , где А -  некоторое множество ин­
дексов. Рассмотрим гомоморфизм if / ЧУ S>gfi-+ Л  такой, что
( f f x x s n .  ДЛЯ любых X  /гг<Г// .  Гомоморфизм </>
сюръективен, так как L М . Следовательно, сюръективен и 
гомоморфизм &Ж): ir&g RrAJ-+ М . Но ЦУ&дH'^as ЧУ'А) ,

поэтому М -  фактормодуль прямой суммы копий мо.,уля ЧУ, т .е .
ЧУ -образующий, поэтому из условия (а )  следует уоловие ( с ) .  

Обратно, пусть класс К  удовлетворяет условию (с), ЧУ -  строго 
идемпотентный бимодуль, являющийся образующим в классе К , и 
l= ix  ( Wj . Согласно предложению I существует джаясояо кру­
чение т  такое, что L/т)* I  • Покажем, что ^ -м о д у л ь  Л  
принадлежит классу К  тогда и только тогда, когда IM=*М . 
Действительно, если Ц?К% то существует сюръективный гомомор­
физм y .v y ^ i-^ K  , где А  -  некоторое множество индексов, 
так как ЧУ- образующий в классе У , Тогда -Г/У* 1у/{ЧУг/>))=
-  ш/'1ЧУ^А>)= Л  . Обратно, пусть IM* Л  и X : -

г%М kyt S
гомоморфизм свободного модуля К на п  , где А -  некоторое 
множество индексов. Тогда ЧУ̂>е R -*■ Л / -  сюръек­
тивный гомоморфизм, если -* М -  оюрьективный гомомор­
физм, заданный условием p/'x®»i) = ,  где ^:ЧУ-*1 - сюръ­
ективный гомоморфизм из определения 2. Ввиду условия (с)
VyfA>£  К, следовотелыю, модуль М как гомоморфный обряа



-  1-14 -

модуля \Ю'®ц R (a> , изоморфного модулю ИУ(А>, такие принадле­
жит классу К  . Следовательно, /С -  класс Г-кополупростьа 
нодуле!:. Теорема доказана.
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СЕРВАНТНЫЕ ПОДГРУППЫ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП БЕЗ 
КРУЧЕНИЯ КОНЕЧНОГО РАНГА

3 .А.Никифоров

В КоурозекоП тетради [ I ,  о. 51 ] А.П.Мишиной била поставлена 
следующая задача: каковы те вполне разложимые абелевы группы без 
кручения, в которых всякая оервактная подгруппа вполне разложима? 
Эта задача была решена для сервантнвх подгрупп групп конечного 
ранга в работах [3] и [*»] .  Заметим, что хотя сервантная подгруп­
па М вполне разложимой группы С  без кручения не всегда вполне 
разложима, но она может быть почти вполне разложимой, то есть со­
держать такую вполне разложимую подгруппу Л  , что -W/Д  ограни­
чена. Поэтому естественным образом возникает задача: каковы те 
вполне разложимые абелевы группы без кручения конечного ранга, в 
которых всякая сервантная подгруппа почти вполне разложима? В дан­
ной работе дается полное описанье таких групп на языке типов групп 
ранга I  (теоремы 9, 10 ).

Автор приносит благодарность сотрудникам кафедры алгебры 
Томского универсю ,та  за оказанную помовь в ходе работы над этой 
статьей и подготовки ее в печать.
* о

§ I .  Группы и графы

Под словом "группа" в дальнейшем всюду понимаем аб»*еву группу 
без кручения, а  под графом * '  -  конечный неориентированный граф

Основные понятия теории графов заимствованы я | '5 / ,  [* ]  .
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без петель и кратных ребер. Если (г -  граф, то через~V(&) Ъу&ы 
обозначать множеотво его вершин, а через ХГ^^-множество его ре­
бер. Если ребро (a , £ ) d X ( G )  , то говорим, что ребро {а, ь) ин­
цидентно зершинам Clf £  и вершинн л , £  инцидентны ребру ( а ,£ ) ,  
Вердину Cl f  УС^УбуАен называть концевой вершиной графа G  , 
если она инцидентна только одному ребру из X (G ) . Под цепь» 
будем понимать последовательность G- ( Xo j Xx, . х к)  ребер 
x i с ( a i , а  и  уЛ *■ •* °> £, • •'» х  . в  которой каждые два соседние 

ребра имеют по общей вершине и в ней нет повторяющихся ребер и 
вершин. Под циклом будем понимать такую последовательность S -  

ребер графа (X  , что любая ее собственная после­
довательность S  -*V* t * s )  является цепью, но S  
не является цапью*^. Вершины графа G  а ,  £ £  l / f i r j называем свя­
занными, если существует цепь с концами а ,  /  , Длину наименьшей 
цепи между вершинами U- , ■& будем называть расстоянием между 
зтими вершинами и обозначать через d -(a ,£ )  . Граф И  называем 
частью графа G (пишем J i С G  ) ,  если X (.H )€:X (G ) и верши­
ны, инцидентные ребрам из Х (Л )  в графе G , принадлежат V (G ). 
Еоли V (H ) ■“ V (G ) и Н  является частью графа G  , то И

будем называть Ьуграфом графа G  . Если А  С  V (G ) , то граф.# 
с У(Я)ЖЛ  и множеством всех ребер из G  таких, ч.о их концевые 
вершины лежат в А  » будем называть подграфом графа G  . Будем 
говорить, что граф G  связный, если любые его две вершины связа­
ны. Если граф G  не имеет циклов, то будем называть его лесом, а 
в случае, когда G  -  лес и ЬвязныИ граф -  деревом. Граф G 
называем полным, если любые его две вершины инцидентны ,

Группу G  называем квазипрямой суммой групп Сг ,Сг ,..  .,С К , 
если группа Сг ®СК имеет конечный индекс в группе G  .
В этом случае группы С \  назыве(ем квазипрямыми слагаемыми группы 

G  [Ъ] • Квазипрямое разложение группы G  называем полным, 
если Х-(Сс) = 1 к группы С . сервантьы в G  . Если группа G 
обладает полным квазиразложением, то говорим, что G  -  почти 
вполне разложимая группа. Пусть G  -  почти вполне разложимая 
группа и b ? ( G )  -  множество типов кваэипрямых слагаемых полно­
го квазиразложения группы G  . Зададим на <,2(GJrраф и опреде-

* Введенные понятия цепи и цикла соответствуют понятиям про­
стой цепи и простого цикла соответственно.
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а, г Я 00^ * Ж вв*  Рв^вр графа Уследувщнм образом:
V( b<?(Gj . ' ребро /* ,  / у  X ^ 7  , если существует пере­

сечение типов Л, £  С т.е. получаем полный граф) и ju ffa , fj) = 
( т .е .  весовая функция ребра графа J- равна пересечение 

типов, соответствуещих вероинам этого ребра). Граф У  о весовой 
будем называть графом группы С  . Через Ĵ /'т)

( л  f г)) будем обозначать часть графа У  группы Сг ,^ о р а ш
которого является вое те ребра из X(JT) , вес которых боль­
ше либо равен *»отрого белые) типа Т  . Элементарным гомомор­
физмом графа 6 - называем отождествление двух его смежных вер­
вии С т .е .  таких вершин U, S  графа G  , для которых сущест­
вует ребро fa , f>)  £  X (G )  ) .  Под гомоморфизмом графа G  по­
нимаем последовательность его о. эментарных гомоморфизмовТ  ̂Опре­
делим гомоморфизм Л для графа ИГ{т) оледувщии образом: в графе 

у / tJ  отождествляется все вершины,принадлежащие одной и той 
же связной компоненте графа . Подученный таким образом
граф будем называть гомоморфным образом графа S/fc) при гомомор­
физме Я  и обозначать Л Х{т) .

Докажем теперь лемму технического характера.
ЛЕММА I .  Пусть -  некоторое множество типов групп без 

кручения ре.ч-'а I ,  удовлетворявшее условие:
для левых попарно несравнимых типов *с,у9  f  £ <р в 0  

множестве j  Л  j> , есть не более одной
пары несравнимых типов.

Тогда пересечение левого конечного набора типов из Ф равно пе­
ресечение некоторых двух типов из отого набора.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим вС,&, / £  Ф  . По условие лем­
мы имеем во множестве 4 л / л ^ )  хотя бы одну
пару сравнимых типов. Пусть для определенности pt-nji* ‘‘ " Г  ,
тогда <C/7j> fa л^)Л (piny) *= л /л  . Допуотим, что
эаклвчение лемма выполнено для левого набора из го типов
из Ф  . Рассмотрим пересечение *tt  Л^л Л ... Л>СК , 6 Ф ,

< . Так как пересечение первых трех типов
ptt fat , равно пересечение некоторых двух и* них, наприиер 
pLt п Яд п Я , -  «б* п рСл . то инеем *it  л  «о, л/^п... л  рСк -

... Г) рСк . Правая часть этого равенства по иидуктивно-

^Данное здесь определение гомоморфизма графа отличается от опре­
деления, данного в [ 5 ]  .
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му предполо«е!...о равна пересечению некоторых двух типов из
. • • > ^ * ■

§ 2. Основные леммы

ОПРЕДЕЛЕНИЕ х. Берлину /.' графа группы G  назовем проотой, 
если во множестве весов ребер, инциндентных вериине L , сувест 
вует наибольший вес.

ЛЕММА 2 .  Пусть X -  граф группы G . Если во множестве ве­
сов ребер произвольного подграфа / /  графе /  не более / V(H)\~t 
различных максимальных весов, то граф У имеет не менее двух
простых вериин.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если /  V (¥ )b .l  , то граф X  состоит из
одного ребре и утверждение очевидно. Допустим, что утверждение 
выполнено для 1У(Ю1 £ К-1 . Пусть / VCXJI *= К . Рассмотрим 
такув часть R графа 5^ , что в X  (R) содержатся все те ребра 
из х т  , вес« которых максимальны во множестве весов ребер 
из ■Х(Г) и различны между собой. Очевидно, что граф R не 
имеет циклов. Действительно, если граф R имеет цикл, то для 
минимального подграфа грефа У, содержащего этот цикл,условие 
леммы не выполнено. Если часть /? связна, то концевые вериины 
части R -  Простые в 'Х . Действительно, пусть Х ,х) (  Х ( R) 
и i -  концевая вераииа графа R . Если oL/i,S)-2, Sf V(R) . 
то, поскольку различных максимальных весов ребер в графе R - 

 ̂{  /с, х ), ('(, S ) , {$,*■)) не более двух, имеем ttf/sjijb-fi,х). 
Лействительно, максимальными весами ребер из Х {Rt ) будут ве­
са ребер (с, х), /S, х) . Если ju/t,S)iJ-t /л ,  х/ , то име­
ем требуемое. Пусть j u / c,s)tju.fst х)  . Тогда j^ /s,x)=  SOX*
* ju /c,sj •*= i oS « if?S О к 4 x - xj.

Допустим, что для любой ее ранни * С V / R) г*-/о,х) .
еоли X /t ,»)± i  { . Пусть /  (  V /R )  и ОС/ ’t, t j » ■£.
Так как число различных максимальных весов ребер подграф»
&t ~{(с,  х),  . .-j/S, £JJ графа не более 

то f t / i , f ) t  f t- /< ,m )  , где /к , ю ) f  X { Rt ) О X /R ).
Далее имеем ju. ( кг, ,п )  5 « - / i ,  i n /  =./ о / п /хп nt е i /7/*z =

, а так как X / i ,m ) t  /  , то Uf<, r.J*-
*^  /-. m j * . Если V(£J  . то
,« h /r/x, g j , где { /с, e> (■ X( g )  , то есть « fe, i/J< 
/ '  r 1 '  " / t, r )  . Так как концевм* в*рюин в графе Р
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не менее двух, то лемма в м ои  случае доказана. Если часть R 
графа X  несвязна, то рассмотрим два случая: I .  V(R) С VfX)  j
2 . W -  V(fJ.

Случаи I .  Граф R является также частьв графа X' , где 
X' -  подграф графа X  со множеством вершин 'VC?')- V(R)

По индуктивному предположению граф ? ’ имеет не менее двух 
простых вершин. Пусть L -  проотая вершина в (  i,X.)&Х (  R). 
Рассмотрим ребро, инцидентное вершине i  в графе X  , 
f i ,s )6  X fX)  . Так как f - f i ,s )± ju fx ,ff ,  где ( x .Y jtX fR )  . 
то f t  f i,S )* f* f i , ft) ̂  t t f i , x f  . 1 ействительно, им"ем 
L n S ^ K n t  , откуда i n S * K  и i n s -  insn< ± in  ft .
To есть l -  простая вершина в графе ?  .

Случая 2 . Рассмотрим подграф С ” графа ?  , где VfX")a 
*V(f)\x* х  -  концрвая вершина графа R  . По индуктивному
предположение граф X" имеет по крайней мере две простые вер­
шины. Следовательно, хотя бы одна и» них не инцидентна ребру 
(ft, -г)(  X ( R)  в графе R . Пусть это вершина L . Так как 

V(R)= V(GrJ , то существует f i , i i ) f X ( R j  , а так как
X -  концев-я вершина и i  ? ft , то € *  х  . Следователь­

но, f i ,  X f X ”J  м f t f i , £ f  -  максимальный вес во 
множестве весов ребер графа X"  . Так как X -  концевая вер­
шина графа R  и с* к  , то f t ,  х )  /  X f X ) ,
Juft\ TJ£f /-f'TTJ » fr rr ,£ )(X (£ J  и frt ^ x . Откуда 
f tfc ,x f± ju fi , m f t f ^ f t ,  t так как i  -  проотая вершина в
X"  . То есть i  -  простая вершина в графе X  . Заметим, что 

L -  концевая вершина в графе R  . Повторив аналогичные рао- 
оуждения для верш.лы I , найдем вторую простую вершину графа X.

ЛЕМЯА з ,  Пуоть X  -  граф группы G l t  -  поостая вер­
шина графа X  I /"-ft, ft) -  максимальный вес во множестве ве­
сов ребер из Х(Х) .  Тогда для подграфа Х'с X  такогл, что 
VCX')** VfX)\ с , справедливы следующие рв)енства:

/  V fA f'ftrJJH  VfA ?Г г-J)! . если г *  ju .f i ,  #);
/  У(г XYtrJJM VfX Хсгг)) / - i  . е с л и  ?=ju f t ,  ft) .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассиотрим такой подграф X' графа X' , 
что V(XJ= VfX) \  L • Очевидно, что части X 'frf к XfzJ 
совпадают, если тип Г несравнии либо строго больше типа f t f i , K)  
Пусть Т t f t  f t ,  ft) • Тогда i, к принадлежат одной и той 
же связной компоненте графа Х*(т) я l i i)* -  i  fx ) . Заме» 
тим, что граф можно получить из графа Xf-tr) удалеии-
ем всех ребер,инцидентны;: вершине L , При этом число связям*



компонент в графе У fr) будет равно числу связных компонент в 
графе; J?v,tvj . Действительно, если вершины S, -i графа АУг) 
связаны через вершину i  , то, так как I -  простая вершина, 
имеем f'fcS ) & ju f t ,к), ju /c , ^ ‘jtcfe.ArJun. j u f i , s ) i и 

у*/*,£)d/*■(<,-tY • To есть вершимы S, tf связаны через вершину к 
и ,следовательно, вершины S, ■£ связаны в графе . Число

вершин в соответствующих связных компонентах графов X*AJ 
и '} ‘\'гУ одинаково, кроме связной компоненты, содержащей вер­
шину к . В этой связной компоненте число вершин в A*(v) 
на единицу больше, чем ь YT'*(vJ .  По определению гомоморфиз­
ма Л имеем / V?A XYzrJ)j-l V (¥ '(? )){  -  / Z ( T'*{trJ)\+ m. , 
где m  -  число связных компонент графа . -Покажем, что
I V (F fr))l-1 Т О /  ‘ /  . Пусть , S € V ff? r ))  -

Тогда существует i f  VfXfTjJ такое, что (s, i J f X Y  
Если i f  с , Тч. (S ,i)  f  X  (  X'ftjJ  . Пусть i  .
Тогда V dju. (s, i ) к)  , так как L -  простая вершина 
в графе §~ . Следовательно, ( к, s j  и

S )  f  X fX Y v j)  . Согласно сказанному в п е  имеем 
/  V{JL П * )) /=  I VfST'/rJJl-/ z r i r r*frj)l =
-  /  v f x  Ytj)I * i  -  ( !  v f X '* M ) h  i )  * m  =
* /  VCffzJJl - /  w r r & j b t n -  l  V{A .

Если V*jl* f ,  то, так как M fa, -  максимальный 
вес, имеем д  X fb  ~ XY&Y и Я A /r j  X'YrJ . Следователь­
но, /  /Й/Д X'ftrJ)hlVfiF'’*rJ)l-i, если T -J tf i ' /c J .

Теперь введем еае несколько определений, которые понадобят­
ся в дальнейшем. Подгруппу Л  группы 5  будем называть квази- 
рав. ой группе В , если А  имеет конечный индекс в группе В 
(обозначение А  =  В )  [8 ]  . Тип элемента у  f  G  (сервантной 
подгруппы А  группы G  ранга I )  будем обозначать через Т(?) 
frYA)) . Сервантную оболочку подгруппы Я  группы G  будем 

обозначать через Н* . < m
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. ПуСТЬ G =  L  G - ^

Сервантную подгруппу И  группы С  будем называть сервантной 
подгруппой вида ( I ) ,  если И  можно записать в виде Н  =

• гле X  &iftj , Sd К , и i  
некоторая подставка множе'тва х ]  . Пусть G
почти вполне разложимая группа и J i  -  её сервантная подгруппа 
вида ( I ) .  Через S (W  обозначим подграф графа группы О  со 
множеством вершин V(GY/i))~ {  ̂ ('AG’ * “ *••••» s }
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ММА Пусть G -  почти вполне разложимая группа ко­

нечного ранга; Н  -  её еервантная подгруппа вида ( I )  и множест­
во типов элементов группы ~r TfGJ удовлетворяет условии: 

для лобого набора к  попарно несравнимых типов из 
w  T fG )  множество их попарных пересечений S

содержит не более ( лг-г^-го  различных типов, максималь­
ных в S

Тогда

* ( = i v <a s ( m * m - 1 ,
где Н М - Н /  vfg) Ъ'Т-} и И  Н  ! TfgJ ]).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через Кt = H^HJ. . Выберем 
элемент в да At = tfc . где t  Gs ,

. Такой элемент оувествует. Действительно, пусть 
А f  HHJI Kt я разложение тЛ в группе G  имеет минимальное 

число ненулевых компонент, /п Л - б  G4- .
Если Х=г. , то положим £ t = гпЛ . Допустим, что х  > & .
Тогда у ;  + J/f-cJ, так как г ( / /  ~ z y /> / п  ) *
*■ Trfft) п  г /у г )  л . .. п  Tr{fri£)z- гг.

Tax как элемент т £  имеет минимальное число ненулевых компо­
нент в разложении в группе G  , то А± • Пусть

nt , -  такие целые числа ,что ntp t + -  О.
Тогда r t tm A .- п г (ъ '+ 2 ъ )  е  K t  • Так как К , -  сервант- 
ная подгруппа, то Ал 4, • Следовательно, х = л  . Обозначим 
через 4г ~ < 4 1/ At  • ^CJ,n НЛН V #  0  . то
выберем элемент Аг  вида ^  • ? c ( G  ̂ , (  G t
н так далее. Пусть H t  *< At/ 4г , —, Ах ># . Тогда в силу выбо­
ра A; Нх П Н * Н ) = О . Действительно, если это пересечение
отлично от нуля, то сукествует ненулевой элемент A e H t /) Н~(г)
А -  ггг{ А^*лгг Аг лгт*4. По построение группы Ht
A  ’m*'txAt *-^tz  АЛ .̂.. * ^ с-х  А-с-х * Ас . Так как 
A?J-i2(rJ . то "  A t  4 с  . Следовательно, в силу сервантяос- 

ти К с АСЛ Кс • чго противоречит выбору Ае • Таким обра­
зом. У /, является Н «(г)  -  высокой подгруппой группы Н(т). 
Очевидно, что xfH t)~  * * % ; & )  • р«сомотрим суграф В 
графа Л S(H )fc) , в котором множество ребер -  обрезы ребер 
(Т ^ П , Vtet ))*X(S(Jf)f*J) ПРИ гомоморфизме Л , где 
Zs +?t= А; (Н ,.  • Допустим, что граф 5  имеет цикл. Пусть 
ребра этого цикла соответствует элементам А ,\, ■ ■■> »
где А,- -*■ Л/Г{?3), Т А ,  -  f s  + /*  . • Т°ГДЧ
по определение гомом ;рфизма Я- в графе У///., г) оуяептъупт
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цикл из ребер, .оответствующих элементам А, веса V , и из 
ребер веса, строго большего т  , Так как H n G ;^ 0  , то 
■A;t (<  И. '{г), A,s /s  -  i ,  . . . ,  -r-i >+ , что противоречит выбору 

элементов At; . Допустим, что В -  несвязный граф. Пусть 
V( В>) и вершины /и,о не овязны. Заметим, что

(ju ,v)( Х (л  S(H )ft)) . Пус ть  Ат-fps), (  S(H)At)  -
прообраз ребра. при гомоморфизме X . Вес /и- f )}
v ($ t))~  Г  * {  Я ^ гг)  . А {  / / ,  .

Так как H t - Я *{Я  -  высокая подгруппа группы Н (т) ,
то ,пА ~ At ' у А " . где А 'бАА{, А "6 Я ! (Я  .
■* 'ж < .+ * * * -*  < '«. “  (fi+ fi)+ & e" + 7~ )+ -* (& *& ), * i

■ ■ * * * - ( & + & ) + " ■ *j  < #*(*) ■ 
Следовательно, образы вершин ’trffg) . 0BR3aHH * графе

B> ( n o  определении гомоморфизма Л ) .  Поэтому граф
3  -  дерево, то есть имеем IV{B) /= K+t  . Так как В

есть суграф графа Д S(H)Air) , то

< -1 vim-* - 1 vfл. s(HUvM  -  г ( Ям/м;/т)\.
СЛЕДСТВИЕ 5 . Пусть G  - почти вполне разложимая группа 

конечного ранга; A2(GJ удовлетворяет условию ( * ) , '  Л  -  сер- 
вантна* подгруппа вида ( I )  Группы G  . Тогда существует сервант- 
ная подгруппа Ht пида ( I )  такая, что -с (H t)~  и

■£+ IZ  У -м /Я  “J tz,.., г л ^ гЛ  где т'л ./г-у- г.^г-еГ/HJ ' trtJTH) * /Т^’ ГДе
T(J-t) -  множество типов элементов группы я . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим граф S(H) . По условие ( * ) 
получаем, что условие леммы 2  выполнено. Пусть L - проста* 
вераина графа S (И) и fi-x
Тогда V(VfJAt ))= V (S /4 )) \ l \  . Теперь из лемм 3, ‘t следу- 
ет ■r/A/Jtr и * ArJ.

О Г(Г{М) T-sn#;

§ 3. Сервантные подгруппы вполне разложимых 
и п^чти вполне разложимых абелевых групп без кру­

чения конечного ранга

Р '‘ ассмотрим сначала задачу описания вполне разложимых 
групп без кручения конечного ранга, у которых гзждая серваитне» 
поегруппа почти вполне разложима. Очевидно, что во вполне раз*
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ложимоА группе G  всякая сервантная подгруппа почти вполне разло­
жима тогда и только тогда, когда почти вполне разложима каждая 
сервантная подгруппа её редуцированной чаоти. Поэтому в дальней­
шем рассматриваем только редуцированные абелевы группы без кру­
чения конечного ранга.Тек как вполне разложимая группа является 

почти вполне разложимой, то будем использовать результаты и обоз­
начения предыдущего параграфа.

ЛЕ.Ш б . Всякая оервантная подгруппа вида ( I )  вполне разло­
жимой группы G  почти вполне разложима тогда и только тогда, 
когда <r2(GJ удовлетворяет условие (*■).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что условие С * )  не выполнено. 
Пусть trrfSifGJи Ск -  прямые слагаемые груп­
пы G  типов соответственно. Рассмотрим Н  «*

-  <2**?-ч - >?*-**<Г*>* •  ̂ '  ^ак как У°ловив
выполнено для типов ° Tt , , то в Т(И) существу­
ет более (*■-i)~m  различных максимальных типов. С.-едовательно,

И  Г £■?) > tc - i  - т {/£)  , то есть группа Н
геГГМ "  к - , ,  '

не может быть почти вполне разложимой [ 9  J Обратно, допустим, 
что лвбая сервантная подгруппа вида ( I )  ранга,меньшего К, почти 
вполне разложима и - г (Н )=  К • Тогда по следствие 5 существует 
такая Н с вида Cl) ранга к - i  , что

положение имеем

IT  £ r/ = £*  t  C/£t )=  - r M ) ,trfTM) г  fTfJO ■**
то есть группа И  почти вполне разложима [ 9 ]  .

ТЕОРЕМА 7 . Если во вполне разложимой группе G  всякая сер­
вантная подгруппа почти вполне разложима, то T C G )  удовлетворяет 
условии ( * ) .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если условие ( .* )  не выполняется ш  £ 2  ( G J . 
то по лемме 6 существует не почти вполне разложимая оервантная 
подгруппа вида C l). Допустим, что условие С *) выполнено на 

<22 ( G )  , но не выполнено иа T (G )  . Пусть типы
T ( G )  попарно несравнимы, не удовлетворяет условии 

(  * ^ у . -/ х  О  £ G ) р S  а- о  . а

. По индуктивному пред-



1 П Т ( f t )  , то по ле*«е I ^  П
где г„,. - г*( 'йг„.) и Tf . •= т (GeA . Зафиксируем для
каждого типа , i ~ S * £ t f  , по одному такому предстаь-
леиии. Доп)оТ!1М, что U: = Т-, . Пусть S  =

. причем пара {/n£l < )  н
f-f’, /ис )  считаятся одинаковыми, и У - rn{f f i*
= *J • Положим X •*!*,£, ■ ■ s j  . Зададим на множест­
ве J ' \ J .  отношение p : к,s  е У ' \ У. находятся в отношении о. 
если з  S  существует последовательность

('*, С), f  S, * ) ,  } f  "1, гг) ,  f r * ,S )  .
Очевидно, что р -  отношение эквивалентности. Следовательно„7'\у,
разобььтсл на непересекаощиеся классы. Обозначим эти классы через 

3 1 • ^огд . У * У* 1/Х I/. . ■ С/X . Рассмотрим
прямое слагаемое _А группы С

A - G t e > . . . ® G s < b Z l  . С

подгруппу B j В ~  G/ ® . . ® G s ® H t (b  . . . ф  Н  t  , ГД- //^ -с е р в а н т -, 
ные подгруппы вида (Г) ранга IX  L~ i  и Н , С  IZ &G;

» e-k
Очевидно, что подгруппа В> сервантна в А  , а  сле'Овательно,и 
в G  . Группа В  почти вполне разложима, так как каждое //<, 
(■£=*,..., i  ) почти вполне разложимо. 5И(&)={У; li=

J  . Для группы В можем записать n B c G ' C  В . где 
G '  -  вполне разложимая группа и S2(G')= Х2(В) . Так как 

£2 ( С )  не удовлетворяет условно ( * 0 ,  то в G ', по лемме 6 , 
суцест зует не почти вполне разложимая сервантная подгруппаИ вида 
( I ) .  Очевидно, что г р у п п а //  имеет конечный индекс в своей сер- 
вантноЕ оболочке Л*.ъ группе В и / / ^ н е  является почти вполне 
разложимой.

ilE.-i-'A 8 . Пусть С р Е  G ■ -  вполне разложимая группа без

кручения; / /  -  такая сервантная ее подгруппа, ч т о / / / 7  /7  =  О , 
i f  .7 . Тогда / /  вкладывается в некоторуо сервантнуо подгруппу
группы G  вида ( I ) .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть / /  -  ненулевая сервантная подгруппа 
группы G  . Обозначим через Х(Н) следуощее множество!

{ i f  У !%';(//)( О} , где .*Г'. -  проекция группы G  на прямое 
слагаемое Gc- . Если т  f / i )  -  / X(Ji)l " £ , то подгруппа Н 
имеет вид ( I ) .  Действительно, пусть А. t -  максимальна*
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независимая система элементов подгруппы Н  . Запиием* разложение 
этих элементов в группе йг ;

( г ; * « / * * • ■ + г

A t * i + ..
где •Ту -  целые числа. В матрице коэффициентов этих разложении 
число строк на единицу меньше числа столбцов. В таком случае, 
поскольку Н  / 7  Ст{,г О , I £ J  , можно перейти к новому базису 
группы Н  так, что в каждой отроке сиотемы ( 2 )  было бы 
ровно два элемента. Взяв новый базио за мяксимальнуо независимую 
сиотему элементов в Н  , получаем, что подгруппа Н  имеет 
вид ( I )  (еогласно определение). Предположим, что -X-(Н) г- 
<£ I О(И ) 1~~ 1 . Тогда подгруппа Н  имеет максимально не-

зависимув систему элементов вида + ■■■ +
где i , . . . ,  к  , к ~ 't (H ) , U ( h ) [ - 1 -( H ) >  1 И

о ^  у ;  е  G j  ,  J -  / , ,  6 + к  . Пусть H i -  < A i l
i=  i , . . . ,  .  I-ле  - +  Р / ф  •

числа Pt  f . . . , ^  различны и ( .  если 
Ъ ц Ф О ,  i =  i , 4= -6 • допустим, что
H i О О . Тогда /ггА; -  =  $ £  & i * t  ля*
некоторого с . Отсода следует ~'if>1=Ot .•тгхл,‘-го £=0,...
т  -  О . Так как П7) £  отличны от нуля, то из

равенств t-j.c)= °  к ( h  , 'ги')= *■ пол*‘
чаем i , - То есть &i~
что противоречит условие Н П  бт;./ «= О . Теким же образом 
построим Hz  Д*я H t  м так д м ее - В итоге получаем цепь в м е ­
нений Н  <Ht CHi б . .. Эте цепь оборвется в силу конечности 
ранга группы Сг . То есть для некоторого ju. имеем -x{Hj*.)~ 
= 13 {щ ~ 1, Hjll имеет вид, ( i )  и содержит подгруппу Н  •

ТЕОРЕМА Во вполне разложимой группе СР без кручения ко­
нечного ранга всякая сервантная подгруппа почти вполне резложима 
тогда и только тогда, когда множество типов Т ( G /  удовлетворяет 
условие: для лобого набора из К попарно несравнимых типов, при­

надлежащих Т (С ), во множестве $  их попарных переее- 
(* )  чений не более ( K - t  ) -  го различных типов, макси­

мальных в S  .
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. а )  Необходимость условия (■* ) дает теоре-
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ма 7. б) Лоста очность. Если x (G )~  Z , то любая сервантная 
подгруппа группы G  почти вполне разложима. Допустим, что 
всякая сервантная подгруппа вполне разложимой группе G почти 
вполне разложима, если x (G )* -K ., и пусть х  (G )=  К  . Еоли оер- 
вактнач подгруппа Н  имеет ненулевое пересечение с некоторым пря­
мым слагаемым 6-'t группы О  , то по свойству прямых сумм У 7, 
о. 50 ] имеем ТУ- G ;& Н '  ■ Н ' с П  G j . По индуктивному 
предположение И '  почти вполне разложима. Пуо.ь И  n G ± ~  О

L f 3  . Если 3 ( H ) *  3  . то Н с П  9 G C C G
i ( W J

и по индуктивному предположению почти вполне разложима. Пусть
3 (H ) = 3  и H n G ^ P  i  € 3  . Тогда по лемме 8 Н С H t ,
где H t  имеет вид (I )  и X (H ,) = t (G ) ~ i , Следовательно,по лемкеб 
Прочти вполне разложима. Пусть & - I 1 9  В ; -  полное квазиразло­
жение H i  . Тогда Н = Н п В С В  и по индуктивному предположе­
нию сервантная подгруппа Н о  В группы В псчти вполне разло­
жима, так как Т (  В )  удовлетворяет условию (* - ) . Следовательно, 
сервантная подгруппа ТУ группы G  почти вполне разложима.

ТЕОРЕМА ю . Всякая сервантная подгруппа почти вполне разлог 
жимой группы G  без кручения конечного ранга почти вполне разло­
жима тогда и только тогда, когда T (G ) удовлетворяет условии: 

для любе го набора из К попарно иеоравнкмых типов из T(G ) 
( « )  во множестве их попарных пересечений S  не более ( к -/) -го  

различных типов, максииальных в G  .
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, Пусть ТУ -  сервантная подгруппа группы G  

И -  полное квазирналиженыв Н  ~Н =-Нп В серванты* вй
и по теореме 9УУ/7 В почти вполне разложима, поэтому и ТУ 
также почти вполне разложима. Если условие ( * )  не выполнено, то 
по теореме 7 группа В содержит не почти вполне разложимую ;рер- 
вантнув подгруппу УУ . Из того, что сервантная оболочка УУ# 
группы И в группе G квазиравна ТУ, следует существование в 
группе (7 также не почти вполне разложимой сервантяой подгруппы.
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СИЛЬНАЯ ПЛОСКОСТНОСТЬ И ПРОЕКТИВНОСТЬ 

СидЕТЕНЕЯ ПОЛУТОНОВ

П.Э.Нормах

В алгебраической теории автоматов большую роль играет деком­
позиция автоматов -  представлена данного автомата при помощи 
более простых автоматов. Если рассматривать автомат как полигон, 
то декомпозиции автомата соответствует представление полигона 
сплетенпем некоторых других полигонов. Это позволяет нам изу­
чить алгебраические автоматы и их композиции чисто алгебраичес­
кими методами. Тем самым мы можем ввести, например, проективные 
автоматы: алгебраический автомат проектлвен, если соответству­
ют;:*: ему полигон проактивен в категории полигонов над соответст­
вующим моноидом. В наотоящей работе выясняются необходимые в 
достаточные условия для сильной плоскостности и проективности 
сплетения полигонов.

Пусть S  -  моноид. Множество А  называется левым ^-поли­
гоном, если для любых элементов -Ь ( S  и а  $ А  определено 
произведение -i,<ZfA , причем (Jt 1Л)U = 5t(*z а )  и А. для 
всех Sz € S  и а . € А  . Пс тагон с одним образующим называется 
циклическим. Копроизведение LL A L S '-полигонов А-  , t (  I , 
где /  -  некоторое множество индексов, изоморфно объединению 
попарно непереоакяющихся полигонов A L , i € I . Е работе [4  ] оп­
ределяется сильно плоские (в терминологии работы [4 ] -  слабо 
плоские) полигоны и показывается (теорема 5 .3 ) ,  что сильная 
плоскостность полигона А  эквивалентна следующему:
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У СЛОВ'IB СИ. Если l t&i= где Jt , J^  S' , &i, ^  (A  , to
существуют элементы Ui'U^f-S  и л 6 А  такие, что czi = ul u,, 
at = иг О. и ; кроме того, если C L, =  , то u t и
иг можно выбрать так , что u t * и-л .

Пусть У  и 7 -  моноиды и А  -  некоторый леи.Л ^"-полигон. 
Обозначим через Т Л множество всевозможных функций из А  в Т  . 
Для обозначим через ^  , функцию из 7 й  . для
которой *  f(-ia)  для всех элементов а  (А  . Полагая ({$)(а)
*{(<*-)$fa), / р  е Т л  , a  f  А  , мы можем на декартовом произве­
дении S определить умножение формулой (■it,
Легко проверяется, что эта операция превращает множество ТА 
в моноид. Полученный таким обрезом моноид называется у4 -сплете­
нием моноидов ^  и Г  и обозначается через ( й>ип. T IA ) . Если 
полигон А  Фиксирован, то говорим просто о сплетении моноидов 
S  и Т . Пусть А  и В -  левые ^-полигон  и Т -полигон 

соответственно. Определим на декартовом произведении А  * В 
структуру (S  OLrr- П А )  -полигона, положив (1,{)[а , £ ] - 7  

Полученный полигон называется сплетением полигонов А  и В и 
обозначается через A  Lcrc В • Если А й  С  для некоторого левого 
S '-полигона С , то A  usl В можно, очевидно, рассматривать также 
как (SusxТ /С ) -полигон. Обозначим через гГ , i t  Т  элемент из 
Т л  такой, что 1{а)= t  для всех а  6А  .

Все полигоны в дальнейшем подразумеваются левыми.
Не определяеглые в работе понятия из теории полугрупп и теории 

категорий можно найти в книгах [I ] и [ 2 ] соответственно.

ТЕ0РИ.1А I .  Левый ( £ art TlA) -полигон А и п  В си.тьно плоский 
тогда и только тогда, когда полигоны Л  и & сильпо плоские и 
выполняется одно из следующих условий:

1) Для любых двух элементов существует элемент { ( Т
такой, что i t + ■= iz  i  .

2) Для любых двух элементов существуют элементы
такие, что i t VL = , и из равенства l̂ a l =^at , А ,
всегда следует существование элемента б (  S  такого, 

что J »  5 и б А  = a t .
3) Из равенства следует существование элементов

ut<u ^ s  так;:х, что и u t A  игА  = аг . причем
если а г  , то можно выбрать ut =

Д оказательство. Необходимость. Пусть в А  выполняется ра- 
f
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вчнство в В -  i L4t “  4  4  • Имеем / ri tliJ[a,41J-[ilal}illJ=
- [^ an  4  £  7=/^s, ^)faj. ( t ] - Тогда по условию CH существую1 эле­
менты ( !>Jt ) ; Т/А)я [ав,4,JfA  ** & такие , Ч Т О Pi,ft)* 

и 4.J‘ fa,X], (f>*,00•,<•}=fa , 4 1 . причем
если [Q,t gt \  -  [аЛ1 ea J , то можно выбрать • 113 этих
равенств мы получим равенства pl at,=al ,/>ла, = аг  , itf>, * у,рл и 
f t(a.){.= 4t ,&(<*•)£'-£* , причем если и

- , то можно выбратьу у г  и /< - / г  • Следовательно, по усло­
вию СП полигоны и $  "являются сильно плоскими. Допустим те­
перь, что существуют элементы 4,{г ( 1  такие, что / ,  ТГ){̂  Т = 0 , 
и пусть имеет место равенство ita, = i2a2 для некоторых it i2(S  , 
а, а2сА . Раосмотрим элементы ft,{2 f  Тл такие, что

( i t , ыт а ~ а 2 , .  М  , если < г* ах ,
^  , если л  f- а 2 , если а f  ал .

Тогда для любого элемента имеем )[oJigJ=[ital /ti'a,){]=
4J и (**,£)[»„ <]

По Условию СП существуют элементы (/>ж,а )
(р* ,/* ) ,{# ,& , (fit,?!)*(£**- Т / А ) , [ а i.'JfA**.& такие, что

^ Ptk/i/j.), t], i- i,2-, X/U ,f i)  ‘ ( i,, 'leJi
K ,£ J , i-=i-2-, откуда получим равенства д<?„= аг.,*жРх’ \ Ь

У * -  % *  >•
А
/

имеет
# т .е .  для любого элемента

1е_ет место = я fcfa'aty fa) =
- ^ i ( f b / / Поскольку по предположению i t Tni2T= ffi, 
то из последних равенств следует, что >̂t a ^ a l и р2а=а.2 для 
любого элемента й с 'т !  , ?.в. - а ,  и />lA = ai  . Поскольку

А л  = й . ^ />/<?. , то ввиду сильной плоскостности полигона
условие СП позволяет найти элементы i f  £  и с е  А  такие, что 
p2i=/>ti , ie  = a .  . Тогда имеем а =■ с и
" рУ А  = а2 . Следовательно, мы нашли элементыл ,

=/>,б и иг * р а  такие, что 1 ли2 = *лил и utA= а ± , и2Л = а2 . 
Пусть теперь в А  имеет место равенство it at = i^a^ , но при 
любом i ( S  из равенства i t l  * 1л 1 следует iA  ? а %,и пусть 
t‘i,-t2 -  произвольные влементы иэ Т  . Имеем At,f) [a, , l l  = 
‘•r*t°t,{/at)b j-f iia t ,e t £]«{s!laiAifa*)£]‘*faii1)[a*,£J  , где

/<£*.;- / * *  '  »
( ел , a t  a t .

По уоловию СП существует элемент f i , $ )  такой, что ( i i t f )(■*,$)= 
*Ол/ж)/*,?) > откуда ^  . Поскольку Ъл * a  t , то су-
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шествует элемент а0 е'А такой, что 4г^(а.)- 
~ii(4a.)${<*»)- l t£ (a .)-

Достаточность. Пусть имоет место равенство [#i, А ] =
*А*л,{*.)[**, £*]* . ПосколькуЛ
и & -  сильно плоские, то по условию СП существуют элементы 
Ut, (  S  , а , ( А  , *i, vxe Т  , £,*&  такие, что d) ul -1лиг, 
u<a.=at, иг а. = ал ,
Если имеет место случай I)  или 2 ) ,  то определим элементы ТА
так, что f t(a.)rirt , дл(а,)= V^vl для всех элементов и з / l v / o . j  
имеет место равенство f xfut &)yt f a ) - /иг а.)о fa). Тогда имеем
( l<>/» , Y«„fJ-A<* °А*ли*> “Ул^г.)*А*л > f i ) ( Чг ) И

( • , £ • ] - [ и  t *)£<■ ] '  [a i ,V i  { , ]  -  [d  i A t ]  , !1/г ,^ г ) 1 а ‘y ~
= [ut ]m[t>i,lh£»]=[аг, £л ]  . Если выполняется условие 3) 
теоремы, т .е .  ихЛ ~ а х и оглА= <зг , то юзьмем А я уг - .
Тогда "Afai.p*.* A (“A  )9* fa-}
для всех элементов л £Л и , следовательно, мы имеем

~ фл( в ф ) 4 р ] = t* J | =1и±Оо,рл{а*)̂ е] 
~fanVi&]^ f<*j, (tJ  • Пусть теперь имеет место равенство 
(it./Dfaj, £хУАл*>У*)[а*> A ] • Тогда, поскольку полигоны А  и
В сильно плоские, по условию СП существуют элементы j  a S  . 
а. (А  , 4 ( Т  , { В такие, что <»,з -  3, 3 , з л .  = a t ,

. Бели имеет место условие I)  тео­
ремы, то выбираем элемент у  f  Тл так, что £^а ‘) "  ^  и

)$AaJ д л я  элементов а (А  у{о .)  . Имеем
(->,/i)A*>$)*A-А Ь  3 ,  У  у  -& ,£ ) { 4 .$ )  ,  А л,?)Га-, / - 7 -
= ]*/аг, t f .]= fatj £t ] . Если .мест место случай 2) или

3 ) , то возьмем Т . Имеем АЬ,/УА*.4)*А>* i> 3 , =
¥ у /л ) у # )  и = [ A,£t J

Таким образом, по условию СП полигон А В юлляотся сильно 
плоским. Теорема доказана.

Поскольку каздий свободный полигон янлнетсл', очевидно, сильно 
плоским и для левого S -полигона А  = S  A S  условия 2 ) и 3) 
теоремы I не выполняются, то мы получим следующее.

СЛЕДСТВИЕ I. Полигон А ип В является сильно плоским .для лю­
бых сильно плоских ^-полигона А  и / ’-полигона В тогда л 
только тогда, когда для любых двух элементов i , t С Т сущест­
вует элемент - f tT  такой, что i t i  “ iz 4 •
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Лй'.Ш 1([3], предложение 3 .3 ) .  Копроизведение l̂ L А; левых 
,S'-rio.'i'ironoB A,  > i f l  проективно тогда и только тогда, когда
каждый А,- , i ( I  проективен.

ЛЕМ.1Л i.\[3], сладствио 3 .8 ) .  Левый ^-полигон А  проективен 
тогда и только тогда, когда А =£ A  S?; . где ef= е, с »<* , i d ,

Ж,ИА 3. Имеет место изоморфизм (LI A i ) ил. & =1/(4, “ ' t  &) 
левых (Зил. T/UAt)-nojmroHOB. 1

ЛЕММА 4. Имеет место изоморфизм A  8 A -  JJ(А и а  8 )
левых ^ 5 ' ( ^ х 7 ’/Л )-полиго..ов. 1 1

ЛЕА,’А 5. Если задач гомоморфизм у>: В  —► X  левых ^-полиго­
нов, то  отображение №:А  и^т. В> ~~*А X , определенное форму­
лой if {[а, <?]}-{#, • является гомоморфизмом (So-'^TIA)-
полигонов, причем если <у» -  мономорфизм (эпиморфизм), то if 
также мономорфизм I эпиморфизм).

Доказательства лемм 3 , 4 и 5 очевидны.

ТВОРИЛА 2 . Левый ( S иг Г/А)  -полигон Липе 6 проективен
тогда и только тогда, когда 8 -  проективен а либо моноид содер­
жит правый нуль п А  проективен,либо A s  Sv , if ( S  и существу­
ет элем ен т - i f  S' такой, что If* i S v  .

Доказательство. Необходимость. Пусть (Surt.T/A)  -полтон 
Ачгг  8  проективен. Покажем, что 8  проективен. Пусть нам зада­
ны гомоморфизм f :  &-*■)( и эпиморфизм $ :  У —* X . Рассмотрим 
диаграмму

А  игх В

гА ип, У — ип х ,
где отображения f  , £  определены формулами if {[&,£jj-fa ,</(ф 
tk{[a,y]} = [a., £Yf)J  . По лем,.,е 5 if п £  являются гомоморфиз­
мами, причем £  -  эпиморфизм, Следовательно, существует гомомор­
физм А : А игх. & —>у4 «.о; У такой, что f  X . Пусть теперь - 
в ,  -  некоторый фиксированный элемент из А  . Определим отобряае- 
ttie X ■ В -* У формулой XffJ* у  , где [о.,y f -  Х{/а. £]]• Тог­
да имеем [а., Х((€)]=Л([аС/ М]J= [a ,,g )]* fc {)  *{[a.,f]]=
~ {t, l )[°‘, V Q h fo , ifo.)X(i)]- [°»j iX M l  .Следовательно, X -  го­
моморфизм T -полигонов, причом ИХ  = f  , поскольку для любого 
элемента £ {  В мы тлеем f { t a‘A]}a
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- /tf .,  i ) ]  • Тем самим до-азана проективность политенл В • По
лемме 2  полигон В являет'я  копроизведением циклических Т -п о -  
лигонов Т£- t i f  Т .П о  леммам 3 и I  г. .лигоны Aun. TSC , 
i f  I  проективны. Зафиксируем некоторый элемент Kf l .  Пусть 
теперь заданы некоторый гомоморфизм if: А  —* X эпиморфизм 
X  • У X ^У-пол;п'онов. Рассмотрим полигон . А  , У- и Y 
гак левые ( $ urx. Т /А ) -полигоны, положив ( l , f )a  = ScZ f  =

Определял отображение л?: А. иге. Tin-*А  форму­
лой ie{[a, if*]} = О- Ясно, что X. является го?ломор$измом 

(Suf-t. 77>4)-полигоиов. Следовательг.о, существует гомоморфизм 
Т :А ы с Т -£ к —* Ч  такой, что уэе*Хт . Определим отображение 
Х:А —* У Формулой Xfa)* T ifa ,iK~]} . Поскольку А{и>0-)~
-  т{[*г, / * ; /*  т {(\ У)[л, 4  i j r / f i,  Q }--i Г (а),™ X -  гомоморфизм
.^-полигонов, причем XX/а)-Хт/[а, £,]} = ifX{[a,£K j] = f (a) - для 
любого элемента CLfA , т .е .  XX  ■ ^  . Таким образом, у4 -  про­
ективный р  -полигон и , следовательно, по лемме 2  язляется ко­
произведением циклических полигонов Saj_ , J-iT/-. "Оли А  нзцик- 
Л 1чен, то зафиксируем некоторый элемент i f  7 .  По лемлам 4  и  I 
(S<*rT- TfA ) -полигон Sq£ шх. является проективным и по

лемме 2  имеет место изоморфизм Sae •s/Sarx. T/Aj/efy где
( £  “X Т /А  ) . Пусть l cf  Т  -  произвольный эле­

мент и пусть элемент f f T A является таким, что
^  * ®ОЛИ О. f  S 'Qg t 

* L i .  I если a f A \ S a e .
Тогда имеем (i,f)[iaCj (f4ae){fK]= Г • .в 4a0T~
ности,(e ,f0)= fctfe ,{.)* f* .Y f.)  . Следовательно, {. = f f ,  , т .е .  
f /a j={(ea.) Д fa )  для всех элементов C c fA  . Есл1 O rfA^Sfy  

то e a ( A \  Sd-c • отсюда i.fifA )  , т .е .  э л е м е н т ^ ^ я в ­
ляется правым нулем моноида Т  • Пусть теперь А  цикличен. По 
лемме 2  можно считать, что A - S 'v ,  где v**V(-S и </>:Sus4.Tit ~ 
■̂ (Хип- Т/А)fof.)ona некоторого идемпотентаfoA/t/Tu*. Т/А) • 

Пусть ifX[и, £ * { • )  • гдв { *  (S'**. П А )  , и
пусть f i ; / )[Ц£к]= для некоторых элементов { i ' /J ,
Д ' / ) {(Sore Т /А )  • Тогда имеем { l / fA /l.fJ fc  f . )  =

» (T,L)/f{[V, f * i W i / M f c f - ) • Таким образом, поскольку 
f X l WV  AM **]  < i s t ’1 ’ !№ получим, что из pa вене т-
нэ ‘ftfv )- f ifv )  следует р а в е н с т в о {t)(\f)(etf»)t
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т .е .  Д /т tpv)ffepv){.(f>v)*{t (\e/>»)ftcf>J{.(pv) для всех элементов fV(A. 
Если иргГ - V для всех f> ($  , то имеем itS i!  * У, над и тре­
бовалось. Если же существует элемент f>. f S  такой, что 
и i e T  -  некоторый элемент, то выбираем элементы Д Д  (  Тл 
так, что Jtfv)- A (v)  , Т (Л£р,т/)= i , fx(jep»V)-i . Тогда имеем 
Д Д а  VW/*v)=%(**fbг г ) # е / ъ v)=fi(iepv)flrep.ii)fi/pt)--t{[efil){Ji‘, uj 
т .е .  элемент f(ip.\)){0(p»v) является правда нуле?- моноида Т .

Достаточность. Пусть полигоны gA и ТВ проактивны. По лемме 2 

и м еем  A #  IlSifi , V** г{( S . i f l  и Re* Jj-Tuj., и* =  Ujt T , 
j  f  gt . Ввиду лемм 3, 4 и I достаточно доказать, что каждый 
Л 5  u r t является проективным (S сих-Т/А ) -политопом. Обозна­

чим 1̂ - */" и Ur-uu  предположим, что моноид Т  содержит правый 
нуль О . Обозначим через 7 *  , {  € Т  , следующий элемент:

'/<(*)* 1°  * е "ЛИ я  ^  '
. ’ I -t , если а  * V •

Определим отображение f : g v  cm. Ти ~^*fScm T/AYvjJiопелулой 
Поокольку

1  3  /  ̂  > всли а - гг ,
то ( & , { * ) ( ■ ? , У*{УЯ№  f V  . т *а * /* 5 /* У  является идем- 
потентом. Пусть теперь ffi О.) ffiAun TjA) -  некоторый элемент.
Тогда тлеем,с одной сторон!, tf{ff>,p)f3V,fu])~ <f{J/>MT,ffivHu]}=

с другой сторон

поскольку
,t* s_  , . J O ,  воли а  ф у  ,■иг.

-  г  s M ' < с -  „ ,  . 
Следовательно, if -  гомо-ерфиэм. Легко проверить, что if-кзо-
мор]1ИЭм. По лемме 2 ( urt. Т!А )  -полигон Sir cm Ти- проектавен.
Пуоть теперь A -S'y  и пусть гГ- л £ у  для некоторого элементе
4 (■£ . Определим отображеюм if: Si/ urr Ти —* (Tory TtAjfv, й)
формулой if { f r y  fu). Пуоть f P j ( S  cm T/A)

- . „ -1=7А/У.-*
"({$■) ft 'ft * W i  . т .е .  f  -  гомоморфизм. Поскольку if -  би­
екция, то if -  изоморфизм. Так как {Ц й ){у й)*{УУ, ‘и u)*fy, й), 
то из леммы 2  следует проективность полигона S ir urnТи.
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Поскольку не всякий проективный полигон является циклическим, 
то мы получим

СЛЕДСТВИЕ 2 . Полигон j \  urr. в является проективным для любых 
проективных S> -полигона Л  и Т’-полигона В тогда и только 
тогда, когда моноид Т содержит правый нуль.

Автор глубоко признателен профессору Л.А. Скорнякову за поста­
новку проблем п помощь в работе.
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КОЛЬЦА, ЗСЕ ФАКТОРКОЛЬЦА КОТОРЫХ 
МАЛОиНЪЕШВНЫ СПРАВА

А.А.Туганбаев

Вое кольца предполагаются ассоциативными и с единицей, мо­
дели -  правыми и унитарными. Слова "нетерозо кольцо" и т.п . 
означают, что соответствующие условия выполнены справа и слева.

Модуль называется малоинъективныи, если все эндоморфизмы 
его подмодулей продолжаются на весь модуль. Кольцо называется 
инвариантным справа (слева), если все его правые (левые) идеа­
лы являются идеалами. Основным результатом работы является тео­
рема I ,  огшсываидая инвариантные кольца, вое факторкодьца кото­
рых иалоинъекгивны справа. Кроме того, затронуты кольца, над 
которыми все циклические модули малоинъективны.

Через Е(/1), tneCfl, обозначим соответственно инъек­
тивную оболочку, кольцо эндоморфизмов и сингулярный подмодуль 
модуля М . Модуль называется равномерным, если любые его два 
ненулевых подмодуля имеют ненулевое пересечение. Модуль называ­
ется цепным, соли любые его два подмодуля сравнимы по включе­
нию. М одуль// называется кваэинепрерывннм, если для ..юбых его 
двух подмодулей с нулевым пересечением найдется такое
прямое разложение , что ДА с  /*£ . Мо­
дуль / 7  называется строго цалоинъективным, если он малоинъекти- 
вен и f H s t l  для любого End Е(Е1) « ядро которого сущест­
венно в Е(М) . Модуль Е1 называется малоцроективным, если для 
любого эпиморфизма и произвольного EndML
найдется такое fc E n d M , что . Кольцо называется
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одномерный, если лобан возрастающая цепь его первичных идеалов 
соотоит не более чей из дв^х членов. Кольцо называется бэров- 
сшш, воли любой его аннуляторный односторонний идеал порожда­
ется идвмпотентои. Кольцо без ненулевых нилыютеятных элементов 
называется редуцированный. Область Оре R о телом частных Q 
называется вполне целозамкнутой оправа, если R содержит любой 
элемент ^  из Q , для которого существует такой элемент 
О* х ё  R | что fa  ^ /  . Кольцо называется аяти-
оингулярныы оправа, если Z (R )* o

ЛЕША I ( I  ] , Малоинъективный модуль кваэнпепрерывен.
ЛЕММА 2. Пусть /Р-квазннепрерывное справа кольцо. Тогда:

а) R / Z ( R )  ~ бэровское (в ча тности, антисингулярное) коль­
цо и каждое мнокеотво ортогональных идемлотентов кольца 
R / Z ( R )  поднимается до множества ортогональных иденпотентов 
кольца R  ;
б) если ^-антисингулярное справа кольцо, то R*=R1>(Ri  , где 

R -  саыоинъективное справа регулярное кольцо; ^ ь в а э и н е п р е -
рывное справа редуцированное кольцо; в) если кольцо R /Z / R J  
не содержат бесконечного множества ортогональных идемпотентов, 
то то же самое верно и для кольца R .

Д о к а з а т е л ь о т в о .  Пункт а) являетоя частным 
случаем предложения 7 Л  из [2] . Пункт б) доказан в следствии 
Ь из [5] .  Пункт ъ\ вытекает из пункта а) и того, что Z ( R )  не 
может содержать ненулевых иденпотентов.

ЛЕММА 3 . Пусть /2-отрого ыалокнъективное справа кольцо. 
Тогда:а) если Z(R) -  существенный правый идеал, то кольцо R  
самоинъективно справа; б) если каждый ненулевой правый идеал из 

R содержит ненулевой нильпотентный правый идеал, то кольцо 
R  самоинъективно справа; в) если кольцо R равноиерно спра­

ва , то R  -  либо саыоинъективное справа локальное кольцо, ли­
бо область.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пункты а) и в) доказаны в 
леиме 13 из [ 1]  . Докажем пункт б ) . По пункту а) достаточно до­
казать, что ^ ''/^сущ ествен н ы й  правый идеал. Если А -  такой 
ненулевой правый идеал, что A OZ(R) Ф О , то по условию 
найдется такой ненулевой нильпотентный правый идеал В , что 

ВП Z  (R) *  О .  ТЫЛ* «рактор-
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luj'ibuo P /t£ (R )  не яьлнется полунервичным, что противоречит
тому, что ло леммам I и 3 а) кольцо Р  /Z (R )  является'бэров-
ским.

ЛtiUMA Д. Пусть вое циклические модули над кольцом Р  квази- 
непрерывны. Тогда: а) Р  -  прямое произведение полупростого 
артипова кольца и конечного числа равномерных справа колец; б) 
если кольцо Р  антисингулярно справа, то Р  -  прямое произведе­
ние полупростого артинова кольца и конечного числа правых об­
ластей Оре; в) если кольцо Р  самоинъективно справа, то Р  - 
прямое произведение полупростого артинова кольца и конечного 
числа цепных справа колеи; г )  если кольцо строго малоинъек­
тивно справа, то /?  -  конечное прямое произведение полупросто­
го артинова кольца, самоинъактивных справа цепных справа ко­
лец и правых областей Оре.

Д о к а а а т .  е л ь с т в о .  Докажем пункт а ) .  По лемме 9 
из ( I J достаточно доказать, что Р не содержит бесконечного мно­
жества ортогональных идемпотентов. По пунктам а ) ,  в) леммы 2 
мокло считать, что кольцо Р  антиоингулярно справа. По пункту 
б) леммы 2  можно считать, что Р  -  либо саиоинъективное справа 
регулярное кольцо, либо редуцированное кольцо. В первом случае 
кольцо R артгчово, что доказывается точно так же, как артино- 
вость кольца, над которым все циклические модули инъективны [4|. 
Если же R -  редуцированное кольцо, то все идемпотенты кольца 
Р  центральны и утверждение вытекает из того, что по лемме 2 

из [5 ] кольцо р  не может содержать бесконечного числа централь­
ных ортогональных идемпотентов. Пункт б) вытекает из пункта а) 
и тс j , что антисингулярное оправа равномерное справа кольцо 
является правой область: Оре. Докажем пункт в ) .  Так как caijo- 
инъективное справа равномерное справа кольцо локально, то по 
пункту а) можно считать, что R -  локальное кольцо. То, что при 
этих условиях кольцо р  является цепным справа, доказало в пред­
ложении I из [ I ]  . Докажем пункт г ) .  По пункту а) можно считать, 
что кольцо Р  равномерно справа. Утверждение вытекает теперь из 
пунктов б ) , в) и леммы 3 в ) .

ЛЕММА 3. Равносильны условия: а) все циклические модули 
над кольцом Р  малоинъективны; б) /?-мплоинъективиое оправа ко­
льцо с малоииъектнвннми правыми идеалами; в) Р  -  конечное пря­
мое произведение полупростого артинова кольца .1 равномерных



справа колец, над которыми все циклические модули малоинъектив- 
ни; г) /ч -  конечное прямое произведение полупростоте пртчновв 
кольца и равномерных оправа малоинъеьтивных справа колец с мало 
проективными правыми идеалами.

. Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность условия а) и 
б ), а такхе в) и г ) является частным случаем теоремы  ̂ из ( 6  ] . 
Эквивалентность условий а) и в) вытекает из лемм I и

ЛЕЖУ б [6 ] . Если £  - область, то правая малоинъектив- 
ность кольца ^  равносильна тому, что -  вполне целозамкну­
тая справа область Оре.

ПРЕДЛОЕЯНИЕ I .  Пуоть -R - антисимгулярное справа ко..ьцо. 
’’’огда малоинъективчость всех циклических £  -модул 1 равносиль­
на тому, что £  = Q х ф 1х ... х ‘2 )л , где Q -  полупроотое артино-
во кольцо, а все -  вполне целозам1шутие справа области Оре 
с малоцроективными правыми идеалами. При этих условиях .все об­
ласти <Ъ1 полуиаследственны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пер-ое утверждение вытекает 
из лемм I ,  К ' ) ,  5, 6 . Второе утверждение доказано в [б ]  .

ЛЕМ;АА 7 . Для кольца р  равносильны условия: а) £  -  строго 
малоинъективное справа кольцо, над которым все циклические мо­
дули малоинъективны; б) R^QxT±*. *®л  , где

Q -  полупростоо артиново кольцо; все Т -  цепные справа 
.саыоинъективные справа кольца о малоироективными правыми идеа­
лами, а все Ч) -  вполне целозамкнутые справа области Оро с 
малопроективныыи правыми идеалами.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Импликация а) .— > б) вытекает 
из лемм'1, 5, 6  и 4 г ) .  Импликация б).— ■ра) вытекает из лемм 5, 
6  и того, что' как самоипъективное справа кольцо, так и малоинъ- 
ективная справа область являются строго малоинъективяыми коль­
цами.

Из леймы 7 вытекает
ПРЕДЛОКЕИИЕ 2. Пусть £>~самоинъективное справа кольцо. 

Тогди малоинъективность всех циклических Р-молулеИ равное•дь- 
на тому, что Р  ~ конечной прямое произведение полупростого ар- 
тинова кольца и конечного числа цепных справа колец с мп..опро- 
ективными правыми идеалами.

JIEU.JA В. Если все подмодули малоииъективного модуля /•/ 
вполне иив .риантнн ь.Ц , то - строго иалоиятективт.: модуль
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8  частности, малоинъективное справа инвариантное справа кольцо 
является строго малшгаъектизным справа.

о к а з а т о л ь с т в о. Пусть £=  Е(Ф1),/сЕпсСЕ, 
существенный подмодуль в £  , /V -  нс .больший подмодуль модуля 
М , переходящий в собя под действием, f  . Так касс М  -  мало- 

янъ^ктивний модуль, то найдется такое uifEnUSi* что (£-о)М- 
= О . Пусть £= { /-у  )а  £Nnf/-g. )М, а  6/7  • Так как a k -  
вполне инвариантный подмодуль в М , то fa -e ja  + £ 6Q.R+N  , 
откуда Поскольку /V-наибольший подмодуль в

А/ , для которого ^ /V c /V i i o a f N  и, следовательно, £̂ fy-<?)a= 
= О , Nn  = О • Так как N  5  ПП Rex £  . то /V-су­

щественный подмодуль в £  , причем N  Г) (/-д)Е1= О • Тогда
У / - а ) М = 0  ,

ЛЕША 9. Пусть R  -  инвариантное кольцо, все факторкольца 
которого малоинъективны справа. Тогда: а) все циклические R- 
модули малоинъективны; б) если кольцо J? самоинъективно справа, 
то R -  конечное прямое произведение цепных одномерных колец.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пункт а) проверяется непосред­
ственно. По предложению € и пункту а )  можно считать, что R - 
цепное инвариантное кольцо. То, что при этих условиях кольцо R 
одномерно, доказано в предложении I работы ^5] .

ЛЕММА 10. Пусть А ~ собственный идеал инвариантной слева 
области J ? .  Тогда А  содержит такой ненулевой идеал £ , что в 
кольце R/q имеется оущес. ..энный нильпотентлый идеал.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть О Ф леА  , &>- Rb-Z « 
R - R /  В _  • Тогда Ra -  нильпотентный идеал кольца R . До­

кажем, что Rci. -  существенный правый идеал. Пусть ОФ х  -  Л  +
+ В t  R , X. 6 R . Надо доказать, что x-R п Ra Ф б •

Ra ±_ то все доказано. Пусть Z  Ra. . Тогда х а  * ха. +
4- £> e x  R П Pci , причем ~ci Ф б  . так кая в противном слу­
чае х а  *>4.0-*' «ля некоторого и х - у а ,, х £  Ra-.

ЛЕММА I I .  Пусть R -  инвариантная область, все собственные 
факторкольца которой «алоинъективны справа. Тогда каждое собст­
венное факторкольцо кольца R разлагается в конечное прямое про­
изведение цепных инвариантных одномерных колец, являющихся либо 
самоннъвктюныи* справа кольцами, либо областями.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А  -  собственный идеал 
кольца R . По лемма 10 А  содержит такой пепуловой идеал д  ,
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что кольцо R. / В> обладает существенным нильпотентным идеалом. 
Тогда по лемме 3 б) кольцо R /В самоинъективно справа. По лем­
ме 9 б) кольцо R /  В> и, следовательно, его факторкольцо к /Л  
являются конечными прямыми произведениями цепных инвариантных 
одномерных колец, каждое из кот^сых по леммам 8  и ;  в) либо 
самоинъективио справа, либо является областью.

ТЕОРЕМА I .  Пусть R -  инвариантное (например, коммутатив­
ное) кольцо. Для того чтобы все факторкольца кольца R были 
малоинъективными справа необходимо и достаточно, чтобы 
= Т± * . ..*Хь . . .* 2 )!*,, где все 7̂  -  самоинъектизпые справа
цепные инвариантные одномерные кольца с малоцроектизными правы­
ми идеалами, а все -  вполне целоэамкнутые справа инвариант­
ные области о малопроективными правыми идеалами. При этих ус­
ловиях каждое кольцо 2 ), обязано быть полуиаследственной облас­
тью, все собственные факторкольца которой разлагаются в конеч­
ные прямые произведения цепных одномерных колец, являвшихся ли­
бо саиоинъективныни справа кольцами, либо областям...

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверадение вытекает 
из лемм 7 , 8 , 9. Второе утверждение вытекает из лемм I I ,  9 а) 
и предложения I .

ЛЕЖА 12. Пусть / /  -  цепной малоинъективный модуль с ло­
кальным кольцом эндоморфизмов, Е -  Е(Ю • Тогда: а) если ^  -  
автоморфизм модуля £  , действуввций тождественно на некотором 
существенном подмодуле L модуля М • *о £  М *= М ; 
б) М -  строго малоинъективный модуль.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем пункт а ) .  Пусть 
п  -  I *** / 7 « t , z )  - Т а к  как М -

цепной модуль, то либо N±€ » либо Д/̂  £■ • Поскольку ^
действует тождественно на L и равенство / ±М=М равносильно 
равенству ^  ^  • т 0  Условия пУнкта а ) симметричны для

J  и /  . Поэтому можно ограничиться тем случаем, когда 
A /jC -A 'i . Так как А  Е/, /V* ) £  М  , то Nt f  

Положим Л  E . Поскольку //-малоинъективный модуль и 
/ X  с а7 £ , то найдется такое ^ < r FnU f t  • что -
£  о. Пусть £*({-*) a  а  e / t  . Тогда +-
+ S<?]1, откуда a e N t . Поэтому E-f/-p)a. ~ о ~ { ■
Тогда М.П( / -а)М=0  . ’ Пу° ть ’
Тогда ^  / Л г  , причем =  О . Так как £ W / 7 -  локальное



кольцо и /£не автоморфизм, то а автоморфизм. Тогда ftf-g M -tl. 
Докажем : ункт б ) .  Пусть itEnU-E* существенна подмо­
дуль в Е . Положим * J'E  . Так как Тг) Еел.^О% ioft E -  £  », 
следовательно, £ Е -  прямое слагаемое в Е • Поскольку 
/  Е S /t T -  Т  , to  автоморфизм модуля Е . По пункту а)

- М • Поэтому М и И -  строго мало-
инъективньй модуль.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Если Р -  цепное справа кольпо, то правая 
малоиньективность кольца Р равносильна тому, что Р -  либо само- 
инъективное справа кольпо, либо вполне пелоэамкнутая справа flri- 
ласть Оре.

Д о к а а а т е л ь с т в о .  Утверждение вытекает из леми
6 , 1 2  и 3 в ) .

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Для полусовершешлго кольца J? равносильны 
условия: а) все циклические модули малоинъективны; б) Р -  ко­
нечное прямое произведение полупростого артинова кольца, само- 
инъективных справа лепных справа колец о «алопроектиэкыми пра­
выми идеалами и вполне целоаашшутых справа цепных справа об­
ластей Оре о малопроективными правыми идеалами.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 5 «ожно считать ко­
льцо Р локальным, а по предложению I  из [ I ] -  цепным справа. 
Утверждение вытекает теперь из предложения 3 и лемм 5, 6 .

Пусть xfa ) обозначает правый (левый) аннулятор элеиев- 
та U кольца Р.  Кольцо Р называется риккартовым справа (слева), 
если xfa-jfEfa) ) порождается ндемпотентом для всв х а ^ Р ,  что 
равносильно тому, что все главные правые (левые) идеалы кольца 
Р проективны. Кольпо называется дистрибутивным справа (слева), 

если А П(^■hC)=A n В> -h.AnC для любых его правых (левых) идеа­
лов Л, В, С . Подмодуль N модуля М называется заыкнутым, если 
у N  нет собственных существенных раовшрений в М .

ЛЕММА 13. Пусть R -  малоинъективное справа кольпо. Тогда: 
а) если все правые аннуляторнмо идеалы кольца Р являются идеа­
лами, то кольпо Р инвариантно слева; б) если Р -  редуцирован­
ное кольче, то Р -  инвариантное олева коль"о.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем только пункт а ) ,  так 
как все правые аннуляторные идеалы редупцрованного кольца яв­
ляются идеалами. Пусть а, Р . Так как по условию гМ -  иде­
ал , то r 'a)£. t ( ab) и, олндовптольво, существу >т эпиморфизм
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О- £  -* & €  R  , для которого ffa.)= О-A . Так как R -  мало- 
инъективное справ-: кольцо, то ftx.)~e£x. для некоторого c te  R 
и всех х . £ а £  . Поэтому р .А -сС а . и, следовательно, Rcl -
идеал.

ЛЕММА 14. Если все факторкольца кольца jt? квазинапреривны 
оправа, то А OfS+Cj^An В + А пС  Для любых идеалов А, В, С 
кольца R .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По модулярному закону равен­
ство А п(В +С)=*Ал В  +А п С равносильно равенству а А п iAB +
*■ А. С)= л А п  А з +ААл  А с, где А . R -^ R /З п С  -  естественная эпи­
морфизм колец. Тек как АВпАС^О  , то без ограничения обц- 
ности «окно считать, что &ПС= О . Так как колько R квази­
непрерывно справа, то найдется такое е* R , что В £ e R  , 
C £ (i-e )R  . Поскольку >1 -  идеал, то А*АХ&А^ , где А и=
= е А , А^-{к-е)А . Тогда A  nfae>o)={Al*>AJ)n f& o C j-A n B  фа пС.

ЛЕММА 15. Для инвариантного слева дистрибутивного слева 
редуцированного кольца R  равносильны условия: a) R  -  полунао- 
ледственно сл“в а ; б) R  -  риккартово слева; в) R  обладает регу­
лярным классическим кольцом частных.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С&шликапии в)=^>а) и б ) = у в )  
доказаны в работах [7 ]  и [ 8  ] соответственно. Импликация а)^=>б) 
тривиальна.

JEWA 16. Если R -  квазинепрерыаное справа аитисиигуляр- 
ное справа кольцо, то R*7 R±x R̂  , где Rx-  самоинъективяое 
справа регулярное кольпо, а £?г  -  редуцированное риккартово 
справа и слева кольцо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 2 б) можно считать, 
что R -  редуцированное кольпо. Так к_к кольцо R антисингуляр- 
но справа, то x Rc l j -  замкнутый правый идеал для любого / ? . 
Так как, кроме того, кольцо R  квеэинепрерывно справа, то все 
замкнутые правые идеалы порождаются идемцотентами, откуда R 
риккартово справа кольцо, являщ ееся редуцированным. Поэтому 
кольцо & риккартово.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть R -  антисингулярное справа кольпо, 
все факторкольца которого "алоинъективны справа. Тогда Г  =

* /?, , где Rx~ самоинъективяое справа р а г у л я ю а  кольцо, 
a Rz -  инвариантное слева полунасладстваяное слева Иоль"0 .
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н частности, /?  -  полунаследственное слева кольцо.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение вытекает из лемм

Г, Г ,  15 и 13 б ) .

Автор благодарен А.В.Михалеву за  внимание к работе.
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О МАЛОИНЪЕКТЯВаЫХ МОДУЛЯХ 
А.А.Туганбаев

Все нольца предполагаются ассоциативными и с единицей, 
модули -  правыми и унитарными. Модуль / /  называется мало­
инъективным (квазиинъективным), если любой гомоморфизм 

Л/~* N  { f :  /V —*М )  . где /V произвольный подмо­
дуль модуля М  продолжается до эндоморфизма модул-  7 V • 
Квазиинъективвые модули малоинъективлы, а кольцо целых чисел 
является мзлоинъёктивнгм, но не квазиинъективным модулем 
над собой.

В работе ряд результатов, известных для квазиинъективных 
модулей, переносится на малоинъективные модули,_ также от­
м ечается,что артиновость коммутативного нётерова нольца рав­
носильна квазпинъектиЕЯОсти всех малоинъективных модулей.

М о д у л ь называется однородным, если /V  П L Ф О для 
любых ненулевых подмодулей Ы, L м одуля М  . Подмодуль 

Ы м одул я  / “/  н а зы в а ет с я  замкнутым в М  , если N  не 
и м еет  с о б ст в ен н ы х  сущ ественны х расш ирений в М  .Подмодуль 

N  м одул я  М  н а зы в а ет с я  абсолютны м прямым олагаемы м  

м одуля J7  .е с л и  /V ® L= Г1 для лю бого  подм одул я  

L м одуля  М  , д о п о л н и т е л ь н о г о  в N  в Г1 ( т . е .  для  

лю бого п одм одул я  L м одул я  М  ,  м ак си м альн ого  о т н о с и ­

т ел ь н о  с в о й с т в а  L П Ы= О ) .  Ч е р е з  sSngf"! обозн ач и м  

п одм одул ь  м о д у л я  М. н а д  кольцом  R  , образован н ы й  в о е -  

ми эл е м ен т а м и , аннуляторы  которы х являю тся сущ ественны ми  

правыми и деал ам и  к ол ьца Р  • Бели в Offingr/1 f i ) ,
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Л  М  называется несингулярным (сингулярным) модулем.Че­
се з ЕШ ) и t n d £ l  обозначим соответственно инъективную обо­
лочку и кольцо эндоморфизмов модуля El . Модуль ЕЕ взыва­
ется малопроективьым_(кьазипроективным}.если для любого эпи­
морфизма Ег: ЕЕ ЕЕ и произвольного гомоморфизма 
( / Е Е  —*ЕЕ ) найдётся такое ЕггсЕ/ i  , что / £  = £ £  
(Е~ Et /  ) .КвазипроективныЙ модуль малопроективен.а

КЕазициклическая абелева группа малопроекти,'ч а ,н о  не квазипро- 
ективна.Говорят,что прямое разложение JE = © 4  ЕЕЛ дополняет 
прямые слагаемые,если для любого прямого слагаемого Л / моду­
ля М  найдётся такое подмножество Е> £  А  .что ЕЕ“/ЕФ{Ф6к!{).
Два прямых разложения / 7  =  ®_a EEcl ~ Ng называются эквива­
лентными,если существует такая биекция / - А  & .что
]ЕЛ "  Nf(a-) для всех .В работе используются не-
к торые результаты и терминология иэ книг [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ] .
ЛЕММА I .  Пусть ЕЕ -малоинъективный модуль; £  -существенное 
расширение модуля ЕЕ •
а) Если Е ёЕ гА Е  . ЕЕ — f  ЕЕ= /т  € ЕЕ /  /т  £ ЕЕ J * 

/А / £ ЕЕ .то /ЕЕ £ JEE ; 
о) если £ -  е  ЬпсЕЕ .то /ЕЕ £  ЕЕ ;
в) если Е=(Ва ЕсС .то ЕЕ &л  {ЕЕп Ет). 
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а ;  Так как /А /£  N  ъ ЕЕ -ма­
лоинъективный модуль,то найдется такое у  f  EncEfE .что 
q lN  = f I N  .Пусть у  = /т  -y^rz f  /ЕП ff-f)EE  .

Тогда /т  = у  +gni. .откуда лгг ё А/ и,следовательно,
0= /т  -£ni = у  .Поэтому ЕЕп f / t f ) J E -  О и (/-р)ЕЕ=0, 
поскольку ЕЕ -существенный подмодуль модуля Е .Тогда 
/ЕЕ= ч ЕЕЕЕЕ .Докажем пункт б).В силу пункта а) достаточ­

но отметить,что f / j £  Ч .Действительно,если т ё ЕЕ ,то 
{ /т = /т ё£ Е  .откуда /лп ё N  .Пункт в) вытекает из 
того.что в силу пункта <,) / ЛЕЕ £  ЕЕ для любой естествен­
ной проекции /а : Е  ~^кл
ПРЕДЛОЖЕНИЕ I .  Пусть ЕЕ -малоадъективный модуль, 
а) Если Nt O... 9/Vn £  ЕЕ .то  существует такое прямое
разложен, i ЕЕ— ЕЕ* Ф ■ ■ ®ЕЕп ©  L .что ЕЕ̂  -сущес­
твенное расширенна ЕЕ̂  для всех i ;
0) если ЕЕ1 Ф ... © Е/п £ ЕЕ и все модули ЕЕ: замкнуты
В /7,- ло ЕЕ=ЕЕ,Ф...<В/Еп Ф.Е ;
в! каждый замкнутый подмодуль в ЕЕ является его абсолютным
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прямым слагаемым и каждым подмодуль в S i  является существен­
ным подмодулем некоторого абсолютного прямого слагаемого моду­
ля М  ;
г ) если S1 -неразложимый модуль,то S i  -однородный модуль. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем пункт а).П усть £=Е('Л), 
El = E ( N l) e E  .Тогда E ^ E t & . . . ® E n ®En t i  
Поэтому в силу леммы I в) S i - S i t Ф . . .  &Mn.&Sin tl  .где 
M i* М п  El для всех L .Обозначив S in+i ~ Е .
получим искомое прямое разложение.Пункт б) вытекает из пун­
кта а ).Т ак  как каждый подмодуль модуля М  является существен­
ным подмодулем некоторого замкнутого подмодуля модуля S i  .то 
для доказательства пункта в) достаточно доказать ,ч -о  если /V -  
замкнутый подмодуль -модуля Si  и L --подмодуль модуля S i  , 
дополнительный к /V , то / / =  А/ Ф  L  .Действительно,

L -замкнутый подмодуль в S i  , S i = /VФЕ Ф Et 
в силу пункта б) и L t = О .поскольку А/Ф L -существен­
ный подмодуль в Н  .Пункт г) вытекает из пункта а).

Следующая чиже теорема является обобщением теоремы,дока­
занной для квазиинъективных модулей на стр. 127 книги [  2  J . 
ТЕОРК.’Л I .  Пусть S i  -малоивьектиьныи модуль.
а) Если $  S f  =  s in ^ S i  и /& *  =  Singe, f f l / S t )  .
то -прямое слагаемое моду пя S i  ;
б )  любой гомоморфизм / •  S i  —*■ N  .где / /  -ыесингуляр-
ный модуль,расщепляется.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем пункт а ) .  По предложению 1
в) S i = S i i  & S iz  ,где E>i -существенный подмодуль моду­
ля Sii .Тогда M l /S'i  -сингулярный модуль,откуда S it  <Г.£ ,  • 
Поэтому ESi = S i i ® E  .Так как -сингуляр.шй модуль и
L n S ± = О .то  L -сингулярный модуль.Но тогда L  ̂S t
и, следовательно, L ~ L П S i = О .Поэтому S z ^ S i i  -прямее 
слагаемое модуля S i  .докажем пункт б^.Пусть к = к'ег^
Тогда SirzaESf//E)-O.0t^n^ (cut. [ l , c . 4 8 l ]  ) К  -замкну- 
тый "одмодуль модуля Л  и К  -прямое слагаемое в S 1  по 
предложению I в ) .
ТЕОРЕМА 2 . Пусть S i=  % S ia i S i  -малоикъектмьннй мод-пь 
и все модули S i  а неразложимы.Тогда
а) разложение уЧ = Ф А Л Л дополняет прямые слагаемые;
б) для любого прямого СЛЧ1 п-мигл Л ' модуля S i  нчз.т -Я



- 17 е -
т а к с е  подмножество В> Е А  .что N  — Ф& Г1{ ;
в; лейке два разложения модуля f l  в прямую сумму неразложи­
мых модулей эквивалентна.
Ji о  н а  з  а  т  е л ь с т  в о , Пусть Ti=  Л /©  VCS ; D  -под­
множество в А  .максимальное относительно свойства ^
-О , L - Ф д Л ^ .  & = A ^ D  .Если ми докажем,что А/QL=fl 
то отсюда будут следовать пункты а) и б ) .поскольку тогда 
N  ~]~1 / L  — © д  М g .Так как Л/ v L -прямые сла­
гаемые в М  и /V / i  L= О ,то  в силу предложения I  б)
N  Ф L  -прямое слагаемое модуля Jfl и,следовательно,дос­

тато чн о  д о к а з а т ь ,что N  Ф L -существенный подмодуль модуля 
/ /  .Т ак  к ак  по предложению I  г) все неразложимые мэлоинъек- 

тивные модули однородны,то для доказательства сущест­
вен ности  подмодуля /V ®  L достаточно доказать,что 
(ЫФ L )П Мо. *  О для каждого / / л  .поскольку тогда 

каждый модуль / /V &L) п  Ala  является существенным подмоду­
лем модуля и.следовательпо, А/Ф L  -существенный
подмодуль модуля &А М А -  Л. •

Если a  £  D  .то  J4ccn f/V < sL ) = M a 4 o  .
Если a  6  3  .то  в силу выбора J )  получаем,что 
Л / л / Z  Пусть О ф п  = Е+лп , п<?А/
ECL  . т  Ф Л л  -Тогда -  / г - £ е Л л  П/W&1) .

причем т  ф О .так как в противном случае Рф П = £  £ Л/п L . 
Пункт в} вытекает из пункта а) и теоремы 12.4 из книги [ 4 ] , 
утверждающей,что если модуль обладает прямым разложением,до­
полняющим прямые слагаемые,то любые два его разложения в пря­
мую .сумму неразложимых модулей эквивалентны.
TE0PE.YA 3 . Малоинъективный модуль над нётеровым справа коль­
цом разлагается в прямую су му однородных модулей и это пря­
мое разложение дополняет прямые слагаемые. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Е =  Е ( Л )  .то  Е  -прямая 
с>мма неразложимых модулей (см. [  2 ,с  ЛЬЗ J) .являющихся по 
предложению I г) однородными.Утверждение вытекает теперь из 
леммы I в) и теоремы 2 .
ДЛ.7.А 2 . Пусть Р  -коммутативная нётерова область с полем 
частных Q ; g  -целое замыкание Р  в поле Q .Тогда 

£  -малоинъективный Р  -модуль.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А  -ненулевой подмодуль 

Р  -модуля Е' и { 6  Епс/А  -3 силх инъективности
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R -модуля Q и того,чго Enet Qе — Q .найдётся такое
X С Q .что хсс =  ^Са' для всех Я. &\А .Достаточно 
док азать .что .Пусть 0 * d ( A  .Тогда
для всех п  О .Так как S' -целое замыкание коммута­
тивной нётеровой области р  .то  по теореме Мори - Нагаты 

(см. [ 5 , г л . I ) кольцо £  является кольцо!.. Кру для и, 
следовательпо,вполне целозамкнуто в Q ( см. [ з , с . 5 4 4 ])  . 
Тогда х  € S  ( с м .  [ З .с .3 5 5 ] )  .
ЛЕММА 3 . Пусть Р  -коммутати иная область с полем частных Q , 

S  -целое замыкание Р  в поле Q  .причём S' -квази- 
жкъективыый Р  -моду'ль.Тогда Р  -поле. 
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  докажем сначала,что £  = Q 
Если О £  a  f  S' .то  умножение на элемент а ' 1 является 
гомоморфизмом из модуля U Р  в модуль .Тогда a~*SsS
( см. [ 2 .C .I 0 4 ] )  и ,следовательно, а '  a  - i ( S . откуда 

S =  Q .Остаётся доказать ,что Р= Q .Пусть £>/ & (  Р  . 
Тогда и ,следовательно,найдутся те ие

е Р  .что £ ? т0 £
Тогда ~  -  ПГ.о
Поэтому Р  -поле.
ЛЕММА 4 . Если S i  -модуль над полупримарным кольцом R  ,то
а) малогнъективность модуля S i  равносильна его квазиинъек­
тивности;
б) малолроективность модуля S i  равносильна его квазипроек­
тивности.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пункт а )  вытекает из теоремы I [G l. 
Пункт б) вытекает из предложения I  [ 7 ]  .
ТЕ0РЕ/-А 4 . для коммутативного нётерова кольца равносильны 
следующие условия:
а) R  -а^тиново кольцо;
б) все малокнъективные R  -модули квазиинъективнн. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Импликация а )  =Р  б) вытекает 
из леммы 4 .Докажем импликацию б) а) .Для этого достаточ­
но доказать,что  все простые идеалы кольца R  максимальны

(см. f b ,c .3 2 l] )  .Так как условие б) наследуется всеми фактор- 
кольцами кольца Р  ,то можно считать,что R  -область.
Тогда нужно доказать.что R  -иоле.Пусть S  -Целое замыка­
ние Р  в поле частных Q .Из леммы 2  и условия б) вытека-
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ет .чго  S' -кваэиинъективный R  -моду ль. По лемме 3  R  -
поле. О

Автор благодарен А.В.Михалеву за внимание к работе.
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АКСИШАТИЗИРУЕМХТЬ КЛАССА ВПОЛНЕ 
ПРИВОДИМЫХ МОДУЛЕЙ

Л.В.Тюкавкин

В этой заметке будут получены необходимые и д. ;таточныа 
условия аксиоматизируемости класса всех вполне приводимых моду­
лей над кольцом. Напомним, что модуль над кольцом называется 
вполне приводимым, если он распадается в прямую сумму неприво­
димых модулей.

Везде ниже "кольцо" означает ассоциативное кольцо с еди­
ницей i. ^ С , а "модуль" означает левый унитарный модуль, 
если не оговорено противное.

Все определения, касающиеся аксиоматизируемости класса ал­
гебраических систем, можно найти в книге А.И.Мальцева "Алгебра­
ические системы" [ 1 ] .

Через $(!?) бУД9М обозначать радикал Дхекобсона кольца 
^  •

Т е о р е м а  I .  Класс *сех вполне приводимых модулей 
над кольцом R аксиоматизируем тогда и только тогда, когда 
фактор-кольцо R  /  ̂  f  R) вполне приводимо.

Доказательство. Пусть класс всех вполне приводимых моду­
лей над кольцом R  аксиоматизируем. Очевидно, что грямз.ч сум­
ме вполне приводимых модулей является вполне при эдимым моду­
лем. Известно, что прямая сумма и прямое произведение модулей 
над кольцом элементарно эквивалентны [3  , . 911]. Поэтому
класс всех вполне приводимых R -модулей в силу своей ак. >- 
матизируемости долден быть замкнут относительно взятия прямых 
произведений или мультипликативно замкнут. Кроме т о п ,  ,.лдос
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ооох вполне приводимых нодулей над любым кольцом наследствен , 
то есть вместе о произвольным своим модулем содержит любой его 
подвид. . Это следуот из того, что подмодуль вполне приводимо­
го модули вполне приводимом., например [ 2  , с. 9 ^ ) .

Рассмотрим теперь фактор-кольцо 2 -  2 / ^ ( 2 )  как
2  -модуль. Выберем в нем все максимальные подмодули -  они_ 

существуют, так как это просто максимальные левые идеалы в 2  . 
При_ этом пересечение всех максимальных 2  -подмодулей модуля 

2  равно нулю, так к к кольцо 2  полупросто. Согласно те- 
орвгю Бкрпгофа чом ., например [2 , с. 5ф, /2 -модуль

2  ' является подпрямым произведением неприводимых 2  -мо­
дулей. В силу мультипликативной замкнутости и наследственности 
к 'а сс а  всех вполне приводимых модулей получаем, что 2  явля­
ется вполне приБ.димым 2  -модулем. Так как любой неприводи­
мый , а значит, и вполне приводимый) модуль над кольцом 2  
аннулируется радикалом "J(2) , то его можно естественным обра­
зом рассматривать как неприводимый ( соответсгленно вполне 
приводимый) модуль над 2  . Следовательно, кольцо 2  впол­
не приводимо. _

Пусть теперь кольцо 2  — 2 / “J ( R) впол! > приводимо.
Как отмечено выше, любой вполне приводимым 2  -модуль мож­
но рассматривать как вполне приводимый модуль над 2  ^Оче­
видно, что справедливо и обратнее утверждение. Но над 2  все 
модули являются вполне приводимыми [2  , с. 106] .  Поэтому
система формул

Т= {{(Ух) (а. х  = О)) ICL в “J (2 )}
аксиоматизирует класс всех вполне приводимых модулей над 2  .
В сапом деле, модуль М  удовлетворяет системе формул Т в 
том и только том случае, если М  можно естественным образом 
рассматривать *ак 2  -модуль. Теорема тем самым полностью до­
казана.

С л е д с т в и е  2 . Класс всех вполне приводимых левых 
2  -модулей аксиоматизируем тогда и. только тогда, когда ак­

сиоматизируем класс всех правых вполне приводимых 2  -моду­
лей.

Справедливость этого следствия вытекает из симметричности
условий теоремы.
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Такие непосредственно .13 теорэмы I вытекает 
С л е д с т в и е  3. Класс всех вполне приводишь, моду­

лей над кольцом аксиоматизируем тогда и только тогда, когда он 
является многообразием.

Т е о р е м а  Класс всех вполне приводимых нодулей
над кольцом конечно аксиоматизируем тогда и только тогда, 
когда кольцо R / % ( R )  вполне приводимо и радикал t f R )  
конечно порожден как двусторонний идеал в R

Доказалольство. Если класс всех вполне приводиу.ых модулей 
над R  конечно аксиоматизируем, то из теоремы I следует, что 
фактор-кольцо R / % ( R )  вголне приводимо. Покажем, что 

1 ( 4 )  -  конечно порожденный идеал в кольце R  . Поскольку 
кольцо R / J f R )  вполне приводимо, то класс всех вполне 
приводимых модулей аксиоматизируем системой формул 

Т= { ( (  К г  ) ( а х -  0 ) ) 1 Л €  J ( R )  }  .

Поскольку данный класс конечно аксиоматизируем, то, в силу тео­
ремы компактности дли языка первой ступени [ I  , с . 207], 
этот класо аксиоматизируем некоторой конечной совокупностью 
формул Т. £  Т  . Пусть

То “  { ( (  V x ) (a t X '=• 0) ) j i  * t , . п  } 
и J  С у ( R)  -  двусторонний идеал кольца R  , порожден­
ный элементами а*. € J ( R)  .  Допустим Ц/ф J f R ) .
Тогда кольцо R  — R / С/ не является полупростым. С другой
стороны, к.  , рассматриваемое как R - модуль, удовлетворяет
совокупности формул То , то есть является вполне приводимым 

R -модулем. Поскольку 7 ( R )  , то из этого вытекает
полная приводимость кольца R  , что противоречит ^(Т)ФО  .  
Следовательно, C f - ^ ( R )  , то есть радикал конечно порож­
ден как идеал в R  .

Обратно, пусть кольцо R / J ( R )  вполне приводимо и
'J(R-) порождается элементами как идеал в R  .

Из теоремы I вытекает, что в этом случае класс всех вполне 
приводимых модулей аксиоматизируем системой формул

Т = { ( ( У х ) ( а . х = о ) ) \ л е  J ( R ) }  .
Поскольку / J ( R )  порожден элементами сх„_ , то произ­
вольный R  -модуль t l  удовлетворяет системе формул Т  toi-  
дз и только тогд а, когда он удовлетворяет конечной системе фор-
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мул , ч
Т0 = {{( Ух) (а. х = о)) I L ж i. ■ ■ ■ , п.}, „

Теорема полностью доказына.
С л е д с т в и е  5 . Если кольцо R  артиново, то

класс всех вполне лриводиыых модулей над R  конечно аксиома- 
тиэируеи.

Доказательство. В самой деле, в этой "лучае фактор-кольцо 
R / J ( R )  вполне приводимо (с м ., например [ 2  , с . 1 1 ф .

Кроме того, из артиновости кольца R  следует его .етеровость 
[ 2  , с. 114]. Поэтому R)  конечно порожден как левый, а 

поэтому и как двусторонний идеал кольца R  .  Следовательно, 
выполняются условия теоремы 4.

Из симметричности условий теоремы 4 вытекает 
С л е д с т в и е  6 .  Класс всех вполне приводимых левых 

модулей над кольцом R  конечно аксиоматизируем тогда и толь­
ко тогда, когда конечно аксиоматизируем класс всех вполне при­
водимых правых R -модулей.

В заключение автор приносит свою благодарность профессору 
Л.А.Скорнякову, под руководством которого была написана эта ра­
бота.
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АКСИОМАТИЗИРУЕМОСТЬ КЛАССА НЕПРИВОДИМЫХ 
МОДУЛЕЙ

Л.В.Тюкавкин

Аксиоматизируемость некоторых классов модулей над кольцом 
впервые изучалась П.Эклофом и Г.Саббахом. Ими получены критерии 
аксиоматизируемости всех важнейших гомологических классов мо­
дулей над кольцом [ 8  , 9 ]  . В  настоящей статье найдены не­
обходимые и достаточные условия аксиоматизируемости класса не­
приводимых модулей.

Все определения, касающиеся логических аспектов изложения, 
можно найти в книге А.И.Мальцева "Алгебраические системы" [ l ]  
Все рассматриваемые формулы являются предложениями обычного 
языка первой ступени теории модулей над кольцом. Единственными 
нелогическими символами этого языке явлгчтея символ равенства, 
константа О и следующие функциональные символы: символ +  би­
нарной операции сложения и символ .Д. унарной операции для каж­
дого элемента т . основного кольца; Мы условимся писать х х  
вместо fr (x.) , - х  в м е с т о / - / / ^  и знак неравенства вместо 
отрицания равенства.

Везде ниже под "кольцом" понимается ассоциативное кольцо 
с 1ф О I е "модуль" означает унитарный и, если не оговорено 
противное, левый нодуль над кольцом. Черва обозначается
радикал Джекобсона кольца Q . Класс, соотояций из всех л»рчх 
(правых) неприводимых модулей над кольцом и яу л ев то  модуля, 
будем обозначать R) (соответственно 7iZT(, &)) . г
видно, что класо аксиоматизируем тогда и v m  о то?-
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да , когда аксиоматизируем класс всех левых неприводимых (нену­
левых) / ? -модулей.

Автор пользуется случаем выразить признательность профессо­
ру Л.А.Скорнякову за постановку задачи и общее руководство, а 
также Д.В.Тюкавкину за полезные обсуждения.

§ I .  Критерий аксиоматизируемости класса

Обозначим через класс, дополнительный к классу
7Пг ( Ю .

ЛЕПА I . I .  Класо 3Ze (R )  ультраэамкнут.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольное множе- 

ство {M^loL£I ]  модулей из этого класса и рассмотрим некоторое 
ультрапроизведени^ М - П  И ■ /&  • По определению класса

УС^СЮ в каждом модуле /*£_ можно найти ненулевой собст­
венный подмодуль . Непосредственно из определения ультра- 
произведений вытекает, что модуль N “ П  является не­
нулевым собственным подмодулем в Л  Л 1

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 .2 . Следующие условия на кольцо эквивалентны:
(1 ) класс 771 с ( R) аксиоматизируем;
( 2 ) класс 77С^(Ю конечно аксиоматизируем;
(3) класс 7Сс( £ )  конечно аксиоматизируем.
Д о к а з а т е л ь  т в о .  Импликация ( 2 ) = ? Ч 1 )  очевид-

на. Покажем, что ( I )  влечет ( 2 ) .  Пусть класс 77ZC(RJ аксиома­
тизируем системой формул Т - (P ic  , но не аксио­
матизируем никакой конечной подсистемой из Т  . Это означает, 
что в дополнительном классе 7lt (R) выполняется каждая конеч­
ная подсистема из Т  . В  силу леммы I . I  и локальной теоремы 
Мальцева[1 , с .  207] вся система Т выполнима в этом классе. 
Полученное противоречие показывает справедливость импликации
( 1 ) = ? Ч 2 ) .  Далее, если класс 7JZ^(R) аксиоматизируем конеч­
ной совокупностью формул, то он аксиоматизируем формулой, яв­
ляющейся конъюнкцией всех формул этой совокупности. При этом 
класс JZC( 2 )  аксиоматизируем отрицанием этой формулы, то есть 
справедлива импликация U ) = ? ( 3 ) .  Полностью аналогично доказы­
вается , что (3 ) влечет ( 2 ) .  Предложение тем самым полностью до­
казано.

ЗАМЕЧАНИЕ. Ввиду предложения 1 .2  мы всюду ниже будем счи-
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тать, что аксиоматизируемость класса означает, что он
аксиоматизируем одной формулой ф  . Более того, из [ I ,  с 210. 
следствие 4 ]  вытекает, что мы можем считать формулу Ф- универ­
сальной.

ЛЕММА 1 .3 . Если класс й ’Г^'^аксиочатизируем и f:A-*R> -  
гомоморфное налокение колец, то класс 737. е (& )таете аксиомати­
зируем.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть класс Я ^ ^ ^ а к с и о и а -  
тизируем универсальной формуле ф  . Заменим в ф  каждое вхож­
дение какого-либо символа -теА на вхождение символа Ь
и получим некоторое высказывание с£ ’*'на ^-модулях. Если М -  
некоторый 8 -модуль, то он непрлводим тогда и только тогда, 
когда он неприводим как естественным образом рассматриваешь 
модуль над >2. . При этом формула Ф истинна н а ^ / ?  тогда и толь­
ко тогда, когда формула ‘̂ и с т и н н а  на , то класс 731С(Ё>) 
аксиоматизируем формулой Ф*.

ПРЕДЛОКЕНИЕ 1 .4 . Класс 731 ̂ (R .)  аксиоматизируем тогда и 
только тогда, когда аксиоматизируем класс ?Фе ( £ / %(&)).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В одну сторону предложение 
следует из леммы 1 .3 . Пусть, обратно, к =  R /А ( R)  и класс 
73Ъ*££)  аксиоматизируем формулой Ф  . Для каждого элемента 
X £ R фиксируем произвольным образом один его прообраз при 
естественном наложении R —*■ R . Далее, каждое вхождение како­
го-либо элемента -г 6 £  в формулу ф  заменим на вхождение выб­
ранного прообраза из R и получим высказывание Ф *на ^-моду­
лях. Рассмотрим совокупность формул

z  =  { ( (V * )  ( а х  -  О)) \ a s j r e ) } .
Нетрудно увидеть, что совокупность формул Т =  Та U { Ф *} 
аксиоматизирует класс 731 e ( R )  , что и доказывает предложение.

Заметим, что если класс # 7 ^ ^^аксиом атизируем , то, в си­
лу предложения 1 .4 , мы можем охарактеризовать кольцо £* лииь 
"по модулю'! радикала J(R . ) . Поэтому в основных теоремах усло­
вия будут налагаться лишь на фактор к о л ь т  R (7 (R ) ,  что не 
означает ограничения общности.

ЛЕ:ЛА 1 .5 . Если класс ^ ^ ^ а к с и о м а т и з и р у е м , то существу­
ет натуральное число п. такое, что любой неприводимый левый !) -  
модуль имеет не более чем л. элементов.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Залетим, что любой неприво­
димый модуль над 12 имеет мощность не большую, чем мощность 
кольца R . Поэтому если условие леммы не выполняется, то из 
теорем [ I ,  с . 223, теорема 5 ]  и [ I ,  с . 220, теорема 3] вытека­
ет, что класс /Л.6(И) не может быть ультразамкнутым, а тем более 

аксиоматизируемым.
ЛЕММА 1 .6 . Если класс ^ ^ ^ а к с и о м а т и з .ф у е м , то сущест­

вует натуральное число п. такое, что для любого примитивного 
слева идеала J  кольца R факторкольцо R / I  содержит не бо­
лее п. элементов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть R = R / J  , а М -
неприводимый точный Р -модуль. Хорошо известно, что R изо­
морфно подкольцу кольца всех групповых эндоморфизмов модуля// 
(например, [7 ]  , с . 12 ) .  Отсюда и ..з предыдущей леммы получа­
ем требуемое.

СЛЕДСТЗИЕ 1 .7 . Если класо J7LC( Р) аксиоматизируем, то 
идеал Г кольца R примитивен слева тогда и только тогда, ког­
да он является максимальным двусторонним идеалом в Р .

Д о к а з а т е л ь .  о т в о .  Максимальный двусторонний 
идеал, очевидно, примитивен. Обратно, пусть идеал Г примитивен 
слава. В сил- лег.лы 1.6 кольцо £ / 1  конечно, в частности, ар- 
тиново. Поэтому из примитивности кольца P /I  вытекает его прос­
тота (например, [ 2 ]  , с . теорема I ) .  Следовательно, I  -  
максимальный двусторонний идеал.

Из следствия 1.7 получаем
СЛЕДСТВИЕ 1 .8 . Если клаоо аксиоматизируем, то ра­

дикал JfR. ) равен пересечению всех максимальных двусторонних 
идеалов кольца JR .

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 .9 . Пусть класс 77C^(R) аксиоматизируем. 
Тогда факторкольцо Р / £ { R) изоморфно подпрямоиу произве­
дению полных матричных колец над конечными полями, причем сре­
ди этих колец лишь коночное ч'^сло попарно неизоморфны .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ( j  
множество всех максимальных двусторонних идеалов кольца Р  . 
Яэ следствия 1 .8  и [5 , с . 210] вытекает, что R/J(R) изоморфно 
подпрямоиу произведению колец {  Р /7^ leLfS) . Каждое из 
этих подлрямых соыножителей содержит в силу леммы 1 . 6  ограни­
ченное сверху число элементов. Отсюда вытекает справедливость



условий предложения о строении подпрямых сомножителей и сущест­
вовании среди них лишь конечного числа попарно неизоморфных. 

Непосредственно из предложения вытекает
СЛЕДСТВИЕ 1 .10. Если класс TPT f̂R) аксиоматизируем, то 

характеристика факторколлца R / j f R )  конечна и свободна от 
квадратов.

Ряд следующ’пс простых лемм понадобится нам для доказатель­
ства предложения I . 15.

ЛЕММА I .  I I .  Пусть R -  конечное кольцо. Тогда существует 
натуральное число п. такое, что х л является идеыпотентол для 
всякого Х ё  R  .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х ё  R  и Р  -  мульти­
пликативная подгруппа, порожденная х  . Так как Р  конечна, то 
в ней есть идемпотент, то есть является идемлотентом
для некоторого натурального числа n f x . )  . Произведение п- чи­
сел n f x j  для всех х ё  R  , очевидно, удовлетворяет условию 
леммы.

ЛЕММА I . I .  . Пусть класо ?3t£fR )  аксиоматизируем. Тогда су­
ществует натуральное число п. такое, что факторкольцо ^ /J fR )  
удовлетворяет тождеству x * rL-=- х-'1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу предложения 1 .9  мы мо­
жем представить кольцо R / J f R )  как подпрямое произведение ко­
нечных колец, среди которых лишь конечное число попарно нсизо- 
морфны . Пусть Rt>. . . , -  максимальная совокупность по­
парно неизоморфных подпрямых сомножителей R  • и пусть

/г£- -  натуральнее число для кольца R'• , удовлетворяющее
условию леммы I . I I .  Понятно, что произведение п. всех чисел 
П-i , i~i ,  , удовлетворяет условию леммы.

ЛЕММА I . 13. Пусть кольцо R имеет конечную свободную от 
квадратов характеристику. Тогда R изомопфно коне той прямой 
сумме колец, каждое из которых имеет простую характеристику.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из известной теоремы теории 
абелевых групп следует, что аддитивная группа кольца R paci - 
дается в прямую сумму подгрупп простых характеристик (пппример 

[Л 1 , с . 62, теорема 6  ) .  Легко видеть, что в условиях леммы 
вое эти прямые слагаемые аддитивной группы кольце R вялнггьа 
идеалами в. R .

Из следствия 1.10 И ЛРММЫ .15 ВЫТСКЯеТ
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СЛЕДСТВИЕ 1 .14. Если класс 77t£ (R)  аксиоматизируем, то 
кольцо R / R)  разлагается в конечную прямую сумму колец
простых характеристик.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 .15. Если класо аксиоматизируем,
то кольцо R ш R /y ( R )  локально конечно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу следствия I . I 4  мы мо­
жем считать, что R имеет простую характеристику р  . Поэтому 
кольцо R можно рассматривать как алгебру над простым полем из 

р  элементов. Из леммы I . 12 вытекает, что R алгебраично над 
этим полем. Поэтому из леммы 1 .12 и [ 7 ,  с .  159, теорема 6 ,4 .з] 
следует локальная конечность кольца /? .

ТЕОРЕМА 1 .16. Если класс 771 £ ( R)  аксиоматизируем, то 
он аксиоматизируем одной формулой вида

(( )'* .£>  и ^ т^х-.у)) ,
где , . . . ,  -гл  -  некоторые элементы кольца R .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Скачала докажем лемму,
ЛЕММА I . 17. Пусть все неприводимые левые модули над коль­

цом R  конечны. Тогда класс 71 £ ( R)  аксиоматизируем совокуп­
ностью формул

О*. • "ХЪ*ж+?))1(Тж,- * - ) * * ]  ■

где S  -  множество всех конечных последовательностей элементов 
из R .

Доказательство леммы. Пусть модуль М'  принадлежит клас­
су 7tef R )  . Тогда он содержит ненулевой собственный под- 
мс уль N  . Если мы возьмем Of х- 6 N  иly t f - . т о
■г х  * у  ни для какого элемента Т, кольца к  . Поэтому М 
удовлетворяет системе формул Т  . Обратно, пусть М является 
неприводимым P -модулем. Тогда найдется, в силу конечности 
у7  . такой конечный набор •r/> .. f элементов кольца R } 

что для всяких из х + о  вытекает равенство Г-х*
 ̂и для некоторого L, i i i i m  . Поэтому формула

Y * ( 0 * ,y ) ( x to % i t x+y%  ••• %■**.*+$-))
из совокупности т ложно на М  , что и доказывает лемму.

Ворпемсп к доказательству теоремы. Из леммы 1 .5  следует, 
что в условиях теоремы всякий неприводимый модуль конечен.



Поэтому, как вытекает иэ леммы 1.17. класо 7 t c ( R )  аксиома­
тизируем системой формул 1 . Далее, в силу предложения 1.2
класс R)  конечно аксиоматизируем. Как вытекает из лока­
льной теоремы Мальцева [ I ,  с. 207 ] , он в этом случае молот 
быть аксиоматизируем конечной подсистемой формул из Т . Пусть 
это будут формулы Yx>. Yt  • Каждая из них квеет вид

У = ( ( j О \  х „ х  . .  .$т(„  *  + у ) )  ,

• где Xxti . ..>X i„ i -  некоторые элементы кольца R . Пусть
I "?*, . . .  г xn ~) -  объединение всех подмножеств { Х;± , . . . ,  
xl ~,l ]  , ■ ■ ■ 1 £ . Тогда • етрудно заметить, что формула

Y =  ( ( З х ,у .) ( х .ф  о  %■ г х х * у %  . . .  %тл х + у ) )
аксиоматизирует класс WcCf?) • Поэтому класс ТЛ,/!?) ак­
сиоматизируем формулой

f f Y x ^ ) C x ^ O i X Z t x ^ \ / . . . V  гл х * у ) }

равносильной формуле (  ~VY) • Теорема доказана.
ТЕОЕЕЫА I . I 8 . Следущиа условия на кольцо R  эквивалентны:

(1 ) класс 7/te.(R)  элементарно замкнут;
( 2 ) класс 71е СЮ аксиоматизируем;
( 3 ) все неприводимые £ -модули конечны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если класс элемен­
тарно замкнут, то он, очевидно, замкнут относительно ультрастз- 
пеней. Поэтому из теоремы [ l .c .2 2 3 ,  теорема 5] следует конечность 
любого неприводимого R -модуля. Импликация (3) = ^ ( 2 )  доказана
в лемме I . I 7 .  Наконец, если класс 7 i 6(R )  аксиоматизируем, 
то он, в частности, элементарно замкнут. Поэтому элементарно 
замкнут и дополнительный к нему класс, что и заканчивает дока­
зательство теоремы.

Основным результатом работы является
ТЕОЕЕИА I . 19. Следующие условия на кольцо f? эквивалентны:
(1) класс W -efR) аксиоматизируем;
( 2 ) существует конечное подкольцо А  факторколыца 

2 /y C R )  такое, что A  + J -  R /£ (R )  для любого
максимального левого адеала I  кольца R/£(& .) ,

( 3 ) существует конечное подкольцо А  факторколыпа



к  / J {  к )  такой, что любой неприводимый левый 
к -модель неприводим как остественным образов. рас­

сматриваемый левый модуль над А  • 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу предложения 1.4 нам 

достаточно д о в ести  доказательство для случая полупростых ко­
лец. Итак, пусть кольцо к  полупросто. Покажем сначала, что 
условие (I) влечет условие (3). Поскольку i race 2)2e (R )\  
аксиоматизируоы, то согласно теореме I . I 6  он может битв а к ­

сиоматизируем одной формулой вида

( ( \/х ,2 .)(* = о г? л Х .= у \/... ух л х-^р)).
Пусть А  -  подпольно кольца к  , порожденное элементами

. сп 11 единицей кольца к  . Из предложения 1.15 выте- 
ает конечность кольца А • Если теперь А/ -  неприводимый к - 

модуль, то он удовлетворяет формуле , то есть неприводим и 
как А  -модуль, что ц надо било доказать. Покажем справедливо­
сть импликации (3 ) = 7 (2 ) .  Пусть конечное подкольцо А кольца 

к  удовлетворяет условию (3). Поскольку А  , являясь подколь- 
цом кольпа к  , содержит единицу кольца к  , то А  + 7 + I  
для любого максимального идеала Г кольца к  . Следовательно, 
А  ч- 1  ■= к  . кна.че/А*1)/1 являлся бы ненулевым

собственным А -подмодулем неприводимого над А модуля к /1  . 
Таким образом, (3) влечет (2 ) .  Докажем, наконец, что верна им­
пликация (2) = 7 ( 1 ) .  Пусть Г /, -  все элементы подколь­
ца А  • Утверждаем, что формула ^

* ? =  ( (У * '? )(* ■ -О . . .
аксиоматизирует класс к )  . В самом деле, очевидно,
что Р  истинна только на модулях из этого класса. Обрати?, ес­
ли М -  неприводимый,) JP-модуль, х  и у -  элементы нодуля 

А/  и х  t o  , то найдется такой максимальный левый идеал Г 

кольца к  , что Г1я£ к / I ,  причем x - f t ' f j ,  где к  -*■№ - 
естественный эпиморфизм /Е?-.юдуле'', определенный идеалом Г . 
Поскольку № )- /(* )%  силу условия ( ? ) ,  то найдется Z<fA та­
кой, что jPf-t) -  у. . СледователыГо, имеет место соотношение 
Г яг у  , где' г  ?А  • Тем сацим теорема полностью доказана.



§ 2. Равносильность аксиоматизируемости классов 

ж е( к )  и m t ( 2 )

В этом параграфе о помощью критерия, полученного в теоре­
ме I . 19» доказывается, что классы всех правых и всех левых не­
приводимых модулей над кольцом аксиоматизируемы одновременно.

Всвду в этом параграфе через будет обозначаться полное 
кольцо (п<п)~матриц над кольцом р  .

ЛЕММА 2 .1 . Пусть Р  -  примитивное справа кольцо и класс 
Т^Г^Р^аксиоматизируем. Тогда Р  - простое кольцо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу [ 7 ,  с . Ь7, теорема 
2 . 1 Л ]л и б о  Р  простое кольцо, либо найдется тело D  такое, 
что для любого натурального т  существует подкольцо .£ '^ ''к о л ь ­
ца f? и наложение колец S г'п> —у . Согласно лемме 1 .12
найдется натуральное число п  такое, что R  удовлетворяет тож­
деству х.ггь*= pc'1 . С другой стороны, для любого тела D  най­
дется натурал ное число т  такое, что J)m не удовлетворяет 
этому тождеству [7, о. 147, лемма 6 . 2 . 1 ] .  Поэтому вторая воз­
можность не может иметь места, то есть кольцо Р  просто.

ЛЕММА 2 .2 . Пусть класс m e (R )  аксиоматизируем. Тогда 
идеал J  кольца Р  примитивен справа тогда и только тог да, ко­
гда он максимален как двусторонний идеал.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Максимальный двусторонний- 
идчал, очевидпо, примитивен. Обратно, если Г примитивен справа 
в кольца Р  , то ;з леммы 1.3 и леммы 2 . 1  следует простота ко­
льца R / I  • Поэтому идеал Г максимален.

Пусть R -  кольцо и А  -подкольцо в R . Для удобства 
дальнейшего изложения введем следуодее

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 .1 . Скажем, что подкольцо Л  нгследует непри­
водимость й л ьц а  р  слева (спряла), если каждый неприводимый 
левый (соответственно .правый) Р-модулъ неприводим как модуль 
над А. • 1

ЛЕММА 2 .3 . Пусть подпольно ,4  наследует неприводимость 
кольца р  олева. Тогда если 7 -  максимальный левый илеа.. коль­
ца р  , то J0-A ПУ -  максимальный левый идеал ко.^ца А  , а 

А  -модули А  /У »  и R  /У  изоморфны.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что -  левый
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идеал кольца А  . Пусть R  —1* R /J  -  естественный эпимор­
физм ^-м одулей. Тогда f f R J - f f A )  , поскольку иначе / (А )  
был бы ненулевым собственным подмодулем неприводимого по уоло- 
вию А  -модуля 2 /У  . Теперь имеет место изоморфизм .4-моду
лей 2 / j  =  А /(А п У ) -A и, следовательно,

У0 -  максимальный левый идеал кольца А .
СЛЕДСТВИЕ 2 .4 .  Пусть 2  -  полупроотое кольцо и подкольцо 

А  наследует неприводимость кольца R  слева. Тогда кольцо А
полупросто.

Доказательство легко вытекает из леммы 2 .3  и того факта, 
что радикал Джокобсона равен пересечению всех максиыальных ле­
вых идеалов кольца.

ЛЗ.'Ш 2 .5 , Пусть 2  -  конечное полупроотое кольцо и под­
кольцо А  наследует неприводимость кольца R  слева. Тогда лю­
бой максимальный левый идеал Уа кольца А имеет вид У0=А пУ, 
где J  - максимальный левый идеал кольца R .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку кольцо А  артиново 
в силу конечности и полупросто в оилу следствия 2 .4 ,  то оно 
регулярно f 3 , с . I I 2 , предложение 2 ] .  Так как кольцо А коне­
чно, то любой левый идеал в А  представки как сумма главных ле­
вых идеалов, а поэтому, в силу [6 , о . 18, теорема I  ] , порож­
дается идемпотентом. В частности, если У0 -  максимальный левый 
идеал в .4  , то У0*А  е  , где ~ е  . Если теперь У -  мак­
симальный левый идеал кольца 2  , содержаний R e  , то 
У,*A л У.

ЛЕММА 2 .6 . Пусть R -  проотое конечное кольцо и подкольцо 
А  наследует неприводимость кольца 2  слева. Тогда А  также 

простое кольцо.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть I  -  произвольный дву­

сторонний собственный идеа~ кольца А  • Он содержится в некото­
ром максимальном левом идеале Уа кольца А  . Из леммы 2.5 сле­
дует, что У .-А  Л У , где У -  максимальный левый идеал кольца 

R  . Ввиду леммы 2 .3  А  -модули А  /У, и 2 /д  изоморфны. Но 
2 -модуль R /J  , будучи неприводимым, изоморфен как R- 

модуль (а  тем более как А  -модуль) минимальному левому идеалу 
2  кольца 2  . Это вытекает из того , что кольцо 2  является 

простым я в силу конечности аргоновым, а любой неприводимый 
модуль над простым артиновым кольцом изоморфен минимальному
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левому идеалу этого кольца (например [г] , о. 75, теорема 2). 
Далее, \&олп.л (А/Уа) - а. ъ*сл (К )  , то есть . Так
как простое кольцо первично [7, о. 48, теорема 2 .1 .2 )  , го от­
сюда 1= О . Значит, А -  простое кольцо, что доказывает лемму.

Пусть R -  конечное простое колДцо. В частности, R будет 
артиновьш и поэтому изоморфно полному матричном^ кольцу над 
конечным полем. Следовательно, любые два левых (правых) непри­
водимых £ -модуля имеют одно и то хе число элементов. Более 
того, любые два неприводимых R -модуля (один может быть левым 
а другой правым) имеют одно и то хе число элементов. Поэтому 
корректно следующее

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.2. Пусть £  конечное простое кольцо. Обо­
значим через m (R )  число элементов неприводимого £ -модуля.

ЛЕММА 2.7. Пусть R-  конечное простое кольцо и подкольцо 
А наследует неприводимость кольца Q слева. Тогда т (А )~
= m .(R ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из леммы 2 .6  вытекает, что 
кольцо А  простое, то есть запись т/А) имеет смысл. Пусть/7- 
произвольный неприводимый левый А -модуль, И = А /J0 , где 

У0- максимальный левый идеал в А  • Как утверхдаэт лемме 2 .5 , 
найдется такой максимальный левый идеал 3  кольца R , что 
Зс~Аг\У • При этом в силу леммы 2.3 А -модули R /J  и А/%  
изоморфны. Поскольку ^-м одуль R/У  неприводим, то отсюда и 
получается утверждение леммы.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.8. Пусть R  - конечное простое кольцо и под 
кольцо А наследует неприводимость кольца R слева. Тог. i А 
наследует неприводимость кольца R  и справа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть М  -  неприводимый пра­
вый модуль над R  , S ' R/ 3 , где У -  максимальный правый 
идеал кольца R  . Очевидно, % ж А  О У -  правый идеал в кольце 
А  , а  А  /Уо можно рассматривать как подмодуль А -модуля 
R /У  . Этот модуль содерхит m ( R )  элементов, то есть в ои 

лу леммы 2 . 7 . А -модуль А  /Уо содерхит не более чем т.{А) 
элементов. Поскольку А  /У» Ф & • 1°А/Уо содерхит ровно 
m f A )  элементов и является неприводимым правим А  -модулем. 

Поэтому А  -модули R / 3  и A  / j „  изоморфны, то е с т ь / /н е ­
приводим как правый модуль над А  • Предложение тем самым пол­
ностью доказано.



тКиВКМА 2 .9 . Классы и Ш х ( R) акеиоматизируе-
uu одновременно. .  о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  b силу предложения 1.4 доста­
точно доказать теорему дли олучан полупростого кольца R . Итак, 
пусть класс 77Ze (R )  аксиоматизируем и кольцо {? полупросто.
Ив твореиц I . 19 витекает существование в кольце R  конечного 
подкольца А  , наследущего неприводимость R слева. Покажем, 
что в этом случае подкольцо А наследует неприводимость кольца 

л? справа. Пусть М -  проиввольный неприводимый прагый R -  
модуль. Согласно лемме 2 .2  примитивный справа идеал 1*витй(/р 
примитивен и слева. Поатому, как утверждает лемма 1 .6 , фактор- 
кольцо конечно, пусть А  -  образ подкольца А  при ес­
тественном гомоморфиаме колец R -*■ R  _. Очевидно, что подколь­
цо Л  наследует неприводимость кольца R слева. Поскольку выпол­
няются все условия предложения 2 . 8 , так как в силу леммы 2 . 2  

идеал максимален, то подкольцо А  наследует неприводимость 
кольца R и справа/ В частности, модуль М неприводим как пра­
вый модуль над А  . Следовательно, / /  неприводим как правый А ~ 
модуль. В силу произвольности неприводимого правого модуля ft 
получаем, что подкольцо А наследует неприводимость кольца R 
а справа. Применяя правосторонний аналог теоремы I . 19, получаем 
аксиоматизируемость класса 77lx (  R ) . Тот факт, что аксио­
матизируемость класса 771 х ( Q) влечет аксиоматизируемость клас­
са т е( Ю  , доказывается полностью аналогично. Теорема тем 
самым подлостью доказана.

Литература

1. Мальцев А.И. Алгебраичеокие системы. -  U .: Наука, 1 9 7 0 .-° 39И е.
2. Джекобсон Н. Строение Яолец. -  Ы.: ИЛ, 1961 ,- 267 с.
3. Ламбек И. Кольца и модули. -  М.: Мир, 1971 .- 278 с .
4. Ленг С. Алгебра. -  М.: Мир, 1 9 6 8 .-  564 с .
5. Курою А.Г. Лекции но общей алгебре. -  М.: Наука, 1973. -39Ьс.
6. Скорняков Л.А, Дедекиндовы структуры с дополнениями и регу­

лярные кольца. -  U .: Изд-во физ-мат. лит-ры, 1961. -  1У8 с*
7. Херстейн И. Некоммутативные кольца. -  М.: Мир, 1972. - 1 8 0  с. 
в .  Ы и < { Moof eC • сс'тгрte / ion, a . i c i  r’irc /u -

Cc-i. A n n .  M a t  A  . L . c y 7977, v  А , л ’з, A M 9 9 S .



е>£&?П4 f ir
L e p  ,  is. j£ .



о сложное™ лчнйдых АВТОМАТОВ

МЛ. Финке льштейн

Данная работа является продолжением [ I ]  и в ней используются 
понятия, введенные там.

Из теоремы I [ I ]  возникает вопрос, какое количество простейших 
пар [ I  , определение в) надо взять, чтобы их треугольное произве­
дение ( I , определение 3] делилось на данную пару f l  , опреде­
ление 2J? Ответ на него оказывается несколько неожиданным.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I .  I )  Пусть ( R  ,М  ) -  конечная пара в с&ал Ц- 
-  р п , тогда найдется конечная простейшая пара ( S  , N ) такая, 

что ( Р ,М )  I ( S , N ) .
2) Пусть ( I ? , / 7 )  -  конечная пара, тогда найдется бесконечная 

простейшая пара { S  , N  ) и согласованная пара наложений (f ■' S-* R
и у :  N  .

3) nvcTb ( R , f l  ) пара и / / -  свободная абелева группа с конеч­
ным числом образувдга. Тогда найдется бесконечная простейшая пара
( 5* , /V ) такая, что ( R , f l )  является ее подпарой.

4) Для каждой пары ( Р , / ' / ) ,  г д е / / -  конечнопорожденная абе­
лева группа, найдется бесконечная простейшая пара ( S  , N ) такая, 
что ( £ , / / )  / i S  , / V ) .  г  ф

Доказательство, I ) Пусть М - Е  Z-/Zf>rtl как абелева груп­
па. Положил N- tip 2/2рп i ' LS* £ndt(N) . Тогда ( У  , /V ) -
простейшая пара. Если / m , f  -  система свободных образующих

/п -п {) В этом случае
изоморфна группе M i  можно

г£ jZ р '1 -м одуля/V , положим т'; •= р
абелева группа / /  , натянутая на и
считать, что P C ЕпЛг (М )  .  Кроме того, если € Еп<Сг (Л')
и ггт, , где U ^ e Z / i p n , то р * 1 •LffrrJ)*
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« С я ^ м е д о ю т е л ы ш . / > ^ , / ^ ' / 0  , a  з н а ч и т , . ^ »
* f  Положив fz? ( ) * ^ T . , можно заметить,
что, *.'f  Enetг { Л )  и ограничение . Пусть теперь
S' = {S E E /  /  существует г е Р  такой, что S /^ '-  г }  . Итак, 

по вышеизложенному, имеет место изоморфизм пар (  Р Е1)  — 
s * ( S Z ( o : t f ' ) , j4 ' )  , что и требовалось Доказать. ,

2) _Пусть ( /? ,Л  ) -  конечная пара. Заметим, что Л ~ £ / f l  ■ , 
R* П  ФР; , сАал. (?i -  pZ' и Р;Л; f  О при  ̂• Легко
проверить, что пара ( <Г', t f ) ,  где /V  « ^  / i p  
*■ Ent/j, f N ’) t является гомоморфным образом пары ( S",N"), где 
/V -  абелева группа с £  свободными образуадга.и, а $>"- ее кольцо 

эндоморфизмов. По предыдущему п”чкту пара ( Rt , Л -) для каадого 
l оказывается образом пары ( , /V-), ладящейся поднарой прос­

тейшей конечной пары ( S /  , /V/ ) .  Но как указано выше, существует 
гомоморфное наложение (  ( p i)  •' (  £;', М ") —> ^  , Ы-) , где
^.S '" N- 'J~ бесконечная простейшая пара. Пусть К  ̂= Кет рр  , 
/V '"- полный прообраз группы /V / при отображении п  '  а  £ • " ' -  

ограничение яа Л(-' полного прообраза кодытд S* при отобрал еж и 
р- . Положим /Vе Л  ® и обозначим через подксльпо кольца 

Епс£г /М) , натянутое на объединение ( £ ® S / )  U ( К ■ N) , 
где ХГ= К"i . Поскольку группа /V- конечна, абелевы группы

и д г "  свободны и имеют один и тот же ранг, значит, один и тот 
же ранг имеют группы К и /V, а поэтому найдется число m  такое, 
что m .V С р  и , следовательно, m EruEg (л /к £  . Отсюда вытека­
ет, что пара ( £  , /V ) простейшая. Кроме того, по построению
( Е / ( К ; N) , N /K )3S  и* таким обРаэом> “ Ч®

( £ * , / / )  является гомоморфным образом простейшей пары ( S' , Л / ) .
3 ) Для доказательства этого пункта достаточно заметить, что 

PC Епе£г (Л), и пара (Endt (Л), Л) является простейшей.
4 )  . Если группа Л  свободна или конечна, то утверндение уже до­

казано в предыдущих пунктах. Если жв Л -  смешанная группа, то при 
доказательстве теоремы I  [1]  пара ( R , Л ) разлагалась в треуголь­
ное произведение пар ( R,, Л ,) А ( где группа Л/, свободна
и груш а Л ,  конечна. Из п .З  и леммы 6  [ I  ] .
( P t ^ t )  л ( Р г , Л г )  I C £ r td g ( J h ) ,  Л 1)  A  ( P i , Л х ) .

По п.2 найдется простейшая бесконечная пара ( ) и согласован-
нал пара наложений ~*^г •  ̂ * "  ск>~
бодная абелева группа, то л я  любого К ё  J/or™ г ( Л , J  диаграмма

I:
Ь'г

Г , С
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дополняется гомоморфизмом ^ до коммутативной. Поэтому отображе-

ш и Yl~Jstt*Yr и ' {!#,,<?) у )  задают наложе-
ние пари ( Enel/ (-Ml), f i t  ) A f Сл, Ыг )  на пару 
( Епё(г (f it ),S ft)А ( %л,Мл )  . Используя это и лемму 6  [ I }
получаем

(И, М)  I (Е**Ег (M i), 111) А (З л , Л/г )  I 
I ( End/ (Ml ),Mt) A (En<ft  (ЛЬ), Ы») I (End г (Ml ®ЫЛ), Mt ® Ыл),

что и требовалось доказать.
Это предложение отражает тот факт, что и в "очень хорошем" коль­

це есть "плохие” подкольца. Однако ситуация резко меняется, если 
рассматривать только достаточно богатое подколыш треугольного про­
изведения. Это приводит нас к понятию сложности, аналогичному поня­
тиям ..з гл . 6  [2 ] ,

ОПРЕДЕЛЕНИЕ I .  Пусть ( Q. ,М )  -  тара пМ -  свободная (конеч­
ная) абелева группа. Ее сложностью СЯ(М)  назовем минимальное 
число К такое, что для подходящих (конечных) простейших пар 
( £  , М; ) найдется подпара ( S ' , /V ) треугольного произведения
А{ f$ i ,  N ;)  такая, что:
‘ I ) для каждого S; £ Е> • и для подходящи Sj (  S: , А,, (

(  $ t .. °  ) . 
1 Horn f̂M4 /fj.) элемент ( Хц ,, /  лежит ь 5  ;

2 ) имеется гомоморфное наложение пар ( / , у ) : ( S, N) (М, R)
Пусть ( R , М ) -  пара и м Г  периодическая часть М  . Слож- 

ностью пары ( R ,М )  назовем число С\ (М)= Се иг, н  ) (Mi)  +
+ Ce,CHi.w(M/Mt). ^

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пуоть ( R , М ) -  пара а М  -  свободная (конеч­
ная) абелева группа. Слою:остью R -модуля М называется минималь­
ное число К такое, что существует ряд подмодулей 0=М*£ Mi (

Мк -  М  . ЛЛЯ которого пары ( R / (Mi. t ; M i), Mi ( Mt. t ) 
являются простейшим:,

JIEf.WA I .  Пусть ( R , М ) ~  п а р а ; / / -  свободная абелева группа о 
конечным числом образующих; к  -  сложность £ -модуля N  и

0 = M o £ M t G ' . . C M ' - r l  (I) .
ряд, о котором говорится в определении 2 . Тогда факторгруппы 
Mi /М , - 1  бесконечно для каждого 1 , а  для любого ряда R -подаю- 

дулей модуля М
о = м и M U  - М м и М

такого, что для всех L пары ( R / ( j l ’-t М *), M*/-M*.t )  
простейшие бесконечные, выполняется равенство x - f ) .



Доказательство. При доказательстве теоремы I Г1 1 в/"? был постро­
ен р яд  подмодулей

0=IlUlfl£... £Ле -М (2)
т ак о й , что : Л / ) ,  ^  /уТД, ) -  простейшо бесконеч­
но з пары . По условию Ф*-> к . Зги два ряда обладают уплотнеюими с 
изоморфными факторами. Но по определению бесконечной сросте аей па­
ры, для  любого уплотнения ряда (?.)'на отрезке [  ■ Mj J имев том
оддн и только о;ыш бесконечный фактор. Поэтому для него соответ­
ствующая пара ( Q /(M i . i  :Л ; ) , Л ; /Л,-_х) из ряда (I) является 
бескон ечной  простейшей, следовательно, два таких фактора не мо­
гу т  принадлежать уплотнению одного отрезка ряда ( I ) .  Ес.л: в ряпу 
(I) е с т ь  конечные факторы, ю  к  > б  , что противоречит условию. И? 
д о к а з а т е л ь с т в а  непосредственно вытекает и второе утверждение

ТЕОРЕМА I .  Пусть ( / ?  , Л . ) -  пара, где М -  свободная или  конеч­
ная аО ел ева  группа. Тогда сложность пары { 2  , Л )  вавка сложное ли 

£ -модуля / ? ,  а  пары ( , / / / ) ,  упоминаемые в о пределе н:ш I ,
могут быть шбраны среди делителей па̂ ы С R , Л ).

Доказательство. П у с т ь /? -  конечная (свободная) группа, К есть 
сложность Q -модуля Л  , и 0=Л„ £ Л 1 £ . . .  £  Л к -  Л -  ряд подао- 
дулей, ойдаддю.|’глЯ указанными в определении 2 свойствами. Тогда по 
«мне I  пары ( £/(Л<-х :ЛЛ, Д -  / Л / .  * )-прос текшие конечные
(бесконечные). Если Л  -свободная группа, то, как показано при до­
казательстве теоремы I  [ I ]  ,  (Р,Л)\А^ (R /W i-t■ Л { ), 
причем эта делимость удовлетворяет требованиям, налагаемым в опре­
делении I .  Если не Л. -  конечная группа, то по лемме 4 [ I  J найдутся 
подгруппы Л - с Л -  и подкольпд S  ■ т. .aje, что пары 
(S^/fC :Л'-), Л - )  -  простейшие, -t : Лг  )
и Mi.t + Л [ “Hi • Следовательно, аналогично § 15 (.3] можно пока­
зать, что Л^^Л- Л - \  где подгруппа Л 1 ш лет быть выбрана в 
f l , . i  • Поэтому если т ^ Л ; ] PSт  - О }  . т е
ftfJ ii)  = р*(Л -) * Л( p sf /l j .)  для любых чисел 
р  и S . По лемме I  [I ] J

(2 ,Л ) I (£к,Л*) л (£ /(о :Л кЛ ,  Л  f t ),
* из соображений индукции можно считать, что

(  2 /Г о  А Л и ) 1.А / £ / ^ Л ; ) ,  Л - ) .
Если аддитивны й п о р я д о к  модуля . л и р а м и  p s ,  то  з п р и в е д е н и ю  
выше соображений и и з т о г о ,  ч т о  Л к ~ свободны й Z / р Л  - м - у . г  .

следует, что / 2 ,Л ) i A j $ i / { ° :Л, Л Л  )  « *тч > . ш - п
удовлетворяет требованиям , входящим в определение i .  1 i
Cg/ Л )  ж к  , то е с т ь  сложи с - ь  порч не больг° « л а» 4



модуля Л  .
Пусть теперь C g(H )- К . Тогда (R ,fl)  М  ( о / ,  N  ̂ ) , где

пары ( S'i , М; ) -  простейшие и делимость удовлетворяет требовани­
ям, входящ им в  определение I .  Пусть ( Р , И  ) подпара треуголаксг 
п р о и зв е д е н и я  и ( f  , у^) осуществляют ее наложение на пару ( £ * , / ?  
Пусть Л*. и М -  )  . Поскольку — ^-подмо-
дуль, тоМ -  /Р-поУо!одуль. Кроме того, из х £ R '  и х/1"-0
следует, что (ffx) Л  = <9 • Установив теперь равенство
{о :Л ')  + SK = 2 ' , следующее is определения троутолыюго произведе­
ния и требовании опр< :?ленкя I ,  заключаем, что существует налоге::® 
нар ip): —■* (R /(0 : / l ) ,S l )  . Следовательно, если
(S>K, /V,-.^ -  простейшая конечная пар.., то по ее определению пара
( Q О '■ Лt),f]t ) -  такие просто..чая. Нили ле пара (SK) М*) -  простей- 
дая бесконечная, то ее эпяморЬный образ либо конечен, либо является 
простейшей бесконечно:: нарой. Рассмотрим теперь естественный гои», 
мсрфизм nap :(£ , Л )  — т (  R /f'M  -М) ,  Л  / Л  ),
заметим, что р у / (Л 'п NK) “ О и, следовательно, по л е т е  2  [I] 
( R / ( К Л ), Л / Л ) I Л * (^ ,  причем делзмссть удовлетворяет
требования.:, еходящ ш / е определение I .  По индукции в Л / Л  молю 
построить ряд 0=J~l'i £ Л ^£ . .. й Л *  = t i /Л  такой, *-то соответ­
ству й те  пары либо все оказываются конечные простейшими, либо сре­
ди них встречаются бесконечные простейшие па]Ы, а остальные пары 
конечны. Таким образом, для конечно:”: пары первая часть теоремы 
доказана, а для бесконечной она следует из ле:.с.м I .

Последнее из утверждений теоремы доказано, при построении пар 
в начале рассуждения.

Заметим, что в лемме мы указали явный способ вычисления слож­
ности пары ( 2  , Л ), если Л  -  свободная абелева группа. Поэтову 

* далее можно предполагать, что пара ( R , Л )  конечна.
Пусть ( R , Л )  -  простейшая пара к J*Jt подмодуль модуля Л . 

Легко заметать, что пары (  R/ ( С - ) , Mt ) я ( R//J/ t : М),tilth)
тпосте ЯЕД.Ч1ГСЯ простейшими. Поьто.,у из определения 2 непосредст­
венно следует

ППЬдЛОйШ»$ 2 . П усть?? множество подмодулей модуля Л  , а 
)У1. -  множестве подмодулей до ;/л я  Л  таких, что пара {R //0 : //\N) 
простейшая. Тогда Я

^  t o h g y t  /  feA c .v /M ) + <- \-/фп)(П № )=™ £\1*СшКм1!Щ

.. я обыкновенных (нелинейных) авто:.атов в главе 6 [2]  показа- 
но, что слоялость деля .ого автомат;, меньше сложности делимого.
, з г:.;.: I вытекает, что дяя линейных автоматов



это неверно. Поэтому интересно выявить те случаи, когда при пере­
хода к делящей паре сложность возрастает, и те случаи, когда о н а  
убывает.

Для дальнейшего нам понадобится устан вить некоторые „акты о 
конечных кольцах. .

В теореме Н Х .5 [4 J доказано, что в любом конечном кольце с 
единицей Q содержится подкольцо Т , называемо». кольцом ко­
эффициентов, такое, что:

а) R- Т& N , где N  подгруппа радикала Ддекобеова 3  (R) ;
б) Т  -  прямая сумма матричных колец над кольца:,и Галуа.
ЛЕША 2 . Пусть R -  конечное кольцо характеристики р п с

единицей и кольцом коэффициентов Т= jp • и пусть tf: R -+ S  
эпиморфизм кольца R  на кольцо матриц над кольцом Галуа. Тогда 
существует единственный номер L такой, что if ( Л с О . Прп 
этом уСЛi ) =  S  ■

Доказательство. Пусть у :  S —*• S / p S  -  естественный гомомор­
физм. Так как Sffy О и R= т+ R )  , то у
^ y c p fT )  . Пусть в- -  единица кольца А -, тогд; {?<}  -орто­
гональная система центральных в Т  идемпотентов. Однако в y f f R )  
нет нетривиальных центральных идемпотентов, следовательно, суще­
ствует единственный номер I такой, что у и {  ег)ф О . Поэтому дум 
всех J, Ф i  y t f /Л . )-  O z, таким образом, y i / f j i ;)  = y e f f ■
Итак, S= if fA i)*-/>£= y f-Л;)+ J fS j . a  О , так как tfpj)
вдемпотенты. Теперь последнее утверждение лемм следует из лемш
Еакаямы.

Унитарным подкольцом кольца R будем называть подкольцо, содер­
жащее единицу кольца £  .

ТЕОРЕМА 2 . Пусть R -  конечное кольцо с единицей и оАал R=
-  р п. Если Л  ~ унитарное подкельцо кольца R  , являпцееоя прямой 
суммой колец матриц над кольцами Галуа, то в R  найдется кольцо 
коэффициентов S  такое, что A SS'.

Доказательство. В доказательстве используются идеи параграфа 72 
[ъ] . Гсоведем его последовательно для трех случаев.

I )  Пусть c/iast- JR= р  и З г{£ )~  & • Из определения кольцо 
Галуа легко заметить, что в этом случае А  является классически 
полупростым кольцом, следовательно, A S! 3 (R ) ~ О . Пусть 
Y ' R —*■ R/ JfJS) -  естественный гомоморфизм. Так как
A  s  y fy i)  , то можно рассматривать R  и р f  R) как левые 
А  -модули. Поскольку А  классически полупросто, все модули 

над ним'вполне приводимы, . поэтому R=А  ®  S’ , где 2  ,



и следовательно, f ( R ) -  f / A )  ® <f(R') . Отождествим Л  и
‘/’('Л) . Найдется гомоморфизм Л  -модулей f : <ffR) R ° такой, 
что у у  (Л)= Л  для каждого А , f f ( R ) R R '  п f f ~ l .  
Рассмотрим функцию / ;  ff,R) *■ f f R )  —*■ У( R) , определенную в
72.11 fb] . Так как f f a ,  € )  -  - f f a  £) -  y f a - )  f ( 4 )  , to
f f tt .  €)= О при a  £ f fA ) .  Таким образом, линейное о то Зраке гае 
Г : f f R )  —*• R(R) , которое строится в теореме 72.16 [5 ] ,бу­

дет удовлетворять условию f f (/> f A) )  = О , а  следовательно, 
Функция у'': f f R )  —> R , определенная как i f ' -  Г  л являю­
щаяся кольцевнм гомоморфизмом [5 , лемма 72 .15], будет удовлетво­
рять условию y ' f f A ) - y f f A ) = A  для любого А  С Л  . Так
как y ' f f R )  является кольцом коэффициентов кольца R  и y'f(R)i- 

2 Л  . то для этого случая теорема доказана.
2) Пусть теперь сАчЬх R - р  . Проведем индукцию по мэщносп 

кальца R  . Допустим, что теорема уже доказана для всех колец, чья 
мощность меньше n = / Rj .  Пусть f  ■ R  —> R /y*(R)-oc,TooT-eK!Yb 
Haii гомоморфизм. По перьой частидоказательства R /  У*)R )~
~ Ct(R)/  J £f  R)  <P S  , где A  -  кольцо коэффициентов кольца 
R  /  J zf R )  п S' =2 f f A )  • Перейдя к полным прообразам, по­
лучим R= УfR ) -t S  . S’2  Л  и S’Г J f R )  -  7*(g)  . Так как 
У('И)4 JziR), TO S r  R ■ кроме того,Уf£ J  - VZ(R )  , ибо tf(S )  -  
классически полунросто. Итак, применив к S  индуктивное предположе­
ние, получим У  - S  '(I) J zf  R) и £ '  2. Л  • откуда вытекает /?=
-  S 'Ф Уг СR )  , что и требовалось доказать.

3) Перейдем к случаю произвольного кольца R  . Доказательство 
а будем вести индукцией по мощности R  и будем предполагать,

что теорема верпа для всех колец, чья мощность меньше / RI . Пусть 
f : R  —> R / р  R  -  естест лнный ^омоморфпзм. По предыдущей чрсте 
f fRJ=  f f  У/R ) ) . г д е  §  2  <р/А). Так как рУ£У(Ю , 

то, перейдя к полним прообразам, получим R= У/R)  + У) ,3(R)nS- 
*f R  и £  ? Л  . Если p / R g y f R )  . n S f  R , к S  применимо 
предположение индукции, откуда в bi "екает тр!в0уемый результат. Пусть 
теанери, У/R)- f> R  . В этом случае кольцо R  является суммой ко­
лец матриц над .содышл! 1алуа. Покажем это. Пусть ех>еЛ), . .г ек ~ 
максимальная система оругогоналышх идемпотентов кольпа R , цент­
ра лышх по модулю радикала, и предположим, что в- R e  Ф О для не- 
1; ' 1'ЧХ t Ф J . Пусть Сг. -  элемент этого множества, ^п.-.енций иакса- 

иую а,дитиоиую экспоненту. Так как f / a / = О , то af/JfR),  
•■.с/., |.л .-aii ;ьно, Я - pci  А , Очевидно, что Ctх мечет быть ьыорая 

В С Rej  , что противоречит Ш6 0 1 7  а  . Итак, j  е- } -  центров-
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ные пдешотенты кольца /С . Следовательно, # =  £ 7 ф е- R , где 
Q R ~ примарные кольца. Таким образом, для каждого i ес-R 

оказывается кольцом матриц над локальным кольцом, удонпетворяшим 
у ал о пип JfA) = р А  и, следовательно, являгадш/.ся кольцом Галуа.

СЛЕДСТВИЕ. Пусть £  -  унитарное подкольцо конечного кольца R . 
Если А -  некоторое кольцо коэффициентов кольца , то б R каП- 
дется колы'.о коэффициентов А  такое, что А  2  А  ■

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть ( R , Л )  -  коночная пара и е*= е<=■ X?
Тогда С в (Л )  ^  CfBe ■

Доказательство. Пусть if: g  —^ g / J f g )  -  естественный гомо­
морфизм, а / ^ - у  -  максиьальная система центральных орте. ональннх 
вдемпоте.чтов в </>(£). Пололи в / А  f f e j f i  , t f f i  -
~-)/i 2  под*1™ ортогональные системы вде.мпотентов j 7'j  и

j /" )  в кольца е Re и f i -C)  R f 1 -е )  соответстве.гно, по-
лучш.) система. /  £ }  и /  /■"] . Пусть / - = /■ + Л  , тогда 
/7/;)~ /  • Такш.1 образом, кольцо примерно, и по теореме
XI)..4 [4  ] его кольцо коэффициентов A L является кольцом матриц 1сд  
кольцом Галуа. Из теоремы .'IX .5 [4 J следует, что Е фЛ г -  коль­
цо коэффициентов кольца R  .

Доказательство предложения будем вести индукцией по Сс (Л )
По предложению 2 найдется подмодуль Л  С_ / /  такой, что 
( £ /fO -.fi') , Л ' )  -  простейшая пара и Св м , ( Л /Л ' ) -
-  Ce f f i ) - i  . Покажем, что пара fe  Re/ / о : е / г ), e f t ' )
также простейшая. В самом дате, поскольку g  / / О : f t ' )  -  кольцо
матриц над кольцом Галуа, то по лемме 2 найдется единстве.шый номер

L такой, что O ^ y  f A i ) -  & / f o : f i ' )  , где у :  R~*g/fO'fl')
-  естественный гомоморфизм. Тогда A ; +fO ■ Л ')=  R и, следователь­
но, е А , е  е c f0 : f i ' ) e  *= е Re , о .{уда / / А ,  / /  ■+?О: еЛ ')=
- е Re , причем _кнулятор в последнем равенстве берется в кольце 
е Re . Пусть ^  -  примитивный в д ет о  тент в кольпе А А ; / /  Ток 
ка>: Л '=  у , то пара f e R e / f O :  еЛ '), e f i ' / s e
-  f{i-A ;/>//7oieff,)) /)'A i//g t)  простейшая, и пс предложению 2

(7еНе (<Л)± I  +Сеее/ГеЛ': ел)  f  СЛ / е Л  )  . Следов тельно,
по предположению же ; кщш Сд ( Л )  -  /  * Св frf. fi) f Л / Л ' )  £ +
+ Се ее /Гем': е л )  f  e f t / е Л ' )  *  Сеее f e f f ) .

ПРЕДЯ02ЕНИЕ 4. Если £  -  подпольно кольца R  , i f< ?  t- J / 'R ) ) / j /R )  -
= R fJ fR )  . т о  Се  Г Л ) *  С ? f Л ) .

Доказательство. Пусть Т  -  кольцо коэффициентов коль, ч . Так 
как R = S + J f R )  в J fS ) С y fC )  % то Т является кольцом ко­
эффициентов кольца R . По предложению 2 существует подмодуль Л



-  206 -

нодуля У / такой, что паре ( £  Af& :f l '), A t')  -  простейшая и
По лемме 2 существует прямое слагае­

мое А  гольца Т  , для которого RA(°:At')m/A.;+fO:fi'))lfo: ft').
Так как A Ll S c £ ,  то пара fS'/ffO :/Р)П£), М')*№Аа//ШМ),Р)= 
-fA/fa'rt'J,/ / У - простейшая. Теперь,- ..спольэуя индукцию, запишем 

СеМ )=  Cg/fM,;W M / / f h l >  Cs /(Jf !i,) ( l t /M ') + 1 *CS (М).
П?ЕГ(Д033НЙВ 5 . Пусть £ “{  */е}  ~ система идемда-

тентов кольца £  , центральных по модулю радикала, a £  -  унитарное 
подкольцо кольца £  , причем £  как кольцо порождается объединением 
Я  i r £  ■ Тогда для к сякого ^ - м о д у л я / /  Cg(Ai) *  Cg( f f ) .

Доказательство. Пусть f :  J£ —* P / j f f J -  естественный гомомор­
физм. 1 ез ограничения общности можно считать, что система £
содержит f i - e )  вместе с к-ждым Е . Пусть .......... м -
мишпольные элементы подструктуры структуры центральных идемпотев- 
тоэ кольца £ /£ f£ ) ,  порожденной множеством f f £ j  . Тогда £
= f f i )  и ортогональная система центральных идемпотентов’коль- 

ца £ /£ £ £)  . Так как f£S>) V  f f  £ )  порождает кольцо f ( R )  , 
то f f £ ) =  п  f f s ' ; и, следовательно, f f  £ )  f t  -  f ( S ) .

Пусть А 1-  кольцо коэффициентов кольца S' . По следствию в R 
найдется кольцо коэффициентовА  такое, что А 2 Л .  Пусть =.

-  минимальные центральные идешотенты кольца А  . Так как 
f  f A  J -  минимальные центральные идемпотенты в f f  Р)  и f f i k  

-  IS А  • 70 ■цдя кадя ° го * существует J, такой, что f f A ) *  <7; . 
Поэтому f f £ A ) -  f  fS'f<) . Поскольку S'- J f£ )+  Л  , то

, откуда следует f f £ f i )  -  f /A £ )  
по лемме Накаяш. Значит, для каждого Л С А  найдется Л  такой, 
что f'u - А) А  £ А  А  Л £ [£ )  *  р А { ;  . Тогда по лемме 3 ( I  ]
/Я  - Я )/; -  р  a i А  • где 01*А  • Аналогично выберем элемент 
А  для t . Продолжая этот процесс, мы покажем, что A / i  -  A fi ■ 

Нели j £ t / А ]  ~ множество минимальных центральных идемпстен- 
тов кольца А  , то отсюда следует, что для каждого i  найдется р  
для которого А; »  Ар ■

Пусть теперь М' -  подмодуль модуля р [  такой, что пара 
(£ /(0 :р р ; Л ' )  -  простейшая и Св((л':м)(М/.Р1')-Се Ш )-1.
Покажем, что пара f £  / f О :£l'), J T )  также простейшая. По лемме
2 найдется такой, что J£= £ O - ' A l ' p . Пусть ^  -  прими­
тивный идемпотент кольца А  • лля которого О , а  ^  -
примитивный идемпотент кольца и д '±  Ai£  • определению
простейшей пары Al'= А  р  'т ' для некоторого элемента m ’E Н  • 
фдя каждого £ f £  найдется такой, что f£-cef- )-А1' = О
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HO , поэтому в кольце А  найдутся
элемент^ и минимальный центральный идемпотент А. ъ-А такие, что 
(А -Л £ ,)Л ’= О . итак. о '=  fO;rt')s  +Л А: и М ’-Ау'т ' -
* A ty 'rt')= A £2(pm ';= A f£ /rf'm'J=A 6 ;? /?  'nt'J, откуда и сле- 

дует, что рассматриваемая пара простейшая. Как и ранее, доказа­
тельство завершается индукцией по сложности.

Выше сложность делящей пары Оыла меньше сложности делимой. Пе­
рейдем к случаю, когда имеет место обратное соотношение.

Введем следующие обозначения. Пусть £  -  унитарное подкольцо 
кольца £  и А (кУ — S' . Пусть //я в л я е т с я  ^-модулем и цепочка

S' -модулей
o = n t s r t t s

такова, что цари f  S'/(Sl£-t . ' / / р . ' , / / / / / ^ ^  )простейшие. Обозначим 
через /^-наибольший R -подмодуль ^ -м одуля  Sl£ . Тогда име­
ется цепочка R -подмодулей

О = Ы0 £  N t £  . . . £  N n = Я  ■
Пусть, наконец, Л  -  кольцо коэффициентов кольца S* и А -  содер­
жащее его кольцо коэффициентов кольца & .

ЛЕША 3. Существует система / ,  гпп]  элементов из t t  
такая, что .для каждого i , Z +- Мi-i  , 
<f£fSit-)‘  А^А/;) & £.'ф f M. t/ifA  rrt+) , где </>■ : SI -*Sl/pMt 
-  естественный гом/морфиз).;. При этом N; * б ег f t  *П  ̂  A  m j .

Доказательство. По определению простейшей тары найдутся элемен­
ты m l,. . . ,  т'л и з / / т а к и е ,  что / / t- =Л пг£ + t .

Закетш.1, что Rp  S  SJ(R)SS> и , следовательно, RpM; S N- , 
oxpfSSi /А/; ) £ p  и * «  /<  S fSi .

По индукции можно считать, что для всех i  <■ с выбраны элементы 
mt , для которых Slt - Л  m t  + S i и сумма

(3)

является прямой для всех i  i  £  £ r t . , п
Для £ =  с.,. . . ,  п  рассмотрим суммы S/e * Si е , где

и „ J  О , если 'гг, (■ А/е. > 
е = /  S iA A m J)  , если .т £ t  # е  •

Если все эти суммы прямые, то положим m£smt- и » что
обеспечивает соотношение (3 ). В противном случае обозначим через 
К наименьший ср>еди таких номеров, что t i  К ± п. , т, /  AS , 
JO ifK(A ” *')Г/ M/i-t)** О . Тогда <fx/A n * i)£  
поскольку cP/£ (А ап') — неприводимый А  -модуль* При этом

рк ( n , ) +£.. Y*(Ay rrtj) . где n « f  А/« . Приняв 
J'*'1
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tnc -  т - ~ip. Ут/  f  • полу4 ® 4 равенство A n?i +Pll. l sJii
Полежим ^ 1

u. - JH fi-ф'  . если m i (  N t ,
J t<! /  Hfi.M  * Ac /A m i  ) . если m ; )  Me ■

Если К , то mi(M t и Ul t  имеет вид, описанный форму­
лой (3 ). То же самое имеет место и в случае, когда Р^-к , 
но m i 6 . Если же L 6 £  с ц  и m i 6 Me , то нижняя сумм* яв­
ляется прямей по выбору номера К и Mic снова удовлетворяет 
соотношении (3 ).

Так как * £ 7  Л  т ;  , то

( f j f l ; ) ' M ii -  <fi(A m j) .
Поскольку г&-г <fi d  M; . отевда вытекает и последнее утверж­

дение леммы.
Ш  4 , Пусть М —+ H /jli- ( \. У -М  rM l/M i-i -  ео-_

тественные гомоморфизмы. Если т  f  Mi и Рхр /Aden) ) -  p e? i ,  
то &*pPPfm))*р е  и PreprfУ{2/f в )  m j)=  f>e' 1.

Доказательство. Так как *хр ftp  dp f~ *~?т))~ />  и pfpf'lSm)i
2  (ffjjl),  то из определения простейшей пары следует, что модуль 
р  [ р*-*Ут) неприводим. Поэтому f li_ t  2  J / S ) Ре'*т  2- 
2  3 /Р )р е~*т э р ет  . Но JfR )pe'* m P M i-i  • откуда
Ртер/уА/т))*/ ^ и p g~* • Если же p KJOi)m<

£Ml-t  , где K ^ f- i  , то p * tl/ri dM i-i , что противоречит 
услошю.

ЛЕММА 5 . Пусть A KCHlfpg)J ,A xAlft(gPfpe, ,L))J i*  ZK,
K l i  ъ 3 (R )’  3 (g )  . Тогда Рхр dJl; р г.

Доказательство. Будем проводить наши рассуждения в /Р-фактормо- 
дуле ] ) /М i-i • Будем считать, что РжрfSJt ) >р  . По определению 
простейшей пары g= A +{A fi.t  ■ Н ; )  . Пусть г  6 R  . Поскольку
p P g g  . т о  рт = Л+А,  . гд в Л<?Л . A f f S / i - i ' . r t i ) .

Так как «яерРргМ;)* 0 x f fS f i)  и Pxp f  <рр/с )±
* 6 * ffA li.i  А  Р  * t y / S / : )  • '  ° prcp>£Affi)i tbypffli).

Следоттельно,Л  необратим, Л е J fA )  и Л = р Л' ^  , гдеЛ'£ 
f  А  . ибоу! -  кольцо Галуа, Итак, для каждого t ( /?  найдется 
Л'ё А  такси, что p f 't  - f ) / i i  2 S fi-t  . Поскольку p p li- i ‘ О, 
то fx  - Л ’)р  гЦ ;~ О . Если p lf li  Ф О , то этот R  -модуль ока­
зывается "очным (А / 0xp> fp zM i )А  ) -модулем. Следовательно,
Л  а А  * р*А1;)А2 g  , что противоречит услошю. Итак,

d N i.i  Л
ЛЕММА 6 . Пусть выполнены услошя леммы С, ггц такой же,как в 

ле лиа 3,и 2 mi (  Mt . { . Тогда S A  m i  с Ni-t .



Доказательство. Будем проводить рассуждения в S  -фактормодуле 
. Так как : S i J  , то £  * А *■ S '  , где

АРА  и S'6  fSl;.t ■'/!;) . Поскольку А -  кольцо Галуа, из 
леммы 4 следует, что Al; =*Лгггс (В Pi^t . Следовательно, 
и S'r/t^= О • Поэтому 7 А snt- * О , ибо кольцо Л  коммутативно. 
Отсюда вытекает, что S A : f i ;  )  , если s m c = о .

Так как S' -  локальное кольцо, то PAft-- t: .
Пусть S/n't о  , где т'бУУ- . Тогда Z£snc = О для каждого 
X Р R  . п поскольку S €S f f g )  , то XS pAPRj У У  . Поэтому
(?S У fr ti- t  ■ -rf; )  • Следовательно, O f Sm  V PPsty . t  ,

что противоречит определению /V/.*
ЛЕША 7. Пусть S  я Р  такие же как в лемме 5 , ^  -  те же 

элементы, что и в лемме 3, и exf> ffft- //Vt\ t )= р*- . Если

rr7*= е  Л  т с + L  ‘X j m j  ,

где Л РЛ \рЛ  , х - 6 Р? и С -  примитивный идемпотент в А ,
то найдется собственный Р -подмодуль Aft £  РУРP?J/77p , такой, 
что

3 ( R ) m T /W * ) f" * n  M - t ) '  ( I)

-A p ~ r ? / f A / > '" T 'i# i-  i  A fj.t j

" У ( М - р А  + ( S f * : A  г » * ) .  ( г )
Доказательство. Будем вести наш  рассуждения в R -  фактор- 

модуле И. /N i- t . Если будет построен модуль Mt , удовлетво- 
ряиций уело ей ю ( I ) ,  то включение в левую оторону в равенстве 
(2 ) будет следовать из локальности кольца S  и того, что УРР)-
= У(У), так как А  m *  f  УР&) г*?* 2  j~i*  . Поскольку УрР)/У-_ t Р 
РЦ- t ^ O  , то У(Р>)гггр = УР&) е Л . Поэтому далее ш
можем считать, что /77р- еЛггг1 я вести рассуждения в фактор- 
кольце R/pA/i-L : и в  & -подмодуле Р  -фактормодуля

K - i  • ,
Ц^сть А'= £/У Р #)& У 1*(6р ( р ъ) )  у . Так как по 

4 y Zf£ )m l -=- О , то Ур/2) является А  -бкмедуле*.
Из утверждения 5 6  ] построим такую систему ■ •,

А «} PPPfR), что Ах= р е  .А 'Р .А '  -  Еедриьэяший .4 '-б и - 
модуль для каждого ; и

УРЮ =£*А'А,А' •
При этом, очевидно, можно считать, что У - ^  ^  е , где <? “
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примитивный идемлотонт в _/[' • Так как Ж  Aj ~ неприводимый 
левый А ' модуль для каждого j  , то по индукции легко построить 
подсистему X ' системы X  такую, что А̂  (  X ' и

' - Х Г  9 Л 'Ад а /7?,
A/&JC'

Заметил теперь, что из построения элементов и утверждения
5 в]  вытекает, что А'А^А'е^А'А^  , то е с т ь ^4  ̂ Л'т*= 
=А'А/ / /*  • Положим

' ‘л * * П Ф. Ж  A srr*
L А/< * ’̂ * *  J 1 « S+

и J4j =A'Aj A '  • Тогда -fiA™, , что равносиль­
но т/шемству ( I ) .

Допустим теперь, что тайдется , -*>■

< * Ю Ы £ * ц ) .  1

Можно считать, что A- А а. , где -  примитивный идемпотент
из А  . Поскольку А ' -  кольцо матриц над полем Галуа, а У(£) 
•SL/i. -  А  -бимодули, то, домножая, если не обход зло, А спраш 
га обратимую в А  матрицу, можно считать, что  ̂ • Тогда по
построению подсистемы X.' получим

где A- £ j j .J О

' ГП* = Ж  А /гг'.
>, и  ж * :а; . с Так как

° = - J fr ,  ^  * J ) еА т ^
по лемме 6

0 = ( п ~ Ж  А'■) е Л Л /п  =/А~Ж А ) е Л / г г ,  .Ay tx ' '  ' Kjf-x' J '
Так гак е А  и е Л  неразложимые А  и У?-модули соответственно,
то в mac одинаковое число элементов по утверждению 5 [ б ] .
Таким образом, е Л  = е А  , следовательно

/ А  ~ Ж  А , ) е Л  /гт =  О  .

Но £?- А  + 3 (2 )  и У * ( £ ) = 0  .  Поэтому

откуда
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что противоречит предположи гаш.
Завершая доказательство, заметим, что = р А  и Н А ю *£  

£ //г при t  , A - f J C  , откуда вытекает включение тевой' 
части (2) в правую. ^

ЛШ1А 8 . Пусть g  и S' такие же, как в лемме 5, и элементы 
l'71!, ••• • 771 * J  выбраны,как и в лемме 3, Тогда найдутся элемен- 
ты m't )  г?7^. . , ,  и последовательность R -модулей 0  =
-  А1„£Р1‘±£ ,.. £ Af .̂ =Af > удовлетворямдих следующим условиям:

I .  Существует примитивный идемпотент et 6 А  , такой, что. i - t

mi  = ec f л ,  rn tс + J a  -ry  m d )
для некоторых -г - £ g  л f A  \  р Л  .

3 . АГ/ 2  / Vi .
4 . Если т- г  Л/j, для некоторого и. , то т ' f  / / л .
5 . **>/> га/ . ) -  **?> ( A t - j .
6 . ( iR /f /f / . j  ■ / / / ) ,  A ///A lJ .t )  -  простейшая тара. 
Доказательство. ItycTb ps : AI —>fi//\fs. t -  естественный го­

моморфизм. Из леммы 4 вытекает, что
К  (M s)- К  ) •

Так как p>Ats_t СygP)p!s .1 СA/S. t , то отсвда по лемме 3 по­
лучаем

Теперь, вспомнив, что
p f1 s ~/>Al/ns 1-pJfj.i £ p A ™ s +A/j-t 

и воспользовавшись последним утверждением леммы 3, заключаем,
что

К  ( Л т лТ ,

ГДе • f t  f/>A**s)  при rffj ̂  /Vs и О в противном случае.
Скажем, что /77, является элементом первого рода, если 

ехр(М/Л/i-t)"Р2 ' В противном случае назовем / / /  элементом вто­
рого рода. Введем на множестве { rrrt j порядок. Поло­
жим, что //7 ^  т  , если:

а /  //?  -  элемент первого рода, /п  -  элемент второго рода;
б /  /77 , /7 7  -  элементы первого рода и i  & j. ; 
в/ ’ni ) r*- -  элементы второго рода, /гг, /  /Vj-, /> ' t  /Vx лля 

некоторого s  i

(3)
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г /  га j srtj -  элементы второго рода /7Г;, A/s \ / t 'f . t для
некоторого S ж i  4 j  .

Пусть а,( -  элемент первого рода. Так как е^>
то при J  i имеем ê cf> f t  /У1 л77 )  £р  • По лемме 5 & xp/jj;)tp . 
Следовательно, из равенства (3) вытекает

р 2 = етср ( f f t A/l ))=  м я  / *хрШ <.),^паас.^ ih c f/'ft fA  т ^)))±

£ т а ю / р  j J  О  "Р"
( I еасрз ft-fArr?^)  при /г?; 6A/t \

Но ето неравенство несовместимо о m t ^  . Итак, 07; £ А/-\
\ N i - t для каждого элемента первого рода га- .

Пусть теперь т ,- -  элемент второго рода и 
для некоторого номера oL . Тогда если f t a o )= р г , то 

т ^  -< га.f- , {*)
В самом деле, вое доказано, если т 1 -  элемент первого рода или 
еолв ти £ АУ̂  • Пусть ,т  ̂£ f t  . Тогда, учитывая лемму 5 , имеем

р г= eacpfS/j'/S l^.i)*  е*y>{fAm++flll.i ) / / /A. i )=&cff{{ni'( +

чего не может быть, поскольку -  элемент второго рода.
Введенный выше посадок позволяет нам рассматривать подстановку

~  )
W , • • • *-~У ;

причем аг,ж-£, mi£ тогда и только тогда, когда X £ £ .
Судем строить элементы т.* , удовлетворяицие следутадам пяти

условиям :
Найдутся примитивный идемпотент е* £ А  и элементы А к £А  \

\р Л  ,  t w  <f &  . г д е  j  г. / к '  также, что

rri; £ f t  \ A/i-l ,

= ех ( л *  т ,  У-ДГ

Колл m t/c £ для некоторого номера О- , то £ f t  . (6 ) 
Если т- -  элемент первого рода, то

f  ’f t  л (т  * ) )  *= f t  г •
Для всех п  сумма

■Нмг * 3 2  . f i + f - A m j )

является прямой.
Если /  £ К , ) )  ~ f t* > ~ подмодуль R-

(5)

(7)

(8)



модуля А ( R) т *  , построенный в лемме 7 , и

t, ~4j £ A//t ,
TO

ti i { ? № )" •* )  - f i t  № **) • (9)
Заметим, что при гпук £ A/ŷ  \  N: _t  аз  определения следует,

что Ящ- Н/к-т и A  A  *A'(K-i>t * если э™ множества опреде­
лены. Если же к» i  , то можно принять - О .

Перейдем теперь к построению т * . Если к  > i  , то эле:.:онты 
т*, ... t w * . ,  предполагаем построенными. Сначала проведем по­
строение, полагая, что ж,к -  элемент первого рода. Л* этом, 
как локазано выше, т-,1 £ А к . Пусть А  А  = frrz £Л'1к \ р т 6  
r M K- tJ  . Тогда Nie n /i iK.t С /V** и *хр/Л/ук
Поскольку пара (S r/ ( S i im_t Sf;K) ,  Stiic /S tyx.t )  является 
простейшей, то

S / C # ^  :М £я )  =  A / { ( / f ^ t  : М 1К) П Л  )
и А  -модуль А/1м /Афу^.у неразлопс:. Поэтому факторыодуль его 
подмодуля SfL I N  * > Емепций экспоненту р 7 также неразложим
[6, утверждение 5 ] и, таким образом, является неприводклл! 
y t -модулем, а  следовательно, и неприводимы: А  -модулем. Ог-

свда вытекает, что существует примитивный идемпотент £ ̂  А А  
такой, что A / l - i ех)А к гпук С Л/А , где ЛК6А \ р А  . По­
логим ж* - е^Л^/гг^ . По построению условия (5) -  (7) выпол­
нены. Поскольку жу^бАук , то,как указывалось виде,А кt  = 
-A/fx-iH -ut яри всех -/Р < . Следовательно,
условия (8 ) , (9) 'ледует проверять лишь при / =  £  .И з  
yytj 6A/iK\N iK_t  и рФ L вытекает, что т -  -  элемент второго 
рода, поскольку было показано, что ж̂ £ Л/j \  /V,-. , если m j -
элемент первого рода. Поэтому mj ^ ж и, следовательно, суьтта 
А  А  является нулевой, а сумма Аки состоит из стш го слагаемо­

го ^  [А т * )  . Таким образом, услодая (8 ) , (9) выполняют­
ся.

Перейдем теперь к случаю, когда ту -  элемент второго ода, 
и пусть ж у £ А. \ М<-1  хля некоторого номера сУ . Тогда <,

, а  если съ/э рр  / , 6 6 . ]= р г , то ум к ^  из неравенства
(4). Отсюда в любом случае вытекает, что е?ср , А л-г, )  £р> 
при j  с ск . Обозначим через Л  поле Галуа Л  / р  A  Sr

. т о г д а  /А ж  )  является векторным пре странствуй 
над rani при j i  t  к . Пусть ‘V  -  некоторое множество элементов
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•п̂  таких, что т  ■ { A/'l \A/ll. i и J  4 > и пусть jX l  = S.
Тогда

cU/n* 'J f tK  ?+ fA " у ) *  s > (1 0 )
причем это строгое неравенство, ес л  0эс*> { f a { /4 + ) ) -  о 2,
В самом деле, неравенство имеет место потому, что сумма

X ’ ^ { Л ~ г . )rrTj &,tc J
является прямой по соотношению (3 ). При наличии равенства и 
&тсо Р г заметим, что

поскольку (£ Js  О и j.*-X .Н о  Г -  ненулевой R-
подмодуль в / / /  _t )  , а  это противоречит определению подыо-
ду.ля •

Из неравенства (10) следует, что

^ j C f J A  ” <*>*> r J A ^ ; ) ) > S,
где 5 * -  количество элементов таких, что j. * i  к и <?

А^. Ч , и эти неравенства строгие, если ^  К ( М л )  =
= р г  . Заметим, что /??, Хггг;л % если и

Пусть (Л- [ j  I m L̂ £А/и \ Ыа-± * ‘■j г  i* ]  • Если

Y* / Л ^  n Jr<*. °>
погожим

J'l^ — XT Лгп^ + А гП ;j ew  J * , ,
Тогда если Х= е9 , то / ( / У /  -  Д  (А/тг1/е)  ФА(к-цв 
пра )Ъ./^)'= />* , и  )&СА/*)3' К {А *ч1е)рА/*-пр
в противном случае. Если же

%.(Ат.и )п Г ^ ^ (А т ^ )Ф О  ,
ПОЛОЖИМ

J i  *=А  еП,- + ХГ А т . .* j e w  f
При любом определении / / ' и з  неравенства (10) имеем

& № * ) ) > & >
(и)
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и это неравенство строгое если ъер ( ^  (/!+ ))=  Р2
Если е^о то а * к  и положим h/'=P(g]/n*

При положим fi/' - / £ * -  О и Н',к.(, .  -- Hfm .
Если далее - г г  г

Г + № * ) г > % .№ ; ) $ Я 'г к .щ  ,
то пусть т * -  /гг* P /i*  такой элемент, что ек ~ примитивный
идешхотент из Л  и

%. ( " 2 ) £  (Г* ( л V  п  Г* ( T i p )  \ Я ) К .i}* .
Если же

Г) р . { М * )  й Я ^ - ч м ,  
то поскольку f l*  с Д/, и по лемме 7

&  ( < % 7 ^  ± ■ * - ft. ( T l* )  ,
то

Л " *  ( К  {T 1V  л  К. № / ) ) *  1+ ' (к . (-M *)n fc(H p)
значит

(T tfT T *Jn fi Щ ) )  i +cUnip. ((<& (И * )  П

п  Г* № ?))+#}*■*,?)= i  * .l)/3 -  S* *итл ,& (H V .
Если <Гя̂ о jfo )* f> , то первое неравенство является строгим 
по определении Д / ' и Sf*  , а  если &хр )*■f>z  , то строгим
является последнее неравенство по ( I I ) .  Следова-ельно, в люОоы 
случае найдется элемент т * = £ f i *  такой, что £м -  при­
митивный идемпотент и з Д  г

% .( > * £ ) *  &M V \ / л / / ) ) .
Вше говорилось, что

и * =  J Z a
при jf-pi rrtj ^ -A at?t

K . f A v u J n j C .^ K f A ’" ^ ) -
Так как -примитивный идемпотент, е#-А = • Поскольку
f f m * у/ JT/X-Y/ / 5  П0 определению, то т * в этом случае удовлет­

воряет условию (5 ). Если же

и / Л* 6 IZ J l m L. . 
j e t A  j  ‘

то,до<5ашв к нему элемент (P-f £кап ■= m  m t и вычтя элементто,до(ЗаЕИВ к нек/у элемент (Pf
е* Рп = гп  & П  А  /«,;• такие, что fc f/H )*  УР/ ' ^ J

j-6 (Si
с но-
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ва получки влеме*»т, удовлетворяющий услошю (5 ). Из построения 
следует, что условке (6 ) также выполняется. Тан как Н )et\ 
в JJ'xt*/Угк-tH  при -6 / / )  , нам необходимо проверить
выполнение условий (в) ,  (9) лишь при У=/>.

Поскольку е-хр р+УА/г?*)** Р  * то К  УЛ )  -неприводи­
мый А  -модуль. Кроме того, *» таким образом,
сум«

УУмр “* К  У Ат *) ^УУ/к-i)р
является прямой. Если ^  К.УУУ*.)- р  , то по определению
УУ/# -I) в ~ УУ/ч-t)я и

f  УУ,^ К У Л т 1с )ФУ-У%-ор '
откуда следует условие (8 ) .  Если же етср КУЛх) -  Рг , то 

УУ*)э -  К  УЛт* )®jy'/K-t>j}.
Проверим условие (9 ). Если р^УЛ т-%', £ К  УЛ^)  , то из
выполнения (9) для К-1 следует

К. ( y jf i)n h ^  -  К-УЛ/^ЛУК. ( A m t) <ВЯ(tc-t)p ) £

£ П  № / ) ■ # f * - t >?)  W ? )  ■
В противном случае

К  Ш * )\( f W ) ПК.(ф)+Я'г*-tJfi )
по построению, та.лм образом

/л (Л-)ЛУУ^ = Д  (Ц )П (К (Л  )  Г

*  £  W J n t f f r  ( Л * ) \ { ( &  ш п п г + щ и

П К  ГПр)У к  f r f ) ,
то есть условие (9) снова выполнено. Условие (8 ) следует из вы­
полнения условия (9) и леп л  7 , о

Пусть все элементы т*  уже построены. Положим /г?' * /гг* , если 
> = ^  • Заметим, что элементы л*,' удовлетворяют условиям I)  и

4) л ем и , поскольку элементы угг* удовлетворяют условиям (5 ) ,  (6 ). 
Поотроив элементы rrtj , мы тем с^ьым пг '■троили и цепочку А  -под­
модулей AJj , удовлетворяющих условию 2) лемьы. Заметим теперь, 
что по построению элементов т* и из выполнения для них условия 
(7) следует, что I Y*. tA n ij) Я  /  К  { Л  л**/ ) I , если 
mj  У̂У̂  \ . Отсюда и из условия (9) вытекает выполнение

требования 5) леммы. Так как при этом р^.УАт\ )£  К  У НА  
то,сравнивая равенотво (3) с равенством (8 ) и (9 ; для различных { '  
и < *= п  , получаем по лемме 7



% [f<  > : к * ^  - л «*>.
где = t t ( т'£)  при 'гт̂ Т /Vi  и £3 в противном слу­
чае. Равенство (12) влечет выполнение условия 3) леммы. Если

)  -f> ’ , то из выполнения условий 5) а I )  леммы
н леммы ‘4 имеем , откуда г'о построению
модуля вытекает, что ff?  ///■'_t является неприводимым
модулем и пара . / г  ) ,  f y /A tj.A  ~ простейшая.
Если яе e < K f > ) =  p z  , то по лемме 7 У{2)=/>А +
+  (Л % : A r r t j j  , где у -  i K , и Л * по соотношениям

(Э) и (12) для к  . Следовательно, У1̂ - / f l j -х снова явля­
ется /£?-модулем г пара ) сказывает­
ся простейшей. Итак, леи .а  полностью доказана.

ЛЕША. 9 . Пусть S  -  унитарное подколыдо кольца &, У /2  )~
* 3(g), А  /<?&//>*Т » , л - 1 4 , (££(/>*, СС , где

~ 'СП- , и пусть т £ выбраны,как в лемме 3. В этом случае 
выполняется утверждение леммы 8 .

Доказательство. Так как £ /  У/S )^ £7  ̂(G FCp^)) * , то
СS"J . где S '  -  локальное кольцо. Пусть £tj  -  ш трич- 

яые единицы кольца £  .  Легко заметить, что eii £ e£i S'£j,Re.;. 
Поскольку ец Reii / ?,у У/2 )e£i  з?Л к ; СAF/p V )  и i f nt- = п ,
то п£=К= г г /£  и 2 = ^ / 2 )  . где А '/У /А 1)^  VC'fCF'p)).

Кроме того, существует взаимно однозначное оостнстстпае ыехду
£  -ПОДМОДУЛЯМИ модуля £1  И -подмодулями модуля

et f t  .  При этом /V  является ^-подмодулем модуля А! тогда 
и только тогда, к^гда et t f )  является eI t 2  ei t  -подмодулем в 
eu f i  • Поэтому лемму достаточно доказать для колец 3Jt2fti  
И eJt £esl И модуля ?Jxf l  . Но в этом случае f̂et t 2eJt)-
= еи  Jf£)eu  = ^  yfgJext = У/ ^ t  )  , а  кольт а коэфри-
циентов колец exi 2ext и eIX g e t i  изоморфны
AlxfCAfp'y z ) )  и G A /p*  £ j  соответственно, где A  zx ,
и лемма 9 следует из леммы 8 .

ТЕиРЕКА 3. Пусть S' -  унитарное подкольцо кольца 2  , ссд .раа- 
щ 2 )  , и такое, что в S / У / 2 )  ла.тат все центральные 
идемпотенты кольца 2/У С А) . Тогда С^С/ССз Cs  {Jj.)
для любого 2 -  модуля /С  .

Доказательство. Пусть £  = f a , . .  ■, ^  -  максимальная систе­
ма центральных ортогональных идекпотеятов кольца А  . Если </.
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R —* A?/£7f£)  И £■' £ /■ ?££) —* S '/J ’f-SfJ -естественны е
гомоморфизмы, то £  ={</>(f t ) ,  ■■■ > <£)£*. ) }  и £  “
-  j  f i f f 'e t) ’ ■ • ■, y'Y’f e~J}  являются систеками ненулевых, цент­
ральных, оотогоналышх идештотентов соответственно в кольцах 
JR /Jfg j  к S)/SffS j //>Л  • Кожно ьыбрать ортогональнуг
систему £'- / < / / . .  . , ^  J  центральных идемпотентов к< ьца / I  , 
состоянию из прообразов системы £  . Тогда <?£- , <?/ г> <Sy и
ft/< ег ее ))  = ГУ ) f j  < 7  -  ^  • Таким образом,
Г С Ъ -е^ е/), p fe)  -  <  ^  V A /A 'J/JP A )  и поэтому
- е/  < 0 =  ^  » откуда <  -  f / f j  = £.' • Итак,

в у 2 лежат все центральные лдемпотенты кольца у4 .
Пусть <г, , a  Pt - £ + / - A  . Тогда Ре = S > * =

/?, п из соображений индчкцпи можно считать, что f  1 -
_ е) /I для некоторого идемпотента £  из £  . Рассмотрим отдельно 

случай, когда Sfft-Pe.) = -У/'е£е) , £ Ре А £ £ г  , еу2£«
- *)1 е А е  { 'g g /'f t-c ))  и г / г  .

По теореме I  в  / /  найдется цепочка .?  -подмодулей О*Л 0 £Jit£
£. . .  £ l1K=Ji такая, что -е = Cs  f / i )  и пары 
( £ / (J)A t / A i . t )  -  простейшие. Тогда Д  =у2 /у£ +*
+ причем /г?£ можно выбрать так, что mt = £m t мя некото­

рого идемпотента /•  £ £  . Пусть Т~ { L je m t̂ •= т, }  . Положим
М; -  D  . . A  т . Так как Д .  -  П  А т - , то <? £ с/У  £  е/1.= 

4  ^ * j-ч  * A  '
= / /  • Будем рассматривать только несовпадающие модули / 7 1 , При
& том цепочка е £  е -модулей £= j£ 0 £ £ . ..  £
такова, что пары ( е £е. /(А £с_с :£% )), At; ~ простейшие.
Поэтому применив лемма 9. Положим т* = /гг£' , если i  (■ Т  и т£=
-  гп1 в противном случае. Пусть Д  = Д  ./2 . Если У J  ,

то пара (€k>e./f/f;[i Д У ,  Д / Д -z J является простейшей по 
л е т а  9 , если же l ft I  , то пара
((1 -tL)P fl-£)/(f? '-L-Pi'), /fJ /S fj- t )  является простейшей, 
так как ( i - e )R ( : -e )* f i - e )£ £ t-£ )  . Кроме того,
( { -е)Ре,  £ # /) -£ )£ £ {£ )£  S  и если i £ j  , то

( t - e )Pe  Д - '=  ( 1 - е ) 2 (B ) e r f!*  f r - e ) J t f ) e  Ц Л т / £t L J*1- *
ь A, a -e )J (2 )m l £ / i-£ ) ) i .  £ IZ . .A m . £

. / r  J j
Если же l f )  . to

i  P( i -c )/)■ -  e £ 'fl-e ) 1 2 .  A m *  £  e У(£)Л± £



с У С / г ) Л ,п £  A m  .

Заметны, что это пересечение является г ке. -подмодуле! в
(Z . / 7 ^ - у У  и по условию 3) леммы 9 оно декит в З  ^  А т *  ,

’ следовательно, e £ fa -e ) f l '£ IZ  . А т / .  итак,

пара ( R /f / f f e  SfJ), Sfe- '/J fj-t)  является простейшей для лю­
бого д , и для этого случая теорема доказана.

Перейдем теперь к противному случаю. Вудем вести индукцию по 
С5( Л )  . Пусть факторы f e  t 'flj- 1  являются неприводоамп ^ -м о ­

дулями для всех J*- с . Из всех рядов длины К выберем такой, 
для которого I является минимальным. Пусть выбрани как в лем­
ме 3. Тогда / /  • -  SmL . В само', деле, если ф. /1-., , то ряд 
Q £ А /-t обладает уплотнением длины меньшей,чем L-tj
и пара ( S /{£ S lt-.t  П S/?r,■): S^U ), Sr^t / { Уггц ))
простейшая, поэтому можно сконструировать ряд, в котором фактор, 
не являющийся неприводимым, появляется ранее чем на I и месте.

.Если Ji;-t содержит ненулевой в  -подмодуль /V , то ряд <2<7V!f 
£ S li-t имеет уплотнение с факторами, изоморфными факторам исход­
ного ряда, следовательно, Cxf / t )  -  ('S'/fO.tf) ( Л )  +
+ / / 1 /  Л )  , а  к модулям / /  и / f /А/  применимо пред­

положение индукции.
Пусть теперь Ni-t •  О и пусть A f  £  такой, что /rrt -  А  . 

Поскольку / { -A )S m fe  Slj, для любого SA 3  , то f i -A )£ m L ■=
= Д *- /п '  , где Д ^ у / и  *n.'fSi£. t . Следовательно, f i ­
f e )  S/n^CSl-i • 16 0  4  централен в А  . Докажем, что это R -  
подмодуль. В самом деле, из & £ £  следует /i-A )R A  i  У /£ /  • 
Так как £  -  А  + У (£ )  и Д£-* -  О , то У / - О и 
R (i-A )Sm c =  y /g )/f-A ./S m { +А /t-A )S m ; С +
+ A  (S -  А (  З Ц -  с А ( f - A ) S A m { £  £ //-А )З т с- .
Итак, (1 -АJSm e = О , а  поскольку /l-AJRA £  У / £ ) < У  ,
то / / / -  А ) №  + Р /* -А /) £  (О  : S m - )  ,  и мы можем считать, 
что //= A S’А. » S> = ASA. и А = е  •

Положим М-= / т * Л  I p m ^ o l  • Так как' А£.( ~ О , из л ем -°  
r,L л*'- А  . г л е 0 <--,мы 4 вытекает, что S f/= S li-i • где А ~ ‘̂ э / ^  J  • и

У /Ш /=  & • П7 С̂ Ь /  -  примитивный идемпотект кольпа R  та­
кой, что f e e  * £ е'1 fetp  + О . Поскольку e ? i  и p j? £ £  , 

и, с гедовательно, Л / f e * -  нену-Л / р
левой /А- подмодуль. Поэтому А { р е~1/п< £  J li- i  , а  так как
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'M- / f li _i -  неприводимый А  -модуль, то А {  р
= М- . Ег ли A f p  *- . то ряд А £ р  *-*sr?t £.. А /
можно уплотнить рядом длины, не превосходящей i - 2. , а  тогда, 
воспользовавшись предположением индукции и тем, что A fp f~l/nc 
неприводимый -модуль, имеем 

Cs (S i)*  i  <- Cf fP f/A  / р  ( '  V /y )  гк 1 +

+ ** №  ' 
что т. требовалось доказать. Если же A f р * ’* ^  A A7pt - О , то 
отсзда следует, что в неприводимом А  -модуле столько же элементов, 
сколько ид в неприводимом S' -модуле.

Рассмотрим точный /А  O S ) ~G£fp^ -г-J бимодуль 
СdAlpr ъ ) )  esi  . Проводя для него аналогичные лемме 3 [7]

расс'‘ждения, получим, что при соответствующем базисе А п £  соото- 
ит из нижнеблочнотреугольных, a J f S ) ПА  -  из строго нижнеблочно- 
треугольных по модулю р  матриц из р]^ ( (А?{р'т) )  . При этом 
легко заметить, что если имеется более одного блока, то мощность 
неприводимого / 1  -модуля строго меньше мощности неприводимого А  ~ 
модуля. Итак, в нашем случае У(£)ПА £ р А  , • поэтому GfS)- 
= ?С/2) • Кроме того, S -P lp  СSAJ , где S "  -  локальное кольцо,
и А-= P fp fG P fp * )  . Так как А  Щ А  и эти два кольца обдада-
ют неприводимыми модулями о одинаковым числом элементов, то р *?= 
-р гп' и . значит, Kg «■ -т-п. , но этот случай мы уже разобрели. 
Следовательно, теорема полностью доказана.

Пусть (£ , /V) и имеется наложение поддары (  
пары 1 ^  М) на пару £ ^  p/g . Пусть с  -  единица колы» Р ' ; 
А  г  кольцо коэффициентов кольца /А’ { А  -  кольцо коэффициен­

тов кольца е Ае ж А  С а  .  Пусть, наконец, £  -  множество 
центральных идемпотентов кольца А  . Тогда имеет место следупдая 
последовательность пар:
(£> Н), (К',Ю , W e / f j ,  (Рл, e/f)s £РЛ, ем ), £е*е.еЛ )л l^ pf), 
где Ai -  порождено кольцом JP ж множеством £  , а  кольцо £  
порождено кольцом и J fe P e )  . Каждая из этих т р  дели^ 
последующую. Заметим теперь, что;

1. Gs f А/)- CgA-PZ) - Cg-feS/) по предложению 2 .
2 . Cgt fePf)  по предложению 5 .

3. Z j e W *  f e / t )  по предложению <*.
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4 . Сл/е У Г )  >  С еле ( " Л  по теореме 3.

5. С (£г f i / f ) £  (~ /и  по предложению 3.

В некоторых случаях, например, если кольцо А  порождается 
объединением у \ ц £  , эти построения позволяют нам опреде­
лить соотношение сложностей делящей в делимой пар.

Автор приносит глубокую благодарность Л.А. Скорнякову, руко­
водившему этой работой.
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Z -АДИЧЕСКОЕ пополнение и тензорное произведение 
АБЕЛЕВЫХ ГРУПП БЕЗ лРУЧЕНЛЯ

А.А.Фомин

Обозначения:
Z  -  кольцо цельк чисел;
Р  -  нибяество простых чисел;
Q *- кольцо целых ^-адических чисел; 
йу, - аддитивная группа кольца Q*;
Z * =  П Q* - кольцо универсальных чисел

( Z -адяческое пополнение кольца Z ) .  
Если А  - абелева группа, а ^  -  некоторое кардинальное

число, то
IJ Л  >А  А  I £ А  -  соответственно прямое произведение,
VI П л
прямая сумма и регулярная [ 1 , 2  ] пряная сумма /I
экземпляров группы А  •

■г/Л)- ^ -р а н г  А  .
Ус (Л )-  множество простых чисел р  , для которых А  не являет­

ся р -делимой группой; А  и А р -  соответственно
Z -  адическое и р>-адическое пополнения группы А  . и 

Под еловой "пополнение" мы будем поникать как гр-ппу-Л , 
так и естественное отображение /и :  А  ~*А  ; 
и . л . н . с .  -  максимальная линейно независимая система.'

Все группы в этой статье абелевы. Мы часто будем говорить 
что А  является подгруппой кольца (модуля) S  ,  имея в виду, 
что А -  подгруппа аддитивной: группы & .

За всеми определениями, если нс оговорено противное, иы



отсылаем к монографии Л.Фукса [3 ].

§ I .  Введение '

Группу без кручения А  по модулю делимой ч^сти можно рас­
сматривать как сервантную подгруппу ее Z  -адического попол­
нения А л• При фиксации в группе А некоторой "системы коорди­
нат" элементы группы А  , следовательно, и группы А  по моду­
лю делимой части представляются наборами целых р-адйческих 
чисел по одному и разным простым ре  р .  Тензорное умножение 
при этом сводится к умножению Г1-адических чисел (теорема 2 ). 
Такой подход позволяет полностью описать тензорное произведе­
ние алгебраически компактных групп без кручения (теорема 3).

Также изучается тензорное умножение в классе £  -групп 
(групп без кручения, у которых p -ранги не превосходят еди­
ницы для всякого простого числа р  ) .  Показывается, что эти 
группы можно рассматривать как сервантные подгруппы кольца 
универсальных чисел Z  ,  и их тензорное произведение с точ­
ностью до делимой части совпадает с их произведением в кольце 
Z *  (теорема 5 ).

И, наконец, в последнем параграфе описывается делимая 
часть тензорных степеней £> -групп.

§ 2. i f -адическое пополнение групп 
без кручения

i f -адическое пополнение произвольных абелевых групп 
описано Л.Я. Куликовым в f l  , 2 ] . Ыы применяем это описание
для случая групп без кручения.

Определение регулярной суммы

Рассмотрим некоторое множество колец целых ^>-адичеч- 
ких чисел, где р  - фиксированное простое число;

{LQ *  \ i €  П \  . Пусть (*Ll ) i e ус - элемент ^ - м о ­

дуля П С?*.  Назовем набор регулярным, если для
гг Р



всякого целого положительного п  лишь конечное число элементов 
набора не делится на р п . Множество регулярных наборов обра­
зует (^-подмодуль модуля П Q *  . который называется регу­

лярной прямой суммой ^ эк зе м п л я р о в  Q * и обозначается S Q *  •
Л И ' л '

уэ-адическое пополнение Лр  любой группы А  имеет 
структуру -модуля, а Z -адическое пополнение -  структуру 
модуля над кольцом универсальных чисел Z.* [3 , с. 197 ] .

Определение канонической системы

Пусть А -  группа без крученпн. Для каждого простого чис­
ла р  фиксируем какой-либо р -базис группы А  ( х с \ Le7VlpJ .  
Полученную совокупность р-базисов будем называть каноничес- 
ко" системой и обозначать 721^ (/21А  ре Р .

Теореиа I  [  I ,  2 )
Пусть 'А - группа без кручения с фиксированной каноничес­

кой системой t t t=  (ТП-р)р£ р  . Тогда существует £  -модуль­
ный изоморфизм

у: Ал — *■ П s  Qt
Р*Р 771 f ,  Р

со следующими свойствами: 
о 4 ЛI .  Если JU .'A

V  n s  q; -* s q ;' рбРТПр Р — f

^-адическое пополнение, а 

-  проекция на р -  ю координату, то

1 омпозицип % и , : A  —’’S  Q*r> является о-адическим 
"  гпР Р '

пополнением группы А  .
2 .Элемент Jtj. р -базиса ( ^-компоненты канонической 

системы) переводится отэбражением набор, у которец?
на L -  и месте стоит единица, а на остальных нули.

В дальнейшем, если у нас фиксирована какая-нибудь канони­
ческая система 371 , то мы судей производить отождествление по
изоморфизму и> и гомоморфизм с'м. А  ~*П S  Qo будем на- 

_  7 p tf /n ?  ’
зывать £  -адическим пополнением вдоль канонической системы
т .

Кзк известно, ядром £ -адического пополнения ju:A~*"A* 
является долимея часть группы А . а  образом олужит сервант- 
нэь подгруппа группы ,4 . Поэтому теорема I позволяет пред-
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ставлять элементы группы без кручения А  по модулю делимой 
части в виде , где ~ регуляр­
ные наборы целых р -одических чисел. При этом фиксация канони­
ческой системы играет роль выбора "системы координат".

§ 3. 2Г-адическое пополнение тензорного 
произведения двух групп без кручения

Пусть А  и В> ~ группы без кручения с фиксированными кано­
ническими системами 7ft * f & i p р  и 72 « ( Jр £ 0 
соответственно. Пусть ^e^l i p^Xpj  и ^ - б а ­
зисы ( p -компоненты канонических систем) г р у п п у  и 3  соот­
ветственно.

Определение произведения канонических систем 77Z х ТС
Произведением р-базисов назовем подмножество

l a , ап,*rtf,} группы А ®В . 7хььъШрх7Т- декартово 
произведение -чожеств 771р и f t p  .

Произведением канонических систем # 3  и 7Z назовем систему 
7ft х PC =(ftip х ftp)f>£P < p -  компоненты которой явля­

ются произведениями р -компонент канонических систем ТТСн УС.
Поскольку произведение р  -базисов групп А  и В является 

р - базисом группы^®В [3 , C.305J, то произведение ка­
нонических систем групп ^  и S будет канонической системой 
группы Л ® 5 .

Согласно теореме I рассмотрим ^-адическое пополнение 
групп А  и £> вдоль канонических с и с т е м е н  7t соответственно;

/и :А  - ^ / Т  5  Q*J реР яг» Г
ъ>: В> П  S  <? *р*Р Пр “

пусть а  е Л \  Тогда j".raJ-fa.p)pe{> . где a.p-
регулярные наборы целых р-адических чисел; аналогично \>(6) =

где ■
Определение отображения ^  »

Рассмотрим отображение Q: А х В *■ П П U*геРт,*Пр Г
которое определяется следующш образом: Q{a,£)-/cLp £р)реР >
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где и-p £р- f c  '/ij)/£j)g m p <
В кольце Q *. Очевидно, ч т о л ,^  
и что 9  -  билинейное отображение.

. Здесь р,̂  -  произведение 
-  регулярный набор в П Q*

Поэтому 9  индуцирует гомоморфизм 
п : /А ®3 —* П S> (Зр .^ р ер т0*ttf» /

ТЕОРЕМА 2. Пусть А  и в  -  группы без кручения о фиксиро­
ванными каноническими системами Ш=fftlp)pep  и 7Z=f97p)pe.p 
соответственно. Тогда гомоморфизм ^ ’A<s>S 

Я-адкческии пополнени ! группы А ® &  вдоль канонической сис­
темы 771. * 7Z ,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /•А®В>-̂ -П £ Qt« реРт,-Лг Р
2 - а д и ческое пополнение вдоль канонической системы 771*71 .

Покажем, что
K p f  = X p ‘г  * . (1) ,

где X  -  проекция на р -  ю координату. Пусть j x c- /1? 77Zp } 
и { у  jj. а З7.р j  — о-базисы ( уо-компоненты канонических 
систем) групп А  и Я  соответственно, а аеЛ ,  -произволь­
ные элементы. По свойствам р -базиса для всякого целого полони- 
телького п в А имеет .место равенство

ZZ с. ос - + р^а,,ь , (2)
где -  целые, почти все равные нулю, • Применим к
равенству (2) уо-адическое пополнение вдоль канонической сис­
темы 73X:

и-p У ' С < 2 - ) = ( 3 ) 
Согласно теореме I  3ipju/a.)-/U.^)^6 ) n ^ - некоторый регулярный 
набор целых г - адических чисел, а регулярный набор, у
которого на L-. и месте стоит единица, а на остальных нули.
Из равенства (3) следует, что элемент -Сгп.)и*Пр делится 
на р Лв £ Q*, отсюда следует С1П ««С- для всякого 1б771г/ srtp Г п -+СХ>

Аналогично
У / + f>n n̂. • (^)

Причем й > г  =уЭ> , где г.* -  регулярный

набор целых р-адических чисел. Тенэорно перемножив равенства 
(2 ) и ( 4 ) ,  получим, что элемент

a  S> & -  17 ,ct>V я



делится в А® В на ^>гк. Применив гомоморфизм ^-одического 
пополнения вдоль канонической системы получим, что
элемент € )  -  п„
ся на o '1 в -Ь Цр . Переходя к пределу при п ,стремящемся

' f¥Zp *■ ftp '
к бесконечности, получаем, что (  и  ®> &) ~
= (* 1 А + )а ,ц  е/ПрХПр • Таки“ обрезом, равенство ( I )  до­
казано, а поскольку оно имоет место при всех ре Р , то /=  ^  . 
Теорема доказана.

Предыдущая теорема позволяет вычислять редуцированную 
часть группы , если группы А  и В заданы как подгруппы
своих Z -адических пополнений А  и &л • Сохраняя все обозна­
чения и предположения, сформулируем следствие теоремы 2, кото­
рое поможет нам вычислять делимую часть группы А&&-

СЛЕДСТВИЕ I .  Пусть С* сх.„®-£к -  элемент группы

Л ® ь  . причем , Х />^ ,/ 0  =

(̂pKpAjen-p • Эла“еН1 С лежит в делимой части группы А® & 
тогда и только тогда, когдагх.

-  °  лля всвх / » • * • /  • 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Элемент С лежит в делимой 

части группы А®Е> тогда и только тогда, когда р(с)  -  о.
Однако по теореме 2

( { £ сС*рс А / > > ) а , » * ■
Следствие доказано.

Следующие три параграфа посвящены приложениям теоремы 2.

§ 4. Тензорное произведение алгебраически 
компактных групп без кручения

Описывая тензорное произведение алгебраически компактных 
групп без кручения, можно, не уменьшая общности, ограничиться 
редуцированными алгебраически компактными группами, которые в 
точности являются ^-адически полными группами без кручения 

[ 3  , C . I 9 C J .  При этот набор р -рангов по всем простым р



составляет полную систему инвариантов редуцированной алгебраи­
чески компактной группы. о

ТЕОРШ 3. Пусть А  и 5-ненулевые редуцированные алгебра­
ически компактные группы без кручения, (-6.̂  р^ р и !€р)р(.р -  
наборы р-ран гов  А  и В соответственно.
Тогда:

1. Делииая часть группы А ® В равномощна всей группе и 
имеет мощность не меньше континуума.

2. Редуцированная часть группы А ®  В есть алгебоаически 
компактная группа, которая определяется набором р-рангоз 
(&р €р)реР  . где i/, £р ~ произведение кардинальных чисел.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Группы А  и 6  совпадают со 
своими Z -адическими пополнениями. Из теоремы I следует,‘ что 
А  имеет подгруппу, изоморфную аддитивной группе кольца целых 

р-адических чисел ^  . Аналогично В содержит подгруппу, 
изоморфную . Если р и ср -  различные простые числа, то 
Jp ® -  континуальная делимая группа. Если же , то, как

следует из теоремы 2 в статье [4 ], содержит контину­
альную делимую подгруппу. Во всяком случай ранг делимой части 
А  ® & не меньше континуума.

Предположим, что мощность группы А больше либо равна 
мощности группы 3  и больше континуума. Тогда, как видно из 
теоремы I ,  мощность группы А  совпадает о максимальным р -  

рангом 4  ̂ , и группа А  содержит подгруппу £Г , равно-

мощную группе А  , а также группе А ®  В . Группа В содержит 
хотя бы подгруппу , но тогда А ®  В содержит подгруппу 
П. , которая, независимо от того, равны р  и £  или

нот, содержит делимую подгруппу мощности 4 ^ ,  равной мощности 
всей группы А  ® В • Тем самым доказано первое утверждение 
теоремы, а второе является прямым следствием теоремы 2, так как 
редуцированная часть А ®  В изоморфна 2^-адиче'кому пополнению
( А  ® В ) л .

СЛЕДСТБИЕ 2. Класо алгебраически компактных групп без кру­
чения замкнут относительно тензорного умножения.



§ 5. Тензорное произведение & -групп

О.Е.Ыурлей[5 ] изучал очень интересный класс о -гр у п п  (групп 
без кручения, р-р&нтя которых не превосходят единицы для вся­
кого простого р  ) .  Класс £ -групп является ближайший обобще­
нием класса групп без кручения ранга I .  Если тензорное произ­
ведение групп без кручения ранга I совпадает с их произведени­
ем в кольце рациональных чисел Q , то тензорное произведение 

£ -групп с точностью до делимой части совпадает, как чы ско­
ро увидим, с их произведением в кольце универсальных чисел, ко­
торое является 2-ьдическим пополнением кольца целых чисел.

Как и в предыдущем параграфе, не уменьшая общ..ости, мы 
можем ограничиться редуцированными & -группами.

Определение типа -группы
Набор р -рангов £ -группы А  по всем простым р  

f ' lp / ’A )  ) р е Р  • состояний из нулей и единиц, назовем типом 
<| -группы у? и обозначим TrfA) •

Заметим, что тип z(X) можно рассматривать как элемент ко­
льца универсальных чисел j? = П  Q*  , в этом случае г  (А)

х *  р£Р Рявляется идемпотентом в zf .
Через Si (А) обозначим множество простых чисел р  . для ко­

торых ^D-ранг группы А  равен единице.
.  Пусть А  -редуцированная ^ -гр у п п а с фиксированной кано­
нической системой 2QZ. ^"-одическое пополнение вдоль этой 
системы

А -  П  Q tре ЯРА)
является в этом сл„чае мономорфизмом. Мы можем произвести по
нему отождествление группы А  с подгруппой в П  QS .л „ А рея, о г

при этом, что А  =П_Замени является цикличес-. Q2+ рет,(л) р
£  -модулем, который мы можем рассматривать как идеал вКИМ

Z * л порожденный типом т/А). Сформулируем предыдущие рассуж­
дения в виде теоремы.

ТЕОРЕМА Д. Редуцированные -группы -  это в точности 
сервантные подгруппы кольца универсальных чисел 2Г . iT-адй- 
ческое пополнение редуцированной -группы А. совладас* с 
идеалом в Z.* , порожденным множеством А  ; А ‘ = А  А
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= т ш - г * .
Гомоморфизм (см.§ 2) в случав £ -групп индуцируется 

обычным умножением в кольце универсальных чисел. В применении 
к ^-группам  теорема 2 дает простое описание тензорного умно­
жения. Прежде чем сформулировать его , договоримся понимать под 
произведением./! ■ В двух подгрупп А  и А некоторого кольца под­
группу аддитивной группы этого кольца, порожденную всевозможны­
ми произведениями , U &А , 4V В.

ТЕОРЕМА 5. Пусть У1 и В -  редуцированные ^-группы  с 
фиксированными каноническими системами, т .е .  мы их рассматри­
ваем как подгруппы 2Г*. Тогда:

1. Отображение ' А  ®  В Z *  , для которого ^pa.s>^)= 
= &■£ является композицией ^ -адического  пополнения вдоль 
произведения исходных канонических систем и естественного вло­
жения (А  ® 8 ) Л С Z * .

2. Л &  В &А  В Ф ©  , где 7) -  делимая часть А®В.
Заметим, что используя следствие I ,  можно вычислять ранг

делимой части тензорного произведения ^ -гр у п п  аналогично той 
схеме, по которой вычислялся ранг ^-делимой части тензорного 
произведения групп p -ранга I  в статье [б ] . Однако здесь мы 
не будем этим заниматься, ограничившись описанием в следующем 
параграфе делимей части тензорных степеней & -групп.

СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть А  -  сервантная подгруппа ранга п ко­
льца Z  , замкнутая относительно умножения в Z"*. Тогда 
А ®А £?А © 7) , где 7) -делимая ранга п  , если /г  -  бес- 
к се ч н о е  кардинальное число, или ранга пг-п., если п. -конечно.

В частности:
I ;
2. /7  / в  П ог У  =  П  УР (ВЪ.  

Р е Р  Р р е Р  Р р * Р  Р

В обоих случаях 7) -  континуальная делимая группа.
Для счетного подкольца R  кольца целых ^р-адических чи­

сел £}р можно построить алгебраически независимое над R мно­
жество целых f>-адических чисел любой мощности вплоть до кон­
тинуума. На этом наблюдении основано следующее предложение.

СЛЕДСТВИЕ 4. Пусть А  -  счетная редуцированная £ -груп­
па. Тогда для любого кардинального числа п  , не превосходя­
щего континуум, найдется редуцированная ^ -гр у п п а  В ранга п.
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такая, ч т о /4 ® $ та к к е  редуцированная ^ -гр у п п а .
Предположение о счетности в следствии Ч существенно.

§ 6 . Тензорные степени $  -групп

В этой параграфе мы изучаем делимую часть тензорных сте­
пеней редуцированных £ -груп п . Пусть А  ~ редуцированная £ -  

группа с фиксированной канонической системой 771 . л?-адичес- 
кое пополнение группы А  буде: рассматриваться вдоль 77L, а 
группы З А  -  вдоль канонической системы

771*= яг * .. . х яг .
Фиксируем в А  какую-нибудь максимальную линейно независи­

мую систему / i f j j  , множество 7  нам удобно считать 
вполне упорядоченным У= / i l Zj . .. J  . Тогда множество
f a  ts ■ ■■ 3 }  образует, как известно, и .л .н .с .  в

группе &А . Подгруппу в 8>А , порожденную этим множеством, 
обозначим через li.nfA )' Очевидно, что g>A / И п(А ) -  перио­
дическая группа и что 7/t 'l{rA ) изоморфна группе однородных не­
коммутативных многочленов над кольцом целых чисел степени ,*£ 
с множеством независимых переменных xti xXi. . . .  Нам удобно счи­
тать , что 17 * (А )=  Z (хх, хг , .., ]П З Л  , где Z [x t , хг ,. ] - 
кольцо некоммутативных многочленов.

2-адическое пополнение группы А вдоль 771 переводит эле­
менты м .л .н .с , в универсальные числа £ ; . В свою очередь 
соответствие дг4 —*■ £ определяет гомоморфизм колец:

Z[xXl хг Z *  « Обозначим

W a )=  З а  п  f a y .
ТЕОРЕМА 6 . Пусть А  -редуцированная ^ -группа с фиксиро­

ванными канонической системой и м .л .н .с . Тогда для всякого це­
лого положительного п. делимая часть группы 0 / 4  совпадает с 
сервантной оболочкой подгруппы V^AA). „

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Любой элемент с е & А ,  до- 
множеяный на некоторое целое число К , попадает в группу 
Un(A)  , т . е .  превращается в однородный многочлен А̂хх>..)  

Согласно теореме 2 пополнение вдоль канонической системы 
^ " д е й с т в у е т  следующим обоазом:



Элемент с лежит в делимой части группы &>А тогда и 
только т.сгда, когда ^(с)  -  о  . т . е .  когда foe , или

С лежит в сервантной оболочке подгруппы I f^ A )  • Теорема до­
казана.
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//-ИЗОМОРФНО ПРОСТЫЕ АШОТЫ 
р -  ГРУППЫ

.̂Х.Цыбикова

э [ i j  исследованы группы, обладавшие изоморфный им (ис- 
тинными)подгруппами, сервантными подгруппами или прямыми слагае­
мыми. С другой стороны, в работах [2 ]  , [з] , [4] были построены 
некоторые примеры примарных групп без собственных изоморфных себе 
подгрупп. Естественно ставить вопрос об описании классов абелевых 
групп, не содержащих собственных изоморфных себе подгрупп специ­
ального вида (например, сервантных, вполне характеристических и 
т.п .)

Абелеву группу назовем j/t.-изомсрфно простой, если она не 
содержит собственных изоморфных себе вполне характеристических 
подгрупп.

В настоящей раооте дано полное описание ^ гизоморфно прос­
тых групп, являвшихся прямыми суммами циклических уР-групп 
(теоремы 2, 3 и 4). Установлено, что периодически полная - р -  
группа является £.1:-изоморфно простой тогда и только тогда,
когда её базисная подгруппа ^'.-изомрфно проста (теорема 7). 
Тля произвольных сепарабельных р -групп приведено достаточное 
условие j/ьгиэоморфноЯ простоты (теорема б).

Пусть Д / -  мне эство  всех натуральных чисел; /V» -  множест­
во всех неотрицательных целых чисел; — некоторое простое
число. Прямая сумма групп (ту записывается как L fp * )
означает циклическуо группу порядка р * . Через 1 & (к )  обоз­
начен К- й инвариант Ульма -  Чапланского группы 8 В целом 
обозначения и терминология соответствует [5] и [Л ] .
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В / 7] дано такое описание вполне характеристических под­
групп прямой суммы циклических р-групп:

T E C ’ E f t  JL. Пусть б  N . где каждое Вк -  Ф С(/>*)
Подгруппа L, вполне характеристична в Группе В тогда и только
тогда, когда /, = © р ',“В>* . где:. >/*./ ‘-'к

D  п к й к  для всех к е N  ;
<0 /Iк ± пк* t  Для всех Л /, -г (  N .

Напомним, что если группа В является прямой суммой цикличес­
ких -групп, т .е .  . где ВК- ^ С ( Р К)  . то
Д Д / =  Ж t . L Для любого . Л>Г*

ТЕОРЕМА Пусть группа 5  является прямой суммой цикличес­
ких p -групп и пусть все “ё инвариаь.ы Ульма-Капланского конечны. 
Группа 8 j . i -  изоморфно проста тогда и только тогда, когда для 
всех K(-N0 система равенств вида . где

г , справедлива ливь при Ч (здесь под суммой 
Г Д д уп ри  понимаем вырождекиуо сумму, состоядуп лишь из

одного слагаемого).
5 о к а э а т е л ь с т в о .  а )  Пусть группа В filr  изо­

морфно проста. Допустим, что существует строго возрастаощая по­
следовательность натуральных чисел -тличная от
последовательности такая^ что для всех к е Л/0 вы­
полняется система раэенотв fat/<)= fH • В силу конечко-
стк инвариантов Ульма-Каплд-.ского - г О  . Построим подгруппу!,
следуощим образом:

L =р В, ф РгВг ® • • • •••©/>'''*£r t ©
' Ф р ^ В ^ Ф -  = < B p * ~ B K .

Используя теорему 1, получаем, что L -  вполне характеристичес­
кая подгруппа группы Более того, В ввиду равенства соот- 
встствувщих инвариантов Ульма Капланского, а это противоречит то­
му, что В - f . l -  изоморфно простая группа, б) Пусть для всех 
а' г /V , система >.  справедлива только при
и пусть группа £  содержит собственную вполне характеристическую 
подгруппу L такув, что L& В . По теореме I  имеем, что

L . где: В ) п ^ к  ;

2) ti  ̂  £ 'Л * .*  ± + t  . Выражая инварианты Ульма-Капланско­
го подгруппы L через инварианты группы В > получаем, что для
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всех к с  А/. f B f £ )
L =? В • Тогда имеем /а /к )~

г  • Учтем теперь, что
Л'Удля всех < ^ /V 0 

'С/г
Из конечности всех инвариантов Ульма-Капланского группы 3  и 
из того, что А -  собственная подгруппа, вытекает г0 > о 
Значит, Kg ?■ К Для всех К С Л/» . Противоречие. Теорема дока­
зана.

ТЕОРЕМА 5. Едд,, ГруППа g  является прямой оуммой цикличес­
ких ^-групп и для каждого кСЛ/0 существует такое,
что /& г  /д  • то она ^.'-изоморфно проста.

2 о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим противное. Пусть А — 
собственная вполне характеристическая подгруппа группы В ,
причем L = В . Тогда по теореме I А = ©  Р”* В* . гдек* к  /
I )  Пк С К) 2) С Поэтому существует j  С Nb
такое, что rt:= О , = l  , т .е .

© / > £ , ■ „ ф . . . ф  p v s ф 

e>p V -*B v . t Ф . . .Ф  р  ф . . '  .
Это означает, что в терминах инвариантов ульма-Яапланского 

справедлива следующая система равенств:

( f t  Q -*)  -  / а  У - * )  + / в + f  я

/ д  ( j ) s  f a  f v )  * { в + А ^ /

Учитывая изоморфизм групп L к В , получаек

/ /6  Q - 0  -  /а  ( j - ф  /в  Ц)+ •••■+/ в  f a -О  V 

J fa  ( j )  = fa f* j )  * fa fr + i)*  ■ ■ • *fafv** ~i} > (i)

Первое равенство из этой системы выполняется линь в двух 
случаях: I ) j.= О I 2) J. £ М> и * •

Случай I .  Пусть м *
всех таких, что / /  -г, . По условие теоремы для
этого ci. существует минимальное К ( /V’« так,ое, что
A U )  z  к )  . Ясно, что f e f t j  > f Bf i  У  и *  всех

^  А.Д К • так как г*  . то существует ^  С /V, ffiiS* к),
для которого в системе ( I )  справедливо равенство



— 336 —

f t f j ) -  / e f * t ) +  • • • * ■■■ + fa frf' t  '* )  •
Эго противоречит тому, ЧТО f s f £ j  *■ /& (*)•

Случай 2 . Пусть j  (■ /V такое, что . По условие
для данного J~i f  Л/. существует ж > j - t  , для которого

/в  •
Учитывая равенства системы ( I ) ,  начиная со второго, можно те­

перь первое раьенотво для некоторого £ ? К приставить в виде

/в ( j * /е  f j *) * fafy)  * ••• + / в  f “ / в О ' *■) +
+ 4 в f * j )  + / е / ' ъ  **) + ■•■+ *! + ■•■ + /в(
= f a f j - i )  + / a ( p + ' - + f a f ' t j - * )  + / е  { * / )  +
+ /а +i )  * ■ •• * f a f * ) *  + -fa (S ) •

Это противоречит тому, что / в f i  - i)  < Теорема доказана.
ТПРЕМА д. Пусть группа В являете прямой суммой циклических 

^-групп и существует ■{ £ А/„ такое, что />«, ,
причем f a f i )  *- / в ( к )  ЛЛ" левого К> £ . Тогда для того, чтобы
группа В была ^ / ’.-изоморфно простой, необходимо и достаточно, 
чтобы для всех ж" > £ система равенств вида

, где -г* 6 А/ь и 'f/ttx • имела мес-
TO ЛИШЬ при -Yf! = К .

А о к а э а т е л ь с т в о .  а) Если существует строго воз- 
растаощая последовательность натуральных чисел ■с...

(  *4 + 1 > i j  такая, что система равенств

/в  f*J= ^  f e f 1!  справедлива для всех К у £ , то построим
соботвеннув подгруппу L группы В> оледувщим образом:

L -  В£&ВлФ...ФВ„<Ф/>Ва,2Ф...е>/>г*'‘~''*Зт̂ Ф  с
© / > в w , ® . Ф р .. В « .

Очевидно, что все п к удовлетворяют условиям теоремы I ,  т .е .  1_- 
вполне характеристическая подгруппа груп..ы 3  • Изоморфизм групп

L. и В следует из равенств соответствующих инвариантов уль‘ з- 
Капланского. Получили противоречие о ^-изоморфной простотой 
группы В .

б) Пусть i  — собственная вполне характеристическая под­
группа группы В . причем i s  В.  Рассуждая так же,как и при 
доказательстве теоремы 3, получаем
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1

* fe(j-) * * fe *) .

1 / b O'J = f e ( * j )  y fa (* j

Зе етим, что J  может принять значения, равные нулю,либо i  *{ , 
Где ^  6 Л/а такое, Что /&{■£)>'&„,* и *  любого к > t  
{ e f t )  /в  ( * )  • ® обоих случаях получаем, что сущьствует поеле-

, для которойдовательность -T̂ t i  - б . . .  / г , , , ,  > i + i )
система = ZH (а f i )  справедлива для всех

Тдг т
Полученное противоречие заьериает доказательство теорем...

Из теорем 2 и Ч легко можно вывести следующее■
СЛЕДСТВИЕ 5 . Уюбая ограниченная группа является ^/-и зо м о р ­

фно простой.
Итак, теоремы 2, 3 и <* дают полное описание ^/-изоморфно 

простых групп, являющихся прямыми суммами циклических у?-групп.
Рассмотрим теперь произвольные абелевы p -группы. Рели (G 

некоторая ^p-группа, то BfCr)  обозначает её базисную под­
группу.

Пусть множество строго возрастающих последовательностей, 
определенных на No и имеющих значения в No U  { ° ° j  . Мно­
жество Я частично упорядочено: G £ р  тогда и только тогда, 
когда К) ^ р С * )  для любого K’fN o  . Для каждого эле­
мента ^  (  G  UGfp) J x, ■ ■ ■, <**.■ ■■). где </к -  /iGfp *?)~
это высотная последовательность элемента р  в группе N  . Вы­
сотная последовательность Я а  (А)  для некоторой подгруппу у I 
группы G  есть покоординатный в Я  множества {  Я  off)»
<р £  А  }  . Последовательность G if £  называется б-'гпсследова

тельностью, если с6= AifffA)  для некоторой подгриппн А  
группы G  . Через $■((*) обозначим структуру всех вп дне харак­
теристических подгрупп группы С  . Множество всех £•' последо­

вательностей обозначим через Я(Сг).
В [в]  показано, что для любой сепарабельной О-группн (, 

существует структурный антиизоморфизм (если G редуплр^ийй.о )
9 (G ) &  Я ( С )  . и )

ставящий в соответствие каждой /^-последователь зсти еллнат 
венную вполне характеристическую подгруппу G (G)  , и, наоборот, 
для каждой вполне характеристической подгруппы / ,  Гру С7
существует ( 7 -последовательность Т такая, что L, ~ Of-



itiy ле доказано, что если L -  вполне характеристическая под­
группа группы G  , то

H e ( L ) - H ff ( В ( С ) п  L  ) и ( з )

L П B>(G) вполне характеристична в B f G )  . ( 4 )  
"эвестно также, что если L, -  широкая подгруппа группы 7  , 

то L n  BCG) = B f L )  является базисной подгруппой груп­
пы L [3] .

Теперь -о;<.ем получить следующее достаточное условие f . i rизо­
морфной простоты произвольной сепарабельной абелевой Р-группы. 

TFJ72.VA 6. Сепарабельная ^D-группа 7  является /^тизоморф-
но простой, если её базисная подгруппа B f G )  ^fir-изоморфно
проста.

Т о х а з а т е л ь с т в о .  Так как ограниченные ^-группы 
всегда ^ .i.-изоморфно просты, то здесь рассматривается неограни­
ченные сепарабельные ^-группы.

"пли L -  собственная вполне характеристический подгруппа 
группы 7  и L =  7  , то BfG )/!  L является базисной под­
группой группы L [6 ,  C.2i]. 

возможны следующие случаи:
а) В ( L)- B f G ) Л L.= О , тогда L  и G  -  делимые 

группы, и j^Kb=Cr, HuL~G . Цроямьиречи».
б) В ( L )  -  B ( G ) П L = B f G )  , т .е . L содержит ба­

зисную подгруппу B f G )  группы (7  . Испильэу* О ) ,  имеем

Ha (L] - 7 c (B (G )n L )= ^ fB fG ))-'M sra)l& (G)) ~Ha (G ) .
"читывал неограниченность и  и применяя поэтому (2 ), имеем 

L = 7  • Так как рассматриваема* подгруппа L являлась соб­
ственной, то получено противоречие.

л) B (L )~  3 ( G ) Л  В — собственная подгруппа группы Л (Су. 
Тогда ввиду изоморфизма групп L и 7  имеем B f L ) *  3(G ) . 
а из (А) следует, что B fL )  вполне характерис гична в BfG) •  
Данное противоречие с условием теоремы и завершает доказатель­
ство.

.Тля периодически полных ^>-групп полученное условие являет­
ся * необходимым. -

Т£3?£>;А 7. Тля того чтобы периодически полная ^-группа G  
я-»л»лесъ /д-изоморфно простой( необходимо и достаточно, чтобы 

оазисная подгруппа 5 ( G )  была /^.-изоморфно простой.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  ?, силу справедливости теоремы 6 
осталось показать только и обходимооть такого утверждения. Допус­
тим противное, пусть BC&J содержит собственную изоморфную себе 
вполне характеристическую подгруппу, обозначим её через У  . 

Тогда известно [7 ]  , что существует вполне характ .ристическая 
подгруппа 1_ группы С! , которая является даже широкой в G  , 
причем 3 {L )=  cF  , a L  как широкая подгруппа периодически 
полной группы является периодически полной [9] . Из изоморфизма 
B f L )  и В ((? ) следуют равенства соответствующих инвариантов 

''льма-Кагланского групп L  и Сг , отсюда L  =  G  . Получено 
противоречие.

—
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ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПРЯМЬИС 
СЛАГАЕМЫХ АБЕЛЕВЫХ р-ГРУПП

А.Р .Чехлов

В данной заметке рассматривается вопрос, когда подгруппа 
G■ р -группы А  является пересечением прямых слагаемых

гр у п п ы ^ , З д е с ь  д а е т с я  о т в е т  на этот вопрос д н я  зомкнуткх(в р -  

а д и ч е с к о й  топологии) подгрупп исходной группы Л  (теорема 3) и 
для произвольных подгрупп сепарабельной р-груш ш , т .е .  груп­
п у  которой реду1дрованная часть -  группа без элементов бес­
к о н еч н о й  вы соты  (теорема 5 ). Показывается, что в р-труппвА 
еч м з т а к и о  сервантной подгруппы является пересечением пряных 
слагаемых группы А  (предложение 6 ) . 9

Заметим, что задачи, подобные рассматриваемым в заметке, 
сфориулированы в виде проблем ( [ I ] ,  проблемы 9 и 13; [ 2] ,  про­
блема 2 ) .

Отметим, что Кхаббаз [3 ]  и Шарль [^установили как необхо­
димые, так и достаточные условия представимости подгруппы А 
делимой группы J) в виде пересечения делимых подгрупп группы 
J) . По эбные задачи рассматривались также в [5 -  6 ]  .

Терминология и обозначения, ес. j  специально не оговорено, 
будут соответствовать [ I ] ,

Автор выражает благодарность С.Я.Гриндшоиу за руководство 
и постоянное внимание к данной работе.

С: ачала приведем лемму Меджиббеиа, представляющую и само­
стоятельный интерес.

ЛЕМ ИА I .  [ б ] .  Пусть А -  p -группа и ]) -  ненулевое абсо-
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лютное пряное слагаемое i руппы А  • Тогда если И  -  подгруппа 
гр у п п ы ^  такая, что H nD ^O ,  то И  есть пересечение всех 
дополнительных слагаемых к J) , которые содержат И  •

ЛЕММА 2. Пусть подгруппа И р -  группы А  является переоо- 
чечиен прямых слагаемых группы А  • Тогда если существует це­
лое число к 9- О такое, что для любого целого т к следует

р т А  Гр2£ И + р п **А  ,

то либо p KA z  И  . либо (L n H )lp l  ф DrpJ, где JJ - делимая 
часть группы А  •

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть существует разложение 
группы A = G ® C  и . Тогда р ~ А  Гр3 =
= p~*G Г рЗ® р ^ С  [ p i  ь Сг(В р т**С . Следовательно, 

р тС[р~]с Для каждого целого т  ̂у  .
Инеем две возможности:

I .  р*С[р]  -  О • Следовательно, р * С - О и р~А q G - 
Если это имеет место для каждого разложения А  ■= G Ф С  тако­
го , что H.CG , то р*А £ И ■

2. Если р*С[ р ]  Ф О , то для каждого х ( р кСГрЗ следует, 
что р “*п-СГp~i для произвольного целого п * о  • Значит,,
каждый элемент цоколя подгруппы рАС имеет бесконечную высоту 
в р*С . Следовательно, р “С -  делимая подгруппа группы А ■ 
Отсюда (  Л  О Я  )[р1 =+ D i p l .

Следующая теорема дает ответ на поставленный вопрос для 
подгрупп Н ё А  » замкнутых в р-адической топологии группы А .

ТЕОРЕМА 3. Пусть И -  замкнутая в р -адической топологии 
подгруппа ^-группы  А  • Тогда И является пересечением пря­
мых слагаемых группы А  тогда и тольк тогда, когда выполняет­
ся следующее условие: если существует целое число иъ-о такое, 
что для любого целого т * к 
- 1 о

р тА [р З  й Н + р т**А , то р * А £ Н .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость следует из 'м-

иы 2.
Достаточность. Если существует целое число къ-О так з, 

что для любого целого т * ^следует р пА  ГрЗ £ И + р"' "Л  , то

можно предположить, чтооош p*~54 Г р] £ Н Р*А 
Тогда существует элемент а  порядка Of а.)* р*  такой, что



v а  > п ( И + р*А)= О. Следовательно, <га+/э*/4> есть абсолютное 
прямое слагаемое в группе Л / р  *А • Тогда по лемме I подгруппа 
(И < р А '1/ р кА  есть пересечение прямых слагаемых К-/рА  

( t £ 3 ) '  в труппвЛ/рА. Ясно, что Н +ркА -
и, кроме того, подгруппы K-( i s y )  являются сервантными в 
группе А  . Так как A / k i -  ограниченная группа для каждого 
i t J  , то все подгруппы К- являются прямыми слагаемыми
группы А  .

Предположим далее, что не существует целого числа О О  
такого, что для любого целого m*kг .
Тогда имеем возрастающую последовательность целых чисел

О к. ^  •£ , . . ( I )

такую, что для ка:.дого из последовательности ( I )  существует 
целое n i * o ,  что р п,-*'г̂ А£ М + • По доказан­

ному выше получаем, что подгруппа H*-f>nt,*n‘A  является пересе­

чением прямых слагаемых группы А  • Следовательно, подгруппа 

Н'Г\ (Я+ рпЛ)~ П ( Н*Pmi*niA )  является пересечением
прямых слагаемых группы Л  . Теорема доказана.

Как следствие отметим такое свойство.
СЛЕДСТВИЕ 4. Если подгруппа И  является пересечением пря­

мых слагаемых редуцированной p -группы А  , то ее замыкание.// 
в р -  адической топологии группы А  также является пересече­
нием прямых слагаемых группы А  •

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что С
р т**А Для некоторого целог числа т^О’ Тогда каж­

дый элемент а е р'А Ср 1 можно представить в виде р т*1л \
где А'ёН~=П (Н+р"-А) и Ск'бА • Для любого целого d -г-о

имеем р*а"  , где Аб Я  яа" £А -  Еоли т+1 , то

имеем сх = & - + р т**а.'= А + р ”*"1 ( а’+ )  £ 
е tt + f m4A • Таким образом, £ Н+ртЫА- Теперь,

если существует целое число К* О такое, что для любого тъ м сле­

дует ртА  [ pj с А  + р т*1А » то иэ доказанного выше получаем, 

что P^ACpJ^Н * р т‘*Л . По лемме 2 р “̂ е / / ,  тогда к подавно
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р*А £Н~.
Для сепарабельных р  -групп справедлива
TSOPEUA 5. Пусть D -  делимая часть сепарабельной р -  

группы А . Подгруппа И  группы А  является пересечением пря­
мых слагаемых группы А  тогда и только тогда, когда справед­
ливы следующие импликации:

1) если существует к^О такое, что для любого т*кследу­
ет p^Arpiz  И +■ р~"*А ,
то либо р иА ^ Н  , либо ( DriH)[pj?  Dcpi ;

2) если (DnH. ) ГрЗ = JDfp} , то D^H и И  замкнута в 
р-адической топологии группы А •

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть сущест­
вует разложение A -  G-® С и Я с С  . Тогда D-*(GnD)&(Cnl1)- 
Следовательно, A[p1=(&nD)Cp] Ф (С п Д)[рЗ  . Если
( CnD) Гр] = О , то Dc6r и прямое слагаемое С  замкнуто в 
А . Таким образом, Аё Н  * подгруппа.// как пересечение 

замкнутых слагаемых замкнута в А  .
Достаточность. Если ( Dn И)Гр14= ЛГр]  , то в JJ сущест­

вует делимая подгруппа, не пересекающаяся с Я  • Так как Д е ­

лимые группы являются абсолютными прямыми слагаемыми, то по 
лемме I  И есть пересечение прямых слагаемых группы А • Вели 
теперь ( Dn H)[pJ=r DC pi . го достаточно применить теорему 3. 
В силу следствия 4 в p -группе А  первая ульмовская подгруп­
па О' * /7 рпА = А  * является пересечением прямых слагаемых

группы А  • Естественно возникает вопрос, существуют ли ъА 
еще какие-нибудь "хорошие" подгруппы А  такие, что их замыка­
ния Н~ являются пересечениями прямых слагаемых группы А ■
В этой связи отметим

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6 . Зам ы кан и е //'в  р-адической топологии р -  
группы А  ее сервантной подгруппы И  является пересечением 
прямых слагаемых группы А •

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что существует 
к ^О та к о е , что для любого р тАсрТ£ Н +

Отсюда р^А  С р] € Н- + р  ” **А ■
Имеем ,

p*fА /Н) [  p i  -- ((ркА *И) / ННр1 =(pKA [ p l  +Н)/Я  =
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-(р***Лг/> 1 +U)/JJ- =  P ^ A / H ) [ PJ .
Следовательно, p^ fA /P ) -  делимая группа. Такам образом, 
ркАЯ.Н~ . Простая ссылка на теорему 3 заканчивает доказа­
тельство.
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реферата, на опубликованные статьи

УДК 512.55

Эпиморфизмы обобщенных однорядных колец и вторые централи­
заторы периодических модулей над ограниченными наследственными 
нётеровыми первичными кольцами. Агапитов К .З . AOfc.it 
группы и модули. Томск, Изд-во Томск, ун-та, 1981, с . 3-16.

Изучаются эпиморфизмы в категории колец с еди. ццей. Дока­
зано, что если R -  обобщенное однорядное колвцо, то гомомор­
физм 2  —*■ 2 '  является эпииорфизмом в категории колец с 
единицей тогда и толвко тогда, когда! выполнены такие условия:

«  * 2 > Л < М
Q Q „ ак { / ; ( £ ) )  ; *) Ql &b 2-  -  О для C4 J

Если С -  ограниченное наследственное нётерово первичное 
кольцо, Р  -  максимальный обратимый идеал кольца R  , п. - 
число неизоморфных простых правых Р -  приыарпых модулей, X R- 
точный Р-примарный нодуль, то Bie*u>LXR-  подпрямое про­
изведение колец В * , . . . ,  Вк , где кй n  ; -  ограниченное
наследственное нётерово первичнее кольцо; Вл ,... , Вк -  обоб­
щенные однорядные кольца, а модули g ) и

( Bie.neLXll)g -  нётеровы. р 
Библ. 16. р

УДК 512.541

Первые группы когомологий над межпрямыми суммами / ^ - с е ­
парабельных типа Р  групп. Беккер И.Х. Абелевщ группы и 
модули. Томск, Изд-во Томск, ун-та, 1561, с . лО-33.

Рассматриваются свойства групп скрещенных гомоморфизмов 
» пеРвых групп когомологий HY'&.P*) лад мехпря-
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мьшк суммами G  -сепарабельных типа P * групп Cr̂  ( ‘P  -
группа автоморфизмов группы С  ; -  любой бесконечный кар­
динал, c-L пробегает произвольное множество индексов (Л. ) .  Раэ- 
виваешй при этом подход к вычислению групп Hi(<P,G) поз­
воляет установить для них как необходимые, так и достаточные 
признаки равенства нулю.

Библ.4.

УДК 512.541.

О пряных произведениях абелевых групп без кручения конеч­
ного ранга. Беккер И.Х. ■ Абелевы группы и модули. Томск,
Изд-зо Томск, у н -та , 1581, с .  34-45.

Пусть S' -  полужесткая система абелевых групп без круче­
ния конечного ранга. Прямое произведение групп, изоморфных 
группам из S  , называется £ ^группой. Рассматриваются свойст­
ва S  -групп, устанавливаются критерий изоморфизма S -группы 
А  группе Нопь(А, Ь ) ( 8  “ -группа) и критерий определя- 
емости £"^-группы своими относительными голоморфами.

Библ. Ю .

УДК 512.552

Дифференцирования групповых колец. Бурков В.Д. Абеле­
вы группы и модули. Томск, Изд-во Томск, ун -та , 1581, с . 46-55.

Пусть G  -периодическая группа; К -коммутативное кольцо, 
в котором обратимы порядки всех элементов группы & ; КС - 
групповая алгебра; КС ~ (КС, КСг) -биыодуль всех функций 
из Ст в К  • Дифференцирование J) алгебры КС называется
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обобщенным внутренним, если Т)(х)= XG.-CLX. . где а е  КО- . 
Доказывается, что все дифференцирования KG являются обобщен­
ными внутренними. Пусть = £ С  | все дифференцирования 
КО -обобщенные внутренние^. Доказано, что G *Н , 

е с л и б -^’Ŝ . и . Наконец, описываютс; дифференцирова­
ния группового кольца KG в том случае, когда К -произволь­
ное кольцо.

Библ. Б,

УДК 512.541

О строении вполне характеристически е подгрупп абелев' к. 
групп без кручения. Гриншлон С.Я. Абелевы групп; и моду­
ли. Томск, Изд-во Томск, ун-та, 1381, с . 56-32.

Предлагается подход к изучению вполне характеристических 
подгрупп и связей их строения со строением самой группы для 
достаточно широких классов абелевых групп без кручения. С по­
мощью этого подхода найдены связи мевду инвариантами рассматри­
ваемых групп и соответствующими инвариантами их вполне характе­
ристических подгрупп. Получены такие некоторые свойства решет­
ки вполне Характеристических подгрупп абелевых групп без круче­
ния.

Библ. 15.

УДК 512.541

Абелевы группы с самоинъективными кольцами эндоморфизмов 
и кольцами эндоморфизмов с аннуляторным усдошем.Иванов А.В. 
Абелевы группы и модули. Томск, Изд-во Томск, уи-та, 1381, с.33-103.

Описываются абелевы группы с самоинъективными слева или
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справа кольцами эндоморфизмов. Абелева группа Q  имеет самоинъ- 
ективнос справа кольцо зыдоморфизмов тогда и только тбгда, ког­
да G = 2) © R , rjjt? 2s -делимая группа бее кручения; R -  
редуцированная группа, ягляищаяоя вполне инвариантной сервант- 
ной подгруппой ъ£2*1р(£)  . где Tp (R) -  прямые суммы цик­

лических р -групп одного порядка р * , где к может зави­
сеть от р , причем если 2 О , то R -  периодическая 
группа. Для самоиньективнооти слева необходимо дополнительно 
потребовать, чтобы делимая часть группы & имела конечный ранг, 
а все р-компоненты периодической чаоти G были конечны. Кро­
ме того, описываются группы, кольца эндоморфизмов которых обла­
дают аннуляторным уоловием для конечно порожденных левых идеа­
лов.

Библ. Ь.

УДК 512.55

О полунаследственности полуструктурных сумм колец.
Игнатов В. В. Абелевы группы и модул*. ТРмск, Изд-во
Томск, ун-та, 1981, с .  П О -И 6.
)

Пусть L - полуструктура, [R^}xeL~ семейство колец, причем 
при *  уз задан гомоморфизм * и влечет

1 * Тогда <L~ строгая пм у-
структурная сумма колец , если R*=£R*,  а на образующих
Гб Rj.'Z'/fJ?oLjt*y умножение задаётся так: rx '-  tfff-cjу* f'c'j.
Если а- столбец над кольцом R , roxa-=[x,jz^М%CR)
Гомоморфизм колец у>: R-r£  наследстве !вн, если -*<2. =<<£■>,

«=»■'■ (f& *» < <ре> . В статье доказано, что если почти 
Bce Yfl наследственны, то R - б  f p }  полунаследственно 

£?,, полунаследственно для всякого L . К а к  следствие 
получего, что полугрупповое кольцо RL над полуструктурой L 
полунаследственно 4=?> R полунаследственно.

Библ. 2 .
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УДК 512.541

Продолжение автоморфизмов в почти вполне разложимых абе­
левых группах без кручения. Кожухов С.О. Абелевы группы 
и модули. Томск, Изд-во Томск, ун -та , IS81, с .  117-127.

Изучаются почти вполне разложимые абелевы группы без кру­
чения, то есть те абелевы группы без кручения, которые содер­
жат в себе квазиравные вполне разложимые подгруппы, нпываемые 
полными квазиразложениями данной группы. Дается полное описа­
ние почти вполне разложимых групп, у которых всякий автомор­
физм любого полного квазиразложения продолжается до автомор­
физма самой группы.

Библ. 4 .

УДК 512.541+512.552

Подкольца конечномерных рациональных алгебр к их аддитив­
ные группы. Крылов П.А. Абелевы группы и подуди. Томск,
Изд-во Томск, ун -та , 1981, с . 128-140.

Рассматриваются различные свойства подколец конечномерных 
рациональных алгебр, связанные с радикалом Джекобсона. Дается 
описание радикала таких колец, находятся условия его нильпо­
тентности и равенства кулю. Затем, и+пользуя эти результаты, 
описываются аддитивные группы полупервичных и полупростых под­
колец конечномерных рациональных алгебр.

Библ!.- 12.

УДК 512.553

О кополупростых классах модулей. Ыарков З .Т .



левы группы и модули. Томск, Изд-во ТЬмск. ун-та, 1981, С. I4 I-I4 4 .
Работа посвящена изучению классов кополупростых относитель­

но некоторого кручения модулей. Даётся описание классов модулей, 
совпадающих с классом всех t -  ополупростых модулей для неко­
торого дкансоза кручения Т .

Библ. 8.

УДК 512.541'

Сервантные подгру-пы абелевых групп без кручения конечно­
го ранга. Никифоров В.А. Абелевы грушш а  модули,
Томск, Изд-во Томск, ун -та , 1981, с .  145-157.

Описываются на языке типов групп ранга I  почти вполне раз­
ложимые абелевы группы без кручения, в которых всякая сервант- 
ная подгруппа почти вполне разложима. При доказательстве вспо­
могательных результатов используется аппарат теории графов.
Граф определяется на множестве типов квазислагаем.ос ранга I 
почти вполне разложимой группы и отражает некоторые зависимости 
менду этими типами.

Библ. 9.

УДК 512.553

Сильная плоскостность и проективность сплетения полигонов. 
Норыак П.Э. Абелввы грушш и модули. Томск, Изд-во
Томск, ун -та. 1&81, с .  158-165. "

Рассматриваются алгебраические автоматы как полигоны над 
соответствующими моноидами. Это позволяет изучать алгебраичес­
кие автоматы а их сплетения чисто алгебраическими методами.
Найдены условия сильной плоскостности и проективности сплетения
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полигонов. Например, сплетение .Л иге В левых •£ -полигона А 
и У-полигона- В проективно тогда и только тогда, к о г п  В 
проективен и либо моноид Т  содержит правый нуль и А  проекти- 
век, либо А  £  Sif, Vt  S  , и существует элемент S
такой, что jT* 1 S ir .

Библ. 4.

УДК 512.55

Кольца, все факторкольца которых малоинъективны справа. 
Туганбаав А.А. Абелевы группы и ьодули. Томск,
Над-во ТОмск. ун -та , 1981, с . 166-174.

Работа посвящена гомологической классификации колец, да­
ется описание инвариантных колец, все факторкольца которых мало­
инъективны справа. Более точно, показано, что если /? -  инвари­
антное (например, коммутативное) кольцо, то все факторкольца 
кольца 2  малоинъективны справа тогда и только гэгда, когда 

••• * ... , где Тс -  самоинъективные спра­
ва цепные инвариантные одномерные кольца с малоинъективными 
правыми идеалами, а <2h. -  вполне ‘Целозамкнутые справа инвариант­
ные области с малопроективными правыми идеалами. Установлен так­
же ряд фактов для колец, над которыми все циклические модули 
иалопроективны.

Библ. 8.

УДК 512.553

О малоинъективных модулях. Туганбаев А.А. Абеле­
вы группы и цидули. Томск, Изд-во Томск, ун-та, 1961, 0.170-186.

Доказывается, что прямее разложение малоинъективного моду-



ля в прямую сумму неразложимых модулей дополняет прямые слагае­
мые. Араиновость коммутативного нётерова кольца равносильна
кваэиинъективности всех малоинъоктивных модулей.

Библ. 7.

УДК 512.553

Аксиоматизируемость класса вполне приводимых модулей. 
Тюкавкин Л.В. Абелевы груи ы  и модули. Томск, йзд-ва
Томск, ун -та, IS 8 I ..C . 181-184.

Найдены необходимые и достаточные условия аксиоматизируе­
мости и конечной аксиоматизируемости класса всех впо..яе приво­
димых модулей над кольцом.

Библ. 3.

УДК 512.553
О

Аксиоматизируемость класса неприводимых модулей. Тюкавкин 
Л.В. Абелевы грушш и модулы. Томск, Изднво Томск,
ун-та, 1881. с . 165-1У7.

Рассматривается вопрос аксиоматизируемости класса неприво­
димых модулей. Дзетой описание колец, класс неприводимых моду­
лей над которыми аксиоматизируем. Если 7УСе (Ц )-  класс всех 
левых неприводимых модулей над колы: и g  , включая и нулевой 
модуль, то этот класс аксиоматизируем тогда и только тогда, 
когда существует такое конечное подкольцо / [  факторкальца 
P/ j fQ)  . ч т о Л + 1 *  ^ // /2 )  для некоторого максимального 

левого идеала J  кольца P/j/'g) ( % ( Ю~ радикал Дкекобсона 
кольца I? ) .  Кроме того, показано, что если класс
всех правых неприводимых £  -модулей (включая и нулевой мо-
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дуль), то классы Ж е С&) и аксиоматизируемы одмовре-
иекно.

Библ. S.

УДК 512.553

О сложности линейных автоматов. Финкэльштейн М.Я. Абе­
левы группы и модули.. Томск, Цзд-во Томск., ун-та, 1981,с . 198-221.

В работе вводится понятие сложности пары, соотвотствущей 
линейному автомату. Оно аналогично понятию сложности конечного 
автомата. Исследуются соотношения между сложностью и.делимостью 

°  пар.
Библ. 7.

УДК 512.541

^-адическое пополнение и тензорное произведение абе­
левых групп без кручения. Фомин Л.А. Абелевы группы и 
модули. Томск, ЙЗ"-во Томск, ун-та, 1981, с . 222-232.

Дается описан"е тензорного произведения алгебраически 
компактных групп без кручения. Так как всякая редуциргчанная 
абелева грудпа без кручения вкладывается в качестве серваятной 
подгруппы в алгебраически компактную, то этот результат позво­
ляет описывать тензорное умножение также в других классах абе­
левых групп без кручения. В статье показывается, что тензорное 
умножение в классе групп без кручения, у которых р -ранги не 
превосходят единицы для всякого простого числа р , с точнос­
тью до делимой части совпадает с умножением в кольце универ­
сальных чисел ( Z -адическом пополнении кольца целых чисел Z  ).

I
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Описывается также делимая часть тензорных степеней вышеуказан­
ных групп.

Библ. 6.

УДК 512.541

-изоморфно простые абелевыр-груш ш . Цыбикова Л.л.
Абелевы группы и модули. Томск, ИЗД-во Томск, у н -та , 1981,с .233-239.

Абелева группа G- называется f.L.-изоморфно простой, ес­
ли она нс содержит собственной себе изоморфной вполне характе­
ристической подгруппы. Полностью описаны f j ..-изоморфно про­
стые группы, являющиеся прямыми суммами циклических р -групп. 
Критериями ^..-изоморфной простоты- служат определенные огра­
ничения на инварианты Улвма-Капланского. Показано, что если 
базисная подгруппа произвольной сепарабельной р -группы яв­
ляется /Д -изом орф но простой, то сама группа также А ",-изо­
морфно проста. Это же условие будет необходимым и достаточным 
для £ i . -изоморфной простоты периодически полной ^-группы .

изоморфно простые периодически полные р - группы пол­
ностью описаны в терминах инвариантов Ульма-Капланского.

Библ. 9.

УДК 512.541

Пересечение прямых слагаемых абелевых р -групп. Чехлов 
А .? . Абелевы группы и модули. Томск. Изд-во Томск. ун-та,
198I ,  е .  240-244.

Рассматривается вопросу когда подгруппа (т р -группы 
А  является пересечением прямых слагаемых группы А ■ Лается 
ответ на этот вопрос для замкнутых (в р-адической топологии)
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подгрупп исходной группы А  и для произвольных подгрупп сепа­
рабельной р -группы. Показываетоя, что в р -группе А  яамы- 
кание сервантной подгруппы являетоя пересечением прямых слага­
емых группы А  .

Библ. 6 .

г
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