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ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ РАСЩЕПЛЯЕМОСТЬ И СЛАЛО ЖЕСТКИЕ 
СИСТЕМУ А Я) ЛЕВЫХ ГРУПП БЕЗ КРУЧЕНИЯ

И.X.Беккер, С.К.Росошек

На аоелевой группе G без кручения введем естественным образом 
структуру 2  f x j  -модуля , где «с -  фиксированный эндомор
физм группы G . Если для любого эндоморфизма <f группы & 2сх)~  
-модуль периодичен, то <Я назовем полиномиально периодичес
кой ( G совпадает со  своей полиномиально периодической частью 
Тох(г). Если Tot. & выделяется в G прямым слагаемым, то на
зовем полиномиально расщепляемой.

В данной работе выделяем классы полиномиально периодических и 
полиномиально расщепляемых групп без кручения. В частности, в ся 
кая абелева группа без кручения конечного ранга (или группа, коль
цо эндоморфизмов которой без кручения и конечного р ан га) полино
миально периодична. Для пряных сумм групп без кручения конечного 
ранга, почти изоморфных группам полуиесткой (слабо жесткой) си с
темы, устанавливаем критерий их полиномиальной периодичности 
(теорема 6 ) .  икаэывается, что такие прямые суммы групп являются 
полиномиально расщепляемыми. Теорема р дает описание полиномиаль
но периодических частей прямых произведений гр у ш , почти изоморф 
ных группам полуиесткой (слабо жесткой) системы. Такие прямые 
произведения групп не могут быть полиномиально периодическими и 
не всегд а  являются полиномиально расцепляемыми. В работе под сло
вом "группа" понимаем "абелеау группу без кручения".

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 . Пусть < ?- группа, *6  -  ее  эндоморфизм, А -мо
дулем л(г на группе (г назовем модуль над кольцом целочисленных 
полиномов Z r x ]  с аддитивной группой & и модульным умножением



£/*'>£=  / I 'W j?  ,  e  ZCxl , у  £  G .
ПрЕДЛОЖНИЕ 2 . Пусть * fJS в £(& )  . Нодули *6  и изо

морфны тогда и только то гд а , когда существует такой автоморфизм 
f  ГРУППЫ £  , ОТО = U. .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. а )  Пусть if: UG >—•**& , тогда f  -  автомор
физм группы & . Так как ffx-g)=-x f ( £ )  , то f{*-£) ~ f g )
И if (■£)$. =  ( j i f ) ?  • ОГССДа f  , eC~ f

б ) Пуоть f -  такой автоморфизм группы & , что f~lJ*V-°L- 
Убедимся, что f  е с т ь  изоморфизм модулей ’*’£  и , Достаточно 
п оказать, что для Z [x l  справедливо f  £{<*■)=> f ’fji) f  ■
Пусть Д ж )=a<,x~ + a.fX't~‘ + --- + a „ .t ja + а.^ f где 

...ta n.t,a ne2 .  Им «  ?(апу )^ (а л ? ) р  , у е  & , а по у с
ловие f f u tX)-(a.Kft) f  и j* * f  , к- о, t , . . п-
Отсюда . Сле
дочательно, для с/е & всегд а tf [+{*.)£] = fpjft.b. у EG»-*JG. 

Таким образом, если E(G) кольио коммутативное, то любые л& , 
aG модули изоморфны. Если 'зндоиорфизм х. группы G е ст ь  умно

жение на рациональное число ■— , т .е .  X g - f- tf для любого 
g .eG  , то *G е с т ь  периодический и даже ограниченный модуль, 

действительно, пусть „ 7 -  идеал кольиа Z f j c j  , порожденный £(*) = 
= S x-r. . Тогда О . Следовательно, для жесткой группы &

[ X ,  с .  148 ]  сеяний модуль "*<? , «се Е(<?) е с т ь  ограничен
ный модуль.

Назовем полиномиально периодической частью модуля & , <xeE((s) 
множество всех его  элементов д ,е  *G , для каждого из которых су 
ществует хотя бы один такой ненулевой многочлен -£(х.) е  Z С-х] , 
что . Обозначим такое множество элементов черезД**т*2г.
Нетрудно проверить, что -box. '1~£ -  сервантный и инвариантнай
подмодуль модуля . Пересечение всех ten^G , oteECGj
назовем полиномиально периодической частью группы & . Обозначим
ее  черев Тт & , т . е .  Ttn. G — Г) Eox-C’G) .■*-*£(&)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 .  Группу £  назовем полиномиально периодической, 
если Ten. G -G  , и полиномиально расщепляемой, если Тот G> вы
деляется премии слагаемым в £  ,

ЛЕММА 4 .  Если А = I  ®А i -  такое прямое разложение труп-С сУ
пы А , что 

* £  •  Тот А k
Hem- ( А ; , A j)= О для любых I b j то То-г. А  —
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Действительно, поскольку каждая А - вполне характеристична в 
А I то tox(KAi) -  "ter. f  ГА) для любого эндоморфизма </>з £(А)

( ft -  эндоморфизм группы A l , индуцированный ^ ) .  Отсюда сле
дует

Гсп-A i ъ Тех. А (  Се У) и — Тог Аiry
Наоборот, пусть а. е  Тог А . л  = я {г *  а ,м+ . . .  ■*• ,

е -А^ (к*с,1 ,...,т ). Если £ { х ) е  Z c x l , / t x j * 0  И - 0
для (/>е£(А), та /Гг)Я 1Л* / 0п я ) л ** —0  • Следовательно, 
л и  & )  и «,■„ £  Тог (.А /я ) . Отсюда следубт
* e Z 9 Ib * A i  . Я ~ .А е Е * Л * А .-  ■is у

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5 . Если группа <Я б ез кручения имеет конечный ранг 
или E(fi) -  кольпо без кручения конечного ранга, то V -  группа 
полиномиально периодическая.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, а )  Если <? имеет конечный ранг, то для любых 
£С&) и O fg £ ( r  множество —

линейно зависимое. Следовательно, существуют такие целые числа 
к?*  I * I . . .  , К& , не все равные нулю и зависящие от 

‘J ,  что Kf*>y Очевидно, что хотя бы
одно из чисел */•% . . . ,кЩ отлично от нуля. Тогда ненулевой 
многочлен / j f x ) =  г /* 1* Xff Jx  +...* х  ~  аннулирует^1 в *G , 
/ j  fx )y  =  с  . Следовательно, для любого y e Е(£) *G -  перио

дический j ?  Сх]-модуль, т . е .  и Тог /А =■ 0>
б ) Пусть Е С * )-  кольпо без кручения конечного ранга, ys£t$) 

Поскольку (_<f% у, //>*, ■■;/*■■■} -  множество линейно зависимое, то 
S„/'+St fr* ...*0 6 /*=  0  , где -  числа, не

все  равные нулю. Следовательно, ненулевой многочлен S (x) = 
х  Sr *St x. х*  аннулирует каждый элемент из G . Значит,

*"£ -  ограниченный Z  Сх 7-модуль, -Ьоч. ("*£)= & и Тог А = А 
Таким образом, класс полиномиально периодически^-Групп содер

жит не только все группы без кручения конечного ранга. Очевидно, 
всякая жесткая группа будет также полиномиально периодической. 
Выделим ниже и другие классы групп б ез кручения бесконечного ран
г а ,  являющихся полиномиально периодичеокими.

Пусть S= { & *.}ле от. -  полужесткая система групп [ 3 ]  .
Следовательно, на Ot задан такой частичный порядок <«с , что 

^ J3 £  0 tj  тогда и только тогда, к г да J-Jom. (&и & )?£>.
Нуден далее рассматривать такие полужесткие системы £ =   ̂
гр'упп G±  без кручения конечного ранга, что всякий раз
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•L- *  Ji & (Л) олвчет точность строки О — »• (?л 
для некоторого ь е  Но™ fy )  (будем называть такие полужест- 
кие системы групп слабо жесткими). Если -jC * f  и • то
пишем <а  .

Пусть S=fG^. }ы.е=<?1 - слабо жесткая система групп без
кручения Gj, конечного ранга, назовем ^ ’ -группой ( flS'~ 
-группой) прямую сумму (прямое произведение) гоупп, почти изоморф
ных группам из S . Пусть А= Z 9 А**' (А = Л  А'*’ ) - кано-

rfV”  х е л
ничвское о-разложение 6 -группы ( /7 6’ "  -группы) _ А ,т .е . 
каждая А М)А О fА'*^ О) е с т ь  прямая сумма (прямое произведение) 
группы А°*' , почти изоморфных Ĝ  ( А иэомопфна некоторой
подгруппе Gj_ и изоморфна некоторой подгруппе А г*1 ) ,
АЛ'= И  Ф А г̂  ( A (<t> = / 7  А '*’)  . Уведем теперь гонлтие типа

относительно слаоо жесткой системы S  . Будем говорить, что груп
па 3  имеет тип &^  , если 3  почти изоморфна группе 6 U £  S  для 
некоторого ei.e CZ. . Ка множестве типов естествен 
ным образом вводится частичный порядок. А именно, будем говорить, 
что Sj.  ̂ Sр  тогда и только то гда , когда =$j3 (~*£,j>e Ог) . 
Таким ооразом, 5 * - г р у т а  ( /75*-грунпа) е с т ь  пря_ая сумма 
(прямое произведение) ^.-однородных компин-нт А '*' ( А сл>). 
Будем говорить, Что элемент «- ».з S -группы А — £ ! А !*'_  О*. £ ОЪ
( f lS *-r руппы А - П  A (eL)) имеет тип S eс , если olв  А /вС)
(а е  А ‘л>) для некоторого чС. е  (Н- . Заметим, что тип 5U элемен
та и .еА гл> не зависит от выбора канонического разложения груп
пы А относительно S . (,/)еиствительно, если А=Ит

_  .рет.
(А= П В гл>)  -  другое каноническое разложение грутпы А отно

сительно системы S  , то из а.е следует, что существуют не
нулевые гомоморфизмы Ас*}— *В^> и & (JU—* А м  . По опре
делению -однородной компоненты и слабо жесткой системы S
отсюда получаемся, что существуют мономорфизмы G  ̂ —» Gf, и 
Gjs~* , т .е .  . Очевидно, что любой эндоморфизм £ * -

-группы ( n s  -группы) А не понижает типы компонент элементов 
группы А относительно канонического ^-разложения ( /761" р а з 
ложения ) группы А .

Пусть ( *  ) A w< -  фиксированное каноническое S *

-разложение S -группы А относительно с л аз о жесткой системы 
{ ir^jj е л  групп без кручения конечного ранга. Обозначим
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через А ЙШ - £ * А *  и A '  U )=  Z  №A <j‘j
ТЕОРЕМА 6 .  i  -группе А  является полиномиально периодической 

тогда и только тогда, когда
г ) 01 удовлетворяет условно максимальности;
И ) А'*’ е с т ь  прямая сумма конечного числа г р у т  типа S ы, • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость. Пусть £*-гр уп п а Л  полино
миально периодическая, т .е .  Тр-г-А-А. и Ot содержит бесконечную 
строго возрастающую последовательность элементов

4  *-<  . . .  (** „ е й , л-у,г,...).Выберем в каждой группе А сл*̂  
прямое слагаемое Л '? , ' 'т и п а  S * K , К = 1, 2 , . . .  . Имеем SU t< 
<s~z< ■ ''«С ***.-.. Это означает, что существуют мономорфизмы

^ K 'A u )—* A rit:1[‘J для любого К = 1 ,2 ,  . . . .  Тогда группа Л  
имеет эндоморфизм у вида ^  = Д  на А'?*’ , к »  1, 2, .. .
и ^  = на А '  , где А =  J l ® A ? » ’ ® А " . Если О ^ а е у ! * 1'  то

в ,  i fa ., . . . ,  f ntz. ,  . .  . е с т ь  линейно независимое множество. От
сюда следует, что tict- f  . Следовательно, -6сг.(УА)ФА
и 11нс.А*А . Противоречие. К такому же выводу приходим, в о 
ли допустить, что для некоторого <<■ группа A w  е с т ь  прямая сум
ма бесконечного числа групп типа S*. . В этом случае 
А = | С ® А 7 '® А '' , где А " -  грушы типа £^ . Тогда сущест

вуют мономорфизмы YI '-А1? ’— *  A lt’i для любого i  = 1 , 2 , . , .
Задавал эндоморфизм f  группы А так , что / -  на А'?  ,
I  = 1 , 2 , . . .  и !f=:0 на А" , получаем -Ьл-ГА)ФА и Три.А фА  . 

Достаточность. Пусть ^ -г р у п п а  А удовлетворяет условиям t ) 
и И  ). Покажем, что ТоъА=А . Допустим противное. Пусть 
ТрхА ФА и fr- такой эндоморфизм группы А , что i^c(^A)*A- 

Заметин, что если 0Фа.е А , а. ф -iox-f^A) , то у * (а.) ф
ф bn-fA) (*■**) . Действительно, если t/>*(a)c? ■ior./'rA ) , то 
существует oy Afx.) е  Zcx-l, Arxj f ‘fa-)=o . Тогда Оф A fxjx*  
аннулирует а. ф Фог-АКА). что невозможно. Обозначим теперь чореч 
Ol' подмножество всех  таких элементов ^  ив Ot , для каждого из 

которых супествует в гр уш е А хотя бы один элемент лл я А м  , 
что a-j. $ .  Очевидно, iet-f?A)£A  влечет Ol‘f  ф . 
Согласно (i) 01' удовлетворяет условию максимальности. Пусть ф-' -  
-  максимальный элемент из л ' . Тогда в группе А  существует т а 
кой а*,' е А <л )  , что лл < ф&усА*А) . Поскольку эндомор
физм у  не поникает -типы компонент элементов, то 
е  = Z ^ A ,y,>, . '
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Убедимся, что A*s (л') £  ttn.( ?А) ■ Пусть fa')—
£*(&+•■■*£/-* , где /;■ > J.' , и 4 #  -t**4*А) . Тогда хотя бы
одна из 4^  , например, t n f rA) . Отсюда yt е  Pl ' и
f i  ></.’ , что противоречит максимальности •><-' в &t' . Следова

тельно, A*f*-'J в  А^А).
согласно i t  ) ,  A , (•‘■')/jCa (*-') е с т ь  группа конечного ран

г а . Т .к . f'"Aa.«.')&At W ), < **- £>,i,Z, . ■•, то  {я + *  +А*г*‘) ,  
<ffA*')+At(’L')> ■■ > ^ 'п’Алл О i-A~C*').

е с т ь  линейно зависимое множество элементов из А$С4.‘)/А*АсО .
Существуют такие целые числа к*, * i , ■■ ■, х*. у не все равные нуле
что
х.(ал . <-А“,и'1)+хЛ*'Гя*‘)+А1М)+" ■ +*„.frVb.')+AV*'J)£A"U’J .
Отсода еле .дуст, что Д» а^‘ + Xt ? { # * ' ) * . . .  * Хл е
£ A ’SM  ,

‘ Пусть f tf»)s K.*xtx. *•■■* , тогда /у я -j а^> &&н.АгА).
Если ^ (л )а Л! = 0  , то а л > е -tox. А̂ А) -пр оти вор ечи е.
Если а-̂ . А 0  , то существует o f  f y * }  е  Z exj  .  та
кой, что fz r»)[/tfx)a-^' ]=С> . Тогда для o * / fX)=  /Хгх) / 1ГХ)
имеем {(;*■)Оус.'= Р и -  противоречие. Следо
вательно, при выполнении условий с- ) и И  ) £ '-гр у п п а Л
является полиномиально периодической.

ТЕ ОРИ'А 7 . Пусть S = {G *J« e cH. ~ йлаРо жесткая система 
групп без кручения конечного ранга. Всякая .S’ "-гр у ш а полино
миально расщепляема.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ( #  ) А= У ФА'Л> - S*-группа, где•сееъ
А г* - 5 1 ФА '?> -  ^ -о д н о р о д н а я  компонента группы Л  ,*ccC>t
Покажем, что Т ^ Л = A r̂ J , где Ol' е с т ь  множество всех

/ г л '
тех ji-£ Pi. , ч т о :1 )  любая строго возрастающая цепочка элемен
тов из (П , начинающаяся с _уз , обрывается через конечное число 
шагов и 2 ) Л / ^ е с т ь  пр..мая сумма конечного числа групп типа $г  
для любого у  е  0L такого, что /3« у  . Обозначим через Л “ 2 Л 4 ?

"  jtroi’
Пусть а.£ A' I f  -  произвольный эндоморфизм группы А .
Тогда, очевидно, а - ,  уса.), . . р'Ч'л), ••• принадлежат Л ' ( е с 
ли j $e  Рь' и J> у  , то / - е р ь '  ). В частности, А ' е с т ь  
вполне характеристическая подгруппа группы Л . Пусть у =  f/A‘ 
е ст ь  ограничение эндоморфизма f  , тогда у  -  эндоморфизм группы 
А' . По теореме 6 группа А' -  полиномиально периодическая. От-
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сюда а■, ys-fa-),. . . ,  у  . . .  есть линейно зависимое множество, 
И, следовательно, a , у/а.) » -ys-fa.j , . . .  , у "-{а- )~~цг "/л) , . .. 
есть также линейно зависимое множество, т .е .  я. е  -бол./ "’А )  для 
произвольного эндоморфизма у группа Л . Таким образои, A'sTtnA.

Лля д оказательства TtnA е  А'~21 31 A rj>1 достаточно устано-Ji€Ol'
вить, что для люоого a s  А , а 2. °  A v) существуетj*eot'

<?<? £ АА) такой, Что а. ф -t&r./ '*А) . Если а=аТА>+- ~
+ а (*км), t s / , . - . ,  *  , и а.фА ' , то хотя ба для

одного лР*. , например, , имеем а ^ ’ф А' . но определению 
. 4  , это означает, что лиоо сущее , в^ет строго возрастающая челоч

ка в Ot * 1  < yz -< . . .  ■*fn либо Sj~ -  однородна компо
нента А!г> содержит бесконечное число слагаемых типа для не
которого у  i'U.l . Объединяя оба эти случая, имеем, .то сущест
вует прямое разложение А ~ T .s  А'£п) ® & , где А  , = 4 " ,  <

js . . .  a  Sj>̂  ^ . . .  . , А£У  -  прямое слагаемое типа 
из разложения -однородной компоненты А^'^ь (■*),/г. -

• 1 , 2 ............... Причем можем предполагать, что все компонент” эле
мента а.=а ¥ ‘ >• * + * и <*ж), кроме а,-, "  , не принадлежат 
S  , а  компонента а ^ ’е А ^  (в  противном случае

¥*) S.~)отбросим конечное число групп, содержащих л;,. из
бесконечной последовательности А!£'\ ■■■> .. .  ■ ). Построим
эндоморфизм у группы А следующим образом: на .4?Д ; у действует
как мономорфизм Д  ; A ^‘1—rA z ‘ > , ..............на у действует
как мономорфизм Д  :  A ^'%J-* A ‘Z?AJ и у (В )-О  (мономорфизмы 

существуют по определению слабо жесткой системы и 
s . . . 4  ■) . По заданию эндоморфизма у имеем а- = +- / ,

а!Ц1еА'?>, А** А . ,. * а  £  3 ,  </> Га.)- у  £ * и  )

■■ д u f ; J) * л ? л\ . . . ,  у~ га)=  а  . . . д А а ? ? м А ‘
Тогда a ,  <fCa), >.., у н-Г*),...ъотъ линейно независимое множество, 
т . е .  сьф-е&х-АУА) . Следовательно, Те>*-А=А' и поскольку 
А' ~ прямое слагаемое тр у ты  А , то А -  полиномиально расщеп

ляемая группа.
ЗДМЕЧАГииЗ. Как следует из доказательства теоремы 7 , подгруппа 

ТАсА  q в j " * ’- г  руппе А е ст ь  вполне характеристическое прямое
слагаемое группы .

Рассмотрим теперь полиномиально расщепляемые J1S -группы. 
Пусть S= { G’aJj.eot ~ слаб°  иесткал система групп без кручения

A At) • Га~ч)
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конечного ранга и Д  е с т ь  Л 5 *  группа, А  — П  А ГЛ>=П. КТ’
,14.) _  .(4.) <̂ чт. •£*'‘**5* >

где Л ^ ~  группа чипа S*. , т . е ,  A почти изоморфна > 
&LeOt- . Используя обычнуп терминология, будем называть группы 
А'КТ компонентами группы А  , , <»о а  ОЪ . Для
любого элемента а - е А ,  ( . .  ,..■ ) . <*■’?+ е  А'ТЛ .

ЛЕММА й. Пусть {M ,jL£j  -  множество произвольных групп без 
кру чения. Если Н - П И с  . то Тех. И  £  К  9И '■ .

ДОТАЗАТЕЛЬСТЗО. Покажем, что, если L e  Н. и A f  К  ФH i 
то существует такой эндоморфизм у  группы М , что А ф 
Пусть 1  = . . у м )  и - о т - /
личные от нуля координаты элемента А.. И - Л Н ^ ^ ^ И .'  и

& = А о+А',т вр A-o-(A.ii, А;л , . .  .)  и А-сН'. Обозначим че
рез эндоморфизм группы П  вида =  n. х ЛПг,

. Рассмотрим множество A,,pfA,),...,/"YAJi~
Имеем ffAthfAi,
Пусть это множество линейно зависимое. Тогда сутдеетвуют такие пе- 
лые числа S., St , . . . ,  f t , . .  . , хотя бы одно из которых отлично
от нуля, что S.Ao + Stp(Ao) + ■■ •* SK <f*{A»)= 0 .
Отсюда следует S, е  S*  + . .  .  * SK — о,

S,+JlSt + . ‘ • *  l"S K-  о ,

So + C n -i)S {. * . . . 1- ( n - i ) K s«  = 0 ,
 ̂ ^  St ^  . .  .  ^ — 0

и У0, St можно рассматривать как ненулевое решение одно
родной системы из ж + д линейных уравнении с <*1  неизвестными.
Но определитель такой иистеми отличен от нуля. Следовательно, So = 
я Si = . . .  » SK = 0 . Полученное противоречие д ает , что AL,,/fAJ, 
• • ■ , f^ C A * ),  . . .  -  линейное независимое множество, т .е .
j  Продолжим теперь f  до эндоморфизма у  груп

пы И вида у *  f  на n t H u  * у  (Я ')-О  . Тогда Ao îoi-Kh), 
A ' e i m .y 'A )  , откуда А *• А , *-А 
Лемма доказана.

Приведем пример полиномиально нерасцепляемой группы. Пусть 
S~ f ся." такая слабо жесткая система, что для любых 
cj-tji* f t  Нот. И Нот  , причем
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Тогда для J]S*~группы &=Г1 fiL. имеем T o n fc '= !le,G
гг м 4*е<п. л ы-есь *°
Действительно, по лемме 8 Ten. G> <£ Z  . Пусть о е  Г  ф£в̂ есп. <?' / е Л  ^
9  + ■■ ■ f *  л. к). Для любого эндоморфизма у

.группы (г имеем у а е Х ®  £,». • и JET ® G'̂  вполне характерно-
«Ч-£Г^

тпчна в 6- . Согласно теореме б , ® £flJ = £ T ф£  . Сле-
-  «££0£

довательно, ср,е тот~( ))  # где ^  « ограничение у*

На ■ Огсода следУе т . что £  е  tonfr<?) для любого
f e  £{& )  , т . е .  f e  Тох. & . Таким образом, Ton в = £ ф(гм_,

3 то же время Го-г £  не является прямым слагаемым группы G
[ *- » с • Ю2 J •

ТЕОРЕМА 9 . Пусть 5  =  /"<ЯсJtecn  — слаоо жесткая система 
групп без кручения конечного ранга и ( * )  6=Л

«**<*- Kfn, L̂_€Xl
-группа. Ton £  имеет следующий вид:

Топ 6  = Z* e (5T.V ,
где ^ _ множество чсех тех прямых слагаемых
типа из ( к - ) ,  для которых;

1 . Существует не более конечного числа таких jb e (л , что }
г. /.ля любого а ъ * ,  & ,J,i= n  &. , где / J .  / < tf

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По лемме 8 , Тог. £  Я 21 ® t f ;  =  у-у 
_  _  ,  , *

Покажем, что Tot-Gs Е  G\j=H ■ Пусть сущэствует АеТмО
такой, что Аф Н '  . Тогда среди ненулевых компонент элемента
А = АТФ>4~-■ *-Ь-Г?Т ’ I ГД® (*- = iFz, -. , не обязательно

различные элементы из C?Z , существует компонента, скажем, А'^е.
<= ^м .,1  для которой оС, ̂  jg  .П о  определению ^  это означа
е т ,  что для компоненты существует бесконечное множество Г
компонент Gjt„ , n * { , z , - - ,  S^-rmu которых образуют неубывающую 

цепь S * t - Sj>i ■■■ £ ‘ пРичем можем предпола
г а т ь , что компоненты з  6'Лкэ LT.’> те «ходят в

это множество Г  .  (В противном случае отбросим конечное множест
во компонент (гЛ {, . . . ,  к и перенумеруем компоненты). Рас
смотрим прямое разложение группы £  вида 

0 s f i **  е ' ■
Построим эндоморфизм <р группы £  вида: для любого &
9  ' где > / я ^ Д  б » *  * / - » *  ^  *
f t  f t )  -  0 * <  ( f < ) ,  ( f t  >p • )  t f * *  '■ a t t *  ~
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мономорфизмы, п. *  1 ,2 ,  . . .  , ^  , //,, =/я ,  <f?i = Р .
Построим также эндоморфизм у  группы G вида y y t = 0  для
У  i £  > Y ty i)*  'У  '* ‘i * у ГМ). - " >  л/  'Лп), ■■■ )  , если
yt ejrl (г̂ я и ~f$s = v для у } е  £  ’ . Обозначим через

К - у у  . Тогда А, к fA ), . А~*/А),..- е ст ь  линейно незави
симое множество элементов. Действительно: •

х  /Aj^yf^fA))-- y r / f /A i ? ) ) > 0 > д  W  •. • .

*у *а Л£**, . . . .  * “ *! ■ • J

* v z ; .

Точ.ю так н е,как  в лемме 8 ,  убеждаемся, что

?< V ~ (*L A<iJ. . . . .  ju » * !? * . i T - W .  • • •
еоть линейно независимое множество. Поскольку множество элемен
тов i f  А ),..., КГ/А),... содерянтся в группе П  Gj,^ , а

A eG u t 0 G '  , то и А, i f  А.), , .  . ,гСт/А ) ,. . .  линейно незави
симо. (Отсюда следует, что А $ tert. f  *fi)  , что противоречит

Ae2Gc.G  . Таким образом, Т о ъ О еН * G**' =  / / ' .

Покажем теперь, что М ’£  ТоъО .  Заметим, что И  е с т ь
вполне характеристическая подгруппа группы & . Это следует по 
определению^ и из то го , что j i  <4у  , у* e J6  у е  Ц> .
Пусть А еИ ', покажем, что А е  То*. О . Достаточно п оказать, 
что для любого эндоморфизма /  группы £  имеем A,yfA),. . . .  , 
у пСА),... е с т ь  линейно зависимое множество. Рассмотрим ограничение 
/1н' о эндоморфизма / на подгруппе И ' . Поскольку И ' - 

вполне характеристическая подгруппа группы G , то /'•= fj^ ' 
эндоморфизм группы И '  . Так как М' е ст ь  ^ -гр у п п а  относи

тельно слабо жесткой системы S  -  [Gj>} ре >6 , то по теореме б
}~1' -  полиномиально периодическая группа. Тогда A, y 'f А ) , .. ., 

/"/Чу,..линейно зависимо. Поскольку y'fA)= у/А )д л я  любогоАеН', 
то A, V’tA ),... ,i fnfA ),... е с т ь  линейно зависимое множество для 
любого /ш  Н '  и любого lye Е /£ )  . Теорема доказана.

'ГС!(ТЕМА 10 . Пусть G = Л  G ^ -  П S -группа, S^{Gu]w.ae  ̂ -  

слабо жесткая система групп без кручения коне'тного ранга, L{' -
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= £  ® О (см . теорему 9 ) .  Следуодае утверждения зк эи в а -
jbett,

лентны:
а )  О — полиномиально расщепляемая группа;
б ) То-г. & е с т ь  группа конечного ран га; 
з )  И> - конечное множество.

ДОагАТСЛЬКВО. (а )  = Р  (б ) .  По теорем.: 9 Тог. & = Н '
Если О - полиномиально растопляемая группа, то Тог. 6  е ст ь  . 
прямое слагаемое группы О . Следовательно, по [ 2 , с .  1 .2  ] 
группа То* О е с т ь  пряная сумма делимой группы б ез кру снял и 
конечного числа компонент О '■/' J , Ji£ j&  . По определенно & , 
учитывая, что группа, почти изоморфная делимой грунте конечного 
ранга, является также делимой группой конечного ранга, получаем, 
Той (г е с т ь  группа конечного ранга.

(б )  = ?  ( а )  очевидно.
( б ) < = ^  ( в )  следует из теоремы С.

СЛЕДСТВИЕ 1 1 . / 7 £ * - г с у г т а  0= 17  где S  - слабо ж ест-tcem. '
кая систем а групп б ез кручения конечного ранга, е с т ь  полиьомиаль- 
но периодическая группа тогда и только то гд а , когда ранг группы 

О конечен.
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ЛОКАЛИЗАЦИИ В КАТЕГОРИИ ФУНКТОРОВ 

А.Г.Григорян

В настоящей работе теория колец и модулей частных в схысле Габ
риеля переносится на случай малой предадцитивног. категории X  и 
категории Л 4х  ковариантных аддитивные функторов из 57 в катего
р и ю .^  абелевых гр у ш . В § 1 определяется радикальный фильтр на 
категории X  , Отмечается, что существует взаимно однозначное со
ответствие между 1 )  радикальными фильтрами на % , 2) периодичес
кими классами в Л  б7* и 3 )  кручениями в Л £х . В S 2 для любого 
радикального фильтра на X  и любого функтора М е  Л 4 Х строит
ся функтор частных f l y  относительно Sf . В частности, категория 
частных Х у . Далее, в 5 3 изучается категория частных XD отно
сительно радикального (фильтра D плотных правых идеалов категории 
Si . Приводятся необходимые и достаточные условия для регуляр

ности (в  смысле фон Неймана) (соответственно классической г.олу- 
проототы) категории Хм . Отсюда в частном случае однообъектной 
категории X  как следствие получаются известные результаты Джон
сона о регулярности и Сакдомирского о классической полупростоте 
полного кольца частных.

| 0 . Предаддитивные категории
Если £  -  некоторая категория, то условимся обозначать через 

/ <£/ класс ее объектов, через £ )  -  множество морф..змов
ив р  в  2  , где р , р  е / &/ ,  а  через g *  -  категорию, двой
ственную к g  . Категория £  называется предадцитивнои, если 
HfPtpJ -  абелева группа для любых p ,^ ,e / 'g /  , а  композиция

морфизмов билинеина, В дальнейшем под Si всюду будет пониматься
о
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в ал ай предаддитивно я категория. Всякое кольцо ( ассоциативное, е 
единицей) модно рассматривать как предаддитивнуп категория о од
ним объектом. Категорко коваоиантнн; аддитивных функторов на X  
в категории /  абелевых груш  будем обозначать через А б * . Объек
ты категории будем н азазать 5Г-модулями, морфизмы -  X  -
-гомоморфизмами. Заметим, что Л  S' -категория Гротендика f l  
предложение 1 4 .6 .9 ] .  Нетрудно показать, что категория правых уин 
тарных модулей над кольцом Л изоморфна категории А £ л . Далее,

5Г-подмодули (соответственно X * — Я  -подбимодули) , Я"-м о
дуля X (p,-J  (соответственно X * — Х -бииодуля Х Р -,~)  ) будет: 
называть правыми идеалами (соответственно идеалами] категортыX. 
Запись Ip •£ t ,XСр,-)  (соответственно 1 < Х  ) будет озн ачать,'
что 1р -  правый идеал (соответственно I  -  идеал) категории 

5Г . Если 1р ег-е S l e A t *  ,  х е h f p )  ,
р , £ , t. е /Х Г /  ,  то половы

x d  = И  £  х.) ",
Cx.Ip)/r̂ J -  x T p / ' f ) -  [ x j i l p e  ;
(Ip  :cL)f'cJ = l  J i£
( o : x.) {$ ,)  = [ р е  XCp, p ) / x p  = o j .

X -подмодуль /V X -модуля f l  называется су в» о т в е т а » ,  если 
N  П К  *  С  для лоб ого .Я"-подмодуля К *  О в И  . можно по

к а за т ь , что SF -подмодуль /V существен в М  тогда и только тогда, 
когда для любого р е /X /  и всякого Оф х. ePICp) существует 
такое <ре/%! и такое <̂ -е % (р ,е.)  , что 0ф л N  ftp.).
Инъективиуо оболочку X  -модуля Ц  будем обозначать через £ (Pi) ■ 
Другие, используемые нами определения и факта, касавшиеся катего
рий X  и А 6х  , можно найти в 12  ] .

S 1 .  радикальные фильтра и кручения
Определения различных понятий, связанных о радикальными фильт

рами и кручениями, могут быть найдены в £ 3 , 4 ,  5 ]  .
пусть для каждого р е  /X /  задано непустое множество Хр »

-  {1р  11р4+ &  Гр, - ) }  . Положим Х = / ? р /р е / Х / }  .  Будем
говорить, что X  -  правый радикальный фильтр (или просто ради
кальный фильтр) на категории X  , если для л а б о гор е /X I  выпол
нены следующие условия:

Т 1 . Если I p S  XF  , то ( I p : c t ) e  для всякого р .е /Я /
и любого оСе X f  р , р )
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Т 2. Е с т  XpAiffa-J , J P e f p  * U p'- 
для всякого cf,e /X /  и любого <*-е JpTq,), то 1р е  *р • - 

Заметки, что для любого р е/У Г /  , поскольку Хрр (Г , то 
УГ{р,-)еУр в силу Т1.

Для удобства ссылок отметил следующую лемиу:
Л ЕШ  1 .1 .  11  , теорема 2 0 . 1 . 7 ] .  Радикальный фильтр У

удовлетворяет следует»™ условиям:
ТЗ. Если Тр е  ? Р и J p Iр  Л,ъ У '{/>,-) , то  1р е  ?Р .
7 4 . Если 1р£ Рр и Jp e  ?Р , то 1р П J~p e  S~P 
Если 5-'- /Х Р р  0 1 р е /Х 1 ]  удовлетворяет условиям Т1, 73 

и 74, то У  называется (правый) радикальным предфильтром.
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 .2 .  Существует взаимно однозначное соответствие 

месду
1. Радикальными .повьтраш на У  ;
2 . лерио дичеоними классами в Л 6х  \
3 . Кручениями в Л Г-’1 .
ДОКАЗАТЕЛРСТЕО. Существование взаимно однозначного соответ

ствия между 1 и 2 установлено в [ 1 ,  теорема 2 0 .3 .1 0 ]  , а  меадо’
2 и 3 следует из теоремы 2 .8  работы [ 5 ]  .

Напомним зд есь ,к а к  строится соответствие между 1 и 3  в пред
ложении 1 .2 ,  поскслысу в дальнейшем мы будем этим пользоваться. 
Если У  -  радикальный фильтр на У  , то соответствующее кручение 

г  определяется условием: о

t ( Л )(/> )=( х е Л f p j ! Г о : х ) е  ХР }  
для любого Л е Л ^  и всякого р е / Х /  .

Если те р -  кручение в А  4 х  , то соответствующий радикаль
ный фильтр У  на У  определяется условием

У р = /1 р ^ ъ  я fp, - ) Л  ( Я rp, ->/Хр)= XYp>-)/lp}  
для jjpCoro р е  /У?!

Радикальный кл асс, копорондекный множеством 
{  ЕГХТр,~))1 р е  /X I]  инъективных оболочек У  -модулей Х(Р, - ) ,  
будем называть радикальным классом Ламбека. Этот класс является 
периодическим, поскольку справедливо

Г.РЕДЛСЖШЕ 1 . 3 .  У -ы одуль Л1 радикален в смысле Ламбека 
тогда и только тогда, когда Л 4 ХГ L, ХГр, - ))— О для любого 

У -подм одуля L в  Л  и всякого р е / Х /  .
ДОКАЗПЕЛюСТВО. Если L -  У  -подмодуль в Л  и о р  / е  

е  ж  4 L , X  Гр, - ) )  для некоторого р е  / У /  , то £  мо
жет быть продолжен до О р £ 'е А ё х( Л , Е & Гр,~») .  Следователь-
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но, любой радикальный в смысле Ламбека Ц  -модуль обладает ука
занным свойством.

Обратное следует из того факта, что если O f £  е
£  , Е  ~f/b ")))  I то Угп. f  Г) X /р , —)  р  О , и,

следовательно, £~*'(УГ(р, - ) ) — ► УЗ Гр>~) -  ненулевой УГ-го 
моморфизм.

Правые идеалы радикального фильтра, соответствующего в силу _ 
предложения 1 .2  периодическому классу Лаыбека, будем называть 
плотными. Обозначим этот радикальный фильтр через J) . Иг. предло
жения 1 .3  легко следует

ПРЕДЛШвНИЗ 1 .4 .  D -  наибольший радикальным фильтр, длл ко
торого в се  УЗ -модули УЗ/р, ~) , где р  е  /X /  , лолуг.росты.

Характеризацию плотных идеалов дает
ПРЕДЛШЕН|'£ 1 .6 .  Правый идеал /*, УЗ Гр, -) плотен тогда и 

только то гда , когда для любого /УЗ/ и всякого X Гр, с,)
левый аннулятор празого идеала {1 р : вС)  равен нуле.

^Другая полезная переформулировка. для любых ^ , - t e  /УЗ/ ,

и е У Г Г р ,^ ), Оруье-ХГх, сувдствуот S e/X / ъ  /чеХГа,*)
так, что If, fs )  И j 6 f p  о  ) .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим If, -  плотный правый идеал и пусть 
существуют такие /X /  , р е- XГр, q.) и ji£-XY-*> <£) , что
J i f J p  : o tJ= 0  .  Тогда подучаем следующую коммутатизную диаг

рамму :

X f * * - > / ( ! , :* ■ )  --------1 -----------' Х У } , - )
Р

f

* (/> • -)/1  ------------- ^ --------------- г ЕСузс^ ,- } )  ,

гд е /Jr) =js jr  , g t ff-J  =  P/~ для любых S e /X /  и
у-g УГГ у,, s )  и Л  существует в силу инъективности Е fX /tf.,-)). 

Поскольку плотен, та -А = У  и , следовательно, J3 -  £> 
Предположим теперь, что { I f ' Р )  имеет нулевой левый анку-

лятор д&я любого <̂ £ /Tt/ и всякого Р е  Х Г р ,$ )■ Если существует 
О р ^ е Л ё * (X г р ,~ ) / I f  , £ № Г у ,,- )))  , то,положив

. легко убедитьоя, что Op * t s  f  £  ГхГ$., -)))/pJ  
и jc  1 „  =£_ Далее существуют такие -te /X /  и Р е  XГр, ■*) ,
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что OJx.4- е  <Л/' у,,-х.)~ . Покажем, что xoL лежит в левой
аннуляторе правого идеала (1р ■ оС) . В самом д ел е , для левого 
S e /Х /  и всякого J i e f l p ^ / l s )  имеем J j i E  I PfS )  и , 

следовательно, хоСJi = о , поскольку ж Тр-О . Получили проти
воречу^ с  предположением. Предложение докао'-чо.

Обозначим для любого р е  /X /  через £р  множество всех  сущз- 
■твенных правых идеалов £  •*. - )  . Ясно, что Хр£ ip
тогда и только то гда , когда для любых с^е /X/ и Хрр, tp)
н ая^ 'тся  такие ъ е  /X /  и ъ )  , что O puji е  Jp  .
Из предложения 1 .5  нетрудно вывести, что всякий плотный правый 
идеал существен, т . е .  J)p  £  £р для любого р е / X /  . Стандарт
ный образом проверяется, что & ={ £р / р  Е  /X /}  -  радикальный
предфкльтр.

Пусть П  -  X  -модуль. Пологим

Z № )/р ) = [ х е  Н / р )  I (Ф :* )  Е  i p ]
длл любого р е  /Л'/ . Обычным образом убеждаемся, что Z (T l)-  

$ " -подмодуль в Р1 .  Z (T l)  будем называть сингулярным ^ -п о д 
модулей Т  -модуля Р1 . Положим далее

{ Z X )  /р, /р )=* { Z  (X  (р, -}))Л$,)= {  •l-eXfp,q.)l(o:e-) е  4 у ,}  
для любых р , е е  /X /  .  Стандартным образом мокко проверить, что 

Z% -  идеал в %  . Этот идеал будем называть сингулярным 
идеалом категории %  .

ПРЕДПСНЕНЧК 1 .6 .  Z X  = С> тогда и только то гда , когда 4 = Л .
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть и пусть 1р £  4р  , сС еХ Гр .р ,

р>£ Т /'t, ср)  и j i  f Ip  ■ оС)= Р . Тогда {!/> ■ аС)Е i p  в си
лу 11 и, следовательно, рв-0  , поскольку Z X =  О . Значит,

I p E  J )  ъ силу предложения 1 .5 .
Обратная импликация следует и з предложения 1 .4 .
Пусть У  -  произвольный радикальный предфипьтр на X  . Будем 

говорить, что У -м о д у л ь  I I  - У -инъективен, если для любого 
р е / Х /  и всякого 1р£  любое £  £  fIp ,T L )  можно 

продолжит-, до Л £ х  ( XРр, ~),Т1}  .  Заметим, что всякий инъек
тивный У  -модуль У -и н ъекти вен .

ЛР2ДЛ0С*ЕНИЕ 1 .7 .  Для радикального предфильтра 4  существенных 
прелых идеалов понятия £  -инъективности и инъективности совпа
дет.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. пусть У -м о д у л ь  П  -  4  -иньективен. Рассмот
рю* +/е A t r { I p , f l )  , гд е If> X /р , - )  . В силу предло
жения 1У .5 .Э , Я .6 .Э  и lii.6 .4  из [3] су азству ет  J Pe  /р ,- )
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так что 1р е  i p  . Тогда £  тривиальным образом продол- 
каетсд до Л £ х  ( I p <BJptJ*l), далее, поскольку Ip<BJp £ & p , 
то £  продолжается до / " е  j1£х ( Х !/>,-) ,М )  .

$ 2 .  Категории и модули частных
Пусть I  -  правый радикальный фильтр на i T  . Для лобого ДГ-мо- 

дуля Л  мы построим его  модуль частных относительно 51 . Это бу
дет сделано в два этапа, Ка первом этапе для всякого р е  /%1 мы
ПОЛОЖИМ 1 '

Л -rrj (р ) =  ^ > 5  A £ x f l p ,  Ю  .
1р£Г/>

Далее положим 121 (г)  / -  /ЯГ/ и

%С7) Гр, г)=% Гр, - ) т  Ъ  )  =  ^  А £ х{ 1 % , Trp, -J)
, J te **■

для любого tpe /ЗГрг)1. Мы хотим п оказать, что -  прсдад-
дитивная категория, а Up?) -  -модуль. Для зтиго нам по
надобится

/ЕММА 2 .1  Если 1 9е  %  , J p £  ?р  , f £ j t 4 Xf a  , X fp ,-))  ,
то тогда /  Y  J p ) e  ^  .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для либых * c ,s e /X /  , je  £  Sift, s )  и всяко
го  из коммутативности диаграммы

1 р  -----------& ------------------ -- Х У Л  x j

у  \ЖР’Р>
2^  ( s ) -------------Ы ------------------у  X / / , я ;

имеем f s J 9 Я Pp>pjf* м  = /%. r-ijJZ .
Далее, получаем ( f~ ‘( J p ) : J - )(s )  = { \pzr X / t , S)lfs f r , / ) e  Jpfs)}-
=  ( j p  •/« M ) l s )  . Следовательно, /'{~tfJp ):A )= (jp  Uj) t  
e  X t  в силу T l .  Значит, { ~ * f J r ) e  &cp в  сицу T2.

Пусть теперь / e A £ f f l ^ , Xfp,-}) (соответственно 
а е J 1 )  ) -  представитель смежного класса
л  е  %ю  (р ,  £ /  (соответственно -*  £ 2 1  fp>j ) .  Тогда поло

жим х а  равным смежному классу, представленному сквозным отобса-

1 )  Определение и элементарные свойства прямого предела абеле
вых групп имеется в книге -?укса [6 1  .
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жением

r v j p )  л  л  ,
причем / " V Jp )&  3~о в силу леиш  2 .1 .
Легко проверить корректность ( т .е .  независимость от выоора ^  
и ^  ) и биаддитивность определенного умножения. Это превращает 
X {-) в предаддитивную категорию, a XI гтч - в уГда -модуль. Для 

любого .'/Г -модуля М  и всякого р е  /Я! существует канонический 
гомоморфизм абелевьх групп

(  f M)  - П С р)  X(%fP>-),Т 1 )-кт . A £ ^ IF,X l)=X lm (?)■

В частности, <р:К— * Х/7> -‘ гомоморфизм предадцитквных ка
тет ори;:. Отсюда следует, что XI(?) моано рассматривать как ^ "-м о
дуль. тогда 1рл е=Л&'‘ w )  . сопоставление X I—* XI т  ин
дуцирует функтор Л 6 Х — * ЛXх 'rJ , которы : точен сл ева , так как 
Л&ХС-,-) точен слева и £int точен в Л  . Обозначим через 
L : d £ x ------*  Л £ х  композицию этого функтора с забывающим функ

тором А 6 Х(* ------*Л £Х  . Пуеть далее t  -  кручение, соответствую
щее 7  о силу предложения 1 .2 .

ЛЕММА 2 .2 Г  Кеъ f x l  *  XIf?j )  -  -&fS2).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если (  <fst)p f x )  = С> , то х. переходит в нуль 

уже в каком-то Л 4xfJ/.,Xl) , где 1р£ ?/> . Это означает, что 
отображение 5£fp-> ^ ) £  х  <—к ха- еХ1 Гу) нулевое на Тр ftp) для 
всякого <^е /X /  , т . е .  х.1  ̂  = О и, следовательно, х £ (4{/l))fpl
Эти рассуждения могут быть обращены.

ЛЕММА 2 . 3 .X I  -  периодический X -модуль тогда и только тогда, 
когда Х1{?)=Р  .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если XI(fJ = 0  , то -ifXl)= К***- = XI
в силу леммы 2 .2 .

Обратно, пусть -L(Tl)=fl у пусть х  е  XI(?) Гр) представлен 
элементом

р  £  Л £ Х(ёГ/>, XI) •
X -модуль 1р/ре*ср  периодичен как УГ-подмодуль периодичес

кого X -модуля X I . Далее рассмотрим точную последовательность
5Г -модулей

О---- * / кгъ. g -------* %(р,~Ук+хр ----- *• ~Vlp —* О.
Из периодичности крайних членов следует периодичность среднего 
члена, а это равносильно тому, что К е<а£% р  . Из коммута-
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тивности диаграммы

Л С х Г1/>, п ) А £ х (К е ъ # , М )

М сг)(р )

вы текает, что х  = о и , следовательно, что Н (j-j -  6>.
ЛЕММА ZA. Если x s f l f^ y fo j  представлен э лечен т с* 

у .е  , где I ^ e  ?р  , то диаграмма

<*■ е  л  (/>, f j
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если <>̂ е Ip  t'a) , то представим компо

зицией SCftj.,-) =■ {1 р I p * М , гд е

£ ■ * )  3 А  (*J*>  =  ^  M f i  •
Следовательно, х  л. = { рл )  {*.)  .
Отсюда сразу следует

ЛЕММА 2 . 5 .  СсЛях- <Ал -  периодический Ус-модуль.
На втором этапе нашего построения модуля частных применим 

функтор L еще раз к Л-г г) . Это приводит к предаддитивной ка
тегории S  г  и ’А? -модули Н  у  , которые называются категори
ей и модулем частных соответствен н о.

ЛЕММА 2 . 6 .  L переводит мономорфизм ■|Лу t ff i)  ̂ — *  М(т) в изо
морфизм (  M/-6CJЧ) ) ю  =  Л  9  .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Применим точным слева функтор L к точной по
следовательности

О ---- *■ М/\i  Ш ) * -М (?) * £<’ ■ &**' (fn. ■ *  О
и воспользуемся леммами 2 .5  и 2 .3 .  

Итак, мы доказали, что
Ь

<пг  (р )  =  (спи A t x ( r r ,  м / * № ) )
1г е Гг



ДЛЯ любого 5Г—модуля М  и любого р е /X I  . 
нолио проверить, что структуры предаддитивкой категории на X f  
и 5Гу-нодуля на Му  задаются т а к : пусть х .еМ р (р )  (со о т ве т ст 
венно /г. £  Ху  /р, if.) / представим элементом 'р в А ё  *(Jp, ty i (ffl)
(соответственно fie  А ё х (1 ^ г X fiр, -)/-Ь (Х (р ,- ))  ) .
Тогда индусирует % -гомоморфизм Jp /-t(Jp ) — *■ M / t ( M )  
и мы имеем Х-ионом орфизм J p / -t(Jp) <—+ / t ( X ( p , - ) )  
в силу левой точности t  ;  е  М у Ptf,)  представим композицией

/ ~ У — * M / t m )  ■
для лобого Л  -гомоморфизма А : М —* N п оуч аем  Х у  -гом о
морфизм А ~ : t i p — » N у . Таккв образом, имеем функтор 
Gl A d T ------+ Л £х *  .  Для люоого X"-модуля М  существует кано

нический бГ-гсмоморфиэм Yj* ■' М —*М.у , в частное™  ,у:Х-*ХГ- 
-  гомоморфизм предаддитивных категории, для люоого А е  A {*{М , N) 
получаем коммутативную диаграмму

М17

А.

A j_

N

, Г Ы
N  у  •

Заметим, "го Kt'cYn = АШ) *  CeAetYjt периодичен. 
ПРЕДПСВЕЯИВ 2.7. Если теория кручения стабильна, то

Мугр) -  Лр,М) для любого X -модуля М и всяко-
го р е  /ЯУ

ДО.'(АЗАТлЛЬСТЗО. Так как -  точный функтор, то последова
тельность

О ------- ± Г М ) ------ ’ М -------*• — *  О
имуцирует точную последовательность

О — *> АЛгг A A x ( I r , t (M ))— -  Л > 5  А ё х Т1р, М )  — *

А < х ( 1 р ,  М / 1 Ш )) —* Ех± Y ip , ±(П)).

Перша член этой последовательное™ равен нулю в силу леммы 2 .3 . 
юли £  -  инъективная оболочка X -модуля tfi/ i) , то £  -  перио- 
*  юн по условие. Посладовательнооть О -*  i f i/ t )-* £  E/i(fl)~*0
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индуцирует точную последовательность 

t e r n . ' £ ет  Ex-i *{1р, ■ £ (/ !))— *■ О ,
где первый чле” равен нулю опять в силу леммы 2 .3 .  Отсюда следу
ет  , что последний член длинной точной последовательности равен 
нулю. Предложение доказано.

Кн хотам исследовать категорию -  образ функтора Q. . Для этой 
цели введем в рассмотрение У-замкнутые У -модули.

Назовем У -м о д у л ь  М  У-замкнутым, если канонические отобра
жения

----- + Л б * {1 р , И )
являются изоморфизмами для любого р £  /У/и всякого Ер s  хр  . 
Таким образом, У -м о д у л ь  У ? -  У -зам кн ут, если и только если он

У-инъективен к t M )  = 0  .
Далео ясно, что для любого У-эамкнутого ^"-модуля Е1 име

ем изоморфизм у р  : И  s  t-Elj. .  Зерно к  обратное
ПРЕДП0ВЕНИ2 2 .8 .  Для любого У -м од у ля  М У -м од у л ь  М? -

У -зам х н у т .
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для полупростоты Е1~ достаточно д оказать , что 

если -t(M )=0, т о й  i ( r t f7 ) )  =  P . Пусть х .е  М(г> Гр) и 
х  J~p — О для некоторого Ер . Пусть далее х. представлен 
элементом g  е  A £ Tf  1р, ЕЕ), гд е 1Р & Ер .П о  лемме 2 .4  имеем 
коммутативную диаграмму

Е рс----------------- - X fp ,~ )

А  I *
El ^  *■ Elfrj у

где А .» М = х »6  для любого ^ .е / У /  и всякого
Следовательно, / л £ к рnjp — О . Но ^  -  мономорфизм,
следовательно, $-h f>nj'p = 0  и х - О  ,

поканам теперь, что У  -модуль У-инъективон. предпо
ложим, что задан У  -гомоморфизм /.• 1р  — > / ? jr  , гд е 1р £  fp  . 
Рассмотрим универсальный квадрат

£

п / * т ) с
V
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где Jf, % (р,~) . в силу предложения, дуального к предложе
ние 1.19 из [ у ] , имеем:

который, периодичен е силу леммы 2 .5 .  Следовательно, Jp е  Хр в 
силу Т2 и предложения 1 . 2 . Лемма 2 .4  позволяет продолжить ^  до 

JT  -гомоморфизма 4 ! ;  %{р,~) — ► М ?  . Но 4  является также про- 
долюнием /  , так как 4  и {  совг.адаы 1 на J p . Поэтому 
мокло определить f £ - J ) e  ji£x (  *r/j-p , И ? )  . поскольку /̂“/ jp  
периодичен и -t { f i  ? )  — О , то 4/у^

ЛЕММА 2 .9 .  Пусть УТ/ -  51? -модуль. Если /7 иньективен как 
ЗС -модуль и i  ( f l )= 0 1 то PI -  иньективен и как -модуль. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Л/'с—*• Л/ -  произвольнъ-и •ЯГ;» -мономор
физм и £ & Л ёХ7(ГЧ,М) .

Тогда по условию {  может быть продолжен до 
' Хы хотим д о к азать , что для любого и всякого

а. е  X? ( р, ^) диаграмма

N i p ) --------------------------- * N  Ц )

?/>

П [ г > —
коммутативна, т .э . g  ̂(ха-) = J  р Г*-)#- для любого х  £  N fp). 
Рассмотрим два отображения

%  ?  f  р, ~) ------------------ »• Л  ,
? "  •

гд е - ^ ( х а .)  и ^  £  Со.) = fp  fx.) а- для всякого
а -е  . Легко видеть, что д . \ в j l f xfX ? fp ,- ) ,J i )
и 2'1хср,-)-$"1Х{/>,~) • Отсюда сл еду ет , ч то  можно
пропустить ч *р ез CoAtst. Vxtp, - j— *J1 . Но Сrb*. y x fp , -) 
периодичен в силу леммы 2 .5 , a i ( t f ) = 0  .  Значит, 4 ‘= 4  "  м.
следовательно, A .{x *  f  Ы,Л)

§ 3 .  Регулярность и классическая полупростота 
полной категории частных

В это» параграфе будем рассматривать локализацию относительно 
радикального фильтра J) плотных правых идеалов. В этом сл у ч аеSt̂
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будем назы вать полной категорией частных категории X  .
J1SMMA 3 . 1 .  Пусть Z  X -О  . Тогда XIд ~Е(Х1) для люоого 

полупростого в смысле Ламбека X -модуля XI .
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что D= Ъ в силу предложения 1 

Далее ясн о , что XI -  5Г-подмодуль в Мд в силу леммы 3 .2 ,  причем 
существенный, в ситу лемма 2 . 5 .  С другой стороны, Х1д -  инъек

тивный Х -м о д у л ь  ввиду предложения 2 .8  и 1 ,7 .  Следовательно,
XI q -  Е(Х1) .

ТЕОРЕМА 3 . 2 .  Для малой предаддитивной категории X  следующие 
условия равносильны:

1 , Z 5 T  = 0 .
2 . Х д  -  регулярная (в  смысле фен Неймана) категория;
3 .  Хд -  регулярная категория и %д (/>, -) -  инъективный

Хд -модуль для любого />= /Яд/  .
ДОКАЗЛТЕЛЬОТВО. ' ( 1 ) ^ = ?  ( 3 ) .  пусть Z X =0 . Тогда £  = f, в 

силу предложения 1 .6 .
Покажем сначала, что категория Хд регулярна. Для втого я силу т 
предложения 3  ив [Q] достаточно п оказат» , что всякий ее  главный 
правый идеал J-Хд f t } ,- )  , где «о в  Хд (/>, cf.) , порожден идем-
потентом. Положим / Д ,)х (j>) =  для каждого - c e / J ^ / и  л в -  
бого £ е Х д  Су.,*.] . Ясно, что Д  e A t x*(XB (£,-), Хд (/>,-)).
Рассмотрим теперь следуюпую коммутативную диаграмму е точными 
строками;

О K e i f * . -------------- > Хд Гу, - ) -------------+Хд C f,-)

Г < Г * Гз

О *  ( K et, Д  )д  *•(%д (у , - ) ) д ------------ (Х д (р ,~ )  ) д  }

где Vi, У , ,  У~3 -  канонические X  -гомоморфизмы, В силу пред
ложения 2 .8  Yi и У5 -  изоморфизмы. Тогда к у ,  .  изоморфизм 
ввиду леммы о 5 гомоморфизмах (см ., например, (1  , предложение
13.0 .5]). Итак, K tx fi .  -  D -  замкнут, в частности, инъективев, 
поскольку ^-инъективное1 ь равносильна инъективности в силу 
предложения 1 .7 . Следоват !Льно, выделяется прямым сла
гаемым S Хм (а ,  - )

_  -) =  * Н  .
где XI G A S * .  Яоно, что XI -  инъектизев и Д ,  индуцирует изо-
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морбизм Я -модуля М на прямое слагаемое Хп X  -модуля
“bfitp,-) . Замечая, что Д Т я Д  =• ЯХм r -j , получаем, что

“  £ Ятр ^у. i у
гд е £  = £ * е Х л (/>,/>) . ТЬм самым регулярность категории
доказан а.

Далее г.з предложений 3 .8  и 1 .7  следует, что 5Г-модуль 
полупроет (в  смысле Гамб§ка) и иньективен для лооого р  е  /Хл 1 . 
Отсюда з  силу леммы 2 .9  вытекает инъективность .Я^,-модуля

(3  5 = / •  ( 2 ) .  Очевидно.
, (.-) = ?  ( 1 ) .  Пусть &21 регулярна. Покажем, что ZX=&  . 

Предположим, что =  О , где ОРЯ <= X fp, ре/Х/.
Б силу регулярности 51д су сеству ет  такое р е Х д  / £ , р) , что об .  
= s/y3j0 . Поскольку jicCp О и Iy E  &ci , то найдутся такие 

^ .е / Х /  и f e X / y , '* )  , что ОРузЯр- е  /--аД . Но тогда
■ * / • - е я Ip/"c.J=o , что противоречит тому, ЧТО tCjlf о  

Доказанная нами теорема 3 .2  обобщает известную теорему Джон
сона (см .-, например, Г9 , предложение 4 . Ь . ф .  ч

Следуя нитчеллу [ 2 5;  будем называть малую предаддитивную кате
горию оГ  классически полупростои, если ^"-модуль Х(р,~) е с т ь  
конечная прямая сумма минимальных правых идеалов для каждого 
р £ / Х /  (причем число прямых слагаемых будем называть длиной 
X t'p,-)  ) .  Ьудем говорить, что £Г-модуль XI имеет конечную 

..азуерн ость Гэлди,и писать d im  X ■*<»■= , если любая прямая
сумма его  .^-подмодулей имеет только конечное число ненулевых 
слагчдмых. э

ТЕОРЕМА 3 .3 .  Для малой предаддитизной категории Я  следующие
условия равносильны:

1 .  Хл  классически полупроста;
2 .  Z X = o  и d im  Х(р} -) • < для любого р е / X /  .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ( 1 )  ( 2 ) .  Пусть категория класси
чески полугооста. Тогда она регулярна в силу предложения 1 .2  кз

£ 107и, следовательно, Z X = 0 о силу теоремы 3 . 2 .  Докажем те 
перь, что c i i r r i  X fp ,  -)<•>=> для любого р е / Х /  . Пусть л .-д л и 
на Х з  -модуля ХдР/>,-) и п усть =
-  произвольное конечное семейство правых идеалов( сумма которых 
пряыая. Учитывая лемму 3 .1  и то , что инъективная оболочка комму
тирует с конечной прямой суммой ( с м . ,  например, [ 3  , предложе

н и е  У .2 .6 ] ) , получаем
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( А 1 " ’)*  ~ £(М . i r ) = §
Отсюда сл ед у ет , что nt ж /*. .

( 2 )  = т —?  1 1 ) . Пусть ZX=P  и cUm. X ( р ,-) * «•*» для лю
бого р е / Х !  . тогда J ] -  £  а силу предложения 1 .6 .  Далее легко 
п о к азать , что для любого р е /X I  сущ ествует максимальное конечное 
семейство { 1 X fp ,-)/ s * * , z , . . ' i }  правых идеалов такое, что

их сумма Z  I t s} г.ряыая и существенна в X (а  -) . Нетрудно ви-

д е т ь , что в се  идеалы 1р , гд е S = 1 ,2 ,  . . . ,  п. , однородны*;
Далее из предложения У.2 . 3  из [ 3 J , учитывая лемму 3 . 1 , полу чаем, 
что правые идеалы ( ( л~)  неразложимы. Кроме 
то го , их сумма прямая и равна ■Xpfp,-) , причем Л д/р,-;
-  инъективный -модуль в силу теоремы 3 . 2 .  Покажем, что каж
дый правый идеал (1 р °)д  , гд е  S * 1 ,2 ,  . . . .  п- , минимален.
Действительно, поскольку категория ХГд регулярна, то  для з с я х о -  
го  O-pot е  { )  главная правый идеал Х̂~м -)  вы
деляется  прямым слагаемым в Лд fpt в  силу предложения 3  из 
[ QJ и , следовательн о, инъектизен, как Хд -модуль. Но тогда 
*Х Л f a ,- )  выделяэтся прямым слагаемым и в . Но,

поскольку f lp !>)s  однороден, то еСХд (<!.,-) = (  1 р )ц  к , зн а
чит, f Тр11)̂  минимален, Следовательно, категория Хл классичес
ки полупроста.

Доказали а. г теорема 3 .3  обобщает теорему С андомирского [11  ,
теорема 1 .6 3 .

о заключение автор благодарит профессора д.А.Скоркякоьа з а  вни
мание к работе.
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ПРИИЛРНЬЕ AGE ЛЕЗЬ! ГРУППУ, GRDUdAPEHTH'JE 
U0 ВПОЛНЕ ХЛРАШРИСТЙЧЬ'СШ ПОДГРУППАМ

С.Л. Гриншпон

Дпе группы G и £ '  будем называть эквивалент) ом и по вполне х а
рактеристическим подгруппам, если каждая из них изоморфна пполне 
характеристической подгруппе другой группы. 3 работе [11  получено 
описание вполне характеристических подгрупп вполне транзитивных 
приыарных абелевых групп в терминах так называемых LL -последо
вательностей. Всякая вполне характеристическая подгруппа вполне 
транзитивной примерной группы G имеет вид G{U,J  , г д е / ° Л '} -  
-  U. -последовательн ость, G[di\ = (р  }  . Если
две вполне транзитивные группы £  и ^ 'экви вален тн ы  по вполне х а 
рактеристическим подгруппам, то сущ ествует такая пара Ц. -после
довательностей , {fiiJ  )  , что G =  & ' ,  £'= G jji;j .
Гудем говори ть, что пара , (fii})  зад ает эквивалентность
примарных групп G и £ '  по вполне характеристическим подгруппам.

Рассмотрим множество монотонно возрастающих последовательнос
тей , состоящих из иелнх неотригательных чисел и символов 
(Если {о£;} такая последовательность и Л.п — ,
то и.с «: < , . . < для всех  < >п ).

Возникгет вопрос: всякая  ли пара таких последовательностей з а 
дает эквивалентность по вполне характеристическим подгруппам не
которых ар..мерных абелевых групп и будет ли следовать из этой 
эквивалентности изоморфизм самих групп?

3 настоящей работе дается  отпет на поставленный вопрос для 
последовательностей определенного вида в классе примарных абеле-
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чих групп с конечными ульмовскими инвариантами, разложимых в пря
мую сукну циклическая групп.

прежде чем доказывать основную теорему, ©формулируем и докажем 
несколько лемм.

Пусть л  -  некоторое бинарное отношение, заданное на множестве
/7 . Упорядоченное подмножество / 7 '=  (xt, ( / 7 ' -  счетно

или конечно) множества /7 будем называть -напью, если выпол
няются следующие условия:

1) не сущ ествует элемента .хе /1  , удовлетворяющего отношению

2 ) x.iU.xi*i истинно для всякого а = 1 ,2 ,  . . .  ;
3 )  если существует элемент jy ^ /7 , удовлетворяющий отношению

г ,Л у  , то //77 ^
ПЕННА 1 . Сели бинарное отношение л  , заданное на множестве/?, 

является взаимно однозначным отображением множества /7 на NfNstlj, 
то всякие две л-т т  либо не пересекаю тся, либо совпадают.

ДОКАьЛ'ПЗЛъС'ПЮ. Элемент хл .у-цепи будем называть п-  м зв е 
ном этой цепи. Пусть z £ z e M )  / -е  звено U -цепи М' и £-е 
звено л  -цепи / 7 " .  Лоно, что если первые звенья л  -цепей /7'и 
/ 7 "  совпадают, то и сами оУ-кепи совпадают. Пусть /= /  £ £ > £) . 
Так i.aK л  -  взаимно однозначное отобрал® ние, то совпадают £i-t)- 
-е  з в е н о / 7 'и (£ -{)  - е  звено / 7 " и далее по индукции получим, 
что первые звенья / 7 ' и //"совпадаю т. Следовательно, / 7 = / 7 "  .
-  Пусть •£ ^  ^  .  Положим для определенности -i > £  .  Если эле

мент у  является (£ -£ -t )  -  м звеном .у.-цепи / 7 ',  то у  е с т ь  
первое звено Л-л^.тМ".  Это невозможно, так как и
суарствует х с М  , что истинно. Но тогда по условию 1 / 7 "  не 
является л  -цепью.

ЛТШ 2. Пусть J¥l i  = [ Хф, x t , = f  х ,  , х {  ,
/ 7 -  /7 ж U /7д 1 — {(  Xi, -©/г, ), £ л  £ j х  mj ) t i. r ̂  s у * • • •} .
Т огда: 1 )  если «с -  взаимно однозначное отображение множ ества/7 
n a 7 V / / V ^ / 7 j и п ,Ы , ntj. ь /  ( i , j -  о, *,£,■■■) , то все множество 
/7 разбивается на неперееекающиесл ^ -г е п и ;

2 ) если n, -i=A' для всех  L и m j-Jx-r. для всех  j  , то мно
жество /7 разбивается на /<♦*. «с-цепей. -

дП1САЗЛТЕЛЬСТ!)0. Утверждение 1 леммы 2 следует непосредственно 
из определения <£-иепн и леммы 1 . Докажем утверждение 2 .  Рас
смотрим л  -цепи . . .  первые звенья которых со
ответственно дг,, х , , . . x r . t , ,  . . . ,  . По лемме 1
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эти -цепи не пересекаются. Пока-ем, что всякий элемент мно
жества Л  пртадлеасит некотороЯ «о-цепй П л \ *»<?*,£, ..,**•ь - i  
Для всякого L имеем +ct , cL < k * x. , Тогда, ес
ли d & t - i  , то х {  является ( Z m .+ t )  -м звеном Я--пеяи 

дели же cL >-€-/, то л?/ является fZ m .*-Z )  -м эвеном 
«С-цепи М '  . Аналогично для всякого элемента х ,  , 
Рассмотрим систему линейных уравнении:

(* ) <

oCi;  Xj ; а )

X Z= T ,  .C ^  *j. ; (2 )

= 2  j (£ )
Обозначим через x j t , x j k , . . . .  x j c  ( 1 )  те неизвестные, при ко
торых стоят первые ненулевые коэффициенты соответственно в урав
нениях ( 1 ) ,  (г), { £ ) ,  т .е . *  О НО XS 1 = 0  для
всех i < J . s , где s *  1 , г ,

ЛЕЖА 3 . Пусть в системе линейных уравнения ( *  )
а )  м- i j  принимает значения 0 или 1 и J . t j / . ц  = О} когда

/ -4- V * •*  Ф I  '
б) если х . -  уравнение, получаемое из к  -го

уравнения системы (■* ) ( к  = 1 ,2 ,  . . . ,  £  ) с помощи) последо
вательных подстановок вместо неизвестных ( i ± £ ,  L * x )  правых 
частея уравнения системы ( * • ) ,  то / ~ ц = 0 ,  £ и х л = о )  , Тогда 
для всякого натурального числа S  система линеяных уравнений 
{■* ) имеет целочисленные неотрицательные решения такие, что

*Jt s , V i Э- S , • - •, г S  ■
ДОКАЗАТЕЛЬЛЗО. Для каадего К f  а  £ )  рассмотрим всевоз

можные уравнения вида ( # * )  х к = x j  , получаемые из ( к )

с помощью последовательных подстановок вместо неизвестных х , 
( ц £  , х )  правых частей уравнения системы (■**■). Пусть 
tn.K -  максимальное число неизвестных из ( 1 ) ,  которые входят в 

правые часта уравнений ( *  *■ ) .  Теперь полагаем x l  = m i s  ,
х г = лпл S ,  ■ • ■ , х с  =  J  • (  U)

Неизвестные из ( 1 ) ,  которые не попали в Тормулы (Н),полагаем 
равными S , остальные -  нуле. Нетрудно проверить, что так-.»
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образом получили решение системы ( *  ).
Пусть OL _ множество монотонно возраставших последовательчос- 

,теп целых положительных чиоел, с  которых с некоторого моста могут 
оледовать символы ■=—» . Нудем говорить, что последовательность 

{J-i J имеет скачок в точке , если • После
довательность / / i / будем называть существенно возраставш ей, е с 
ли у- к для всех  1ш 0 ,  1 , 2 ......................

ТЕОРЕМА. Пусть { ,2 , J  , Ifiij е  СЛ. v. / < £ ;}, {/<  }  имевт
нс более конечного числа Скачков.

1 . Пара ( , { J>i])  зад ает эквивалентность примарных абелевых
гр у .л  по вполне характеристическим подгруппам тогда и только т о г 
д а , когда эти последовательности существенно возрастаю т.

2 . Если (J-i } и {pi j -существекно возрастающие последователь
ности, то существует такие неизомергные группы £  и £  е конечны
ми ульмоьскими инвариантами и разложимые р прямые суммы цикличес
ких групп, что £  , £ ' а  , где и -
вполне характеристические подгруппы в & и G .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ts~G'[U.i) , и [ f i ]
-  несущественно возрастающая последовательность. Тогда G j  
и ( J 1 -  ограниченные группы. Обозначим через S и t соответствен 
но максимум экспонент элементов групп £  и & .И з  изоморфизма 

й s  следует , а из G's G{fii] следует t * S  .
Значит, пара ( {UiJ , (p tj )  не. может зад авать  эквивалентность по 
вполне характеру,стическим подгруппам примарных абелевых групп.

Пусть & -  примерная группа, разложимая в прямую сумму цикли
ческих групп. Обозначим через U) и h ( i )  -  количество прямых 
слагаемых порлдка р 1** групп & и соответственно.

Случай 1 . Последовательность не имеет скачков. Тогда
группа & { р i}  имеет вид р * ‘6> . Имеем

$ й и )  я /л ( / • ” )  . L~ o ,i  , ■ ( Ш)
Случай 2 . последовательность / j  имеет конечное число скач

ков в точках р щ ,  , ..  • Рассмотрим отрезок последова
тельности lj>iJ от jg. до j)/ll . & =  { лу }  • Следующие эле

менты принадлежат & [ p ,j  для подходящих f  е т -  ; элементы ви
да р * ’ Лу порядка р"*, 4 4 т. л к̂ . • элементы вида p*~<*-y по
рядка р ж‘ , р .»4  / Я  .

Заметим, что если подгруппа Н  группы (г содержит все элемен
ты вида р*а-у порядков р, р*, . . р л  , где , то
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она содержит и нее элементы вида f * и/~ попядков р , Р 
3 самом д еле , пусть порядок элемента
Тогда элемент р в'1иi f  имевт порядок р  

отссда £ £d

р"а-у- па вен р в 
в., f  _‘Л L 'Следовитель-г

Аналогично, рассматривая произвольнш-i отрезок последователь
ности от до , £ *■ ''•-Г , получаем, что эле
менты такого вида принадлежат £ ( / , }  для подходящих у е  \

порядка ; / > '« ,-  п о - ’
рядка р  * . / / *  '<■« ■ ' .  Для того что-
оы уосдигься в этом, достаточно рассмотреть высотные последова
тельности этих элементов.

Кроме т о го ,р * ‘ ~ ~  & е  £  [ p i ]  , так как для всякого злемеи-

Тв * " / '  1шеем ^  г/ >  V * ,  f/>f) > J i . -------Ь
^ - £*-//“ •t'J3** • Следовательно, все элементы вида  ̂ J 

е  9  { / < }  / У  s  Ап- . Учитывая это , получаем, что в £ [ / )  ,
наряду с  элементами вида р-У‘ ~ ' ДГ/* лг  порядке , входят
и все элементы вида />у * * ' п о р я д к е  р в , гд е  &><*. 
г!еря прямую сумму циклических групп, образующими которых служат 
j  казанные в каждом отрезке элементы и элементы вида р-**~ 
порядка 0 ,  Э^-Кп. , получим группу й .

Докажем, что £  =  & { р , ]  . По построение £  £  { J*i}
Предположим, что 9  {^ i j  !f  £  . Тогда существует элемент

Так как £  , то существует J  f  * * J. * * J  такое, что

" V  - „ / *  f  0*£tn -t), о{р*'аг̂ )>рх“ ‘ £ а „ -г>).
Тогда £ / p ge,tfp * ' Ojyj)*pMeH и , следовательно, £ /p * ‘ -yU 
Получаем п р оти во р еч а, так как 6 / p .J  . Значит, £=  & \
Исходя из построения группы Р , получаем, что строение подгруппы 
9  /j9 iJ  зад ается  следующей системой равенств ( <а полагаем рав

ным н у л е):

+j)> £= e ,t, - ,* -1 ,

I h  ( КЫ ~i) = fa (S * r * t  + *en ~ t) + { ь ( / * с - * с  +**+t)+ ■ ■ ■ (>})

*J * ( 4 = & ( j * * ~ - * *  ■*-&')> 9
Заметим, во-первых, что аргументы левой части каждого равенст

ва системы (1У ) (аргументы, стоящие под знаком ^  ) меньше аргу-



ментов правой части (аргументы, стоящие под знаком ^  ) .
Во-вторы х, если А и В -  два различных равен ства системы (1У ) 

и если через K fA )  и 7t(B )  обозначить соответствен н о множества 
аргументов правых частей равен ств А и В , то РТ)А) П ?Т(А)= 0  
1 Возможны такие случаи :

1 )  /V/? и {jS; I не имеет ск ач к о в ;
2 )  хотя бы одна из последовательностей /^ ij  и { JS;} имеет 

скачки.
В кахдом случае мы найдем такие приманные группы (г и G с конеч
ными ульмовскими инвариантами, разложимые в прямые суммы цикличес
ких групп, что fi'se ( fifjt ij• $  № 1  ~
вполне характеристические подгруппы соответствен н о групп & и G ) , 
но G неиэомор^на группе G ' .

В первом случае имеем тануо систему уравнений:

(У )
> i x o . i . l .

f j .  * / )  , J- - о, Я , -------

Множество неизвестных П  этой системы р азби вается  на два подмно
ж ества Mi • > }  И ■
Рассмотрим бинарное отношение S  на множестве М  . 
ffg.CK),^’(S)ie S , если fa  е с т ь  уравнение системы (У )

и (fa 'C S ),fa  (*))£  <Г . е с л и  fa> (S) = fa  f-t) е с т ь  также ур ав
нение сгстем ч  (У ) . Выполняется условие 2 леммы 2 . С ледователь- 
н с , все  множество неизвестных р азби вается  на < / ,*/ „  А в е л е й : 
П ,0, п ■■■> , причем fa го) £  П ш  ,
f a '  (О) £  М  r*° Ч> . Зададим п оследовательн ость пелых положи

тельных чисел : сц,а-г., ■ такую, что ф Яр.+i ■
Ставя в соответстви е каждой <Г-пепи ''"•'число а.; , которое
будет явл яться  значением неизвестных ятой (Г-иепи, получаем ре
шение системы (У ) . Так как а *  -  01 , то

G f G *  ■
2 .  Пук дь имеет конечное число скачков в точках

* * , ,  •i * t ,  •■■,^-хгь . а / а / в т о ч к а х Д ; А „ ” ' . Л -  •
Для того чтобы { d ,  J  и были U -последовательностями
групп G ' и (А 1 соответственно^ необходимо, ч т о /е'А°СKj-l)SO t 

j. * 1 ,2 ,  и faC fis^ O ^ O , t - i , Z ,  [ i ) .
пдеем такую систему уравнений, связывающих ульмовские и>:вапианты 
групп б’ и (г ' :



-  35 -

£*9,i f ;  n.-i , Oij < i  •
/ft (*  t.i~ 1) = {c: (^-*1 -/)*■■■ * -i), £■* c, t, . . tx-t-

6*-x n j
fo t i* */)*/• (fit* *J)t Xm4 £ , 0 t j < s t *t-Sx,-i ;
(в!(f%,t ~t) " {o,(fisx~sr-''i r.'t - ~l)t (У 1)
{*'(&) = / л -Srrt.+9), б *■ .

Если последовательность / ^ 4/ не имеет скачков, то в системе 
(У 1) будут отсутствовать уравнения вида 

/ с  ( *еи ~i) "  ‘(X'tt ~*е**е*£ “£)*•■■*’/ & ' ~i),
Если we последовательность (^-ij не имеет скачков, то в системе 
(У 1) не будет уравнения вида

{t'C fin  ~S* '£ )* ■■•*/&{/j■„/ ~ i),
Заметим, что U-Kt ~K£ +<e,t -i <St n

Итак, нам надо получить целочисленные tie отрицательные решения 
системы (-У1) , причем такие, чтобы -Kt *Кец  ~i)>0,
£ * 0 , i ,  . . . ,  n - i  и - i )> 0 ,  *  = <?, i ,  • ••, *•-/.

Рассмотрим систему уравнения:

/ / с ( Х е и -< *  +**'ГО+-~+/л- ^ * е.<- * ) , п -л  к
4 (УП)
.1*'(s*4-~i )~{b(fis4.-S-L+Sfi~i)*---*fe.('Pjx,t - i ) t -г . * с , nt-i .

Ста система удовлетворяет условиям леммы 0 .  Зафиксируем натураль
ном число S . Найдем целочисленное неотрицательное решение этоп 
системы такое, что

~<с + *еи  - i ) » S  , £  = 0, n - i  ;
I  {я ( js x  - Ас. *  J * * /  ~ i )* S  , о, i ,  . . . ,  m - i . ( + + » ) .

Далее разобьем все мноясттво .известных на £  -цепи, аналогично 
случаю 1 . Здесь появятся уже конечные S -цепи с  последними звен ь
ями Д  ( - { )  и ft.'(Sx*4, - i )  . По лемме 2 эти У-нети не
пересекаю тся. Обозначим через УУ и N  Л'-цепи, содержащие fa (о) 
и соответствен н о. Ясно, wtoSl П N=p> . Постав-.at в соот
ветствие f -цепям, содержащим неизвестные системы (УП) числа,
являющиеся значениями этих неизвестных (каждая f -репь мо.зет 
содержать не более одного такого н еи звестн ого). Остальным S-пе
ням, отличным от М и /V , ставим в соответстви е произвольные 
целые неотрицательные .числа. Если <Г-пепи М и N бесконечны, то 
поставим им в соответстви е различные целые неотрицательные числа.

Пусть теперь lft\s fle , /Nl< (Я, . Тогда N содержит к еи звест -
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ные из системы (УП) с найденным значением д . . Ставим в соответ
ствие (У-цепи М иелое число £ =£ а. . Аналоги'мо поступаем.в
случае, когда /М /  a ,  //V/ = ,40 .

Пусть Г1 и N - конечные j -цепи, которым соответствуют оди
наковые числа. / * ('Vuotho представить в виде ^ (»)* 2  ^  (Xj)
(П 9- 2 , Kj. -  целые положительные чи сла). Причем существует 
такое j . , что /л  • Рассмотрим систему
уравнении (УШ), полученную из системы (УП)добавлением к ней урав
нения (tjc ) = А  £*)  из (У 1 ). Найдем целые неотрицательные 
решения системы (У!1'), удовлетворяющие условиям ( *  *  *  ) и у с
ловию 9 S . Исходя из решения системы (УИ), ставим в
соотЕ-егствие <Г-цепям числа у к ■ займы;.! ваше способом. Теперь

(Г-вепям М и /V будут соответствовать различные 'числа. Значе
ниями неизвестных, входящих в кахдую £-и еп ь,и  будут числа, со
ответствующие этой (У-г.епи. Так как ^  f  о) , то груп-

* пы (п и неизоморфны. Доказательство теоремы закончено.
SAME'IAHME. Мы рассматривали последовательности (J-i) и {jii) 

такие, что <4„>о, &<,>0 . Если отказаться от зтого требования, 
то можно пос,роить последовательности (J-l)  и [ , для котопнх 
утверждение теоремы о группах £  и & ' не оудет иметь м еста, 

пример. Пусть [£■/)= {  О, 1 ,1 , Г, ■ ■ ■} ,
l f > i h  { е , .

Имеем <■
( ь ( ° )  ж f t . '/ W > { * ' ( ° )  ~  f e -С° )  )
( * Ы )-  (»•(£) ,  А ' П) =  А  ( * ) ,
/л ft)  = {*'(£)=  /агг)*U(J)  + {» (* )>
А  (*) - t A '  (-1) ~ fe-f-f),

{ * ' [ г) , {.»'(*) =  A (e) >

о Отсюда А  <}г) «  А  (г) * A  ft) *■ A  (*) =  A ' А Л  Д  < /•# +
*  A - a a A 'f r ) */*' / V  * U 'f* )

Так как (til)  должна быть ^ -п оследовательн остью , то А  '(г)*-!,
, чего быть не может. Следовательно, не суарствует 

таких примерных групп Q и £ ' о конечными ульмовскими инвариан
тами, разложимых в прямые суммы циклических групп, что

G — ^  ’{г-i} , & ’= & I f i ]  , где £ / jS ; j  и &'{<*■,} -вп ол н е 
характеристические подгруппы соответственно групп £  и £ '  .
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1.' Ау- «7, JnferUtc. а-4e-ti’ast. £xJ>ct/4, Ann- А*£&х,
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О ВПОЛНЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ПОДГРУППАХ ВПОЛНЕ 
РАЗЛОяИМЫХ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП БЕЗ КРУЧЕНИЯ

С.Я.Гриняпон

В настоящей статье даетоя подное описание вполне характе
ристических подгрупп вполне разложимых абелевых групп в терми
нах типов прямых слагаемых (теорема 2), Это описание удается по
лучить с помощь» понятия гомоморфной оболочки подгруппе А груп
пы А  в группа в (определение I ) .  Попутно отмечается некоторые 
свойства гомоморфных оболочек.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ J. Пусть А  и В  -  две абелевы группы и А ' -  
подгруппа группы А  . Гомоморфной оболочкой подгруппы А' в груп
пе $  (обозначение -  А 'в )  будем называть подгруппу группы & 
порояденнуя всеми елементами вида где £ £  ft), а  ’сА
Другими слоьами. А '  =  Л * А

- <-ф.В XftomfA. й)
Пусть i r - У . А .  и О  -  вполне характеристическая подгруппа

г*'— @ Л ' А 'группы O' . Известно, что (г -  2  ̂ Д ^ , где А +  *> вполне ха-
рактеристическая подгруппа группы А л (<*-£№■), причем О А*.

ГЭ , с. 72]. Еоли же А 2  -  вполне характериотическая под
группа группы для каждого <*-(:№. , то 1 2 ? А ', не обяяа-с 4 0  j б (А-
тельно вполне характеристична в . Следующая лемма да-
ет ответ на вопрос: в каком случае подгруппа (г - У ^ А ^  , где

А 1  -  вполне характериотична в А л { €  (Л ), будет впол
не характеристической подгруппой группы А ^  .

ЛЕМЧА I .  Пусть , <?'= £®А± . где А\ -

вполне ^рактериотическая подгруппа группы . <>
вполне характериотичва в £  тогда и тольго тогда, когда для воя 

кой упорядоченной пары индекоов (  f ,  f t )  • ***# f  £  Ol и
f t (  Cl , гомоморфная оболочка подгруппы А г  в А^ содержите*



» 4^ , to есть (A'r )A/ti  A'a '
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, а ) Необходимость. Пуоть & -  вполне ха

рактеристическая подгруп.ю группы О- . Покажем, что выполняет
ся условие ( I ) .  Рассмотрим проиэвольнув п«ру подгрупп и

А р  ( (Я ) группа (л . Пусть Д р  f  А р  ,
Ч( М от  САр, А р)  . Каждому эндоморфизму и) группы G-

соответствует построчно сходяиаяоя матрица (  u>tf, ),  где 
U tigfM e/n fA s ,A 9 )  [ J  , е .  212]. Рассмотрим оледувяий 

эндоморфизм f  ( £ ( G )  , представляемый матрицей ( f g e ) . гл*
. если (  f,& ) Ф(у,р) И . если Л*\«И г,р).

Имеем ч .а .р (- (г ' . Следовательно, ч а ~̂ £ А^ я в силу
произвольного выбора элемента Л р ^ А р  и гомоморфизма 
?  fH e m {А у ,А р )  получаем (A'r )A /fQ A j  .

б) Доотаточнэсть. Пуоть выполняется уоловие ( I ) .  Покажем, 
что G -  вполне характеристическая подгруппа группы G Пуоть 

Я -  произвольный эндоморфизм группы G И t
О м, ( Д *,-, (  № . Имеем Я*(ЯАр )  , где Л ^ . £  Нот. (A j ,yA r )

и ЯЧ.~ . причем лишь конечное чиоло элементов
Яг .{  может быть отлично от нуля для всякого L . По усло
вно ЛА g  а.Л1(  A  g • Следовательно, ( г ’ -  вполне характеристи

ческая подгруппа группы G .
ЛЕММА 2. Если tp -  ивоморфное отображение абелевой груп- 

r j  А на группу В и А '  -  вполне характеристическая подгруп
па группы А , то гомоморфная оболочка А в в  совпадает с 
подгруппой А °п  4

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО Заметим сначала, что всякий гомоморфизм 
ju  € (А, В) индуцирует эндоморфизм группы А , а именно, 
j u ' '= tf>~1 /и  . Пусть А '  -  вполне характеристическая подгруппа 
группы А и А'„ ФА'г • Ясно, что тогда Д '* £ Г А в • Пусть 
М - множество всех таких элементов £е В , что 4= %С 

для некоторого гомоморфизма Мот. (А, В) и некоторого^ зле- 
иента C f  A ' . t i  -  порождамяее множество элементов группы у4а .
Так как А ' * с А ' а . то в множеотве f t  оуяествует такой элемент 

4 '  , что 4 'ф  у а . '  для всех элементов а ' € А  ’ . По влемент £  
принадлежит гомоморфной оболочке подгруппы А  ' в В  и поэто
му оуяествует такой элемент а ^ в А '  и гомоморфизм 

* 1 (  Нот (А, В )  > что £ ' - Ч а * • Рассмотрим эндоморфизм



l'-E (A ), индуцированный гемоморфизмом  ̂ , то есть £ '  tf '/ ■
Имеем *i'at . где а. 6 А . а 4 А ''.
Получили противоречие с вполне характеристичность» А ' в А  . 
Следовательно, А'в — А  * .

СЛЕДСТВИЕ I. Пусть р  -  изоморфное отобрал̂ ние абелевой 
группы А  на группу В , А '  и В ' -  вполне характеристи
ческие подгруппы групп А  и в  соответственно. Тогда Ag£ В' 
и 3А £ А ' в том и только в том случав, когда A'*'- В'.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, а) Необходимость. Пусть А ' и В -  впол
не характериотичеокие подгруппы групп и В соответствен
но , А'я -  В ' . ВА £ А '  .По лемме 2 А й ~А 'Г, и так как 
А'в £  в '  • то А"' £ В ' • Предположим, что тогда
А 'с  В'* ‘ • Но В'г = ВА по предыдущей лемме, оледователь-
но. В'Г ‘£ А '  • Итак, получили Л 'с  В ’*'* и В'* А ’ . 
Противоречие. Значит, А 'г = В'

б) Достаточность. Пусть А'*= &' . По лемие 2 А'й= А 'Г,
а, значит, Ай ш В ' . Аналогично из равенства В 'г - л4' оледу- 
ет, что S'A= А '  .

Будем называть характеристикой всякуо последовательность 
вида X- f , все члены которой -  целые 
неотрицательные числа или символ . Пуст» П - {pt,рА, . ..,ря, \~ 
множество всех простых чисел, занумерованных в порядке возраста
ния. Если G" -  группа без кручения, (г , то характеристика 
Zfp) олеиента g  в группе -  ото такая характеристика

......А'я,... ) , в которой каждое К. еоть д -вы со
та Api (g) элемента /  » & *

Пусть { X. ”  некоторое множество характеристик, 
В -  абелева группа без кручения. Обозначим через В(Е1) под

группу, лорожденнув всеми такими елементами сС группы В , 
для которых в множестве П  существует характеристика Х.+А l(ci) 
(Характеристики сравнивается покоординатно). Понятно, чтоB(fl)- 
вполне характеристическая подгруппа группы В •

Рассмотрим теперь абелеэы группы без кручения ранга I. 
Обозначим через т(А) -  тип группы А  без кручения ранга I.

Пуоть X  -  подмножество множества П  всех простых 
чисел. Группу А  назовем X -делиной, если рА = А мля всех 
p t X  И <},А*А « я  всех у £ / 1 \ Х  . Обозначим через Х(А) 
те и только те простые числа р  , для которых рА ~ А  •



Пусть А ' - STfA)- делимая подгруппа группы А , в ■
группа без кручения ранга I и v ( В)> Ft'А) . Установим̂  как 
связаны между собой типы Т(А) , Т(&) , т{А) и Z( А в) . В 
теорема I такая связь будет установлена. Докажем предварительно
следующую лемму.

ЛЕММА J. Пусть А  и 3  -  группы без кручения ранга I, 
т(Л)+ Г(В). А '  -подгруппа группы А и t t  -  множество, состоя
щее из всех характеристик элементов подгруппы А • Тогда гомо
морфная оболочка А ' в В совпадает о ВАМ) .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пуоть €  € . Тогда 4= £,<2"/ + Ч±а^...+
. где а 'ё А ', Mom /А,В1 1= . Имеем

А(Т.;а, ’) у Л (а  А  для всякого t и, следовательно, 6 6 В (Ft). 
Итак, ./Г' t  В(М ) .

Пусть теперь 4zB (/t)  . Значит, 4- £i + 4г + ■ ■ ■ * 4С , где 
Х(&) > X- , Х;6М для всех . = к. Существуют элементы
а: е А '  такие, что X f a ;) - X ;, i* fz ,..., к и поэтому X(4t)>

> X f a ; )  , Следовательно, найдутся гомоморфизмы
1; (A/orn-fA, В), что а ; = 4; Д Л Я  всех i= l,z,...,K  , и 

поэтому 4 e J t  . Итак, В {At) £ Jg  ,
СЛЕДСТВИЕ 2 ,  Пусть А и В -  группы ранга I  и т(А)< 

а- тАВ) . Тогда гомоморфная оболочка А в В есть вся груп
па 3  , то есть 2Г А ' ** В .

ПРЕДЛОЖЕНИЕ X. Если А  ̂ -  вполне раэложина* абелв-
ва группа без кручения (ранг А*, равен I для всякого *се!Л ), 

S  -  вполне характариотичеокая подгруппа группы G , и вся
кое А л. ОС) , тип которого минимален ореди типов всех пря
мых слагаемых А*. , ооде)Жится в S , то S -  /А .

Это следует из леммы I, следствия I и следотвия 2.
Пусть Tt и -  два типа и Xt*Aк, . <г , ... *д,.. ■) , X** 

характеристики, принадлежащие типам и гг 
соответственно. Сумму типов F, * Т?г определим как тип, содер
жащий характеристику ••>*<« *4....), где
для всякого €  . Разность двух типов г, »  опреде
лим как тип, содеряащий характеристику ( ■ ,̂ л-Ал,...),
■*Дб Хг -  {H i,  Xt t . . . ,  Кл 9  . . . ) f  Ft  f  •/ Ah. i • —) F  , Хл >

и полагаем °~-£*-о*$жя всякого tf .
TEOPEKA J , Пусть А  и В - две группы без кручения
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ранга I, z{A )±r(B ) . A ' -  SrfA)- делимая подгруппа груп
пе A  • Если S '  -  гомоморфная оболочка подгруппы А '  в груп
пе В  . то т / В ' ) -  ? ( В )  -  т ХА) + г  ( А ’)  ■

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что если А £ А ', j ‘ и 
)(характеристики элементов расома- 

то А  делится на е**А  )  и <j.t > £j_t 
е А  '  . В самом деле, пусть £•,></,, >■•■> ^it >Kis 4
W  • Положим с  f
Гогя* Г= f  . . .

триваются в группе 
в

Тогда C’ f f r  v ‘ ^ 
g ’e A ' . Тая как с

С 6 А ‘ 
значит.

где t-p / A / y .fr t  
делится на А / ‘ Cj‘ в  А 

А делится на в А  ' •
Рассмотрим покоординатный ir f  характеристик элементов

из А '  • Пусть ото будет последовательность ( / £ , ёл, . .. ) .
Для воякого существует такой элемент с; еА  ' • что
кр,(С;) = В группе А  • Пусть Л б у Ги  XfA)-

f  ду, Кг , . . . , 'Г ( А )  . В силу сделанного выше за
мечания, А  делится в А  на р± *” 1 и, очевидно, не делит
ся на более высокуо степень А- ( Если KL = ™=> , то и / ’ =■=»
и, наоборот, тогда А  делится на лвбуо степень ) . Следова
тельно, ftrl (t ,K2 -£л, ... ж -„ -0 <г2 ^ -3аметин-, что — Х(&)- 
делимая группа. Действительно, по лемме А В порождается эле
ментами £ '  со свойством t ( £ ' J >Z^a 'J, а ’( А ‘ • и если 
Х(б’)  > 1 (а ’)  . то и X (-fi,)>X (a .) , где p etC (S ).

Покажем, что если (  St , S2 , . . . ,  S „ , . . .  )  -  покоординатный 
i n f  характеристик элементов из g '  и д  $  Я ~ (В ) , то 
S-= € i . Действительно, существует элемент С ^ А '  , что 

h -P i(cA = £ ; • Рассмотрим в группе В  элемент d i  такой, 
что flp{ ( d ; ) =  и X ( c t i ) > X / C j  . По лемме A d t ( S '  
Следовательно, S; £  . Но в силу той же леммы не может

быть $£< В ; . Значит, S i =  £-i .
Пусть ё £ & '  и X C & ) = f X t ,  ъ л ,...)£ Х -(8 ) . Тогда

v 5»т£,..)*г$у!Переходя к типам, получаем

(ё1,ё2,...,гл,...)* rAA)-£(A'J  И тГЗ '^г(В)-Ы А) - г  (А ')]=
= T(,£ )-r/X )+ tr{A '/ , что и требовалось доказать.

Следувщая простая лемма описывает вполне характеристичес
кие подгруппе групп без кручения ранга I ,



ЛЕММА <*. Пусть G -  -делимая группа без кручения 
ранга I .  S -  вполне характеристическая подгруппа группы G 
тогда и только тогда, когда S -  Я?- делимая г.сдгрупаа.

АОКАЗАТЕЛЬСТВО, а) Необходимость. Пусть S -  вполне 
характеристическая подгруппа группы G, Cif-S , рбЯ" . Рассмот
рим эндоморфизм группы & : р  Для всякого G.
Так как , то ^  6 S , и S - Я  -делимая подгруппа.

б) Лостаточность. Пусть S -  произвольная ^-делимая 
подгруппа группы G . Всякий пндоморфиэм V  группы (г можно 
представить в виде несократимой дроби , где т. -целое чио- 
ло, а п  -положительное число, в разложении которого на простые 
множители встречается только те числа р  , для которых 
р& = & [2  ] . Эндоморфизм f  действует слсдувпим образом:
■С£- >£ € & . Если cl (  S  , то и € S .

Докажем теперь теорему, даоцув описание вполне характерис
тических подгрупп вполне разложимых абелевых групп в терминах 
типов. Условимся для удобства очитать, что нулевой группе соот
ветствует тип Т* (несобственный тип), который обладает следув- 
вими свойствами: I)г*<г Г" для всякого типа 2ГФ Т * ; 2)г-*г^Г' 
для всякого типа ,

ТЕОРЕМА 2. Пусть А  и А ' -  вполне разложимые абелевы 
группы без кручения А= £ ^ А * .,А  где -t / /А*,)=
= ■ t t f A j . j (Я- {ореди групп А ’*, могут быть и нулевые). 
Группа А ' изоморфна некоторой вполне характериотической под
группе группы А уогда и только тогда, когда выполняется оле- 
дуввие условия: (Г) Т(А+) 4  TfA*.) (2) если A  j. -  JT- 
делима, то и -  X  -делима; (3> если А * . 2*А *  . то и 
А Л̂ А ^  ; ( О  если г  РА.) > тг(Аг )  , то г ^ А ' ) >  

*т ГА.) -  тГАг )  * тРА ’г )  . **
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. а). Необходимость. Условие (I) очевид

но, (2) оледует мз леммы 4 , (Э) следует из леммы I и следствия
I. Аля доказательства условия (А) заметим, что если ~с{А.)>

> ггРЛу) , то АР от fAr, Ар)? О* по лемме I группа А'.
должна содержать в себе гомоморфнув оболочку А'у в Aj, . Еоли  ̂
г  A y)*  > то есть А  у  -ненулевая группа, то по теореме I 
г / ArUj. = г /AjA - rPAr ) п rfA'r )  . тогда T/Aj-r/Aj'
+t(A'jr) • Если же т{Ау) -  Т °  . т о  условие (О  автоматичес-



»ч ’ ыполняется, та* как оно в атом случае имеет вид т ( Л ' г°
в). Достаточность. Пусть S3 -  мношество резличних''типов 

' • *-< слагаемы* » разложении А = £  *А . . отличных от г " .
.'-.иотрим всевозможные цепи (линейно упорядоченные множества) 

из S2 , порядковые типы которых и> , си* , со* + и> ( I ] 
или п  , где п  -  натуральное число. Другими словами, рас
смотрим цепи типов из S2 такие, что между -любыми двумя ти
пами расположено лиль конечное число типов. Вполне упорядочим 
множество всех таких цепей. Пусть -  такая цепь. Для
каждого типа т(А^) £ / / л ( а  -  целое число) составим раз
ность TfA^j-tfAl.) -  Zi.,- . В каждом типе rtCi выберем характе
ристику Z+. -(х1? ? * * 1'.. к * ?■••) так, чтобы выполнялось следую- 
вее условие: воли т/Ал{**) тип, следующий за Т(АЛ{) в 
цепи I то в vHne выберем характеристику
( • - - ) такую, чтобы для всех
выполнялось к“ ‘ 'г)4 J (.#")• Такой выбор характеристик мож
но осуществить о помощью траясфинитной индукции. Действительно, 
для первой цепи f l t это можно сделать в силу неравенства из 
условия (О  доказываемой теоремы. Пусть теперь для всех типов, 
входящих в цепи Мт, Г* Я осуществлен выбор характеристик, 
удовлетворяющих условию (* -). Пусть . Для
всех типов из Л/А характеристики уже выбраны. Так как между лю
быми двумя типами из А/а в цепи / / д содержится лижь конечное 
число типов, то и для типов из м к можно выбрать характеристи
ки, удовлетворяющие условию (*■).

Таким образом, любым двум сравнимым типам г/Ял.) м т/Аг ) 
из S2 (т(Ал)<- т(Аг )) соответотвуит характеристики Хл -  
*(*£*!*?i-■;<?■■)* *{■*(*?? «1*1- J. удовлетворяющие уо-
ловию: для всех °° выполняется е* г,А ( * *  ) .
Действительно, рассмотрим цепь /1 г , содержащую тСАг )  я 
■2f/Adh В силу согдасованности выбора характеристик можно рас
смотреть любую такую цепь. Кажду г/Ал) и т/’Аг ) в цегш f t t 
содержится лишь конечное чиоло типоь: т^Ал.)* rfA«t) *■ ■ ■ •

 ̂ ъ/'Ллъ)  ̂ • Дчнтквад условие
(л1), получаем, что типам т/Ал.) * *(А Г)  еоответотвуют 
характеристики, удовлетворяющие условию (.*-*- ) .

Если Ал ? А л  * ТЯПУ Г/Я л,) соответствует характерчсти-
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ка X^t , то типу Z ГА^1{поставим в соответствие характерис
тику Xjj- Хл, . Будем считать, что типу т° со ответству ет
характеристика Х‘ , Рассмотрим теперь группу A "—SI'^A.lX ]

где t f a > Хл} для ХЛ*  Х Ф . Нели ке 
Х^= X* , -го Ал[ХЛ]-0 .  Г.окаяем. что A "sA  ' и А "  - 

вполне характеристическая подгруппа группы А  • Действительно.
А "г? А ' , так как ХЛ е Z/AA - гг А А'л) и тогда г/А ЛГХЛ])= 

г /А Л) -[г/А А  -Г(А ^ ) J = rfA *). Ясно, что А ЛЫ А  -  впол
не характеристическая подгруппа группы А л вля всякого С1. 
Если А/гт/Ау, Ар)4- 0  . / ’r(C T ,j}iC X ) и А г  Ф . то 
Г A-Aj,) > TfAjA  . Так как характеристики Хг  и Хр удов

летворяет условии ( # К- ) , то гомоморфная оболочка подгруппы 
A jr[Хг ]  в группе А„ содержится в A^f.l^J Сом. доказатель
ство теоремы I ) .  Следовательно, в силу леммы I .  А "  -  вполне 
характеристическая подгруппа группы А . Теорема доказана.
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КВАЗИСЕРВАНТШ ИНШШВШЕ ГРУППЫ

Ю.Б.Добрусин

В данной работе научаются свойства кьазисервантно инъектив
ных (К С И ) абелевых групп [ I  , проблема 1 7 ] ,  то есть таких 
групп O' , что всякий гомоморфизм Н -*& ,  где И. -  серьантная 
подгруппа группы (г , может быть продолжен до эндоморфизма груп
пы £ .  В работе характеризуется ряд классов К С И аоелег мх 
групп без кручения (в  том числе класс однородных К С И групп 
без кручения) и класс периодических К С И абелевых групп.

§ I

ОПРЕДЕЛЕНИЕ I . I .  Абелеву группу (г без кручения назовем 
вполне транзитивной ( В Т ) ,  если любой гомоморфизм её серван т- 
ной подгруппы ранга I  в саму группу продолжается до эндоморфиз
ма всей группы.

Абелеву группу £  называют сильно неразложимой, если для лю
бых ненулевых подгрупп А  , В , таких, что А  Пб=0, фактор-группа 
£ Д ® З н е о г р а н и ч е н а . Пусть G -  абелева группа без кручения,
CLe G  . < £ .. Запись озн ачает, что А  -  сервантная под
группа в & , через <А>£ (<a.>t)  обозначается сервантная под
группа группы & , порожденная множеством А  (элементом а. ) ,  
rfi (л), АрСл)~  соответственно тип, характеристика,

р -  высота элемента а. в группе & .  Если ясн о, о какой груп
пе G идет р еч ь, то индекс & в указанных обозначениях опускается, 

о
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Е ( & )  -  к о л ы Ь  эндоморф измов груп п ы  (О  .

X (O ') w РШ£Г группы (» .
Т (<?) - множество всех различных типов элементов группы & .

Пусть а- -  тип абелевой группы без кручения ранга 1, X -  харак
теристика, ^ р.сХ , полагаем

О М = (а .еО } v fa ) *-Х }, 0 ( к ) я { o-jaeO , К. fa )*  Л-}  .
Под словом группа везде дальше пониюетоя редуцированная абе

лева группа без кручения, множество всех различных типов элемен
тов которой удовле воряет услоено максимальности.

Через7)х обозначим класс всех групп, каждая сервантная подгруп
па которых сильно неразложма, П х ® -  юпасс всех прямых сумм 
груж из класса

ЛЕММА I Л.Пусть O’ -  К С И группа, у  -  такой эндоморфизм О, 
что Оф А  =  < у ( O’) >+ G.31T . тогда любой ненулевой эндоморфизм
группы А есть мономорфизм.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть выполнены условия леммы и р е Е(А) , 
К ех.р*0  ■ Докажем, что ip(a.) = 0  для любого типа оСеТ(А) 

и любого элемента а е А  типа сС . Индукция по частично упорядо
ченному множеству Т (А) , удовлетворяющему условию максимальнос
ти. Если элемент а  имеет в А максимальный тип, то согласно f2  , 

лемма 1 .1 ] ,  р(а) = С . Пусть а е А  и для любого ( е А  , из 
-о г о , что ~(1)>  тfa.), следует р ( £ )-  О . Докажем, что <р(-’.)-0. 
Пусть р(а) Ф О . Тогда т(а.) не максинален в Т (А ).  Пусть 
Се А , т: fс) максимален в Т(А) и т> fc) *  ■27Сipcat) *  V fa )  , 

причем £А,Рс) - С*' для простого чисра р . Так как а е А  , то 
п и  е  Jrnppr , оф п. -  целое число и p fn u )  «г п  /р/а) ф 0  , 
'e fa )= v fn u )  , поэтому можно считать, что а, е  Ут у ,  л  ш у  

Пусть К - натуральное числб. Тогда -yfp‘ct*c)= p *tt+ y (c)
'1BK как x fc)  максимален в Т(А) , то tfc)= v fy tc ))  и pyfc)*q 

\flp‘a  * yfc)J*p*<ffaM0. Согласно индуктивному предположению 
■b(p‘**Y a i)  не Йолме f t  л )  , поэтому -е(р“а *yfc))*~t:fal *  tft). 

Чледоватольно, 'r fcL)i r(p*cL + c ) i  Tfp^ct. * yfe)) * v fe).
Поэтому '*ь.(р‘‘±*е)ш'Ае.(Л) и существует такое целое S *  о , что 
Я.6(р‘Х +с )±  K f.fi’f )  , причем ввиду A\,.fc)~0- £ г (р*Х +с) 

полно считать (s ,p )* J  . I'pynna О К С  И , суияствуат ( ’е  Е'О) , 
f ( p ‘X + с)* SX , sX - (a)-* f> */ОА) . Если обозначить (С)  чэ-
р‘ э j 3  , то Д с Л ?  (•(jt) и последнее равенство показы вает, что



смежный класс scL+G(f) делится на р* в группе 9 /С-(р) ; Фак
торгруппа G/G(fl] без кручения, ( S,р )- {  , к выбрано произволь
но, поэтому сменный класс ci + Gfjt) делится на л обув степень р 
в группе G/G'js) . Следовательно, сменный класс pyd)* py(G(ju) 
делится на л обув степень р  в группе р у У £ )/р у (£ (у ))  . Сйна- 
ко ^ {G ^ )) s A  (jSj , как доказано, pfA fjsj)ш О , то есть  
РУ ГG (j))=  О . Поэтому зла-'онт t/ypeCJ* ура.) обязан де

литься на любуй степень числа р в группе ^'р-у^откуда ^('pfjj)=
«  , это противоречит тому, что (с )-  О , -г/сУ > t:/ у  и.j) .
Таким образом, р (л )= 0  . Лемма доказана.

Т2СР2чА1.2.Пусть & -  К С И группа. Тогда любой элемент из 
9  , гип которого максимален в Т(6) , принадлежит н екотор ое 

г.ржоыу слагаемому из класса 7П- группы & .
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть группа & удовлетворяет условиям теоре

мы и О рле 9  , т (л) - максимальный тип в Т(й>) . Рас
смотрим множество А  всех пер ( Н  , р ), где а-еЛ  , Л  а  <? , 
реИот/Л,£) , p/’a.J-a. и каждый ненулевой гомоморфизм из 

, G) -мономорфизм. Ка А  вводится отношение 
порядка (J it , pi )А (Н л. / J  <=> H i  яН г , рх /Hi = <fx ■
Так как А <а- >м, i )  , 1 -  тождественный гомоморфизм и А ин
дуктивно, то в А  существует максимальный элемент ( И , р ) .  
Пусть £ ((г)э у  -  продолжение р .

Допустим, что Л р  & . Тогда существует * е £ \ Л , c^yPiJp 
Рассмотрим £ * < < * , с  £  . Допустим, что группа В

каазираэложима, & эХ&  У э п .8  , где X. У ° £  ,
ОРн. -  целое число. Так как TfaJ  максимален в Т(&) , то 

можно считать тип X равным v fo j . Группа В вполне разложима. 
Действительно, пусть тип X  несравним с  типом У и пусть оРхеХ , 
О р у  е  У , , /> -  простое. Тогда для неко

торого натурального К , \с(х-ф р"у )*  *  е.(пу) , причем пу
не делится в & на / > " . Груш а £  К С -К -, поэтому 
для некоторого А  £(&) . Если О то тиг. X  = Г/*У -
= r f / r x j )  -тгГп.у-/(р>жу>)>г(у) . *tj>  равен типу У ,
но тип X  несравним с типом У , поэтому p'/fy)**-#  ,
что противоречит выбору к . Таким образом, для любого простого 

р  , р>ХРА влечет />У= У ,  согласно Г 3“,  теорема 3 ] 
группа В вполне разложима. Так как Т(а)  максимален в ТОг) , 
то Г4 , лемма 8 3 .8 ,  с .  1 3 7 ] 8=  У ' . Тогда сущест
вует 'г е  Е (6)  , 1<а)=Р- . 1 Ш *  О ,  поэтому



• ОткУЛа следует, что
у у )е :Л  , это противоречит максимальности (И, f )  • Поэтому 

— сильно неразложимая гр у ш а.
Из т о г о ,  ч то  £  К С И и н ен у л евы е элем ен ты  и з  И о п х р р (-Я )> г ,У } -  

мономорфи’зм ы , с л е д у е т ,  ч т о  <  У г п  . П оэтоиу <с а ,  с  >л  -

си л ьн о  н ер азл о ж и м ая гр у п п а  при любом С  е  У т .у .  З ам ети м , что та к  
к а к  т ? {а .) м ак си м ал ен  а Т ( & ] }  и з  [Z  , лем м а 1 . 1 ]  с л е д у е т ,  что лю
бой элемент и з а , с >ь , ( п )  о д н о зн ач н о  о п р е д е л я е т с я  своим

действием н а с  д л я  лю бого  с . < г -У -п .у . / о каж ем , ч т о  < У / п у г £ е & С . 

Д опустим  п р о т и в н о е : п у с т ь I  -  х в а зи р а эл о ж и м а я  с е р в а н т н а я  под
г р у п п - р а н г а  2  в  < У т  у  > ^  ,  J ]  s  I i  © Д .  <? m i l ,  -K / 2 2 J -  ъ ( 1 л ) =  i t  

O p  m  -  ц е л о е . Т о г д а  с у щ е с т в у е т  5 2 £ { £ • ) ,  £ ( D t ) ~ 0  ,  %  

д е й с т в у е т  на Д .  к а к  умножение н а  /-я- . Г у с т ь  О Ф - С , е Д -  f l j m у .  

По сд ел ан н ом у  зам ечан и ю ,- т а к  к а к  5 2  ( с Р ^ О  , т о  5 2 f a ) -  С> , с  дру

го й  сто р о н ы , £ Y l j / *  л  п о это м у  5 . fa)'m та. р О  . Противоре
чие доказы вает, ч т о  е  f 5 b  . Коли Н  =  У  , то  <р= у

*Ут.у>+ =  <Ут е  57Z. . Из леммыХЛследует, что у
действует на Ут У  как тождественный г  ал ом орфизм, поэтому £  =
= Ут. у  ® У е 'с у  . Теорема доказана.

Группа называется связной [ 4 ]  , если факторгруппа по любой
ее сервантной подгруш е делима.

Для изучения о,инородных К С ’/ груш  нам потребуется следующий 
результат, имеющий самостоятельный интерес.

ЛЕКМА 1.3.Дпл однородной идемпотентного типа группы (г следую- 
ие условия эквивалентны:

1. <г -  связная К С /  гр уш а. ’
2 . для любого простого р  со свойством р У Р У  , У вклады

вается о кольцо Q* целых /-адических чисел как р- 
-сервагтное подкольцо (содержащее 1 ] ,  в котором каждая 
элемент е с т ь  целое кратное обратимого.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ( Я  = ? ( 2 ) .  Согласно [ 5 ]  связная гр уш а & 
аьладеиаетсл .. аддитивную груш у ^р кольца О., *ак - р -оер- 

аяткая подг ;ппа при любом простом р  со свойством р У  р  У . 
Отождествляв У  с  ее образом при указанном в ложе ии. Так как <5!

ч-'Т обратимые в (1Р и умножение :а обратимый 
цемент иг. • е с т ь  автоморфизм , то можно считать, что У 
одержит ! ии (к?, причем -ЧЗдбЧ/ — наименьшая из характеристик 
цементов в . Пусть а .,4 е У  . Тогда K-^Ci) , так
ач 5  К С 1. , то существует tfe £  (У)  , ipfi) — а. . Так как



(р мо® 10 продолжить до эндоморфизма ур , а любой эндоморфизм 
ур  е с т ь  умножение на некоторый элемент из Q *  , то f  д ей ст

вует  как умножение на а. , *{({)= и 6  » 6а. е  & . То е ст ь  £  —
подкольцо в Qp . Так как ^-однородная гр у ш а , то сущ ествует 
такое целое п. , что iglO-)=iL*(n 4). Из того что О- -  К С И 
группа и из проведенных рассуждений сл еду ет , что сущ ествует 6е(п, 
л I -  {  а. (умножение в кольце Q* ). Поэтому ft. •/•=/£*/.
& -обратимый элемент из & ,

Импликация ( 2 )  — Д? ( 1 )  следует из [2  теорема 1 .1 3 ] .
ТЕОРЕМА 1 . 4.0цнородная гр у ш а & К С И тогда и только то гда , 

когда либо & -  алгебраически компактная группа, либо 
гд е  Н  -  гр у ш а ранга X того же типа, что и гр уш а & , п -  на
туральное число, R -  ассоциативное кольцо с 1 , в котором любой 
элемент е с т ь  целое кратное обратимого, (Н ® * R )e72t  и если п>-2, 
то R вкладывается в кольцо целых />-адических чисел как р -сер- 
вангное подкольно (содержащее 1 )  при любом простом р  со свойст
вом р  & (г .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть & -  К С И однородная абелева гр уш а 
без кручения. Пусть *  -  характеристика ненулевого элемента в 
гр у ш е (р . Обозначим А  =&(*.) и допустим, что А ф  До
кажем, что гр у ш а А алгебраически компактна. Для этого восполь
зуемся признаком алгебраической компактности гр у ш а , который 
сформулирован в f l  , С .1 Е 0 ) и легко проверяется: гр у ш а А  алгеб
раически компактна, если из т о го , что всякая конечная подсистема 
системы уравнений со  счетным числом неизвестных над А  имеет ре
шение в группе А ,с л е д у е т ,  сто и вся  система уравнения разрешима

Тогда Cl , C .1 2 2 J n tj  -  целые числа, .для фиксированного L , 
лишь для конечного числа значений J. , А/ е А . Допус

тим, что каждая конечная подсистема системы (-*■) разрешима в 
гр уш е А  . Множество в се х  различных левых частей уравнений си с
темы ( * • )  счетн о. Поэтому можно считать множество У  счетным. До
кажем, что система ( * -  ) разрешима в гр уш е А .

>ст a , - » 0  для любого i . e J  , то решением ( * • )  является
J. = 1 , 2 .............Допустим, что а г■ Ф О для некоторого L e J  . Пусть
,? «  {а х ,а л, . .  }~ м н ож ество  всех  ненулевых правых частей уравне- , 

ний из ( *  ) ,  очевидно, ISlH .  Согласно [2 f теорема 1 .1 0 ]

в А
б-к-)

числом неизвестных э г , ,* .



А  -  однородная !(■ О и группа. "По теоремгЯ.г.й^в А £ » А  
А - А ^ Л ,  ■ Так как <П1Ф , то А{ А 0_ . Прямое сл агае
мое У. С !; группы является !{ С й , поэтому А< однородная К С И 
груша. Сели a ^ A it то л , -  £  э (л е А t , £ле At .
По теореме 1 .2 , £л в А л , А л £  №L,  A t =  * А Л ,  А л * 0 .

Учитыва. проведенные рассуждения, по индукции нетрудно дока
зать, что существуют группы OAAj£ ttt. такие, что A
л  А *  для всякого натурального к и л л е £ ® А у  для любого

■их . Положим М— У. 9 А ,  .
>»У  J к л

Ifui любого натурального б груша JL’ Aj. - прямое сла

нное однородной НС И г.рулпы А  и Aj£& t , согласно f 2 , 
те река 2.1] A j  3 А { , /  =  - 8 ,° — . Так как A t  -  Я С К

однородная идемпотентного типа группа из класса ТЭТ, то Г2 , 
теорема 1.1?.] A i является аддитивной группой ^омму тати зной об
ласти главных идеалов R . Поэтому груш у Al= Z 9Aj. можно

естественным образом рассматривать как свободный R -  модуль. Сог
ласно определению, А1 о  А , Я; £  О , ieCf  . Положим Г/ *= 
» ^ 7 rtij+'j , где А ;э £ у  -  единица кольца R (Z n tjjc j  )- 
-л ев а я  часть уравнения системы ( *  ) под индексом i  . Счетное 
множество J  можно представить в виде объединения счетной возра
стающей последовательности непуотых конечных подмнояеотв Уп п. -
- 1,2, . . .  По.' ожим сл = <.и {СА>2 ,  С = U С*. .

Для любого натурального /ъ-сущвствует такой гомоморфам 
!/>п : Cn -*Ai , что pfC i) - а ;  ,  i e  Уп. . ^ и стви тсл ьн о , пусть 
п. -  натуральное число, рассмотрим конечную подсистему 

« O-i , ■’ еУп. системы ( л 1 ) .  Согяеено предположению, э•&. подсис
тема имее решение в группе А . так  как Jn. конечное множество, 
то сущ эс.вуот натуральное К т а к се , что и,- в  £ * A j  для лю-

ооги LeJn. . Пусть f  x lt х ^ )  -  решение данной под
систем,, в А. , тогда / у , >2*' ■ • • > А"') "  ‘ акже ршвчНИс этой под
оле.омы, где yj. е с т ь  проекция x j  на прямое слагаемое 2L*Aj.
группы А , у у  еА 1  . Семейство { £ ц ( л, . . . }  является бази
сом модуля , поэтому отображение Sj —»y j , J  -  У, A  
мо:шо продолжить до эндоморфизма у  модуля А1. Тогда ~yfCi) =•
* у ( £ п у y.j. = аГу , i a J n .  . Ограничение у
на группе <ПЛ да/т искомый гомоморфизм . Так как я в-

-  ляется продолжением для любого натурального' п. , то зададим



-  o l  -

гомоморфизм if : C -+ f l  следу г у д и м  образом: если а а С , л  Д , 
то полагаем y Y « J  = ipn (а )  . Очевидно, if (С ;)-  и ;  L e J  
Так как С о А  , А  -  К О И  группа, то f  можно продолжить до 
эндоморфизма /  группы А  . П олови х.р  *  £ (£ / .) ,  J = i ,Z ,  
..одстазляя x.j а уравнение и а ( а - ) под индексом У , получаем

2  ' 4 j xj s* £ ' 4 j f f £ j )  = 2 Z /fa tf£ /)  =  {(Ci) = Vfci) ■= a-i- ■
Таким образом, ( { ' £ < . ) , . . ■) -  решение системы (-к-) в груп
пе А  . Следовательно, группа .4  алгебраически компактна. Соглас
но Г1 , следствие 4 0 .4 ,  C .1 9 S ]  А  обладает прямым слагаемым, и зо- 
м орун нм аддитивной группе кольца dp целых р-адических чисел 
при некотором простом р . Тогда тип группы А  содержит хар ахте- 
ристику К0)у которой на м ест е , соответствующем p t стоит О , а 
на в се х  остальных местах -  символ <* °  . 3 данном случае группа & 
имеет то т  же тал , что и группа А , (А = (гС\с) . Согласно [С , 

предложение 2 ]  & = C->fxj= ^  ) = А  . Следовательно, £  -  ал - 
гебраичесяи компактная гр у ш а .

Если A & fiZ 0 , то и з Г2 ,  теоремы 1 , 2 ]  и из лехмы 3 следует, 
что группа А является свободным конечнопоропденным £  -модулем,
А =  , гд е £  -  ассоциативное кольпо с 1 ,  в котором каждый

элемент е с т ь  целое кратное обратимого элемента, аддитивная груп
па кольца £ + еТдЪ и если иг.?-2  , то /? е с т ь  -серванты ое
подкольцо кольца Q* при любом простом о со свойством рАФА  
(что равносильно р(АФ G ) .

Согласно Гб , предложение 2 ] ,  ? где /г1 -
-  группа ранга 1 того же типа, что и группа <А , причем 

£) S  ( н  вг R )U  ) ,
где К -  характеристика ненулезого элемента в А  Откуда нетруд
но ви деть, что так как R* £  /JZ- , то t Н  %)&P3Z. .

Импликация следует из Г2 , теоремы 1 , 2 ]  и лемм 1 .3 ,1 .5 х
т о го , что алгебраически хош &ктнаа гр у п п а-явл яете! сервантко инъ
ективной.

Г Д М  1 . 5 . Сели £  -  К С И (3  Т ) г р у ш а , А  -  гр уш а ранга 1 ,
то
1̂  Нот. (А, (А) - К С  И ( В Т )  г р у ш а ._______ __
2 .  т.с..й д .л  всякого простого р ,  рА= А  ь-гечет pG=(P, ш 

А ® г £  - К О  Л Со Т ) группа.
3. (Et.ii группа (г одлорсдва, до Т -А ® г  £  -  Ь Т грудка).

ДОКАсЛТЕЛЬСТЗО. 1 )  Пусть /5 -Яот . /А , &), у  хг ЯотШ .М).
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Зафиксируем О Ф а -е  A  if положим М =< { f ( a . ) l f e f l }  >* .
Тогда Я** Ham. (А ,Л )  и для любого х е И  существуют 4Х в, А  и 
) х е  Я  такие, что х. -  f x ( (  *.) . Положим 

р(х)  -  у 4 / м ) (  4Я)  .
Пусть х  е Я  ,  х  * f^i£t)  — (4л) > fi> fx £Л̂ А  .
Тогда существуют целые т. , /г , ( /я-, /е) • 1 , для которых /r»<J =
= я  и п/л  (■$£)= т / х ( 4 л )  , поэтому . Из то

г о , что ъ у / / , ) - т у  (/л), пслучаем y ( / t)(£f)= у(/*)(■£*) . То есть
отображение у  задано корректно. Нетрудно ви деть, что р  -  гомо- 
мор*изк. Пусть ф -  эндоморфизм & , продолжающий р  . Зададим 
эндоморфизм у  группыН  т а к : у / • Пусть f e Я  , 
тогда для любого 4т А , y ( f ) (4 )=  р / ( £)=“ ? • / (4 )"  У (f) (4 )  .
То е с т ь  у  -  продолжение у  .

л ) Доказан утверждение для 3 Т группы £  , во втором случае 
• доказательство а,.ало . . :о . Пусть Л а Т  , * . ( Я ) х { ,  

у е Н о т ( Л ,Т ) . Пусть о р а .» д .е Я , я - е А ,  д е  & .
Тогда Я  =А » Я  , где Я — Так как

X_r(* •£) £ < * ( у 4 л 9 $ > )  > * ( А ) = £ ,  
то у  Га »#)** я  Фр' , где р ' е  6  , \ (у) л l i f f ' J  . Су
ществует гомоморфизм Я  в fi , отображающий g  в g  ’ . Пусть р  -  
-  эндоморфизм £  , рфу)*f '  . Для любых 4 0 А  I х а  (г , 
положим у ( 4 » р )  = £ o p f x )  . Докажем, что у  -  эндоморфизм 
группы Т  . Любой элемент из" Т представим в виде с о х  t cm А , 
х е £ .  Пусть -t* Ct m xi+  С,.* х л t jct> Xj. е  fi, ct , Схе  А , тС,- 

=лСг,т,л- целые. Тогда А -  tgfg- = £х. 9 f„ .Xt + т х л ) ,  
у -Ц )-С х» р(х ,)+Сг • Р(хл)~  y -fct Ф х,)  т У (с х 9  хх)  .

'Гак как -f-fa. 9g)*> а- •» pfa) »  y r ( * t  ® f ) ,  
то у -  продолжение у  .

Доказательство 3 аналогично доказательству 2  ,
ТЕОРШ  1 . 6 . Пусть группа G - Сч , где для любого простого 

р и любого i.,J е У  , p&iP6i влечет . Группа
£  R-C-И- (В Т - ) тогда и тол'-ко то гд а , когда каждая группа Сч

к е  м- (В  Т ) ,  L e y  .
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Проведем д оказательство для квазисервантно 

инъективной группы G во втором случае доказательство  аналогич
но, Неооход.мозть следует та т о г о , что прямое слагаемое КО М
группы е с т ь  К С М  гр уш а Г2 , лемма 2 . 3 ] .

Достаточность. Пусть каждая группа &i К С И , , Н а £  , 
р е  Пусть -  естествен н ая проекпия G на (ri ,
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H i  s%i Ш ) , h i  «■ <H\ \  . Для любого i e j  , зададим гомомор
физм f i : H i &i следующим образом: для всякого а е Л ; ,
-  Xi ip/А) , где а. = Т -/< ) A s И  ■ Если X ifA )-0

А еН  , то tp( А) е  f j  G-j в силу вполне характерютичностм Род- 
группы /7 Gj, в rpylfne G. и X; i//A)= О . То е с т ь  гомоморфизм ^  
задан корректно. '/э условия на группы G, следует, что /л)£
£ \ t f?i/a)) для всякого а е Hi , i s j  . Согласно 12 , лемма 

X .5 J fi можно продолжить до гомоморфизма у ,  . Г1о
условию у  продолжается до эндоморфизма группы 6; . Пусть £  
эндоморфизм группы & , действующим на каждой группе <5*. ,  как ^i . 
Докажем, что Ин = f  . Пусть А еН  , тогда Х^-^СА) «
-  i  ,  X i  W -  f *  ЛС/ “  JSrf <f( *■)■

Таким образом, £  -  К С И гр у ш а .
Т 3 0 Р Ш 1 .7 .П у о ть  G = flA i  , A i У . a‘J  для

любых р ,к е J i  и Gij е 7П. для любых i a J  , J. e  . Груп
па G> К С И тогда и только тогда, когда выполнены условия 1 -
Э :

1 . для любого простого р, pAi *  Ai влечет pAj mAj длл 
любых l , j  е  J .

2 . а л я  любого i e j  , если I J i l> {  , то -  однородная
связная группа для всякого j . e  J i  , если , то Gy -
-  аддитивная гр уш а кольца всех целых ^-ади чески х чисел 
при некотором простом р  .

3 .  Группа К С И при любых I е 3, J  е } i  .
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточность условии 1 -  3 следует из [ 2  ,

теорема 2 .1 ]  то го , что П  J p~ гр уш а сервантно инъективная,и 
теоремы X. 6 .

Необходимость. Из [2 , теорема 2 .1 ,  лемма 2 .3 ]  следуют усло
вия 2 , 3 , а  также т о , что если , то &ip - однород
ная связная гр уш а для любых i c J  , J. е  . Пусть / Т ,/ »  ,

гр уш а A i  К С И как прямое слагаемое группы £  , поэтому 
H«m.CH,Ai) -  К С И ',  гдв н -  сервантная подгруш а ранга 1 
группы G,j (n<3m&l.5))Ho'*-/H,Ai)= A ifx .)  , гд " j/ -  харак
теристика ненулевого элемента в Н  С6 , предложение 2 ],

A i(x )~ n  G<ip (Ю , G ijft)E fy L .  ввиду то го , что GijEttZ. 
A ifx )JtJ-  однородная Я С И группа. Если бы Л, /X.) е  , то 

12 , теорема 2 . 1 ]  /^-базисная подгруш а группы A iW имела бы
конечный ранг при pAi =?A-i • С другой стороны, так как



TO ЯСНО. ЧТО СВИТ ^ -оачи сьои  ПОДГРУППЫ групиы A t  ГО  
бесконечен. Ты им образом, по теорем.- д .ч .  A t  Г О  -
алгебраически компактная группа. Так как £ ,у (\) -  неразложимый
группа, то ( [ )  & J.fi при ..екотором простом р  [1 , следствие
ч а .ч , с .л  s j . а данном случае тип группы G,j ;о впадает о типом 
группы G /pTl), и если через обозначить характеристику, у ко
торой на м есте, соответствующем указанному простому числу р^ сто
ит О , а на всех остальных местах -  символ « »  , то 

&tj ~ G-.j Гt . )  -  Г О  =  J p  
f[f> . предложение л]. To есть  G ĵ - J r  . Теорема доказана.
Аыгмк 1 . 8 . Пусть (г &i , где -  редуциг.сьаннан гру пне 

б ез кручения и ТТ^н/удовлетворяет условию максимальности, 
П Г е.)П Л Г % )=  0  при любых i + J  . Здесь Л  Г А ) .  унохество 
всех таких простых чисел р  , что р А * А  . Тогда Т ( £ )  так- 
хе удовлетворяет условию максимальности.

доказательство . Обозначим через Л у  каноническую проекпию G
на . пусть

T ffz )^0 - •• & Ъ Г # * .)*  ••• '
возрастающая последовательность типов ненулевых элементов 

6У , . - v / л  / ••• г РУппь (г .  Так как ЛГ&ЛПЛГСу)- 0  ,
-О выполнены условия: для любою Lb J ^ ели JZ } то

к Т/Х)( f „ ^ ) ) > ТГХ)(? „ ))  .
Откуда следует, что #*,■■■}  *  Cr& <$.
причем последовстельности T/Xt y j ) i  . . . i rrxtC/ Л М .. .
стаби-i кзируютоя по условию для любого L . Так как К  -  конечное 
Множество, то через конечное число шагов стабилизируется и последо
вательности С . \  —

Из леммы 1.8  и [ 10 , теорема lJ вытекает
СЛЩЯиИь 1 .ч .  асли 1. С И группа G = £ * £ 4' , где G,- — 

группы без кручения,и T(Gt) удовлетвори»! условию мпксимальпости 
при люоом £ , то Т (6 ) также удонлетворявт услонИн максимальности.

‘J  заключение отметим,что в работе f  10 , таореми i ]докьзе-
но, что каждая л С И труппа G без кручения, у которой Т(&) удов- 
Летворнет УСЛОВИЮ максимальности, однозначно нреДОТЬлИ.ча ь ьиде пря
мой суммы однородных К О И групп и к  С И гру..д из класса /?£ . 
..Ос-тему описание к С И групп, разложимых в прямое произведение 
тру i.i. без кручения, множество типов элементов к аддон из которых удов 
л отворяет условию максимальности, проводится аналогично теореме х .7 .

f> г
основные результаты ё 2 содержатся в предложениях 2 .1 -  2 .5 .
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Если Ф. и типы групп беи кручения ранга I ,  то Через (d + ji) 
обозначается тип, содержащий сумму характеристики из типа о-- и 
характеристики из типа j i  .

Оформулируем предложения 2 . 1 . - 2 . 5 .
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 .Х . Группа G квазисервантно инъективна тогда 

и только то гд а , когда кпазисервантно инъективна ее  редуцирован
ная ч а ст ь .

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 . 2 .  Периодическая группа G квазисервантно инъ- 
ективна тогда и только то гд а , когда G = 3  ® 11 ®  R р , где

3  -  делимая группа, R , -  редуцированная периодически полная 
р -  группа для любого р е .П  ( П  -  множество простых ч и сел ).

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 . 3 .  Цгсть группа А  —3 ® & ,  где 3) -  делимая,
G -  редуцированная группы и & TS-e ~ прямое произ

ведение групп без кручения ранга I  типа об ,  32  есть  множество 
различных типов групп без кручения ранга I .  Группа А  квази
сервантно шгьективна тогда и только то гд а , когда выполнены у сл о- 
вин:

i )  ранг группы &«. конечен для каждого ы- s Q ;
U) если <*,JSeS2, Ф-^ jS , то  (•*■+f t ) .
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 . 4 .  Пусть группа А  -  Ъ ®  G , где J )  -делимая, 

a G -редуцированная сепарабельная группа без кручения. Группа А  
квазисервантно инъективна тогда и только то гда , когда & -вполне 
разложимая группа, £ - = 2 ^ ®  б ? *  • гд е  &*. -  вполне разложимая 
однородная группа типа «б , 32 -  множество различных типов 
групп ранга I ,  и выполняются условия L ) , i-i) предложения 2 .3 .

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 .5 .  Пусть группа А  без кручения содержит такую 
подгруппу & , что G — п-А для целого п ф  О ъ (3 -  сепарабель
ная группа ( G -  прямое произведение групп ранга I ) .  Груш а А  
квазисервантно инъективна тогда и только то гд а , когда группа G 
квазисервантно инъективна и A  s  G .

Перейдем к доказательству р езультатов.
Л Е Ш  2 . 1 .  Прямое слагаемое квазисервантно инъективной группы 

явл яется  квазисервантно инъективной группой.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что группа G квази

сервантно инъективна и G ~А 9 В . П усть// <?Л  , f e J i o m  Ш*А). 
Так как //<? G ,  то существует эндоморфизм у  группы G талой, 
что y L  -  tp .  Пусть X  и J )  -  соответственно проекция G  на А  
и вложение А  3 G • Положил у * Х y j)  .  Нетрудно ви деть, что 

■у -  эндоморфизм группы А  , у / н  -  А  •
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Докажем ПРШОКЕНИВ 2 . 1 .  Необходимость следует из леммы 2 .1 .  
Докажем достаточность. Пусть } i  -  произвольная сервантная под
группа группы & , f  еНо/п. {Л ,S J , / / =  £ '® D '  , где R  -  

редуцированная, a Л ' -  делимая группы. Тогда G - Л ФЛ  , где 
R -  редуцированная, a D  -  делимая группы и [ I  , теорема 

2 1 ,2 ,  O .I2 0 ]  R'o R , Л '^ Л  .  Пусть группа R  -  квазисервантно 
инъективна; так как группа D  инъективна, то имеет место дво ком
мутативные диагоаммы

R '  И  — G
I

R '  fl Ь *
где L, j. -  тождественные вложения, Xt , Хг -  проекции группы & 
на R и на D сооти,*тственно. Пусть эндоморфизм группы & 
действует как О на и  а как на R . Полежим у =  fi+ft  . 
Для любого элемента А ^ - Н  , А  *  А. х * А ^ ,  где A t  е А 'А ^ Л ' ,

г  '  <Рг

швеей
у/А)=ух (А)+к  (А) ~5Г#А<л) +Xx fAA) *Xd ffA ) +Хл t fA J'  ffAJ.
Таким образом, группа & квазисервантно инъективна.

Докажем ПРЕДОЕЫЦЕ 2 .2 .  Предложение 2 .1  сводит доказатель
ство к редуцированному случаю. Непосредственно доказывается, что 
редуцированная периодическая группа R квазисервантно инъективна 
тогда и только то гда , когда квазисервантно инъективна каждая её 

р  -компонента R  р .
Таким образом, предложение 2 .2  будет доказано, если мы дока

жем, что редуцированная р  -группа Rp квазисервантно инъективна 
тогда и только то гда , когда Rp -периодически полная группа. 

Достаточность следует из [4  , теорема 6 8 .4  ,6 .1 7 1 .
Докажем необходимость. Пусть Rp -  квазисервантно инъективная 

группа и дав её базисные подгруппы. Пусть if -  изоморфизм
St  на Вл • Так как В ха R/> , В2 ф Rp ,  то существуют
/ , Г  е-Ноп- ARp, * , ) ,  f i g  -  f , y /6i - Г * .

Из f l  , предложение 3 4 .1  , c . I 7 I ]  следует, что Таким
осраэом, J3 -  автоморфизм группы Rp .  Согласно Г4 ,  теорема 
6 9 .2 . с . 22.1, получаем, что Rp -  периодически полная группа. 
Предложение 2 .2  доказано.

• 3  дальнейшем нам понадобятся леммы 2 .2 ,  2 .3 ,  которые следуют 
из результатов § I ,  однако мы приводим ниже другие доказательства. 
В конце этих доказательств получаются замечания, позволяющие до-
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квэеть предложение 2 .5 .
ЛШМА 2 .2 .  Прямая сумма (прямое произведение) бесконечного 

множества групп без кручения ранга I  одного и того же типа
не является квазисервантно инъективной груп

пой.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу леммы 2 .1  достаточно 

ограничиться случаем счетного множества пряшх слагаемых (прямых 
сомножителей) ранга I .  Пусть S  = &А;  ( & - /1 А ;)  , где ’
А ;  -  группа ранга I  типа и. ф . . . ,  —»*'•}. Пусть р  -

такое простое число, что р А ,Ф Л <  и пусеь ОФ е ч е  , a.t -  
элементы с  одинаковыми характеристиками , с нулевой р -  
ьысотой в группах A d- , i  « 1 , 2 , . . .  Положим я {- - р ‘а ^ { _и
Н =  ДГ ф< А* , Непосредственно прове:;яе'гс я , что А  <2 G-в Q. # 
Так как элементы ^  имеют характеристику % в группе S  , то 
отображение I  = 1 , 2 , . . .  продолжается до гомоморфизма
</>е  A cs*. РА, S ) . Допустил, что р  продолжается до эндомор

физма у  группы S  (группы S  ) ‘. Тогда найдутся такие рацио
нальные числа х 1ж , L,K  = 1 , 2 , . . . ,  что

y f e i )  * i x я *  , *,Z , . . . ,
где почти все  х , ж , за  исключением Сыть может конечного числа, 
для фиксированного L равны 0 .
( y f a i ) - f x b a t ,  . . . ,x t/tA x , . . . ) ,  i  -- / ,  г , . . . ) .

Так как £ ^ ‘ Ф&,)-= О, i=I,2 , . . .  , то все числа х <жпринадлежат 
кольцу Q в сех  рациональных чисел, знаменатели которых взаимно 
просты с  р  .  Из то го , что = р, следует, что 
Y/ii)= V r( « i ) - p iYPattt) -  ̂  л г ;

( Y ? ^ ' Р ‘- х ,  ^ Ф х^ ж - р  х  Р ц ) я 2  , . .  .  ̂ ф хлж —p * X i* £ t ' ) я л

i  = 1 , 2 , . . .  Отсюда получим, что числа -Г,,удовлетворяют системе 
уравнений

JZ.il Р 1 JXitji — Ур 1Ж Р 4*)
Пусть х „ -  £  , где п , т. -  целые числа, { ” *./>} = 1. Из
первого уравнения ( *  ) находим х ж/ -  , представляем это
значение х 2i  во второе уравнение и т .д .  Из (к-ipго уравнения 
Евйдем . л /

_  n-fr*P р*+.х-н

Вели х Ж1

I ; . , т  • р  - J  т р  £/гг • • p*l . . ' f *  PTt'p
О , то иь К -го  уравнения ( ■* ) найдем х ж./ ( - -  .

Эго противоречит тому, что х к, ц £  Qp  .Таким образом, Х ц Ф О  
< = l ,Z . . .  . Так как x K{eQp ;  то O p Si*  должно делиться на
цело на pCj*ui  ̂ х * / , г , . . .  . Пусть х  -тякое натуральное
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число, что р *  >/,-л/,//if. Тогда из соотношения 
Ш„( < Р' -к-р ^ i ^  = < Р '

точно велико. Таким образом, система ( ^  ) неразрешима в кольце 
Qp . Следовательно, гомоморфизм ip нельзя, продолжить до эндо

морфизма группы £  (группы & ).
Заметим, что совершенно аналогично можно д оказать , что го

моморфизм Stp  нельзя продол ош> до эндоморфизма группы & 
(группы & ) ,г д е  OP S— произвольное натуральное число.

Л Е Ш  2 .3 .  IiycTb редуцированная группа & ~ А Ф & . где
А , В -  абелевы группы без кручения пакта I  типов <*■ и J3  
соответственно, PPJi . Если группа & квазисервантно инъективна, 
ТО (cL+Ji )Р? {°°, .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть выполнены условия- теоре
мы, но f p * J i )А ( ’**> Тогда существует такое простое
число р  , что р А  р А . р В р З  • Так как <PPJ3 , то, не 
нарушая общности д оказател ьства , можно считать, что либо Р. , 
либо c i . T s . j j -  несравнимые типы. Существуют такие элементы 
О Ра. . a-sA  , В , что Ар (a )  >Ap£f)=A^> Р а.) ,
А А̂1*-)- А ^ра)  Для всех  простых чисел рР  р̂  . Тогда ото

бражение pa * а. продолжается до гомоморфизма tf из 
< « * / > $ .  в А • Пусть <р индуцируется эндоморф изм;:^ группы 

£  . Так как В  -  вполне характеристическая подгруппа группы
£  , то yrf{J^ At е  В  • Пусть ура.р= a t  *  АЛ , где a tsA  . 
А у В . тогда уу/а . * -  tp>Pa * А)- а  , откуда
£t c - £Л , a t » Л . Следовательно, y p a j- а  *  £  к

Ар {у  fa  М* / л М 4 p f a J .  Последнее неравенство противоре
чит тому, что гомоморфизм у  не понижает высоты элементов.

Заметим, что воли р А + А , р В Р В  , то для любого натураль
ного числа SP о  можно подобреть элементы л  , <5 , €  из 
доказательства леммы 2 .3  т а к , что Ар PaJ> г - /$ & ;>  Г,
где S= р  *■*, Рр, p J - P  к Af  p a ji /£* f a )  для всех 

простых у_Рр ,  Тогда совершенно аналогично доказы вается, что 
ни гомоморфизм p f m S /  не продолжается до эндоморфизма ' 
группы £  .

ПРВДШЕННЕ 2 .3  следует из предложения 2 .1  и следующее
теоремы.

TJDPiMK 2 .1 . Пусть дана редугшговг.нкая группе £ = i 7
• се Я



( )• где -  прямая сумма (прямое произведение)
групп без изучения ранга I  типа «о f J2  -  множество различ- 
ньос типов групп без кручения ранга I .  Группа & к зази серван т- 
но инъектквна тогда и только то гда , когда выполнены условия:

L ) ранг &и конечен для каждого *te£2  ; 
i-i)  если *с ,j i£ S 2  , <*■ ^jS ,  то fvt +jajз  рх>, ...,•*** 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость условий теоре
мы следует из лемм 2 .1 - 2 . 3 .  Докажем достаточность. Пусть ука
занная в теореме группа & удовлетворяет условиям i ) , i i  ) ,  
Н а &• р е  Лот. {Л , S-J .  Докажем, что р  продолжается 
до эндоморфизма группы £  . Через обозначим каноническую
проекцию & на прямое слагаемое (прямой сомножитель) &и .
Для любого е  £■ , положим ^ J  ,  Зафиксируем тип
<А-0 е  £2  .  Пусть « . / < ? ,  а .е  Л  .  Бели р  -  такое простое

число, что р ^ „ р  ,  то согласно i i )  р& и = £  и  для 
любого oLe S2 , о . Поэтому

А ? 'А а и .)  = A *A pfopJ= .
Таким образом, для любого простого числа р , любого типа и.е£2 
и любого а. е Л  имеет место соотношение

4 ?  4  А *лГ А р А *))и ). А * * )
Пусть Н и — <3~и АЛ) И?* , << е£ 2  .  .Для любого элемента A s Ли.
существует такое целое число п. ,  что п  А еХ и  А Л ) , то 
есть  /ч £=  Ли для некоторого л е Л  .  Из (.* * ) получаем, что 
элемент АрАл))и делится на /г в группе .  Положим уи  /£ )*  
— n.ApAocj)u. .  Так как £  -  группа без кручения и р  -  гомо
морфизм, то нетрудно видеть, что отображение у *. ■■ Л и &и 
определено однозначно и является гомоморфизмом для каждого 
oL £ S2 . Согласно с ) ,  ранг &и конечен для каждого .

Следовательно, Н и  выделяется в  &и прямым слагаемым [ 4 , 
лемма 8 6 .8  , с . П 5 ]  и поэтому Уи продолжается до эндоморфизма 
iu  группы 6 и  • Пусть % -  эндоморфизм группы & ,

который на каждой группе А)и , £ 2  действует как .
Согласно определению £  индуцирует на Н  гомоморфизм р  .  
Теорема доказан а.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 .4  следует из предложения 2 .1  и следующей 
теоремы.

ТЕОРША 2 .2 .  Для редуцирозанвэй сепарабельной группы & 
без кручения следующие три условия а ) , / ) ,  с )  эквивалентны:

CL ) группа & квазисервантно инъективна;



4 )  ’ли группа & i/jeci н..яаое Л®В>  , где Л , В  
ига I типов и. к j i  , J!  so (и + ji) Э f

сол:: группу & имеет прямое слагаемое A t ранга I  типа сС i  
то £  = G^&£^ , где v lj-  £  -  вполне разложи-ая
однородная типа группа конечного ранга, а группа ^  не 
имеет прямых слагаемых ранга X типа ;

с )  £  -  вполне разложимая группа, £  = » где £2  -
:« . :сстео различных типов групп без кручения ранга I ,  £л - 

.г.елле разложимая однородная группа типа Ф- , к выполнены усло- 
LL) предложения ^ .3 .

Доказан импликацию ( л )  ш̂~=$  ( 4 ) .
Лервая часть условия 4  ) следует из лемм 2 . 1 ,  2 .3 .  Допус-

т: , что существует такой тип « с ,  что £ -A t ®3t , 5 *  =At® В±
Вс =Al ®  Я, . /  , = 1 ,2 , ------- где Ас -  группа ранга

I  типа ~  . Погожи • Груг.ла А  является объеди
нением возрастающей последовательности прямых слагаемых группы 

£  , поэтом-; A S £  . Из доказательства леммы 2 .2  следует,
что существует такая, подгруппа Н<*А и гомоморфизм 
f  At) , что у  не продолжается до эндоморфизма

группы А  - Так как A i  -  прямое слагаемое группы £  , то
нетрудно ви деть, что у  не продолжается до эндоморфизма группы 

£  . Это противоречит условию а-).
Докажем импликацию ( ъ*> = 7  ( С ) .  Пусть £2  -  множество

различных типов прямых слагаемых ранга I  группы £  . Пусть ^  , 
j> <?£2, «а Фj3 . Тогда £=А®£,. = Б ® £ г , где А ,  В
группы ранга I  типое и /  . Так как <<-ФJ* , то допустим,
что либо />•*■ , либо & JS -  несравнимые типы. Тогда нетруд- , 
но видеть, что Ь -  £t 11 постону Gt =B®Gs .  Следовательно,
£  - А  £.  .  Из условия ■€) следует, что + /) з
3 f°<r, —% . ~  ...) (■ "**)_  для любых различных типов u .,/e S l . 

Пусть -л е£2  и 6= ф =&£ в? G* , где £ * ,
вполне разложимые однородные группы типа ^  , а группы и

5^  не имеют прямых слагаемых: ранга X типа ~  Используя 
( *  * ■* ) ,  нетрудно получить, что >
то есть_ SJ -  ££  = <£ , ж ££. я ^  ■
Таким образом, группы £+ из условия 4 )  определены для каждого 
т :пд Ф- однозначно для данной группы £  .  Нетрудно видеть, 
ч.-о £  .порож дается группами , -ааг з 2 .  Каждая группа

—на. Из (■ * *• * )  сл еду ет , что чнонество £2  счетн о. Таким об-
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разом, (г -  счетная сепарабельная группа. Из [ 7  , с .  1 6 5 ]  сле
д ует , что группа G вполне разложима. Оставшаяся часть условия 
С ) следует теперь непосредственно из вполне разложимости груп
пы G> и у с л о в и я / ) .

Импликация ( с )  (а.) следует из теоремы 2 .1 .  Теорема
доказана.

Докажем ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 .5 .  Согласно предложению 2 .1 ,  можно 
огран»читься случаем редуцированной группы А  .  Достаточность 
очевидна. Докажем необходимость. Пусть группа А  квазиссрвантно 
инъективна, но группа G не является квазисс-рзантло инъектигной. 
Тогда из условия А) теоремы 2 .2  (из предложения 2 .3 )  и из заме
чаний в конце доказательств лемм 2 . 2 ,  2 .3  следует, что сущест
вует такой гомоморфизм f  из некоторой сервантной годгруьпы И  
группы G> в пруппу (г , что ни f  , ни не продолжается
до эндоморфизма группы £  .  Пусть Н *  < Н  . Так как 
A  то_гомоморфизм n tf  продолжается до гомоморфизма

. Пусть г  -  эндоморфизм группы А , индуцирую
щий у  на А  • Так как ($ } )£  £  ,. то
гомоморфизм « ! £  индуцирует эндоморфизм группы £  , который ;ia 
А  действует как « У  .  Получим противоречие. Следовательно, 

группа С является квазисервантно инъективной.
Если группа £  сепарабельная, то она удовлетворяет условию 

с )  теоремы 2 .2 .  Тогда,согласно [Ъ , теорема 3 ]  , G =  А  , 
и в этом случае предложение доказано.

Если & р азлагается  в прямое произведение г^упп ранга X , 
то ока удовлетворяет условиям L), LL) предложения 2 .3 .
Так как число п- имеот конечное число простых делителей, со гл а с
но U  ) получим, что почти для всех  *ceS2  , за  исключением 
Сыть может конечного числа, п.£*.~ . Поэтому ,
где Gt -  прямая сумма всех  групп £*., е  3 2  , для которых

< а £г  -  прямое произведение всех стальных групп 
£л  .  Согласно сделанному замечанию и устовию L), -  груп

па конечного ранга. Так как £ з  п-А ? n f i  , то £,&£л 3  
п.А 3  я / ( Ф  £г .  Следовательно, л  А - Л , ®  для некоторой
группы А  .  Так как /л £ )о £ г =  О , то непосредственно проверя
е т с я , что проекция $f, группы /гА на A t действует на п£^  
как изоморфизм. Аналогично проекция ггуппы £  на £ , дей
ству ет на группе А, как изоморфизм. Так как а <*ч  з  £ t , то 
получаем, что Gl 3SJLCA-i fn  &t)  , где 5Г. (At) s  A t ,
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/я. 6t) ~ n.Gt & .  Из последних соотношений яоно,ооглаоно
[  8, Toopei a 2Л  ] , чтп <fit £  f A t ) для некоторого нату

рального кф О- ;  Группа fit удовлетворяет условию и с )  
тооремй 2 .2  и fix? 3  jcfft , поэтому [5 , теорема 3 J  
fit 3 A t , Таким образом, п-А^А 

следовательно, А  з  &  .

Предложение доказано.
Замечание. Редуцированная квазисервактно инъективная вполне 
разложимая абелева группа fi без кручения обладает двумя
интересными свойствами;

1) для любе» абелевой группы А  из т о го , что А з  и
f i 3 j 4 f , где fi S  f i^3 nf i ) Л  З А i 3 х А  , к,  м  -  ненулевые

целые числа, следует A 3 f i  .
2 ) для любой вполне разложимой абелевой группы А  из то го , 

что А =  fit и fi^ A t  , где At u fit -  подгруппы групп А  и fi 
со ответствен н о , следует А 3  fi ,

Д оказательства свой ств I  и 2 следует непосредственно из 
предложения 2 .  А [  3 , теорема 3 J  и [ 9 ,  теорема I ]  .
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СЕРВАНТНО КОРРЕКТНЫЕ И РЕГУЛЯРНО КОРРЕКТНЫЕ 
ВПОЛНЕ РАЗЛОЕИШ АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ БЕЗ 

КРУЧЕНИЯ

^.Б.Д обрусмн, А . З . Иванов

.1

Введенк - и основные обозначения
Согласно [ l ]  абелевы группы А  и Ь  называются сервантно 

эквивалентными (регулярно эквивалентным/), если каждая нз них 
изоморфна сервантной (регулярной) подгруппе другой. В [ 2 ]  ут
верж дается, что серзантная эквивалентность любых вполне раз- 
лонимых абелевых групп А и 6  влечет их изоморфизм. Однако ето 
утверждение не верно для случая, когда А и 3 -  группы бее 
кручения [ I .  с.7Ь ],[3].

3  данной работе изучается вопрос о том, в каких случаях 
из сервантной (регулярной) эквивалентности двух вполне разло
жимых абелевых групп без кручения следует их изоморфизм. Более
точно.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ I .  Пусть "IL -  произвольный класс абелевых 
групп и A ^ U  . Назовем г р у п п у ^  сервантно (регулярно) кор
ректной в классе , если для любой сервантная (ре
гулярная) эквивалентность групп А  и зв л еч ет их изоморфизм.

Пусть А  -  класс всех вполне разложимых абелевых групп без 
кручения. •

В работе изучается строение и свойства сервантно (регу- 
~ярно) корректных групп в классе а .

В § I  (теоремы 1 ,2 )  устанавливается связь между свойст
вом группы Л 6- А  быть сервантно (регулярно) корректной в А  и 
гзойствами типов групп ранга I  быть -  сервантными (регуляр
ными) (определение 2 ) .
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В § 2 изучается зависимость овряактной (регулярной) кор
ректности группы Л  ь Л  от структуры множества Т(А) типов 
прямых слагаемых' ранга I группы Л  , от наличия и ,  цепей типов 
и X. цепей характеристик лад Т(Л) (определения 3 ,6 ) .  На осно
вании результатов этого параграфа (лемма 8 , следствие 2 , замеча
ние 4) можно сделать вывод, что строение сервантно корректных • 
групп в ёС  в общем случае не может быть описано, если следовать 
изложеному в работе подходу, на языке типов абелевых групп 'без 
кручения ранга X и рангов типов (то есть на языке инвариантов 
этого класса групп). Строение этих групп, по-видимому, (лемма 8, 
замечание 4) можно описать, используя язык характеристик элемен
тов групп без кручения.

В § 3 списывается строение регулярно (сервантно) коррект
ных групп ъ Л  .  Теорема 3 во многих случаях позволяет описать 
строение регулярно корректных групп ь Л  , так как все требова- , 
ния этой теоремы, кроме, условия i X )г  ,  формулируются на нэыке 
инвариантов групп из класса « 6  . При дополнительных условия.: 
на группу J L  доказывается (теоремы 4 ,5 ) ,  что группа А  регу
лярно корректна в А  тогда и только тогда, когда она сервантно 
корректна найдены необходимые и достаточные условия для
сервантной корректности таких групп Л  ъ аС . Есть примеры 
групп, являюцихся сервантно корректными в <£ , но не являющихся 
регулярно корректными в Л- (пример из замечания 4 ) .  Основные ре
зультаты данной работы получены авторами независимо друг от 
друга.

Авторы выражают благодарность А.П.Мишиной и И.X.Беккеру 
за  руководство и постоянное внимание к данной работе.

Основные обозначения и терминология работы стандартны и 
взяты из [ b j  . Обозначим через Л  множество всех различных ти
пе в абелевых групп без кручения ранга I .  Всюду дальше для 
подразумевается, что зафиксировано разложение А. = 22 А 

. * f * riA) *
группы А в прямую сумму групп л ранга I  типа j> . Таким об
разом, Т(А)~ множество типов всех прямых слагаемых ранга I  фик
сированного разложения группы А  . Пус-ь J i , f i e 'T'(A\ тот факт, 
что тиш? групп лА^ и Л пазлы, договоримся обозначать

Очевидно, что возможна ситуация • но J * i ~  • 10
есть и -  различные прямые слагаемые с равными типами.
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Если тип ^ е Т (А )р а ъ в и  т и п у ./ « Л  , то_ условимся п и с а т ь . 
Если А ' ^ Л  , A '--  A.j. , где Т  '& T ( J )  то полагаем

Т ( Л ' ) = Т ’ . Через Л- (Л)оОозначш множество всех различных
типов прямых слагаемых ранга I  группы Л  . Для группы А  (-А ,  
типов л е Ц ( А ) н  Л  пологим

/*°= Z> 4а , M jb -Z eA * , .
Через г ( А )  обозначим ранг группы J k  . Если /4«оС. , j l t T ( A ) ,  
■ U tS L (A )  и J> =  j L , то полагаем Z„ (°Ч)-= £ д )  =- г  ( А ш 1

Для А  & А  , Л  полагаем г , ,  (/"l = г  (ЛА%  e c m j r e S l f o ) ,  
и lA { f ) =  О , если / - ф Л - ( - А ) .  Если £> является сервантной 
(регулярной) подгруппой группы А  , то пишем A  
Пусть а-элем ен т группы А  е  А  , тогда через обоэнача-.
ется серэантная подгруппа, порожденная элементом а ,  в группе/. 
Если / t i l  , то через О,^ обозначим абелеву группу без круче
ния ранга I  типа «б а; ^ -м о щ н о сть  континуума. Некоторые этапы 
нескольких доказательств изложены не очень подробно, так как 
исчерпывающее их изложение сделало бы работу еще более громозд
кой.

§ I .  Сервантыо (регулярно) корректные 
группы и ТТ[ -  сервантные (регулярные) типы

ОПРЕДЕЛЕНИЕМ. Пусть А 6 Л ,  *)7( -  кардинальное число.
Тип осе. J7 .  Судом называть Щ А -  сервантным ( '"Ща -  регулярным), 
если группа£ ) & A * [ jl)  изоморфна сервантной (регулярной)
подгруппе группы А (л) .

Следующая теорема сводит вопрос о том, когда группа являет
ся сервалтно (регулярно) корректной в классе Л. , к вопросу о 
том, какие типы являются "Ща -  сервантными ( "Щл  -  регулярны
ми).

ТЕОРЕМА I .  Группа А  е  Л  сервантно корректна (регулярно 
корректна) в А  тогда и только тогда, когда выполнено условие:

( X ) если тип o/ eJT . является “̂ -сер ван тн ы м  ( ~
регулярным), то г л ( и )  > Щ .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть условие ( *• ) не вы
полнено. Тогда для некоторого T1JA -сервантного ( -  регу-



, ю  группы Л  & и А  серзантяо (регулярно) эк
вивалентны, но не изоморфны. Если 1ЛМ > 0 ,  то группы Л  и
b - Z ® A <Jl) оервантно

Сбратно, пусть условно (■><-) выполнено, и пусть А  , £> € ■ 
сервантно (регулярно) эквивалентны, у : А — * f i  н у  '■ Ь А  
-  сервантные (регулярные) вложения. Предположим, что для некото
рого и ш а - :  с  J l  имеет место гА (л) > г& (■*). Пусть 5 Г : & —* £ ,  (* °  
-проекция. Тогда (STif) Ja  *** отображает Л  ,  а так
как ъА (и.) > ,  то ТГу IА си> имеет ненулевое ядро. Пусть

Кел.(УГу/А^). Так как </(х . ;  <= £  ("-О и гяу(х.)=о, 
то Отсюда у(<-зс.+ > )-  &*(*). Поскольку <f(А*(■*))•=
*£>*(*) . Т О  Аг*(*-) ® < х  >£ ) s  3 *  (*l) ■.
Кроме того, у  ( & * (и ) )  ^  А *  (•*■) , откуда

y < f(A * (u .)  & < Х > $ )  &  А * ( л ) .
При этом ^  ?>А *(л)'Ъ  , а так как -сервантноо
вложение (регулярное вложение), то в (X ) левая часть содераит- 
зя в право.", в качестве серванткой (регулярной) подгруппы. Так 
как x * A * t  то <3£>* s  Q*. Следовательно, тип <*с является

1А-оервантньш ( 1 А -регулярным). Поэтому и .  является 
п-А -  серв;лтным ( л *  -регулярным) при любом натуральном /г. . 

Поэтому в силу условия ( * )  имеем ЪА (4 ) >*/с0 . Из т о го , что 
■гА (oi) *■ /\f„, получаем “I  (К ** . (Л</1 А ы ‘) ) “  Так как

24т. (31 i f  j j f  *“)& !&  группа без кручения, то Л с > HeA.(£>Ctf!А “(Х 
Поэтому так как сервантная подгруппа однородной вполне разлоги
кой группы сама является однородной вполне разложимой группой, 
то Htn (ULlfjÂ J- вполне разложимая группа типа U. , откуда

я Й о Т  ( * * 1 *  ©  А* М )  .

причем так как A W  f  7Cif jA <М)  ©  * < Ч К с/4 и /  -  сер -

вантноо (регулярное) вложение, то у ( Н е л (  Ji< f/A ,<J)  (ВА  *м)~  сер

вантная (регулярная) подгруппа в & * М . Поскольку у  (£>*?<*))& 

^А "(°с) , то Y Y  -  сервантное (регулярное) вложение

fee.г. (ZZif IА '°°J © A *U) — A'*1® fi- (j.) в А*(*с) .
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Это означает, что тип Л  является ( ZA —  сорванным
(регулярный), что противоречит условию ( # ) .  Итак, /l A (n t)> 'i&(*) 
невозможно. Если /г.А (л)^ -  то, как и выше, получим, что
b * U )  c> Q j,  ©  Ь * ( л )  , где О  обозначает "изоморфно сервантной 
(регулярной) подгруппе". Отсюда

А% О  Ф Qj. < с  £>*{jl)€ )Q jl ^  £ * U )  < * A * U ) .
Поэтому тип и .  является 1А -сервантным (регулярным), откуда из 
условия ( * - )  z AU )  * Л ! 0 , значит, -га ( л )  > и, как и выше, 
получаем, что & * ( л )  О* &  ( л )  . Поэтому

А * ( л )  О  £  “T o t ) ' O S W « > ^  (об) -
Это означает, что тип «С является ( ' г л ( л ) ) А -сервантным (ре
гулярным), а это противоречит условию ( * ) .

Таким обраэог %А ( л ) ш z.& (u )при.всех Отсюда
Л  = Ь .  Теорема до .азана.

EMMA I .  Пусть абелевы группы А  , £ > ,  С  таковы, что 
А ~8>ФС, Ап Ь = 0 . Тогда А  изоморфна подгруппе группы С  .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нетрудно видеть, что группа 
А изоморфна своей проекции на группу С .

ЛЕММА 2 . Пус.ь 7T [> < A io  и является Щ *  -
сервантным (регулярным). Тогда существует сервантное (регулярное)
вложение

* A * U )  и

Ф  А о  . г д е  < f ( Q l ) ~ A '
</•' Z * Q 1  о А * М -

разложение А * (л) ■= Л 9 Л

и А  -группы конечного ранга. м —
Д о к а з а т е л ь .  с т в о .  Пусть A (л) *> 22* А̂ы.).,

А * (л )  SA '(u.). Пусть A % ) = Z * A jгде
‘Щ

*  разложение
в прямую сумму групп ранга I .  Обозначим через { Q 2  / 1£ 1 }  
множество всех прямых слагаемых ранга I  группы 2 2  Ф ,
ясео, что l l l * ' 7 t 1  . Для любой группы <9* ^найдется такое
конечное множество 5  , что Q 2  £  Г ? ф  A j . • Пусть

-  максимальное относительно включения ̂ Ж ж ество, элемен
тами которого являются попарно непересекаюциеся множества </± . 
Тогда I i f  1 * 7 7 2  . Действительно, если /З-/* "Щ , то А * ( л )  =

/ Я / * # ,

22 ° Агде А , -
М ,Ъ < з г

Так как

то Ш < 4 -
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- " l 17 «4 e J
Отсюда непосредственно следует утверждение лечиы.

ТЕОРЕМА 2 .  Пусть 7\ -  мощность множества типов
таких, что г А (ji) «- jV«, и пусть "Щ 'Ч, П\ *  lVD. Тогда 
следующие условия эквивалентны: °

1 . U. является "fTj\ -сервантны в.
2 .  X является ТГ[Л -регулярный.
3 . Существует разложение

причем при в сех  L имеет место X =  /Л х^ .
Д о к а з а т е л ь с т в  о. ( I )  ===> ("2) очевидно.

( 2 )  = = Ф  (31 Пусть тип J .  является "ГГ̂а -регулярным. Тогда в 
силу леммы 2 сущ ествует регулярное вложение

( / )  *  t^o / .  Т огда, очевидно, / Х х | ^ * ^ 1  , откуда Д 2 | ^ .
Пусть /4‘  =•/},• ©  /4  ̂ , где A l -сумма тех  групп ранге I ,  в
которых t f ( Q l )  имеет ненулевую компоненту. Очевидно, что 
разложение
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( 3 )  = ^ > ( 1 ) .  В условиях п .З  имеем

A*U) -Z ®  L®ALe>A0.
Ч  Л-'о

О стается зам ети ть, что изоморфна сервантной подгруппе 
группы /41 .  Теорема доказан а.

СЛЕДСТВИЕ I .  Если >№ , справедливо утвервдение
теоремы 2 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно зам етить, что
I f i .  | =  , е -к у д а  "Щ > 71 , и “ТЦ > Л / 0 .

§ 2 .  Сервантно (регулярно) корректные 
группы и цепи типоз и характеристик

Зафиксируем группу A *  3L , А *= О .Н а  протяжении всей 
работы 1Л=  { счетное семейство непустых конеч
ных множеств / 1 £ ,0 элементами которых является непустые конеч
ные подмножества множества Т (А ).  Для любого 1 = 1, 2 , . . .  по
ложим Л '  * Очевидко, ЧТО n L&Т(А),
Положим J 4 1 =  U М 1 . Очевидно , М Г  £  Т  (А) .

1 '  ■
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 . Пусть рассматриваемое семейство /Ч такого,

что/*1 j  -  одноэлементное множество к«У €-С 1  такой тип, что

, ,ь  для любого у З е Л Т  .  Задано отображение

Mi- Пару ( Л  ,  /  ) назовем ,6  цепью над Т М ) .
если выподняю тея^слояря:

о ) /  ДДП любого _у! « Л  I  ;

В)  / ( / $ / * •  / I t v - B  ,  л

с  ) f i 4 3 r( f i )  для любого ^  . где

^ . ( / ) = / г / г е  / / у ) ,  г *  $ / ( / ) } ■  
ЗАМЕЧАНИЕ I .  Из т о г о , что U. i  , /  ^  ы. д л п / к Я Г  

и из условий я ) ,  а )  сл ед у ет , ч т о ^ у / '  для любого 
Из в )  сл ед у ет , что Л К ^ С Л ^ У у » ) ,  если t - / ,  с-,/ -  *1,2,...

о) . Учитывая определение и условие а) , заклю
чаем, что любой тип из Л К  больые либо равен некоторому типу

JHfi

П ‘ если V' . Поэтому л .г  Л1 ;<г ^ об 
? ■ 'т ч л ' г < л 1
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ЗАМЕЧАНИЕ 2 . Для всякого непустого конечного подмно
жества Л  / I I  множество Ф> *  { f  !/ *  для любого
f  * S ]  Ф & . Действительно, пусть j S t *  5  , есл и

то 5  *  С  . Нели S  , то j i  е 3 7 в , ) д л я  некоторогоjS .,^ 5 ,
В сал у_с) • Очевидно, что Ф( f , ,)  «■З / ^ ) .  Если
J>i^ S  , то £ ф р .  Если S  , то / j  6  .
В силу с )  А > Г * )ч ,/Л* / л  . . .  Так как .£  -  конечное мно
ж ество, то на некотором саге  мы долины получить / к *  5̂  .
Таким образом, S *■ <р .  Пусть Т *  S ' 5 .  Тогда нетрудно видеть, 
что Т е ^ д '  для некоторого f , t S  , яя определения аЧ^)и а ) сле
д ует , что Т ь А .  Откуда, так как S s - S ,  следует, ч т о л т ^ / ijr.

■' Те S  те s

ЗАМЕЧАНИЕ 3 . Пусть (Н ,{)~  Л. цепь над Т ( А) и пусть 
нЭ'=уУ,в£/ 11> /Л'^.Пол-ким ЫХ-{Ы ,]  Л/* , /V̂  =

* Пусть » /* * * »  
/■ « Л Т  , (/  -  ограничение /  на 0' /^ (очеви дн о, что UN*SI11). 
* тем* 7 >*« /■’

Тогда нетрудно проверить, что ( ^  ) есть j'" цепь над
Обозначим эту цепь через Л  (!/\/*).
Пусть 4 ^  ^  , A ^ Z ^ A f .  , (А », / ) -  -д цепь над Т ( А ) .

Для любого Л 1 зафиксируем элемент а /  ,  для любого Л11 
зафиксируем элемент <*■* и для дюбо2 пары ( т ,^ .)  , где 
т* f(fe )  , зафиксируем элемент так, что О Ф а ' е А ^ ,

о  ¥• a j  * А п  причем элемент а  *  может равняться О 
лиаь тогда, когда J> т  . Положим и для

любого j> tM I  положим Группа /А0 -
группа ранга I тина «о* .  Так как ^  f  f ( f i )  ДДя любого

*  А1Г (с ), определение 3 ], то согласно выбору элеыентов а  ■*, 
а /  , к условию а )  определения 3, очевидно, что Л ^  -  

группа ранга I типа J> . п п
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Группу А (П )= A . + £LnAj> наэозем^груп- 

пой J. цепи ( М , / )  над Г( А) , если грунт А ?  я ,
J>* И Г  определены так, как сказано выие. Очевидно, что груп

па А(М)зависит от выбора элементов О.0 , и *  , Л *г .
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. «I цепь ( А / ,/ )  над 7 / ^/называется 

цепью над Т(А) , если выполняются условия:
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cL) и л . р , i = -
е )  воли ' f i + H l , f (p b n 4 ( r ) - t  ’>

f )  М'лМ* =  ^  , ооли C ^ y .
Структуру цепи (Л7, /  ) нал Т (  А) можно представить следую
щим образом:

где кружками осозкаченц типи -  элементы множеств А1 ‘ , стрелки 
показывают действие отображения £  , пересечение всех типов, 
стоящих в каждой строке равно типу оС .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6 .  Пусть ( П , f  ) -  Р^. цепь над Т ( А ) и
- некоторая характеристика. Пусть для каждого А е /1Г 

выбрана некоторая характеристика f> и пусть отображение
Х ; Л 7 Г - » Х I  таково, что Х-(у) = X *  . Тройка ( Р 7, Д  X  )

называется X »  цепью характеристик, если выполнены условия
1 . X .  = fi , <..* -

2 . для любого &(■ П I , Х а -  A 7 V *  •

ЛЕММА 3 . Пусть /4^ ^ Э / А ^ и  пусть AW® A  ( 4 я

»A w<bA(«0 для любого х  < -li(A ) . Тогда А  з> Q  =  2 .  ®  й
•<«п  (А)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно доказать, что для 
любого конечного множества типов (о с , , J.L , . . . ,  _/ е  J 2  (А)
имеет место соотношение А г> jy & Ё> • ,Последиее сротноше-

ние оледуот из то го , что

А - Z ®AW-  ® А '"-... -Z
.  c=-f 

ЛЕММА 4 . Пусть A*/, fiX o if, /4 и & сорвантно (регу
лярно) эквивалентны. Тогда для любого типа такого, что
г &(ыщ)>7Ау .у  существует «^цопь ( A ? , f  ) над Т ( А ) .  При
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этой оущеотвует такая группа А(п) цепи (AJ./). ЧТО
А(/Ч)=А" ® £®А» , А з>А(М) (А /»/4('л)).

jU rtX г  1 0  /
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем под записью X *> У  

понимать, что У являетоя сервантноЯ (регулярной) пгдгруг.поМ 
в X  . Пуст ь А —JO^Afi . Представим Т(Л)ь виде T(A)aT(Ai)L/T(Al')i 
где Т ( А  i )  Г\Т(А$ = 0  , причем группы A t= £ s > A ^  и

A*=y2l®A^ таковы, что А  =  А  ^ А г , АЛ2А , Аг ,=

А ),* • Такое разбиение Т(А)все г д а  возможно. Согласно 
условию леммы', существуют такие группы Д г А 3 А и 6  3  fi , 
что A t  “С> 6 * > А  .  Положим Т, - { / / ^*Т(А1) , 2а(/)<У„ ,АуА=о}\ 
Тг =\}1^Т(А>) , гп , (/ ) ,/А/.}. Определим такое отображение у  из 
множества Т - Т ,  и и Т (/ .л)во  множество непустых конечных под- 
мноьеотв^множества Т  и для каждого у  е  Т  , определим такую 
группу , что выполняются условия:

1 ) уоловия а ) ,  с )  определения 3 с  заменой Л Т  на Т  и

2) a j  группа
‘ ТГ/>'

имеет тип fiД.» /V
5) X  > L  •  А

е « т , А > Л2 <>

Если А 2= О , то Тг = Т(АУ?ж  Т - Т ,  . Пусть А г * 0  . 
Определим у  на (7^ o' 7*(Aa ) ) * 0 .  Нетрудно видеть, что Т(АЛ) 
можно представить в виде следующего объединения попарно непере- 
секающихся счетных подмножеств Ту : Т(А^=^ХТу t где Ту=

“ i/i 1/1 M ..J  . Для любого / *  Тз. положим <f(/)m{/i]t
4 ( f i ) = l f i ) ,  r i +Л w  jrt 6 Ty, i .  и. .
Для любого А*Т' г1/Т(Аг) положим А^= Аг , где (?}*</(/), 
Аг -  прямое слагаемое из фиксированного разложения группы 
А| , тип Аг равен Т «=■ А (оогдаснс определению /('у*) ). 
Нетрудно видеть, что определенные таким образом отображение У 
на мноз̂ отве Тг V T(At ) ■ группы ^ « Т2 и 7у/Дудовлет-
воряют уоловиям I —3 ,

Определим if на Т 1 , Задача согласования определений у



на Т2 1/Т/ЛЛи на Т i  не возникает,так как Ъ п ( Т г и Т Щ )-Ф .  
Представим 7  ̂ в виде следующего объединения непересекащихся 
подмножеств: 7̂  =  7^ f Т^ = Т± п Т  ( А ^ )  • Достаточно
определить if на каждом'̂  Ти ф ф . Пусть оС*Л(Ах) , ■*= <р.
Тогда ?А̂  (*) = п< rVaсогласно определению Т'х . Пусть =
= ® Д >; . 7^ =  //* fie. Считаем, что зафик
сировано раэлоаение группы А з прямую сумму групп ранга I . Так 
как А х~ А , то «!е-Я (^ ), Тд (и.) = г (А 1л>)~п  . Так как А ^А , 
то A1(<-t)=(A<x>® А 1 (А)) е> Д’ С”0. Используя последнее ̂ соотнесение 
и лемму I ,  легко показать, что f , где С = © /4 .. ©

Очевидно, о С  , Поэтому в силу £4- , леыш 86.7 , 86.7,
C.II5], группу Д <л) монно записать в виде 2 W ®C*JI

где (Г -однородная вполне разломим группа ранга £ типа «г, 
£  С ы> . Так как С ы> С< С £■ £  Ф А^® A'fa), то нетрудно

доказать, что С <°с> представима в виде С 22® Сj -  , где
i ( C j - ) -1 , ^  й Следовательно, C j —

=  гда aJ ^ 6 Az, ■
Мнохество I , * 0  для у  -  .

Действительно, если fj. = t  , w Cj = < a.^>^ , то есть
Cj £ л X ; это противоречит тому, что ^  ‘  5  Т( .
Положим Так как >4̂ /1 Д« -»,д,
то 4 ^(aP-TY^W }7*13 * ',' 2- ^  /Поэтому, если т е
€ 4; <f(fy) . то~>дк ДаК А ^ о А  , А г £■ А., , /)
получаем Ar 'i %*(<*■)$ О . Откуда, так как г (А т)= 1 , следует, 
что A fc) = Л 1'-*' © А * ф = ^ 5 “° ©  с  ©  A —

> т  =Х%>‘Л} ©  -С, а>Ад. ® А  Y « 0  » г д е Х ®
= + а '~ £ . CLjy >*< где элементы <г£ , a. -V те ке, чуо в̂ запи
си группы " С } ,  Из последнего равенства получаем fZ!<»A.) =

Следовательно, A\ji, -  подгруппа ранга I типа «! в группе А . 
Цнокество Ч(А&)*= ф для_ еТ ^ , . Действительно, если 
'f(fs)- У  , то >* — Aj,J’ Л , это противоречит тому, что

^а.£ ^  • Очевидно, что _Д; = °сб / К Г  ̂ Заметим, что 
</VV7 л //‘ > h ’- - - ’ согласно выбору грум <£■ , отсюда не
трудно проверить выполнение условия I . __

Для каадого f t  7̂  , ,ме-/1(Ах) группы определены
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т а к , что А ( ф  -  (и ,)-3) ф ./ Ф Ar * A  (*с) .  в оилу леи-
кы 3,  нетрудно ей д е т ь , что =£*>4 С А . Таким

r*\ г  г*гл,Ьа(А.) ~
образом, определено отображение if и определены группы А ^  , 
рь{Т,иТги7(А$)?ъх, что выполнены условия 1 , 2 , 3 .  Докажем 
непосредственно утверждение леммы. Пусть U J.
Тогда -J., <- П.(& ), у ?ЛЫ  ̂ Так как A±i>£) , то

* К М ) о  Ь Ы )  .  Из последнего соотношения, леммы I  и то
г о , что > 2 (А  ̂ с л е д у е т ,  что &M n A * U t)* 0  • Пусть

(Е>М П А* (и,))  Э > £ в f г(&,)’ 1 .  Так как At ч> &<“»> &е , то 
-  подгруппа ранга I  типа группы А ± .  Так как 

A* U ,)  С> .  ТО & = * £  . где о *  £  Ам, А * Ж ' м ) .

Тип группы &0 равен <Д.в =  Л  ^St , pi > 4 0 . Положим /Л 4 —
= { ■ £ < ■ / & r P .  ..........* j  * Еслк
т о .т а к  как А±С>Ь, / .  > и 0 . получаем л  £  Y * 0  =*= °  • Поэто- 
юг £ „  ©  &  7 * 0 -Д ,®  где а ‘ ; > *  , -  те  ке

а  А 4/ !1
элементы, что и в записи группы О в . Из последнего соотношения 
следует Д 0 г  .  Поэтому /Ч* ** ф .  тип группы 7\0 равен 

^  .  Положим / 7 i= / / 4 ‘j ,  так как f t i &T=T1 vTi L/ Т{Аг)
То"*ПОЛОЖИМ { Ч(рА1Р*=№1] ,  1 ~ Ъ * у  , пусть
Пусть {  -  ограничение if иа M l = 0 ‘ 1Лк-Т~ В силу условий 
1 , 2 , 3 ,  нетрудно ви деть, что / И ,У )  -  д*« , попь над 7~/А) 
Очевидно также, что если положить Л " »  4 , / £ - ' А ^ д л я  p t f t l ,  
то группа А С * -4/Д' удовлетворяет определения 4 .  Так как

( f 'l f f )-  «£„ цепь^иад Т (A)t ю / > ^ „  для А й IA.I, Следователь
но, так как / 7 /  S - T  , то по услозио 3 A * ( U . ) 0  2 Г  ®  Л  *  ,
.  ^  V  ^  Т  „  ф *М 1лТ х ^

- Я © в %о ©а 2 **> А»®2 ®Я> ф£ • А . — X  ■® £*%л.

А *>А(П), А (П) - Л." ® А? .
Д £ Ш  5 . Пусть А  *  ; £  ж (ft .f j  -  такая «к- цепь нь*,

7 Y A ) ,  что сущ ествует А(ГЛ)- группа «д кепи (АЛ,()е-л свой -
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А л > А ( М ) в ‘£ ® А ^ ф А " .  Тогда ^  =  Л ТГ
J*‘ MI Г с Л !'1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Индукция по и. -  номеру 
мнохестза Л? *  . Для п ~ i  утверждение .вытекает из определения 
3 . Пусть для любого и любой <*. цепи (Л ,/ 9н ад Т~(Л), 
удовлетворяющей условию леммы, имеем ц =  л^С для некоторого

натурального >Ъ . Рассмотрим J. цепь (М,/) над Т(А), которая 
удовлетворяет условию лешш. Тогда имеем группу А(М)=Аа Ф

.__. ,М . , ч . М _  А Д ДП Л Т А
* & ?  А А . ^  ^ Л ( л ) ,  где V ' *  ; 4 ^ >-
Введем обозначения

S K -  / />//е / Ч Г *.М  Л  ( к ) ,  а * * о ) ,  Rk={a Ia ( ^  ЧЛ

£  ц - д 7* v  R к и МСк] 0 , п о =  0 .
Все определецные выае инохества, кроме A 1(x)t конечные, эле
менты а - 4 -  это элементы из записи групп <4jJ . Пусть А1£Ч)0*> 0 ,  
где /ъ -  то число, для которого сделано индуктивное предположе- 
ние. Зафиксируем ^ 4е  АЛ1п.]п. Так как <х*=0  , то из определе
ния 4 следует , что ^  ^  .  Пусть ,  / о  = j i  .

Рассмотрим H(fty))- А» цепь кад г г  А ) , определенную в заиеча- 
нии 3 . Пусть A) ( { ( f i ) ) ” (A ji. </>), =  t

WJ. Пользуясь тем , что J  — A) I ,  ПОЛОЖИМ А^А= 
для любого Т и А /.Т  . Положим /Зу* =  /4Г =  < £  а 1^».

Л  Г  у  и, Р Xtf(f)
Очевидно, что группа A(A )̂ = A /e Z 0A /  является группой jse

°  г«
цепи ( Л̂4 , </̂  ) над Т (А ). Группа ИГД/ J -  прямое слагаемое
группы -4Г/Ч), поэтому Таким образом, цепь

^  ) удовлетворяет условию данной леммы. Согласно индук
тивному предположению, имеем _̂  =  А»= : / , Г Л* Так 14315 уЗ fe
еМСп-Л  s  А) I  , то где , поэто

му (замечание 3 ) ,  +  ̂ пркчви j.(p)=(i(j)*n-i)>,a+l.
Поэтому, используя то, что s  =  /1 Г  и замечаниеЛ, получаем

^  T*/v~
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n p  = Л г  >, /\ Г >/ Г\ V
£ * П М 0Г* р * П [ п ] 0 Г а /Ч ^ . /в /Ч Г л Э .  ге р 1 л' 1
Откуда, так кан. [п*  следует, что

^  Л
А * 1

0DЛ >
n + / е

Докажем, что для любого натурального /с существует под
группа ранга I  типа «с в группе /А такая, что , 3 *  —

элементы сг^ н е  обязательно все  отличкы от с? . В качестве груп
пы B>t берем rpynnv'

< Z  а о > *  =  <  2 7  > *  .. =■ ё А/1 Ji + St о
Пусть для натурального существует группа £> *с указанными

свойствами _  ~ А * М -  <. У а *  > ^ л )
IsT lv 2  *  fcviUMCKjo ***■«

Нетрудно ви деть, 4io‘z£l/Air*]0 £  • Поэтому в случае,
когда ^ 2 1  2  , в качестве группы можно взять  груп

пу B tf.  Пусть С 2  c i fi) * 0 .  Тогда к к ф Ф .  Так как а Л = о  
ft* R<

для ft* 1}к , то -  максимальное линейно независи
мое множество элементов группы 2 Г  ©  /4 д

у *6 Л *  ,  о
Поэтому существуют таите целые числа и. и , /***< что 

и. 2L дС-  ̂=  Ци.(Х.^. Так как (Аа ®  2® /1 ̂  _} ^ & к , то

( Г - 2  ^ 6  -  *'  < р>*Як * '  Л . б*Яя. ** п
Тип подгруппы ЬКФ1 в  группе А  равен пересечение годов групп Д .
а /\ *  по всем р *  Ч к ,  2 ^ *  о .  Тип группы равен об. ,
тип /4 Г1 равен ув >»о .  Поэтому тип + ,  равен оС

____ Л /1 А1 _ сгт Л ^  Vitif/nirnoa fin Л 7TTI

Оче-

видно, что CS 21" ф  £ < М "  • Учитывая, что для уз *

£  Я *  S :  Л1 *  , имеем что l
нетрудна группу представить в виде в „ *  •< Н а  А> £ 1/ч).

/-***,,
где 5 ^  не обязательно все отличны от <7 ,a .At. /4/> . Таким оо- 
разоы, индукцией по /б доказано существование г р у п п в„  . . . .



-  78 -

„ f . оавйн °t = л
M * ..,

, где 
Z** о

В  = < Z s / >А(Л1)1—'п * 1 M- •

. л e> = n p> . Так как
А ‘ - С .  и kn.,vMC"-riо

с  Л 1 ( п  + » ) ,  /{ „ „ s  Л?"**» то,используя (П) и замечание I

Т и п  г р у п п ы  й  

П о э т о м у  aL

>, и

, то у» « л »  ь  ^  i замечание i ) .  ндедова- 
f t  Л1‘ Последнее противоречит то- 

аким образом, А Р л  веди t * /  . Для

из последнего неравенства получаем и. >, Г\ р>
А*Н"”

То еоть и = о L .  Лемма доказана.
> *  Л Р “

ЛЕММА 6 .  Пусть А * £  , и ( Af, /  ) такая .6  цепь
над 7 W  , что •£=/>£■ , i * 1 , Z , . . .  .  Тогда существует

г* м‘
цепь над Т(А) .

Д о к а з а т е л ь с т в  о._Для любого l = i, z,... рассмо
трим непустое конечное мнохество Л  ‘ - { fil fi€ML, ^(-f) для
любого г  ь_Л1 *■] (замечание 2 ) .  Допустим, что fi е  Л 1 4 /1 
Так как Л ^ с / J/  , то A *A 1*S=  J f J y ' )  (замечание I ) .  Следова
тельно, существует
му, что i t  А?4 .  Таким ___  _
каидого <.= * ,2 , . .  запишем Л11 в виде М 
n(i) -натуральное число. Для любого *’»  опреДелим отобра
жение <f( из П ' но множество подннохеств / 1 4* ’  следующий обра- 
зом: Ъ ( ц ) ш { г ! т * П 1‘\ v * f i l  ,  </-• Г А ', )  = { z / n / 4 ‘;'

Нш1
Г  ч* Is ,< / ,(> > ) .  т  * ft* i  , *  < аг 4 «/ '->. Очевидно, что если 

,  А  V  • то *Л: О ) ' 4 ;  для любого
если ( А) Л  , то J  .  Положим /V,1 -  / / / /  «Л *

Согласно замечанию 2 ,  любой тип и? П 1 больше либо равен некото
рому тиау аз АТ*, < .  Из замечания I  следует , что любой 
тип из Л? * * ’ больше либо, равен некоторому типу из / f  * _ ,  Для 
любого < * * , г , . . . ,  A?‘ s/f* Следовательно, любой тал из A f 4* '  
больше либо равен некоторому типу из А 7 ‘ ,  * •  . Поэто
му мз определения /< , следует, что
Так пах А? * '  V  0  , то Рф , Согласно условию данной лемиы, 
замечаниям 1 ,2  и определению , подучаем

X- Л Г Я ЛТ = /> Г > /) Л
г « Я „  fitH;

а * * ;

, откуда следует,



что аС = Л т . cm* г . Совпоженно аналогичным образом ин- 
т «  Л/,‘ .

дукцией го /  доказы вается, что

W  *<Р,  ( / , ) ,  J . - H V  . (т; )
для любых Щ = ____* —7

Очевидно, что М  * i  /V/ З А ^ г.... Так как П  -конечное 
множество, то для любрго суц естзует такое натуральное
число x w ( 0  , что Л С 0 =л/т‘,.уг, Для любого / а  Л С « >

пологим f ( f i )  -  д  (р)л Так как АС/о * Л ‘ ,  i » u -  ч

Р\‘ Г\ГА*-Ф при i  * >  ,_ ? о  Л ^ ‘/ 0 л  М т ф *, если i + /  .
Следовательно, ыногеотво опрвделеино однозначно для 
Д  е /7 .  С о гл а о н о (:::]  и согласно определению множеств
получаем,, что■ u ijn ao aa ,. \ * v  . .

Следовательно, /(д)м><р для лю богоА б/ т̂и>' Пологим

/V, -  / Л С « J  , Ы ц ж{ 7 (&Ia fc ^ « r o i  , <■ - » ,  ■*.........  .
Так как Ы^и)*Ф ,  то Л< *«» • Пологим Л "  =  , A ' t * i =

_  V (/(&) .  Согласно (I Tj th & i(£ )  • Со опреде
л е н и ю ^  ожесть ^т<о гмеет место включение ~ /K i / o .

А/м .'nfi+tlТаким образом, Л ^ " 1; £  ^ / < (4  Откуда следует

То есть" /У‘ = Л С ,(),  .....................Положим N l ^ X f #  .  Зададим
отображение /  ив U I  в р следуваим образом:

/•■ >  — -  / ( > )  . таким образом, / С Д ) =  / ( / - > .

Очевидно, что a All, Так как J* цепь над ‘ (А.),
т о / £ . ю  для / 6  /ФА .  Множество А * -одноэлементное. Д л я/ 'А Т . 

согласно определению / и д ,  имеем / 6rl<r(/o * Очзвадно * что
Уже зам ечалось, что ЛС ^/1 ^ СРИ *  * /  « !а л

как А " - *  Л ^ ,  * * V * . - -  . то А/4/) //мт^еода t  * /  .  2оли>тЛ/,‘

/ а  ^  , то ^ S / V ' " * ,  L * i + } * i  ,  по

этому / < Д ) ■ '> / (/ > (* • 2олн 18 А>/г б / / ‘ * 10 
согласно определению /< ,  и з/ »»/ * следует /(Д / л W /)*?  •*
Согласно ( Ш } ,  получаем л  Г  *  /I г  =* .4  *«*А-.-* ПУ°ТЬ //=/ //J t.,,  

Ы Л  Х * ^ и) '
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Из проведе: цых рассуядений следует, что (M f) -
Д . цепь над Т(А ) .

СЛЕДСТВИЕ 2 .  Пусть А * * ,  Если тип 'Л А - регу
лярен (сер в а н тек ), где 'П] >0  , ю  существует Д ,  цепь над Т/Й). 
Д оказательство следует непосредственно из ломи Ь-С.

ЗАМЕЧАНИЕ А. Условие существования Д  цепи над Т(А)(А*Л.) 
не является достаточным д л я щ его , что^ы т'*п «6 был -  сер- 
вантныы. Пример. Пусть А *  2  ® Д  ®  £  ©  £>, , где Д  , в 4 -  груп
пы ранга I  типа U: jSi соотьетствен н о, причем э  fro ,.. . .  09, 0.0 .
A . Пологим I/<Ц, Ш ],
.=  2 , 3 , . . .  , S U C) = !< {„'}, Очезидно, что
( А/, / ) -  Д  це..ь над Т(А) ,  где -  нулевой тип =~L1njil . 
Пусть об ■ 1 . — ссован тен , тогда Л  А = Д  ® .Г, ф Д  ф  А '

. , А "  и Я  ‘ ’
где /А -  ранга I  и  ' <*■ , А ;  —/ Д , о<“  9 * .  Откуда получаем 

A , « * < O v  . г д е  d 0 = Z L a °-f-6 , a " * -A i, о + 6 е  ,

Ь, а ' ф О . Е силу выбора типов o£t имеем Д  =  ^ <5̂  >„ , гдв
**< •

~  а ‘ '  ^ * л * * ^ о  * ,« < > . Согласно выбору ,
существует простое • пело такое, что (р ^ а .° )= 0 , кр(€)-1,

то есть  Д> ( d . ) * 0  . Если a f t .  о , то u 1af=iri al для нену
левых целых и<, vt , поэтому - 4 j  ©  Л ,'  ®  ^ £ < г *  v- и, 6 - v,at-.

-  К р  aj  >л ~ *'pi Д  * u t , где Д  й Д  .  Если о  ,
то ul a l =irl ai для ненулевых целых г/,, ^  ,  поэтому

Д ®  Д '  ®  Д  %> < I I  a f + u^ut 6 > *  , а ( <*А- .  •■•
Поэтому можно утверждать, что существует натуральное <  такое,

что Д ® £ ® Д  9 < Ж ^  * и " -и 1 6>А»  .  где и * , . * ,
целые числа и либо ( £  Я < )= 0  , либо (ом.выбор типов «2t- )
. л / Л, „  <•**. * .  _
Д  В обоих случаях, если положить d  = л ,  *ut ...u,t

тс. Д =  6 p (utUi. - u K£ )  -  ,  где г * , * ,  * « - / * ,  (2 .) ;i
Запись элемента с/ через элеиенты прямых слагаемых /4’ ®Z$A'

имеет вид и л . . .и^ - и я... и , .
Таким образом, £ *  (d )*  А, (* ,« * . .  UkJ . )  = f , ) ( Utut ... ukd .)= s
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То ость  &-p(d)-C что противоречит серваятиости А ^*/4
1E4UA 7 .  Пусть аС. Любая группа А(М) Р  цепи i M, f )  

над Т(А)  е с т ь  регулярная подгруппа группы А -
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из определения цепи сл е

д у ет , что любая группа А(М), указанная в лейке, имеет вид

А ( п ) причем ( Z * A t ) * A  . пусть 9 *А(М). 
Тогда д а. +-6, и. *  Ам * * 3 1<е£&Аж' Если а  = о или £~о, 
то так  как < £ ; , * > ) •  а  , то тип д  в  (7 4  )  тот
*е, что и в  А  . Если же «  *  о  и 4 фо ,  д  =£', Я-с , Q( ^ф- 
за о всь  элемента д через элементы прямых слагаемых pai га  I  типа 

группы А. , то так как (М , f  ) -  цепь, то среди типов 
. .  .,js^ найдутся такие типы Д , . . . ,  J 3< , что <к.=/1 .  То есть

тип д  в 7\ пе болъпе ^  .  Так как а. + О , то тип ^  в А(Н) 
равен об , поэтому тип ^  в А  тоае равен .  Что доказы
вает регулярность А (М) в А  .

СЛЕДСТВИЕ 3 .  Тип -  регулярен тогда и только
т о гд а , когда сущ ествует Рл  цепь типов над Т  (  А ) .

Д оказательство следует непосредственно из следствия
2 ,  леммы 7 и из того факта, что А(М)~ А ?® 2:*>А в<=Р 2:е>А л 

п  A*” 1 Р JitMl
где А„ -  группа ранга I типа «: , Z & A .  -  прямое слагаемое

Л *у  . / ^  ~  л\tC) и п  А — для j 8 .
1ЕЗДА 8 . Пусть {J4tf )  -  / * 0 цель над i (A)^A^^L  и 

пусть X * е  . Если сущ ествует цепь характеристик, то тип 
ai является  d.A -  сервантным.

д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ( ''Ч  f ) -  цепь 
характеркстнк. Дгя каждого J-^М Г  выберем элемент х а 
рактеристики X-j. Пусть A0-2L * А̂ _. Определим гомомор-ж _ U4.MI
физм У  t полагая

где f t ^ -  элемент характеристики . так как X/ % - ( е), 
f\ Z(ey)t *о это отображение однозначно продолжается до

гомомо^кзи  ̂ /  . Остается показать, что (f  -  сервантное вложе
ние. Каиды* элемент JCbAt GQ*. записывается в виде jc =
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= z 0 e + L  г * ,?  + . . .  +■£ г ^ е ,  ,

где 7 -  рациональные .юла. Пусть р  -  произвольное простое 
>.'.:с"о, необходимо п оказать, ото А.р(х)= f t̂ffx}). Если *  -  рачио- 

е число, 2  =■/> "  -^т , где (p ,p )= i ,  (f,p)=l , то будем обо
значать 'Lp(t)  = т  . Пусть А р ( х )  =  Яр(г^ d t M  к и к-  
иаиыеньшее. Р_ауиеется, ц, может зависеть от р  . Воэмзжнм два 
случая:

* 2ое  . Тогда cL *{(p)  , где . Т а к
как к  было н-'лменьшим со свойством Ар (з ,)-  -ftpfij. в^) , то 

Ар (гр ел)>Ар [7<е^, а так как *-р(ел)~  го
Отсюда £р (гл +г,ь) = Ьр(хЬ Поэтому

Ы*)) = &Р( Ф ^  + tfie j)  + 4’(Z: -гг  er j) = /^(Yг.,v- г , ^ у-

г Z ^ г ег )~ Ър{(г^г гА)ел) = Lp (гл е^) -  Ар (х) .
2) г, е  . Так как » ГО существует

ptM"" такой, что Ар(ер) -  Ар(е) .  Из определения цели сле
дует , что существуют р ^ ь п 1’, сап . такие, что
f>i *  / ( / i - r )  при i t / t  . Тогда

=  . . .  *=  "А/, "  *-/> ^ / )  •
Если A p ( i c ) = kp(ip,),то < р ( х ) ~  А  Р(г0 &р(*р„ ^ о т к у д а

V ^ Д - ^ + гА е/ ) ^  ^Р ^ л е » )  =
Если ле £  Ap$n)i 10 выберем заименывее .? такое, что

V V > *  V 1̂  Тогда V * « ) =  -  =  *Р < * / , . ,)  *  &р(гР*)-
Отсюда

^7> ( /*ASZ~ гР* )  =  rriLrL (  (ZAs-i ) j ( ?As Ь  '  ( 2As) >
fip  ( t f ( x ) )  =  А р  ( г р „  *- г > ,  )  ^  V  V )  6

z Ap U zps. . *" =  Ap (2ps_t + гр у) ‘ 'Ap(f^p )̂ i

~ ^p(ZPs-t) ^p(efis) ~  <4*,-, ePt. f)  ~ ^P ( x-) ■
Чтак, гсе гд а  Ap ( pM ) i- Ap (■*). Так кач ip не может 

ум енм ать ь.:готы, то -Ар (<?(*■)) -А р (х ) .  Следовательно, if - 
сервантыое ьлоиение. Лемма доказана.
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Таким образом, из существования Р *  цепи над I (А)не сле
дует существование цепи характеристик, где X* • Однако в 
одном частном случае это так .

ЛЕЦЛА 9 . Пусть ( Л/,  if ) -  чепь над Т(А )  и

Р = { pi J j .  , Хх (р) -
Если И конечно, тс существует X цепь характеристик, где 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для каждого р + Г  выберем 
характеристику индукцией по п, . Возьмем произвольную
характеристику X ^ oL  .  Пусть выбраны характеристики во всех 

J> , где р  1Лп~\ выберем характеристики а р  для р *  
< / 1 Л (временно о читаем, что Л °= {л\  ) .  Так как для каждого 
JS< Г Г  имеет место р  4  Л / *, 50 существую* характеристики 

X ,л (х г (р ,),... что X . 4 /? Х у - .  Пусть
г  /(/)

p i  А + ( р )  <■ Ху. ( /> ) ] .
Так как 
делим

= Л Г  /■***■
,  10 Рп. конечно. Теперь для f t  / ^ о п р е д е - 

(X-j^p), если />£ Р , Ху ( р )  ч** « о  ;
I «я.м "У / Л \ — ЛЛ •

если
если Z - f(p )

(р), если p t  Р , Р *  Рп
IJX-A (p ) , воли р  4 Р , р  <f Рп  ■

Заметим, что Х у ( р )  ** %у(р) только для р *■ А/^Причем, если 
эти числа_не совпадают, то они конечны. Отсюда характеристики 

Х у  и ^эквивалентны , то есть X у * Г  .  Тем самым характе
ристики выбраны. Покажем, что получается цепь характерис
тик. Условие 2 а определении б очевидно. Условие I  доказывается 
индукцией по i  . Пусть /> -  простое число. Тогда по индуктив
ному предположению найдется р * М  ' 'такое, что Х ^ ( р )  — Х .̂ (р \  
Если X'L (р)< , то найдетоя / -и / З 'д и  которого Х у{/>)'•>. Если
р « Р  , то Х у ( р ) = Х Ж  и все доказано. Воли />* Р  шр 4Р ^  

то найдется / ; < / 7 " ' , для которого Xyt ( p ) “ X * { d .  Если/>*Р 
и р *  Рл , то для ‘  /(А>, Хл < р )~ Х л ( р ) - Х &  Итак, в лю- 
бом случае существует / J” , для которого Ху(р)=- Хл (р ). 
Предложение доказано.

СЛЕДСТВИЕ 4. Тип ^  *-12 1А -  регулярен »огда к только то
гда, когда он J X . , -  регулярен.

А
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если л iA-  регулярен, то по
следствию 2 существует Рл  цепь (Af,  { ) .  Счетное семейство А7 = 

моги!0 разбить на счетное множество попарно непересе- 
кающихся счетных подсемейств. На наядой из полученных подсемейств.

нетрудно, учитывая, что (Af, /  ) -  Р± цепь над задать
структуру цепи над Т ( А ) . Таким образом, получим счетное се
мейство попарно непересекащ ихся Pj. цепей над Т(А),
Отсюда А*(л) имеет прямое слагаемое А о— 22 <D 22® А  ь ПРИ

м *
этом ©  И  ® A1. C lp Z ®  А  » .  откуда £  ©  ®  Л „ С о  А .

*  А \ м с  р  л .  О Г  .

Далее отсюда следует, что тип «х. Л Г.А  -  регулярен.

§ 3. Строение сервантно (регулярно) 
корректных групп

С ) .ТЕОРЕМА 3 . Для группы А следующие утверждения 
u  ) ,  a  t  ) эквивалентны:

с ) группа А регулярно корректна в ; 
c l ) состоит из двух частей:

l  L  ) t  если & = *  S -  семейство попарно непере- 
секагцихся цепей над Г(А), то г Л (л.) > пъсис { / S /  , j U 0] i  

<■1 ) г если Я1 х* тип -а Ща~ регуля
рен. то гА (л)  >  VTI ;

tit  ) состоит из трех частей :
i a ) x если и А*(л) = 22jp A l® A °, ги

н, 1*1

J  X  *1
J ТО

о  , Vt- -  натуральное число 
Ад ('•О > /2/ ;

если существует РЛ цепь над Т(А),
то 2Л(и )

cli)j  условие
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Импликация (л  ) ( 2 2  )

следует из теоремы I ,  следствий 3 ,4 .  *
Импликация ( 2<) = > • (  1 ч ) х следует из Tjj^o, что если

И Л  -  £  ® Л ‘  ,  А ‘ =  22 & Q u . .  ,
/•*
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>' Я/с  , °t- -=  f l ,  ■£«'/ , * £  1  » T0,
рассуждав аналогично доказательству первой части леммы Д, по
лучим, что над 7 7  И "/ .^сущ ествует непустое семейство £  -  по- 
паоно нопересекаюцихся цепей, причем IS/ = / Х /  .  Соглао-
но i t ) ,  получаем ZA М  > ll I .  Импликация (Л  ) ==* (< <■ i ) 
следует из Л  )1 ,  Уоловия LL ^ и Л  i)4 со вп а д а й .

Докажем импликацию ( t i e )  = * ■  (с  ) .  Согласно теореме I ,  
достаточно д ок азать , что если тип <щ«П регулярен, где
либо Щ с Л!х ,  либо , то 2А U) > 7Ц . Если Л? >Х  ,
то указанное утверждение следует из оледствия I  и услогия ( t i t  ) .  
Если и тип ы. регулярен, то согласно следствию 3
существует Рл цепь над Т(А) и из Ш  ) г  оледует г А(01) > 77}. 
Теорема доказана.

ТЕОРЕМА Д. Пусть группа А* £  такова, что гл М>,А?0дпя 
любого оt^ S l(A ) .  Следующие условия эквивалентны:

X. Группа А регулярно корректна в £  .
2 . Группа А оервантно корректна в £  .
3 . Е сл и < л «П и  А*(м.) = £  <в А1 & А° , где Л ‘ =

— ZL ® Q j  -  натуральное число и . 2 =  /1 J.Li ,
у * *  V  >•* /

, to гА ( л )  > и / .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Импликация ( I)  =5>(2) очевид
на. Докажем, что(2) = = > ( 3 ) .  Пусть для типа о С  верна посыл
ка условия. 3 . Тогда очевидно, что тип J .  / Л А -  оервантен. 
Согласно теореме Г, ЪА (и .)  > / I I  .
Докажем, что/3)=>(1). Пусть тип ^  регулярен, где
Щ >0 . Согласно следствию Д, ТУ}ь̂ 0, Повтому можго применить 
теорему 2, согласно которой получаем, что верна посылка уоловия 
3 при 1= ТЦ • По условию 3 (it)у7Ц . Из теореиы I оледует, 
что верно I .

ТЕОРЕМА 5. Пусть А* £  такая группа, что множество всех 
таких простых чисел р , .для каждого из которых существует пря
мое слагаемое Ё> ранга X группы А со овойотвоы р & - & ,  есть 
конечное множество и для любого J. Я- (А) гА (и.) & ТЬ ,
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для любого , Л !  * -  j c  .  Тогда следующие условия эквива
лентны:

1 .  Группа Д  регулярно корректна в < £ .
2 .  Группа Д  сервантно корректна в X  .
3 . Условие i i ) 4 теоремы 3 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, ч т о (1 ) = * ( 2 ) .  
Докажем, ч т о (2 )  = ^ > (3 ) . Пусть ф Ф- S  -  семейство попарно не- 
пересекавдихся цепей типов над Т(А) ,  .  Соглас
но следствию 4 ,  можно считать /S />, /V, . Ив леммы 9 сл еду ет , 
что сущ ествует сем ей ство «S попарно пересекающихся X- цепей 
характери сти к, где %*•>■ , /&1 =  /5 / . Согласно лемме 8 ,  тип об 

'S /д  -  сер ван тен . По теореме I ,  1 А (з .) > ) $ !  . Таким обра
зом , верно 3 .

Для д ок а за тел ьст ва  ( 3 ) ' = г , '(1) д остаточн о, согласно теоре
ме 3 ,  п о к азать , что если тип «б “ТПа “  регулярен, где X i i
± ТГ1 *  Д /  , то 1 А (•£■) Если тид регуля
рен и л  х 4  ^  -  Я /  , то согласн о следствиям 3 ,4  и условию 3 
данной теоремы, получаем, что * *  (*.) > Д - 0  ,  так как ?А (*.)*= W 
для Д ,  *  то > y V  ,  сл едо вательн о, гл  {Ц ) >
Теорема д оказан а.
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АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ БЕЗ НИДЬПОТЕНТНЫХ ЗНДСКСРФИЗМФ

С.Ф.Кожухов

При рассмотрении различных вопросов теории абелевых групп 
часто возникает задача изучения абелевых групп, не имевших нену
левых нильпотеьтш х эндоморфизмов. Так, например, если гр уш а 
автоморфизмов абелевой группы G- без кручения периодична (конеч
н а) или если все  автоморфизмы абелевой группы £  , кроме тон дест- 
венного, регулярны, то гр уш а & не имеет отличных от нуля киль- 
потектш х эндоморфизмов. Назовем абелеву группу свободной от 
нильпотентностей, еоли она не имеет ненулевых нильпотентных эндо
морфизмов.

Работа посвящена изучение свободных от нильпотентностей абеле
вых групп. Получено описание периодических и смешанных свободных 
от нильпотентностей абелевых гр у ш . Затем рассматривается свобод
ные от нильпотентностей группы б ез кручения. При этом рассматри
вается  класс Ot rpyftn G> без кручения, содержащих такие подгруп

пы -A-i , что каждая гр у ш а А .^еервантна в & и являет
ся сильно неразложимой f l ]  группой конечного ранга, а фактор- 
-группа &/А ограничена. Каядув такув подгруппу А  будем называть 
полным кваэиразложением группы & . Отметим, что класс Ot содер
жит в себе класс в се х  гр уш  конечного ран га, класс в сех  вполне 
разложимых гр уш  и другие классы груш  бее кручения.

Начнем рассмотрение свободных от нильпотентностей абелевых 
груш  с  д ок азател ьства  простоя, но весьм а важной леммы.

ЛЕММА 1 . Груш а (? = Е . Ф свободна от нильпотентностей
4 Ф 9 t

тогда и только т о гд а , когда выполнены еледував* услови я: а )  для
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любого индекса группа £,■ свободна от нильпотентностей; .
б) для любых индексов L,j е J  , i t j  , Нот, /*?,■, G-j) =  О:

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть & свободна от нильпотентностей. Если 
для некоторого индекса l e  J  группа обладает нильпотентным 
эндоморфизмом ipt=t о . т о  эндоморфизм j/f , действующий как fa 
на подгруппе и как 0  на остальных подгруппах, является не
нулевым нильпотентным эндоморфизмом, Далее, пусть 0?р&Нот(&£\, 
Тогда для эндоморфизма у  .ак ого , что Y~/f) *  <f(f) , если
^ .е  ( и y / f ) * 0  , если rp е> , имеем О . Это

такте противоречит условно.
кратно, пусть для группы выполнены условия леммы и if -  

произвольный нильпотентний эк док орфизм группы (г . Согласно усло
вно б ) ,  эндоморфизм (р индуцирует на каждой подгруппе G; неко
торый нильпотентний эндоморфизм ifi . Ввиду условия а ) ,  для кан- 

t дого индекса isOr f i= 0  , значи” и у- О
ТЕОРЕМА Ч. Периодическая группа & свободна от нильпотентностей 

тогда и только тогда, когда каждая во /-компонента изоморфна 
либо Z  (р) , либо Z, Ср°°) .■

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть некоторая /-компонента G р группы 
G> отлична от группы типа Z (р *) , К = 1 , 2 ,  . . . ,  0 0  . Извест

но, что тогда группа (г р разлагается в прямуо сумму некоторых 
двух ес ненулевых подгрупп А , В .  В таком случае £=A*B®Z*(r<j.
Поскольку для лобых р -групп А и В либо Нот /А, 8>)ф О , либо 
Нот f вуА)^ О , то группа £  не удовлетворяет условно б ) лем

мы 1 . Итак, каждая /-компонента 6р изоморфна 2.(р“) , К =
» 1 ,2 ,  . Пусть для некоторого р  =  Z  Ср‘)  и К> i  ,
Kpv-* . Тогда эндоморфизм <р группы Gp , действуощий на ое 
элементах как умножение на число р  , очевидно, отличен от нуля и 
нильпотентен. Так как это противоречит лемме 1 ,  то  G-p — ZL(p) 

или Qp 3  Z < 7 > - ; . Обратное утверждение очевидно, так как группы 
Z (р) и 2  {р~)  свободны от нильпотентностей.

Перейдем к рассмотрение свободных от нильпотентностей смешан
ных абелевых групп. Для смешанной абелевой группы С- через t(G) 
обозначим периодическую часть группы & , a &)) -  множест
во тех простых чисел р  , для которых /«-компонента группы G> 
отлична от нуля. Предварительно сформулируем две леммы, доказа
тельство которых можно найти в Г2] .

ЛЕММА 3 .  Пусть (г -  произвольная абелева группа. Группа 
Нот fa,Z(p)) равна нуле тогда и только тогда, когда G- р-делима.



ЛЕММА 4 .  Если G- -  смешанная абелева группа, то
Н от (&•, Z//>““))=£ о .

СЛЕДСТВИЕ 5 .  Если G- -  свободная от нильпотентностей смешанная 
абелева группа, то М =  у .

Д0!СЛ'ЗАТЕЛЬС7В0. Рассуждая как в теореме 2 ,  нетрудно получить, 
что каждая />-компонента группы i(fa)  либо группа типа 'Ц(р) , 
либо типа Z fр ~°). Если для некоторого р  ^-компонента б у
изоморфна , то G =  &(р) и группа £(/>)
смешанная!. Звиду леммы 4 ,  Мет■(б'(р), )Ф О , что противоре

чит лемме 1 .
ЛЕММА 6 .  Пусть & -  свободная от нильпотентностей смешанная 

абелева группа. Тогда фактор-группа &/ i / £•) р -  целина для лю
бых простых чисел p E f l ( i l & ) ) .

ДСЖАЗЛТЕЛ.'СтеО. Пусть p E j l { i f & ) ) , & = <gr >& G(p) и по
кажем, что в группе G /iffr)  разрешимо уравнение у / З е *  ±(&})=
= у  ч- ~tf&) для любого элемента у  ф. it  й )  . Элемент у  запишем 

в виде у ^ л у ^ т у '  , гд е у '  £  <£/у/ . Так как £  свободна от
нильпотентностей, то ввиду леммы 3 группа £(р)  /«-делима. Зна
чит, сущ ествует злемент g't E £ (р )  такой, что у у /  = у '  . 3 
таком случае p g ‘t ~ у  = у ' - у  =  - ау >  s  -iCG) , то е ст ь
pfg't *  */'<*))=#+ i  s'*).

ЛЕ1Ф1А ? .  Если & -  свободная от нильпотентностей смешанная 
абелева группа, то каядыи класс смежности у  * содержит
элемент О- такой, что его  у -в ы со т а  в группе £  равна р высо
те элемента у м  i(& )  в группе & /t{< r)  для "юбого простого
числа р  .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть у  £  П М М )  и у  * ±С&) -  проиэволь
ный элемент из группы £  / i (G )  . Т огда, согласно лемме б , эле
мент у  *■ i/i?J  имеет бесконечную у -в ы с о т у  в группе S  / i  { £ )  . 
Если b =  <2 р >  ® G(p) , то у  =  /Г/> е у '  , где p 'e G f p J .  
Поскольку у - у ' =  е  t/Crf , то у ' e y  * . Ввиду лем
мы 3 ,  группа £ (р) у -д ел и м а . Поатому эл ем ен ту 'и м еет  бесконочну 

о-вы соту в группе £ (р ) , а значит, и в группе G . Пусть те
перь р ф П  (■£(&)) и у -в ы с о т а  элемента у  * в группе
G/-t«r) Л твна К . Следовательно, в группе G сущ ествует элемент 
х. такой, что р *  {.х. или р 'л  - у -  £  , гд е ОМ)

конечен? Ввиду то го , что у  ф Л М £&}) , я/-tj рзаимно прост о
у  . И звестно, что в этом случае в группе (г сущ ествуе. элемент 
t '  такой, что y * V ' - * * ,  и , значит, у У - ж - И У - у .  Слодочаголь-



но, ^ -вы со та  элемента y e <р* t //?) не меньше, чем к . А по
скольку элемент g-^iPffF) является гомоморфным образом элемента 

у при естественном гомоморфизме группы (г на G/i(&)  и при 
любом "омоморфиэме абелевой группы G- в любую группу ^-высота 
образа любого ее элемента не меньше />-высоты сомого элемента, 
то />-высота элемента <р в группе G равна к .

ТСОРЗКА 8 . Смешанная абелева группа & свободна от нильпотент
ностей тогда и только тогда , когда она расщепляется, (г » 
и удовлетворяет следующим условиям:

а )  каждая ^-компонента группы -k((r) изоморфна Z Ср) ;
б )  группа F  свободна от нильпотентностей;
в )  p F - F  для любых простых чисел р  е flft fa )) .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G свободна от нильпотентностей. Ввиду
следствия 5 , лемм 6 и 7 , группа & удовлетворяет следующим усло
виям: периодическая часть группы G сепарабельна, Фактор-группа 
Fr / i (F )  р  -делима для любого р е  Л  F~t (<?)) и каядый класс 

смежности содержит такой элемент а- , что его р-
-вы сота в группе £ # равна />-вы соте элемента у  ч i  Fff) в груп
пе G/гl.(G ) . Согласно [AJ , группа G расцепляется, то есть
£ «  i(£ )e > F . В таком случае утверждения а )  -  в )  очевидны.

Обратно, пусть G -  i f  (г)® F  , & удовлетворяет условиям тео
ремы и пусть tp - произвольный нильпотентнып эндоморфизм группы 
G . из условия а )  и в )  и леммы 3 с л е з е т ,  что подгрупп» i/G) 

и Г вполне характеристичны в G . Значит, р индуцирует на этих 
подгруппах нильпотентные эндоморфизмы, которые, согласно условие, 
равны нулю. ЗначУд1 <р = 0 , то е с т ь  (г свободна от нильпотентнос
тей .

Пере.цдем теперь к рассмотрению свободных от нильпотентностей 
групп без крушения. Как уже отмечалось, будем рассматривать 
группы из класса OL . При этом пользуемся терминологией из [1] . 
Подгруппу И  группы G без кручения назовем кваэиравной группе 

G , осгч  фактор-группа G /H  ограничена, то  е с т ь  n -G e h  для 
некоторого целого . Подгруппу Л&З  группы & назовем прямым 
квазираэлояеннем группы G , если она квазиравна группе (под
группы А  ч В в этом случае называем прямыми кваэислогаемнми 
группы G ). Пели группа G без кручения не имеет нетривиальных 
1'пямых к оаэираэлеяекип, то G сильно неразложима. Следуя [Ъ] , 
назовем всякую сгрвантцую вполне характеристическую подгруппу 
групп» G без кручения p /i -подгруппой, а через Sec G (псев



доцоколь) обозначим серзантную подгруппу группы & , порожденную 
всеми ее минимальными ^//-подгругг.ами. Для левого подмно.,е с т -  
ва элементов II  группы & без кручения черзз <J*l >t- обозначим 
ее с е р в а н т у »  годгруппу, порожденнуо П  .

Л2ММА S . Пусть G -  группа без кручения, Н  -  квазиравная ей 
подгруппа { п G с  Я ). Если А  -  /«/['-подгруппа (минимальная p/i.- 
-подгруппа) группы (G , то «: п-А - /уг-подгруппа (мини
мальная p / l- по:тр уп п а) группы Я  . Обратно, если А  - p / l -
-п о д г р у т а  (ыиютыальная /«//-подгпуппа) группы Я  , то < А>£- 

/«//-подгрупгй (минимальная p / i -подгруппа) группы G . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть А  -  />//-подгруппа группы G . Предва

рительно покажем, что <пА>*  ** А  ПИ . Очевидно, что <яА>% s  
sA n H .  Пусть х е А п Я  , то е с т ь  х е А  и х в Я  . 3 
таком случае, п х  е < п А  , и , значит, х& спА >,£• Покатим,
что <пЛ>% - p^L-подгруппа группы J-1 . Если р -  эндо
морфизм группы И , то гчр - эндоморфизм группы G . Поэтому для 
лобого элемента q s  < nA  >+(nip)fy)nA ПН=<пА i . Итаку р(£)е И  
и n<f ( f ) e  < п А ъ  . Следовательно, p fp )e  < пА . Аналогич
но показы вается, что если А  -  /«//-подгруппа группы И. , то 
<А%- pfi  -подгруппа группы Сг , Пусть А  -  минимальная />//- 
-подгруппа группы G . Согласно ьыитедохазанному, < ''А А  -  />/--
-подгруппа группы И  . Предположим,что существует /«/-подгруппа 
В группы И  , которая входит в <пА>+  . 3 таком случае <r S  > » с  
c« n A > ~ > Z = A  и < В ># является /«//-подгруппой группы В, 

что противоречит минимальности группы А  . Аналогично показывает
с я , что если А  -  минимальная /«//-подгруппа группы Я  , то 

-  минимальная /«//-подгруппа группа G ,
СВДСТВЖ 10. Пусть G -  группа без кручения и А  ® 8  - ква

зиравная еи подгруппа. Если А. сервантна з  £  и Нот (А, В )=  О, 
то А  вполне характеристична в G .

В [5] показано, что если группа G конечного ранга свободна 
от нильпотентностей, то G - SotG. Сказывается, это утверждении 
справедливо для побей группы из класса ОС. ,

ЛЕШ  1 1 . Если группа £ е  С/С свободна от нильпотентностей, 
то G — See £  .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть A ~ Z * A i  -  полное квазиреоложенме 

группы £  и /1 £  с  А  . Так как для лю бом эндоморфизма ^ гр у п 
пы G n if является эндоморфизмом группы А  и наоборот, то £  
свободна от нильпотентностей тогда и только тогда , когда А  св о -



бодни от нильпотентностей. Зайду леммы 1 ,  каждая подгруппа А /  
вполне характеристична с А . Поэтому, поскольку сильно не аэло- 
яимал группа свободна от нильпотентностей тогда и только тогда, 
когда она совпадает со споим пссвдовоколем f 5 J , то нетрудно 
видеть, что A -  Soc А . Пусть £А(G) и 9(A ) -  соответственно
совокупности минимальнкх p (i -подгрупп групп G и А . Соглас
на вышесказанному, А - See А - < И-Ше  9(А ) >«■ . Так как 
то для доказательства лею -- достаточно п олезать, что 9(G)=9'(A).
3 саком деле, если 9(G )- ^(А ) , то G = <А>^ = < SocA >* =
= «H!He9(A)>i>%  ~<HIHe9(G)>~ = SocG . Итак, пусть Hs9(S-). 
По лемме 9  <«оЧ>* -  минимальная д/ь-подгруппа группы А  ,
поэтому < п Я >+ = Sla( <п А >itPAl Так как и А ;  впол

зем ч
не характеристичны в А  , то Г)А; -  ^ -п одгр уп п ы
групг.ы А  . Ввиду минимальности подгруппы < п-И\ , существует
индекс L теко»., что «о П.Н >* nA i =  O' пИ>(( , то е с т ь  <пН>)яА;. 
Поскольку А ;  сервантна в <£ , то очевидно, что <пИ>л = <пН>1>‘  ̂
= <пН>5 = Н  , то е с т ь  9 (G )Я 9 (А .) . Аналогично показывается 
обратное включение.

TEGP34A la. Пусть G £  (Я- и А  -  некоторое пол

ное кваэиразложенис группы О . .Для группы & следующие условия 
эквивалентны:

а )  группа 0  свободна от нильпотентностей;
б ) для люоого L е З  A ; = SecAt и Ham- (Ai,Aj)= О для любо

го j . e J  , J*< - ;
в )  (?= Sects' и для любых индексов i . j e J ,  i-^jlBo^-(AilA ^= î
г )  для люосго индекса I s J  подгруппа A i  вполне характерис

тична о & и А (  = SoeA i  ;
д ) G- Soc & и для любого индекса L e J  подгруппа А± вполне 

характеристична в G ,
ДСКАЗАТСЛЬСТЗО. Импликации ( а ) = Ф ( в ) -=^>( 6)  = ^ ( а )  следуют 

из доказательства леммы I I  и из леммы I .  Чтобы доказать эквива
лентность условий г )  и д )  условиям а ) ,  б )  и в ) ,  достаточно 
п оказать, что если каадал подгруппа A i  вполнэ характеристична 
и G , то И ет  (Ai,,Aj)=C> для любого индекса J e J  
Это утверждение следует из леммы 9 . Так как если А, вполне ха
рактеристична в £  и n Gee А  ( то < nAi >* “  Ai — ^ - п о д 
группа А  I то е с т ь  H em (A i,A ^ )= G  для любого индекса J -^У,



СЛЕ.'^ТВИЕ 1 3 . Если группа G е  OL свободна от нильлотентнос- 
теЯ, то  каждое сервантное квазислагаеиое группы (г вполне xafaK - 
териотично э группе 6* .

ТЕОРЕМА 14. Если группа й е й  свободна от нильпотентностей, 
то она обладает единственным полным кваэиразложением.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть А — ДГ -  некоторое полное ква-

зиразлояение группы & , п.£<=А и пусть В  -  сильно неразложи
мое квазислагаемое конечного ранга группы G , являвшееся пряным 
слагаемым ее полного квазкразложения. Для доказательства утверж
дения достаточно п оказать, что 8  = Ai для некоторого индекса 

i-eJ  . По лемме 9 <п8>,£ — />Д-подгруппа группы А . Значит,

спВ >£ = '£ *(<  П A i)  . Поскольку группа <п.8>л сильно

неразложима, то существует индекс ieO  такой, что < ■’ В >#Я A i . 
Ввиду сервантности группы A i  , нетрудно получить, что 
= 8>% = В s A i  . Так как 3  - прямое квазислагаемое груп
пы (!• , то В -  прямое квазислагаемое группы А ;  ГЗ J .Н о  
группа A L сильно неразложима, поэтому А ,  = 8  , что и требова
лось д оказать .

СЛЕДСТВИЕ 1 5 . Пусть группа G е  OL свободна от нильпотентностей
и A — JET®A i  -  ее полное кваэираэложение. Тогда каждое сер -iEj
вантное кваэислагаемое В группы (г является сервантной оболочкой 
некоторого семейства групп Ai .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть В -  сервантное кваэислагаемоэ группы А  
По следствие 1 3 , В -  />/l -подгруппа группы & . Поэтому если
п.&<= А  , то <пВ $»  -  />/i-подгруппа группы А  . Следова

тельно, < -  2 1 ' ~>*nAi ) . Пусть J i  множество т е х ^
индексов из О , для которых < л # > *  O A i^O  , то е с т ь  *

=£^(<пВ>*П А {)  . Таким образом,<п.В>*. П А у -  прямое ква-
эиолагаемое группы В , а значит, <пВ>* P A i  -п р ям ое ква
зислагаемое группы & • В таком случае <n&>* n A i  , ввиду [3], 
является прямым квазислагаемым А ;  . Ввиду сильной неразложимое 
ти группы А ; , n A t=Ai. Итак, <п8>£ A j.

и, значит, /§-•<£<■ >А+ >*■ =  '

СЛЕДСТВИЕ 1 6 . Всякое квазислагаемое свободной от нильпотент- 
ностви группы из класса также с&о^одно от нильпотент 'остей и 
принадлежит классу ОС .

СЛЕДСТВИЕ 1 7 . Если груш я ^кеЯТсвободмя от нильпотентностей,



-  9 4  -

то каждое р  ' прямое кваэираэложекиё о сервантными кваэислагаемы- 
ми можно продолжить до полного кваэираэложения.

В заключениэ работы дадим описание свободных от нильпотентнос
тей групп G> , которые квазиравны вполне разложимым, векторным

или сепарабельным группам. Если ley
- вполне разложимая группа (векторная гр уп п а), то через 
обозначаем множество всех различных типов групп A i  ранга 1 , а 
для любого „с. е  (<r) x sU)~ мощность множества тех груш 

A i , тип которых равен и. ,
ТЕОРЕМА 1 8 . Г!) ть группа (г квазиравна подгруппе А , которая 

либо вполне разложима, либо является векторной группой. Группа & 
свободна от нильпотентностей тогда и только то гда , когда любые 
два типа из /А) несравнимы и для любого типа -с е S2 (А) Ufi.

1Е0РЕМА 1 9 . Пусть группа (г квазиравна сепарабельной подгруппе 
А  . Группа £  свободна от нильпотентностей тогда и только тогда, 
когда А  является вполне разложимой группой, удовлетворяющей уоло- 

"виям теоремы 17 . *
Д оказательство этих теорем основано на том факте, что £  сво

бодна от нильпотентностей тогда и только то гд а , когда А свобод
на от нильпотентностей. Д оказательство утверждений для группы .Л 
можно наяти в [6 ] .

JiHTEPAWA
1 . Hu.cC J  9> On. t h t .  o f  y u j e U -  em fU rru n y iA tJ/H J c f  C*i-

‘.ion -fuA. , ~n To/bCui in. Аь*сUom. CtueafO, ftUSV-ff
2. '  Туке л . бесконечные абелевы группы. T . l . '  Москва, "Мир", 1974.
3 .  Фуко Л. бесконечные агелевы группы. Т .2 .  Москва, "Мир", 1S77.
4 .  Дуравскии в .С . О расщеплении некоторых смешанных абелевых 

групп. -  "Метем, с б . " , 1 909 , 4 8 ,  49& -508 .
5 .  Крылов П.А,  Радикалы колец эндоморфизмов абелевых rpytt) без

кручения. -  "Матем. с б . " ,  1 9 7 4 , 9 6 , 2 ,  2 1 4 -2 2 8 .
6 .  Koayxoj С.Ф. О регулярных автоморфизмах абелевых г р у г г . -  

"Группы и модули", 1 . Тонек, И здательство ТГУ, 3 - 1 0 .
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РЕГУЛЯРНО ЗАМШТЬЕ АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ SS3 КРУ ЧЕКИ!

C.'J.Koipyxoe

3 работе изучаются абелевы группы без кручения, у которых все 
регулярные автоморфизмы вместе е тождественным автоморфизмом об
разует подгруппу в группе в се х  автоморфизмов. Такие группы н азо
вем регулярно замкнутыми. 3 работе рассм атривается класс (Л. грунт 
без кручения, введенный в [1 ]  . Вся основная терминология и обозна
чения также взяты из Г1] . Через Ли£ £  обозначаем группу в се х  
автоморфизмов группы (г , а под £  вседу  понимаем тождественный 
автоморфизм соответствующей группы.

Примером нчгуляРь -  замкнутых групп явл яется  регулярно полкые 
группы, то  е с т ь  группы, у которых вое автоморфизмы, кроме т о я - 
дествен кого , регулярны. Регулярно замкнутыми является  также груп
пы, у которых единственным регулярным автоморфизмом явл яется  ав 
томорфизм -£  , то  е с т ь  автоморфизм вида g  - *  , р а б
Такие группы назовем регулярно простыми. В работе доказы вается, 
что группа & из кл асса  регулярно замкнута тогда к только 
то гд а , когда она либо регулярно полка, либо регулярно проста 
(теорема 3 ) .  Регулярно полные группы из класса ОЪ подробно 
рассматривались в [?.] , Поэтому в дальнейшем работа посвящена 
изучен™  регулярно простых групп. В f 3 J  дано описание некоторых 
классов регулярно простых групп (вполне разложимых, сепарабель
ных и д р . ) .  При этом оказы вается, что регулярная простота групп 
G из этих классов эквивалентна тому, что гр угга  автоморфизмов 
JLu-t & р а зл а га ется  в прямое произведение подгрупп типа Z (z j.

В настоящей работе доказан о , что грутта автоморфизмов регулярно 
простоя группы из к л асса  Ot- я вл я ется  2-группой  (следстви е б ) .
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"олее того, з о  м н оги х с л у ч а я х  группа автоморфнз;. ив регулярно 
простых групп г.з э т о г о  к л а с с а  разлагается в прямое произведение 
групп типа Z ( z )  (.тео р ем а С ). Сдаако еугцестзупт гпупгш из клас
с а  OZ- , группы автом орф и зм ов которы х не из с к о п ц ы  прямому произ
ведению групп типа Z(z) , но сам и  группы регулярно просты (тео
рема Э ; .  3 работе получен ы  н еобходи м ы е ; достаточные условия то
г о , чтобы группа автом орф и зм ов группы  & е  Ot- разлагалось в 
прямое произведение груп п  с.эта ZCZ) (теорема 1 1 ) .

Л Ж А  Е сл и  гр у п п а  &  б е з  кр учен и я регулярно замкнута, то 
ока свободна о т  н и л ь п о т е н т н о ст е й .

. 'КпсЛТЗлЬСТЗЭ. п у с т ь  f -  отличный от нуля кильготентный гпдо- 
м ср ’ п'-м группы & . т о г д а  р * £  -  автоморфизм группы £ ,н е  яв
ляющийся р егу ляр н ы м , в  самом деле, если автоморфизм у*С  ре»-у- 
лярек, то { у + £ )-£  = у> -  мономорф изм, чего быть не может вви
ду н и л ь п о тен т н о ст и  у  . 3 то же гремя автоморфизм -р -е  регуля
р е н . Д е й с т в и т е л ь н о , пусть для у е  (А  / - у  - £ ) f y ) =  у  . Если р т *.

=  0 ,  т о  / - р ) / ’# )  0 *

П оск о л ьк у  £  - ,г р у п п а  б е з  к р у ч ен и я , то ^  -  0 .  Кмеем два регуляр
ных автом орф и зм а - £  и ' -  f  - £  , произведение которых
=■ f  +  £  н е я в л я е т с я  регулярны м автоморфизмом. Это противоречит 
р егу л яр н о й  за м к н у т о ст и  группы G  .  _

ЛЕН!'/, и. Если кзазиразяожимая груг.па G е  Ol регулярно замкну
та , тс ее  группа автоморфизмов Au,t ff> периодична.

фОЯЛЗАТЕЛЬСТЗО. Пусть А - Л  ® А ;  -п о л н о е  квалираэложение 
п iey

группы  6- и п. -  натуральное число со свойством п.& £  А . Пред
полож им, что для некоторого индекса / е У  груша A t обладает 
автоморф измом f  бесконечного порядка. Так как группа имеет 
конечны й ранг, то фактор-группа A i / n A i  конечна. Следовательно, 
автоморф изм f  индуцирует на этой фактор-группе автоморфизм ко
нечного порядка, то есть существует такое натуральное tn. , что 
f n f a . )  - а *  е  п .А  i  для любого элемента а .  £  А ±  . Пустьg e f<  

и В =  < A j . ! j e J ,  J p  у>£ . Тогда n g = c c * £  , где а - е А ^ ,
^ £ &  . Рассмотрим. в группе <Я уравнение пж . ж р " * у * . ) * - / .  Так

как - л =  t-c а.^  для некоторого элемента < Х ч ,£А ; , то
х р = а *  является ранением этого равнения. В самом деле, 
п х ,  = 1-na.t *  у Положим, у~Гу)= х*.

! "трудно видеть, что у  является автоморфизмом гпуппы £  , кото
рый действует ,.ак р п  на А (- и квк £ на 3  (очевидно, у  не 
регулярен). Поскольку группа Ai сильно не.разлопинв и , ввиду [ 1 ] ,
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A i~  SocA ; , TO Ка)*ДЫЙ эндоморфизм группы А ;  отличный от 
нуля, е с т ь  мономорфизм Г4 1 . Следовательно, группа А , реьуляр-
но полна. В таном случае, автоморфизм регулярен, а значит,
регулярен автоморфизм ~уг .Н о  произведение регулярных авто] ор
физмов — у  и —£. не является регулярным автоморфизмом, что проти
воречит регулярной замкнутости группы G .

Итак, всякий автоморфизм каждой группы Ai , i e J '  имеет 
конечный порядок. Согласно Г 5 ,  с .  315 J  порядок любого автомор
физма группы A i ,  i s  2  равен 2 , 3 , 4 , 6 ,  то е с т ь , если feAut(Ai), 
то <{'*=£ . Пусть у  -  произвольный автоморфизм группы £  . 
Согласно П З  , автоморфизм у  индуцирует на каждой подгруппе А ,  , 
i e J , автоморфизм у *  , причем у  '1 -  £  . D таком 'лучае у 1*-
« £  , то е с т ь  группа G периодична.

ТЕОРИИ 3 . Группа /Ге  fft регулярно замкнута тогд i и только 
тогда, когда она либо регулярно полна, либо регулярно проста.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если группа G сильно неразложим*, то ее ранг 
конечен по определению класса OL и ссгласн о лемме Т и Г1 J G «
= Sec & . В таком случае, как уже отмечалось в доказательстве 
леммы 2 ,  вое ее автоморфизмы, отличные от тождественного, регу
лярны, то е с т ь  группа G регулярно полна. Итак, пусть группа G 
квазиразлоиима и А =  А ;  -  ее полное кваэиразложение. Сог-iS у
ласно лемме 2 , группа JUet периодична. Покажем сначала, что 
все автоморфизмы порядка 3 и 6 гругтш G регулярны. Для зтого до
статочно п оказать , что регулярны все ее  автоморфизмы порядка 3 .  
Пусть f  -  нерегулярный автоморфизм порядка 3 .  Тогда автоморфизм 
- /  регулярен. В самом деле, если {-<£)(£)= g  , то

и ) - ( - £ ) {$ )*  , то е с т ь  £■*£> . В  таком случая
произведение регулярных автоморфизмов -у  и -£ не является ре
гулярным автоморфизмом, что противоречит регулярной замкнутости 
группи G . Итак, нерегулярными автоморфизмами в группе G могут 
быть лишь автоморфизмы порядков 2 и 4 .

Предположим, что -С -  единственный автоморфизм порядка 2 
группы G . Тогда всякий автоморфизм if группы G порядка 4 регу
лярен, так как -£ . Следовательно, в этом случая группа G
регулярно полна.

Пусть группа G обладает автоморфизмом порядка 2 и ае# -£ 
Т огд азс является нерегулярным автомор'иэь. ом. Действительно, с е 
ли зе регулярен, то эс-£  -  мономорфизм. Поскольку аел =  £ ,
то <эе-£){з<+£ ) =  О , ,* значит, ас + е ^ О  .Т а м  самым
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показано, ч~о еди' ствчнным регулярным аптомор^изног: порядка Z в 
двбоп группе является автоморфизм - с  . Из f  13 следует (т а к  как 
Ai*Si>cAi и А/ сильно неразложима), что каждая группа Ai, iеУ  
регулярно полна и вполне характеристична в & . Постону автомор
физм х  индуцирует на каждой подгруппе A i , ;  £ 7  либо авто
морфизм s  , либо - £  . Пусть В -  сервантнал оболочка тех под
групп A i , на которых х  действует как е  , а С -  сервантная 
оболочка остальных подгрупп А / . Покатом теперь, что в группе 
£  -с-  единственный регулярный автоморфизм, то е с т ь , что группа 
G регулярно проста. Пусть р -  регулярный автоморфизм группы & , 

отличный от -£ . ..в  том орфизм (б индуцирует соответственно на под
группах В и С регулярные автоморфизмы <pt v рс . Тогда авто
морфизм х р  действует как рл на подгруппе В и как - рс на 
подгруппе С . Если автоморфизм -  рс не регулярен, то , значит, 
автоморфизм у>с действует на какой-то подгруппе А ,• как - £  . 
Но в таком еду чае р *  действует на этой подгруппе как £  , то 
е с т ь  р* не регулярен. Sto не противоречит регулярной замкнутос
ти группы & . Ита к ^  автоморфизм -  рс регулярен. Следовательно, 
регулярен и автоморфизм х р  . Тогда произведение двух регулярных 
автоморфизмов х р  и р-‘  равняется х  , то е с т ь  не является 
регулярным автоморфизмом. Порченное противоречие говорит о том, 
что в группе нет регулярных автоморфизмов, отличных от - £  .

СЛЕДСТВИЕ 4 . В либой группе без кручения автоморфизм - един
ственный регулярный автоморфизм порядка 2 ,

СЛЕДСТВИЕ 5 . Если £  -  сильно неразложимая группа конечного 
ран~а и G = Soc & , то ~£ -  единственный ее автоморфизм
порядка 1.

СЛЕДСТВИЕ 6 .  Если группа G из класса ОС регулярно проста, то 
группа 7U<-{(А являетоя 2-групгой .

ДОЕАСЛТЕЛЬСТВО. Еоли <£ регулярно ппоста, то группа ЛиЛ &• 
периодична. Следовательно, автоморфизмы группы 6  имеет порядки 
2 ,3 ,4  или б f 5 ,  с .  315 ] . Для д оказательства утверждения на
до показа i ь , что (г не имеет автоморфизма порядке 3 .  Из доказа
тельства георегч 3 следует, что если <л -  автоморфизм порядка 3 , 
то -А -  регулярный автоморфизм, отличный от - £  , Сто противоре
чит регулярной простоте группы & .

Сак -jar отмечалось, из [3] следует, что регулярная простота 
различных классов групп £  без кру в н гя  (вполне разложимых, сепе- 
I I  р л у ’чх ггугч], а такте векторных групп? эквивалентна току, что



гр угаа Л и t ff. р азлагается  s  прямое произведение групп -ила 
2 ft). из следствия 1 нетрудно полупить, что лпйая группа без кру
чения регулярно проста, если ее  группа автоморфизмов ивоморрна 
прямому произведении групп типа Z f z )  . Однако разложимость груп
па автоморфизмов группы оез ьхученил в прямые произведен:-л под
групп типа Z f 2 )  ке является характеристическим свойством регу
лярной простота.

.;£КйА 7 .  Пусть (? -  ке 2-делимал группа Оез кручения и tp -
-  такой ее  автоморфизм, что <f2= -£ . Тогда в группе & сущест
вует элемент у . , для которого / ^ )  /Г 2& .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть для лобого элемента 
е  Z£  , то е с т ь  ff§r)~Z~  для некоторого Р  . Это
означает, что / - £  = Zb  , где £  -  эндоморфизм группа & . 
Тогда i f= £ * Z ^  или -£=  /* =  Г*+21)л-  £+*/Г% + l l)  , то 
е с т ь  -£=Z^i * l x)  . Это равенство показывает, что группа ff 

2 -делима, что противоречит условие леммы.
ТЕОРЕМА 8 .  Существует регулярно простые грунта без кручения 

такие, что юс группы автоморфизмов ке разлагается з  прямые произ
ведения групп типа Z (2.) .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заберем три группы А , 3  , С со свойствами:
1) М л  fA)= < y l? z = -г  > , М и В  = < - £ > ,  M u£CcJ= < - s >  ;
2 )  Herr,ГА, B )-H o ^  Гз,А) ГА, с) =А/стГ^А)~ЛотГв,с)=
- Н е т (£, 3 )=  Р . Существование таких групп показано в Гб 1 .

В группе А  , согласно лемме 7 , выберем элемент а. такой, что 
/fa.) * ес. ^ Z A  , а  в группах В и Г  возьмем элементы /  и С.у 

соответственно имеющее нулевуо ,2 -вы соту. Рассм отри  группу & =
-  <А, > . г д е
Покажем, что группа £  является искомой.
1 . Покажем сначала, что подгруппы А , В> и С сервантам в груп
пе Q . Для этого достаточно п оказать, что если Ъу'еА ( ^с/е В 
или t /g e C  ) ,  то / е А  (соответственно у е В  или JI ̂  £  )•
а )  Пусть ВуеА  и *■ , где a .e A ,f e &
и с е  С . Тогда *4rf Г+зе *Z£/(a)*-£t>-£с -
Поскольку 4$еА  , то  r t * £ J T - - 4 4  и ( а - £ ) с = - ‘/ с  . Вви
ду выбора элементов Г  л с , **£ s  Ofm оеС е) и <*/
Согласно построение группы G , ел х  < 4  и о* Г  * </ , по
этому эти д ва  сравнения имеет место лишь в случаях или
K =e=Z  . Если к = £ = 0  , то,очевидно, / е А  . Если ке
*. = Z *Z  , то 6 -  -  Г  2 с= Р  . В таком случае р  - а  -
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*Zy, или Z^-Za -Zt*Za.+(+c <-Zpt'a.]+£-c = Zxl +Za. +Z<fra-J . 
О зд овател ьн о , A , поскольку jf= a+a- * <ffa) e A  . 
б) Пусть 3  и й.*-1+с + или t/5. + 0£ +<te *
- Zko. * к 6 +kc -ZZyfa-) + ££  - £c . Так как ^tfsB  , то
^a -t-Z/ta- *Z£<f/a-} -< ?  и Ос+кс -£ c ^ o  . Ввиду выбора эле

мента с последнее равенство возможно лить в случае к-t5&/moctty. 
Поскольку о* к <а и 04 С 4 1/  , то это сравнение име
ет  место в случаях К с : £ , к ^ е - /  , х = £= я  и я=£=з ,
Пусть < = £ = z  или к - £ - - з  . Из равенства Оа + Zkcc +Z£ff*)t 
— О получаем Za. *-а- *■ tffa) = 0  или Za. *-За. +JtffAj -  0 , -
В оооих случаях tpfaj+a- е ZA , что противоречит выбору элемен
та а. . Итак, осталось рассмотреть случая к -£ = я  , так как <= 
- £ = 0 сразу влечет £  е 3  . Пусть k ^ £ = z . Тогда a --a -/fA j  
и <Г= 0  , поэтому £  = -а- - pro./ *£  ■'-Zgt * Zjr̂  или

Za- -Za. -2<pfa) <■££ *Za- +g+c. + Луга) + о -c  = z £  * Z £ .
Таким обоаэом, £ . e В  , то е с т ь  подгруппа В> сервантна в & . 
Аналогично показывается сервантность подгруппы С в В .
2  . .Докажем, что гр уш а Л и £  £• не разлагается в прямое про
изведение групп типа Z  £г) . Для этого достаточно покаэать, что 
группа & обладает автоморфизмом у  , действующим как у  на под
группе А  I как £  на В и как - £  на С  .  Пусть Bg-? a *■£*■£ , 
где a s  А, £ е З ,  с е  £  . Докажем, что в груш е £  разрешимо
уравнение Z/x = p fa j  + f - c  . Если g  £( *ct +Kft * £f„, , 
где al eA , 4t e 3 , £t e C  , то a. =■ ̂ at +ZKa. * ZZtffaJ,
£ -  Z£i tK i +££  и ■*■*£- £ c  . Убедимся, что элемент
x .  = f fa {)* £ t -Cj * Zj’t * Kgt -£ a .  является решением указанно
го  уравнения. В самом д еле , Ох. я O ffai) * 0 £ i -Oct *Z£a- *£(*■ 
+ ес i-Zt£ra) + * 6  -КС -</£а. -  a, * Z / - * с , .  + ze< fLM *
*££ *£с + Л*<£Гл2+ к £ -к с  = pf*at+ZKa.+ZC/£a.))*- 
+ /V// +££+ * £ ) -  ft/Ct *кс. -£ с )я  <{££.)+ £ -  с .

Полагая y t y j -  х 0 , получим искомый автоморфизм.
3  . Наконец,покажем, что группа £  регулярно проста. Пусть груп
па В обладает регулярным автоморфизмом К. , отличным от -£  .
Взчду условия и поскольку подш утят А , В и С сегеантны в S  т 
то они вполне жапактериотичны в G [\] .И з  построения группы
В следует, что либо к. действует как ^  на А и как -£ на В 

и С  , либо К. действует как -р  на А  и как -£  на В и С .
(Левидно, что н&возмохность одного из этих случаев влечет невоз
можность другого. Итак, пусть «б действует как tf на подгруппе^
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и как -£■ па В и С . в таком случае = £а. * 6+с влечет 
(a - )-g -c  . Тогда *t (2(£t)+gt )=  2 (ffa-)ea-) 

или, ввиду оервентнооти подгруппы А в группе G , а + ffa/cr2A 
что невовможно ввиду выбора элемента а. . Следовательно, группа 

(? регулярно проста.
Таким образом, теорема 8  говорит о т о - ,  что регулярная просто

та групп & из класса Ol не эквивалентна разложимости групп JUctfcj 
в прямые произведения подгрупп типа 2.(г )  . Тем не менее, как 
показывает следующая теорема, для довольно широкого подкгю са 
груш  из класса OL эти условия эквивалентны.

ТЕОРЕМА 9 . Пусть 01. t А  =  £  Ф_А ; -  некоторое полное
-  1£Уее квазиразложение и группа Ы удовлетворяет одному из условий:

1 )  4 ;  2 )  для любой подгруппы S t <3>&L®
сервантна в S> ),квазиравной Сп , наименьшее натуральное число 

/I со  свойством п. & £  отлично от 4 .  Группа О-
регулярно проста тогда и только тогда , когда группа Ли.1 (  
разлагается в прямое произведение групп типа 2. (г )  .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВОЛЛредооложим, что £  регулярно проста, на "рул 
па Ли2ф(гф_ не р азлагается  в прямое произведение подгрупп типа 
Z (z )  . Следовательно, группа & обладает нерегулярным автомор
физмом порядка 4 (следстви е 6 ) .  Ввиду f l ]  и леммы 1 каждая под- 
груша A i ,  L e J  вполне характеристична в & . Пусть ф? -  
-  такое максимальное подмножество индексного множества 0  , что 
для лооого индекса L e  автоморфизм f  действует на подгруп
пе A i  как £ . Далее, через Уг обозначим такое максимальное 
подмножество из У , что на всех  подгруш ах А ; , Le Уг а в 
томорфизм / действует как некоторый регулярный автоморфизм у  
порядка 4, причем у *  = -£  . Если Jt ОУг=У , то тогда авто
морфизм -  f  регулярен и отличен от ~£ , что противоречит ре
гулярной простоте группы <? . пусть <А̂  Iсе У£ >м ,
С~ < А ;  I >» и D = < A i )  L e y \ ( J t U J*)>%  ■
На в ш е  сделанных. вамечаьиа следует , что подгруппы В , С и i )  
отличны от нуля и что на В автоморфизм f  дей ствует, как £ , на 
С как у  и на Л как -£ . Поскольку 2 tr £  А  , то оче

видно, чдо 26 & 3  ® C 9D  . Согласно Г 2 J , гр у ш а (п
обладаем автоморфизмом у  , действующим как -£ на подгруш е В 
и как £ на С и D  . В таком случае автоморфизм fj*  является 
регулярным автоморфизмом группы (г , отличным от ~£ , что про
тиворечит условию.
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2 . Предположим, что группа £  регулярно проста и обладает авто
морфизмом порядка 4 .  Аналогично, как в пункте Iд о к азы ваем , что 
группа Q обладает такой покрупней В&С& D , что на g  
это т автоморфизм f  действует, как некоторый автоморфизм уг  поряд
ка 4 (у г2- -е ),  на С как -£  и на J) как £  . Очевидно, что f*  
действует как -£  на В и как £  на < С 9  D  >* . Согласно [2 1  , 
ZCr £  В & < С ®  Л >* . Далее, автоморфизм ^ д е й с т в у е т ,
как -£  на С и как £ но D , поэтому & < С 9 J )  ^  с  £  & J )  . 
Таким образом, 4G>£ В&С&.О . Если Z£<c 8  ® С *2) , 
то так ;.;е,как в пункте ^ п оказы ваем , что группа (? обладает регу
лярным автоморфизмом, отличным от -£  , что противоречит регуляр
ной простоте груглы & . Следовательно, 4 являотоя наименьшим 
Ч' слом из вчех таких натуральных п- , что £  В ® C 9 J )  .
Это Противоречит условие теоремы, поэтому каждый автоморфизм 
Грутъл & име«т порядок £  . но в таком случае группа Jtut(tr>)
р азлагается  ь прямее п р ои зведен о подгру.лы типа .

о заключение дадим описание групп из класса 01 , группы авто
морфизмов которых разлагаются в прямые произведения типа Z tz).

ЛЕММА 10 . Пуоть (г -  сильно неразложимая гр у ш а конечного ран
г а , G, =Soe G и if -  автоморфизм группы (г . Если для некоторо
го  элемента х&  & , хФ О , pfx-)- ~  х  , где т. и п. -  целые 
числа, то /£#)=  8? & для явного элемента & .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как (г сильно неразложима и 7  = Soc & ,
то согласно [4 ] , каждый ее ненулевой эндоморфизм е с т ь  мономор
физм. Для элемента х  tf(x) -  g  х  , следовательно, fn fffx ) - 
- т х  . Пусть у  г, эндоморфизм группы fi , действующий как умно
жение на число m  . Рассмотрим эндоморфизм п р - у  . Поскольку 
(ntf-y)fx.)~inif)fx)-yrfx)^nix.-mx=o, то п t f-y  -  не мономорфизм. 

Значит, n tf- у *  О . Следовательно, для любого элемента 
. *  поэтому у .

ТЕОРЕМА 11. Пуоть && Ot , A = .Z * A i  -  некоторое ее полное

квазиразлчжение. Груш а Ли£0> изоморфна прямому произведению 
груш  типа Z it )  тогда, и только тогда, когда выполнены следую
щие услови я:
a) A ;  = > S ceA i для любого индекса i e 7  ;
б ) для любых индексов i  P J  , Г А Aj. )= О;
b) p A i  *  A i Для любого проотого числа р  и любого индекса
1 е  7  {
г ) каждая группа А / ,  i f  7  оодержит подгруппу H i  ранга
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1, характеристичную в (г .
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть JUtLifi) изоморфна пряному произведению 

групп 2С».) , то еоть (г регулярно проста. Следовательно, вви-
ду леммы 1 , группа £  свободна от нильпотентностей. Поэтому, со г- 
лаоно [1 ]  , для группы О выполнены условия а) и б ) . Из доказа
тельства леммы 2 следует, что для регулярно проотой группы каждая 
группа Ли.1 ( A i )  периодична. Значит, rp yn nale  удовлетворяет у с 
ловию в). Пусть H i  -  произвольная подгруппа ранга 1 группы А ;  
и >р -  автоморфизм группы £  . Так как о Cf)= Z и каждая под
группа Ai вполне характеристична в (г , то согласно следствию 5 

f  индуцирует на каждой подгруппе А /  либо £ , либо -£ . В
таком случае очевидно, что подгруппы H i , l s J  характеристичны 
в группе £  .

Обратно, пуоть для группы £  выполнены условия а )  -  г )  и пусть 
if -  произвольный автоморфизм группы & . Согласно условиям а) 

и б) и ввиду Г13 , подгруши A i  вполне характеристичны в £  . 
Пусть -  ограничения автоморфизм <f на подгрушах A L . Посколь
ку подгруша H i , Le  .7  характеристична в £  и ее ранг равен 
1, то fi  действует на ней как умножение на некоторое рациональное 
число ffl-' - . Согласно лемме 10, f ;  действует как умножение на 

на всея подгруппе Ai . Поскольку для группы выполнено усло
вие в ) ,  то tfi = £ £  . Таким образом, порядок автоморфизма f
равен Z ,  что означает разложимость группы Ам£ Сг в прямое 
произведение груш  типа Z t i )  .
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ГРУППА ГОМОМОРФИЗМОВ 3 ГРУППУ БЕЗ 
КРУЧЕНИЯ РАНГА I

П.А.Крилов

Работа посвящена групг.аи гомоморфизмов абелевых групп без 
кручения. Тот факт, что гомоморфизмы одной абелевой группы в дру
гую сами образуют группу, оказался исключительно важным. Однако 
точное отроение группы НотШ,А)'лгъчсгло лишь в некоторых слу
чаях. Например, если / 7  -  периодическая группа или если А -  ал
гебраически компактная группа, то группа Нет(П.А) алгебраичес
ки компактна. Один из основных случаев, когда А не имеет круче
ния, еще мало изучен. Можно, -разум еется, счи тать, что /7 также- . 
нс имеет кручения. Естественно начать исследование, считая, что 
А -  группа ранга I .  Интересные результаты в этом направлении 

получил Уорфилд [ I ]  . Он доказал , что группа /7 без кручения ко
нечного' ранга является группой гомоморфизмов некоторой группы в 
группу ранга I  тогда и толы о то гда , когда /7 -  локально свобод- ' 
нал группа [ I  ,• следствие 9 ] . Этот факт получен как следствие 
основной теоремы 2 [ I } , дающей необходимые и достаточные условия 
того, чтобы естественный гомоморфизм к(П)-Н.-*Нот(Ярт/М,А),А) 
являлся изоморфизмом, где / 7 и А -  группы без кручения, причем 
А7  имеет конечный ранг, а  А  -  группа ранга I .

Основные результаты этой работы касаются естественного го
моморфизма к ( М ) : Н о т  (Нет. (Л, А), А) , где А -  группа 
без кручения ранга I .  Получен также ряд фактов о самой группе 
Нет (Sl,A) . В § I изучаются группы гомоморфизмов в локально ло-
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кальке свободные группы. В частности, получается, что если А - 
группа ранга I ,  то группа Лот. (Л, А) всегда локально локально 
свободна. Основной результат 5 2 -  это теореиа 2 .5 .  Она содержит 
необходимые и достаточные условия то го , чтобы А(Л) осуществлял 
изсорф ное вложение Л  в Яет{МетРЛ,А), А )  в качестве сор - 
вантной подгруппы. Используя терминолопг' Шарля [Z] , можно ска
за т ь , что теорема 2 .5  дает ответ на вопрос: " Когда Л  и Нот/Я.А' 
находятся в " отношении слабой двойственности"?" Если f t  им^с'т 
конечный ранг, то теореиа 2 .5  превращается в теорему 2 работы 
Уорфилда [ I  ] .  3 § 3 при некотором ограничении на мощности выяс
няется, когда h.(ti) -  изоморфизм. В § 4 дополнительно предпо
л агается , что А имеет ддемпотентный тип. В таком случае изомор
физм кШ ) эквивалентен выполнению некоторых соотношений между Л  
и Лот (Л, А )  (предложение 4 . 3 ) .

Различные вопросы, связанные с гомоморфизмом : яуп-
пойНот(Л,А) . изучали Шарль [ 2 ]  (аннуляторные соотношения между 
Л  и Нот(Л, А) . топологии на /7 и Лот (Л, А ) ) , Гроссе 

Г 3 7  (итерированные группы гомоморфизмов), Шульц [ 4 )  , Нунки [5 ]  
и другие авторы.

Все рассматриваемые в работе группы -  абелевы. Если Л  -  
группа без кручения, то -Г. (Л )  -  ранг группы Л , П 1 Л ) =
- [  р I рГ1 А Л  }  , ОТ (Л) -  внешний тип группы Л  [II .
Если Х £ Л  , то {Х )л ~ сервантиая подгруппа в Л  , порожден
ная множеством X  , если х  £ Л  , то Т(х-) -  тип элемента х- 
в Л  . Если А - группа, то Л  ®А (соответственно ПА  ) - 
прямая сумма (соответственно прямое произведение) некоторого 
числа копий группы А . Наконец, Z  -  аддитивная группа или коль
цо целых чиоел, Qr  -  аддитивная группа или кольцо рациональных 
чисел со знаменателями, взаимно простыми о р  .

§ I .  ГРУППЫ ГОМОМОРФИЗМОВ В ЛОКАЛЬНО ЛОКАЛЬНО 
СВОБОДНЫЕ ГРУППЫ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. I .  Группа Л  называется локально свободной, 
если Л р = Л ® 0.р -  свободный б^-модчль для всех реП (Л )[1\.

2 . труппу Л  назовем локально локально свободной, если 
Л р -  локально свободный ff^-модуль для всех р е Л ( 1 7)(модуль
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локально свободен, если каждое конечное семейство его элемен
тов "ожно вложись п счободное прямое сл агаем б е).

Локально свободная группа будет локально локально свобод
ной. Обратьоо неверно. Однако в счетном случае определения I 
и 2 равносильны, так как счетный локально свободный ^ - “одуль 
свободен.

В [ I ] доказано (лемма 6 ) ,  что если Si и А  -  группы без 
кручения, причем X (Si)*h(° , *(А )~  {  '  , то Нет.(S t,А ) 
локально свободная группа. Простые примеры показывают, что это 
не та к , если Si имеет бесконечный ранг. Однако можно доказать, 
что всегд а  группа Нет (SirA )  , где , локально ло
кально свободна. На самом деле справедливо следующее общее утвер

ждение.
ПРЕДЛОЖЕНИЕ I .  I .  Если Л  -  локально локально свободная 

группа, то группа Нет (S1, А) локально локально свободна для
любой группы Si .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть pe[l(A om (Si,A ))  • Тогда реП(А). 
р -сервантно точк%п отрока О -*■ Z  —■* Qp дает такую р-

сервантно точную отроку:

0 - + A & A * Z  ~ r A * Q , = A r  ■
В овею очередь эта строка индуцирует следующую сервантно точную 
строку ^ -м о д у л е й :

0~*Яет (St, А)®0./, —*'Hom(fl,Ap)®Q.p =Hem Ш, Ар).
Пу ть В - р  -бази сн ая подгруппа группы Si  .  Тогда р -сер -
ваьтно точная строка О -*■ В Н  индуцирует сервантно точную
строку Qf -модулей

о —* Нот (St, Ар) Н ет  ( В ,А р ).
(Нет (St fg  , А р )=  О , так как ^ / g  - р -делимая группа, 

а Ар не имеет ненулевых ^ -дели "ьсс подгрупп). Так как B=£®Z  
(можно сч и тать , как уже отм ечалось, что Si  не имеет кручения), то

Нот ( В, Ар)— Л  Нот (Z,Ap) = П А р  .
Модул»П  Ар локально свободен как прямое произведение локально 
свободных йг -модулей. В итоге получим, что Нот (Sl,A)«>Qp 
изоморфен оервантноиу подмодулю локально свободного модуля П А р . 
Следовательно, Hcm(S1,A)®Qp -  локально свободный модуль, а
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Лет (М, А) -  локально локально свободная группа. Предложе
ние доказано.

СЛЕДСТВИЕ 1 . 2 .  Е сл и  А -  л о к а л ьн о  с в о б о д н а я  г р у п п а , то  

Н е т ( Н ,  А) -  л о к а л ь н о  л о к а л ьн о  с в о б о д н а я  гр у п п а  д л я  любой гр у п 
пы Л  .

СЛЕДСТВИЕ 1 . 3 .  Е сл и  А -  од н ор од н ая с е п а р а б е л ь н а я  гр у п п а 
без кручения, т о  гр у п п а  Л е т  (Л , А) л о к ал ьн о  л о к ал ьн о  с в о б о д н а  
для любой группы  / /  .  В  ч а с т н о с т и ,  е с л и  X ( А ) =  t  ,  то  

M e m  ( Л ,  А )  -  л о к а л ь н о  л о к а л ь н о  с в о б о д н а я  г р у п п а .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В си л у  п редлож ен и я I . I  д о с т а т о ч н о  у б е д и т ь 

с я ,  ч т о  А -  л о к а л ь н о  л о к ал ьн о  с в о б о д н а я  г р у п п а . П у сть  реЛ(А). 
Д о к а л е н , ч то  Ар=А ®  Qr  -  л о к а л ь и о  свободны й < 2^ -ы о д у л ь .
Для этого нужно п о к а з а т ь ,  ч то  любой сер зак тн ы й  подм одуль А ' р  

ранга I  в ы д е л я е т с я  в  А р прямым сл а га е м ы м . В озьм ем  O f а . в > ^ е А'р, 
&  Е А ,  Q р  .  Т а к  как А  -  од н о р о д н ая  с е п а р а б е л ь 

ная группа, то А =  ( а } 4 ® В для некоторой подгруппы В 
Тогда Аг,=({а-}4 ® С2р)  ®(В*>£р) .  И далее А'р =[ а  ® =
= {a }4 ®Qp . Таким образом, А'р -  прямое слагаемое в А р • 
Следовательно, А р -  локально свободный модуль, а А  -  локально 
локально свободная группа.

Особо рассмотрим случай, когда группа А имеет адемпотент- 
ный тип.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 .4 .  Если А  -  однородная сепарабельная группа 
без кручения идемпотентного типа, то Лет. (At, А ) -  однород
ная сепарабельная группа типа Т(А) для любой группы А1 .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Случай I .  x (A )= i  . Обозначим X  - Л  (А) 
и Qj -  кольцо рациональных чисел со знаменателями, взаимно прос
тыми с числами из SA (можно считать, что А -  аддитивная группа 
кольца ( J j  ) .  Тогда l i  GQj является Qx -  модулем и 
Лет. (Л , А) =  Лет. (Л  «QK, А ) .  Действительно, точная 

отрока
0 -+  A ls r A lv Z  / 2 в # * / Я  -*•  О 

индуцирует точную отроку
0 = Н е т ( Л ъ ( З х 1 2 , А ) - > И < > т ( 1 1 » С 1 х А )  - * Н о т  ( Л ,  A ) - * £ ^ t t » O x jz ,  А ) .  

Но Ext(At»Sx IZ ,А )~  О ,  так как порядки элементов группы
делят группу А , поэтомуЛот.(Л,А()?Нот(А!*(}х,А).

Следовательно, можно счи тать , что At является М0ДУ~
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лем, т . е .  Л [ Л . Д окаж ем , что JJe/rz.aT( f l ,  & г) -  ло
кал ьн о  свободн ы й  Q c -м о д у л ь .  Это р а в н о си л ь н о  т о м у , что 1 
Нет-(Н,А) -  од н о р о д н ая  с е п а р а б е л ь н а я  гр у п п а  ти п а  Т(А) . 

В о зьм ем  н екоторы й сер ван тн ы и  п одм оду ль / V *  в H e m .  а %  ( Л . ,  £ х )  

р а н г а  I  и д о к а ж ем , ч то  N *  -  п р ям ое с л а г а е м о е .  П у сть  O ^ e c e N * .  

Т о г д а  Л I kec 0  irrt ,с £  Qg . Но lm *c-0  . Следо
в а т е л ь н о ,  Л =  /V Ф  k r c  , г д е  N 2 Z  Q j r  .  О тсю да

^ ( Л ,  <2Х) =Нсгл.6%(N, Qx)®Mor*.af (It*.-с, е2х ) .
Т ак  к а к  х е  Нот-аж(А/, ах )  , то  N Нот(А/, (2Т).
Тс.сим о б р а з о м , каждый оерван тн ы й  подм оду ль р а н г а  I  выделяется 
в M c ' H - Q j f f l ,  (Зя )  прямым слагаем ы й !. С л е д о в а т е л ь н о , Н е т  ц г ( А ! , А )  ~ 

л о к ал ьн о  свободн ы й  ^ - м о д у л ь ,  а Нот (Л, А) -  однород
н ая с е п а р а б е л ь н а я  гр у п п а  ти п а Т(А )  .

Случай 2 .  А -  произвольная группа. Пусть 8  -  груп
па ранга I  и типа Т(А) .  И звестно, что существует сервантно 
точная строка О —*■ А  - г / 7 8  • Следовательно

О —+ Нот. (Л , А) —” Н ет .(Л гПВ>)
сервантно точная строка. Но H/omfSt, ЛВ)-= ПНет- {И , &) -  
однородная сепарабельная группа типа Т(А) как прямое произведе
ние таких групп. Следовательно, Нет- [Л , А) - также однород
ная сепарабельная группа типа Т(А) • Предложение доказано.

Отметим, что предложен,ie 1 .4  вытекает из оледствия 1 .3  и 
сведущ его факта, который мы сформулируем без д оказател ьства .
Если АЛ -  однородная локально локально свободная группа идемпо- 
тентного типа, то М  -  оепарабельная группа.

§ 2 .  ЕСТЕСТВЕННЫЙ ГОМОМОРФИЗМ

АЛ Нот (Нот. (Л, А), А ) , *с(А)*А
ЛЕММА 2 .1 .  Се,авьтные подгруппы локально локально свобод

ных групп локально локально свободны.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть АЛ -  локально локально свободная 

группа и N  -  оервантная подгруппа в АЛ .  Тогда QF -модуль 
изоморфно вкладываетоя в качестве сервантного под

модуля в локально свободный модуль АЛ ®Qp . Следовательно, /Vp -  
Локально сьобэ. чый модуль, а /V -  локально локально свободная 
г р у п п а .
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть А  -  группа. А -векторной группой 
будем называть прямое произведение некоторого числа копий груп
пы А  .

ЛЕ.'.Ш Е .2 .  Группа Нет  {ft , А) изоморфна некоторой ,.од - 
групг.о А -векторной группы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть F  -  свободная подгруппа в М  , по
рожденная некоторой максимальной системой линейно независимых в 

М  элементов. Так как М I F -  периодическая группа, то 
H om .(M lF, А )=  О и точна строке

О —*■ Нот f  St, А ) —* И  о т- (Г , А ) ■
Далее, так как F  = Z  , то Horn. ( F, А) - Л  Нет ( Z, А)=П А

ЗАМЕЧАНИЕ 2 .3 .  Используя лемму 2 . 2 ,  нетрудно доказать 
(собствен н о, это -  известный ф акт), что воли А  -  группа без 
кручения, то естественный гомоморфизм /2  —»>Яот(_Нот;Н, А), 4 )  
есть мономорфизм, если и только если М  изоморфна некоторой под
группе А -векторной группы. Если jc (M )a 'Ao « x ( A ) = i  , 
то М  изоморфна некоторой подгруппе А  -векторной группы тогда 
л только то гд а , когда OTffl) ± Т (А ) [ I  , предложение 3 1 .* 
Понятие внешнего типа для групп бесконечного ранга не имеет 
смысла.

Зафиксируем некоторую rpyrmv А  .  Обозначим через И  фун
ктор H o rrtf'.A )  из категории ас-злевых групп в категорию абеле
вых групп. Существует естествен н ое преобразование А тождествен
ного функтора в функтор , гд е к С ft )  -А! Н 1(  12) зад ается
формулой ( к  (ti)  m. )>i- = °2m , rrt e  M, е е е Ц (М ) .

ЛЕ1Ш 2Л . Пусть f l  и А -груп п ы  баз кручения и пусть 
h ,(fl) :fl  ~JrH i(M) -мономорфизм. Тогда подгруппо й п к (Н )  

/>-сервантна в Н гШ ) тогда и только то гд а , когда выполняет
ся условие: если m .e  HI - p f l  , то сущ ествует и. е  Н I t i )  т а 
кой, что • ьт £А ~ р А  •

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть подгруппа игик-(Н) ^ -оор ван тн а в 
М1(М ) .  Возьмем т е  М - р  £1 . Допустим, что л т е р Л

для каждого е  J4 ftt)  . Тогда для каждого и. еТ Л ^ су щ естп у ет  
единственный а .е А  со свойством ( к  (Н)т)сС  =  <С/п. ^ра. . 
Определим г^еИ1(М )  , положив >1 ± = а. , <*- е  / / ( Н ) ■
Ясно, ч'А к(М)т.*рЧ' Следовательно, в силу р -сор в  .мтнооти 
imk(M),>ie Lmk(M) , Т .е .  П = к (М )т ' для ч :• _'0 ;н,/о .

'еМ . T'Xiepb имеем к(М )т  - p*l~pfkf/l)fn')^H(f1)/m рпг'/-Н.
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Отсюда т -  и т  - р / п '  е р Л  , что противоречит
выбор;/ т. . Значит, •‘-т. 4f>A для некоторого .

Обратно, пусть выполнено уолоьио леммы. Прсдполониы, что 
т ^ Л , >L€ -H*(fl) и к (Л )п ъ  = рч_ • Для любого ^ .е Н (Л )  
ииееы <£т. ^f/i{fl)m.)iL=(f>r£)4 . = p (* iu )£ p A  • Следовательно, 
m e p f h  т .о .  Для некоторого т .'ер !  .  Теперь
р %  k / S t ) n v  =  Р  (  к  ш ) т ') ,  f A / y j J m ' w  ъ е  im -kffl)  .  Следова
тельно, подгруппа СтккЛ) р - сервантна в Н*кЛ) . Лемма
доказана.

Уорфилд доказал [I , тоореиа 2 ] , что если Л  и А  -  груп
пы без кручения, причем ■£(№)*А .  . x .(A )*i  , то
Л  (Л )  ■ Л  —ГМ*(Л) является изоморфизмом тогда и только тогда, 
когда Л  -  локально свободная группа, О Т(Л ) ̂  Т (А )  и 
Л (Л ) =Л (А) • Оказываетоя, что если Л  -  произвольная груп
п а, то эти условия (конечно, локальную свободу нуяно заменить ва 
локальную локальную свободу, условие " ОТ(Л)- Т(А) " на "  Л. изо
морфна некоторой подгруппе А -векторной группы") являются необ
ходимыми и достаточными для т о го , чтобы k ^ и зом ор ф н о вкладывал 
Л1 в И 1 (Л )  в качестве сервзнтной подгруппы. Это будет дока

зано в следующей теореме. Если к  (Л )  -  мономорфизм и и п к (П )-  
серваптная подгруппа в Л г(Л )  , то по терминологии Шарля [2  ] Л  
■ И  (Л )  находятся в "отношении слабой двойственности". .

Если 1-п.еЛ  , то к/,/™ -)- р -вы сота элемента т. в 
группе Л  •

TEOPEiiA 2.5. Пусть Л  -  группа без кручения, А -  груп
па еэ кручения ранга X. Следующие утверждения эквивалентны:

1 . А-(Л) -  мономорфизм и оерьантная подгруппа

в Н * (П ).
2. Л  -  локально локально свободная группа, изоморфная

подгруппе А -векторной группы и Л ( Л)-= Л  (А ) .
J ,  Л  изоморфна оервантной подгруппе группы Л и ? A i ,  

где *  (А ;)= i ,  T (A iU  Т ( А ) , П Ш ” П (А ) , /71~ 1Н (Л )1 .
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ( I )  --— ? ( 3 ) .  Пусть У  -  множество мощности 

1Н(Л)1 и НСЛ ) а { * 1  / С еУ }  .  Обозначим A i - f l / f u n t - i  
дли каждого Се У ,  Так как А ;  0 Л J Сты. , еА , то 

r.fAA- i  , TfAc)& T fA )  и Л ( А ) £  n ( A i )  .Д а л е е  
J 1 {А {)£ П (Л )* Л а т  к /Л ))£  Л (А Ч Л ))£Л (А  )  .  Значит, П Щ *
Л  {А). Пос/олвку n , e y itz d ,'0 ,  то обычным способом Л  изоморф-
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на некоторой подгруппе группы 'Л- I~llCj A i  . А именно, пусть 
< \ :Л ~ * А ; -  канонические эпиморфизмы, Х, :У У — *  A i
канонические проекции. Определим б - Л  — W  , положим

i e j  . Ясно, что (Р -  мономорфизм. Осталось показать, 
что &(т-) -  серваптная подгруппа в УХУ . Возьмем некоторый эле
мент Л  и простое число р е Л (Л )  .  Так как под
группа imAtfU  сервантна в Л 1 {Л )  , то по лемме 2 . А с у -  
цествует <£С€Л(Л) такой, что Л ) ( jn )-  fvp (•i-i /п )  . Гомо
морфизм я ,- можно провести через , т . е .  < *-'£у — я 4- для 
некоторого я-у :A i  —УА  .  Из последнего равенства следует, что 

frv)i /Ср /«*/ ' * )  .  Таким образом, hp fm .)£/iffa
£ k*p (•‘■i /п)  -  Пр /’'“J  и ( '“J - A f  f c  т. ) .  Теперь имеем

h-p A p'fcm ) tym))* /% /&ГП. )&
■? Ap Y&m.), =  А-p (& m j  . ПОЛУЧИЛИ, что каадый
элемент подгруппы 9(Л )  имеет одинаковые высоты в О (Л ) и 
К/ .  Следовательно, подгруппа 9(11)  сервантна з  V/ .

( 3 )  = ?  ( 2 ) .  Так как T(A i)■* Т(А ) ,  то каждая группа 
Ас  изоморфна некоторой подгруппе в А  .  Следовательно, НУ 

изоморфна некоторой подгруппе А  -векторной группы. Е силу 3 
ю  не справедливо для Л  . Д алее, Л  (Л ) £  Л  (НСУ) -  Л  (А ) , 
Л ( Л )  £ П  (А) .  Обратное включение следует из то го , что Л  изо
морфна подгруппе А  -векторной группы. Следовательно, Л(Л)=Л(А). 
Для д оказател ьства  локальной локальной свободы группы / / н а  осно
вании 3 и леммы 2 .1  достаточно д ок азать , что НСУ-  локально локаль
но свободная группа. Положим Vх£ f tj  Л /А ;)  .  Тогда

Л о п ъ (У ,А )~ Л ^ 3Нет(Л(АЛ, А) 2 Л и 7 А ; -  W.
По следствию 1 .3  группа НС/ локально локально свободна. >

( 2 )  ------У ( I ) .  Ввиду замечания 2 .3  А (Л )~  мономорфизм.
Подгруппа ст.А(Л) сервантна в Л 1’( Л )  , если она р - се р за ..т -
на для каждого простого, р  , Воспользуемся леммой 2 . А. Пусть 
гтг e f l - p f l  . Нужно кайти такой * с £ Л ( Л )  , что У '™- f  рА . 
Так гак  U (Л ) -  мономорфизм, то сущ ествует р  с  Л  (Л )  такой, 
что р т ф  О . Пуоть р р :Л р ~ *А р -  продолжение р  ( А» 
определяется формулой Д  ( т  в  ̂  ) - р  т  , т  £  Л  , <2 р )  ■
Так как р  е П Ш )  ,  то р £  Л  (А )  • Следовательно, А р=  О-р
и Л р1**ъд  5? Qp .  Отсюда Л р ZZ Ыi. ® kt< , где
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N{ =  (Хр . Пусть т = a.+i'  , где оФ а. е  Nt , 6с= ktx.fi,, и 
пусть Ыг (соответственно N ) -  сервантный подмодуль в , 
порожденный элементом 6 (соответственно элементом л + £  ) .
Так как Л'р -  локально свободный модуль, то  для некоторого /V, 
будет /их jbp = N29  N, и Nt ®Nt ~ /V© N, , Таким образом,
Л ?  = Л/ев/Vj, ® /Vj =  /V ® k tx j,  , где /V s  Qp п т  е  Ы ш

Определим теперь ~ п о л о ж и в  f pjN -  некоторый
изоморфизм /V на йр и f  ( ktxfi/>)=  О. Пусть 

о гр ан и ч ен и е^  на Л  . Тогда ktx f  = kxx. fp П Л  = ktx fip ПЛ = кн-fi.
О тс .да Ibtx-/'=S1 /k#ij} si i,njs <sA • Следова
тельно, ТЛ'пр-)^Т(А) .  В таком случае по лемме I  Ш  сущест
вует целое i^ O  такое, что < U n f & А . Причем можно взять 
[1 ,р )= 1  . Положим у. = i f  . Тогда у-еН С Л )  , так как
i-mU-sA’ Поскольку ,п  ф р Л  , ТО т  ф рЛр и т  ф pN  

' Следовательно, fp т ф рАр  .  Далее *  S /f m )  -  i ( f p /rtj.
Отсюда <*.т. ф рАр  , так как ( i ,p )^ i  .  Тен более *.т. ф р А . 
Итак, У-еЛ(Л) и Фт ф рА . В силу леммы 2Л  подгруппа 
irm-A/AI) сервантна в К 1 {Л )  . Теореыа доказана.

СЛЕДСТВИЕ 2 .6  [ I ,  теорема 2 J  .  Если Л  и А  -  группы без 
кручения, t (Л )■< j i ,  , r-fA) = d , то оледующие утверж
дения эквивалентны:

1 . к(Л .):Л — ~Н *(М ) -изом орф изм ;
2 . М -  локально свободная группа, ОТ(Л) * Т (А)

и ГК М )=П (А )  ;
3 . Л. изоморфна оервантной подгруппе группы { 1 А ,  •

где Ч (А;) =  I  , J fA i)^ T (A ) , Л  (А ,)~П/АУ“  ........

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нужно лишь д о к азать(2 )  о -= > (1) .  Если имеем 
2 , то по теореме 2 .5  к (Л ) -  мономорфизм и Unh/Sf) -  сер - 
вантная подгруппа в Н*1Л) .  Но у нас г.(Л)<ф„ ,  поэтому
Д-Шг1Л))4 х(н(Л ))ф  г Ш ) [ I  , предложение А ]. Отсю

да Ч. (Н 2 (Л)) 4, t  Ш ) -= х-(imUCSl)) Ф «  (И 2 (Л)) И

ч. (1тА1Л))=ч(Я2(Л))<- .̂. Следовательно, ввиду оервантнооти 

u n .h (/i) , im/t-fM ) “  AL*ffl) .

СЛЕДСТВИЕ 2 .7 .  Если Л  j  А  ■ группы без кручения,
4.(A)~i , то А {НШ )) :Н (Л ) —* Н.*(М) -  мономорфизм и под

группа im h (Н(л)) сервантна в И *(Л ) .
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Группа Н (Н )  изоморфна подгруппе А - 
векторной группы по лейке 2 .3  и локально локально свободна по 
оледствию 1 .3 .  Кроке то го , ГНН(Н))~Г1(А) .  Утверждение
следствия вытекает теперь из теоремы 2 .5 .

С помощь» теоремы 2 .5  можно получить обозрение всех  сер - 
вантных подгрупп групп гомоморфизмов в группы ранга I .

СЛЕДСТВИЕ 2 . 5 .  Если Н  и А -  группы б ез кручения,
* (А )= 1  , то сущ ествует группа G так ая , что Н  изоморфна 

некоторой сервантной подгруппе группы Нот  / £ , А) тогда 
и только то гд а , когда Л  -  локально локально свободная группа, 
изоморфная подгруппе А -векторной группы, и П ( М ) = П ( А ) .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Л  изоморфна некоторой сероантной 
подгруппе группы Нот  ( &,А) для некоторой группы U . Как 
уже отмечалось, группа Нот./&,А) локально локально свободна, 
изоморфна подгруппе А -гекторной группы и П (Ю = П (А ) . 
Следовательно, учитывая лемму 2 . 1 ,  такова же и группа Л  .
Если Л  удовлетворяет условии сл едстви я , то в к ач естве . & возь 
мем Нот  (Л , А) . Тогда по теореме 2 .5  /2 изоморфна серван т- 
;юй подгруппе группы Нот (Н о т (Л ,А ),А ).

Существуют группы /1 , удовлетворяющие уоловияы X -  5 
теоремы 2 . 5 ,  для которых к (Л) не является изоморфизмом. Опи
раясь на работу Майера [6 ]  , приведем пример такой группы. Майор 
доказал , что если Р  Z  и Gr -  счетная группа без кру
чения, то сущ ествует однородное сепарабельное расширение Л 
группы Р  о помощью группы & . Причем Л  36 Р тогда и толь
ко то гда , когда G -  свободная группа конечного ранга. Возьмем,, 
например, G- “  G . Тогда Н  (&) “ Н от  (&, Z) = О и,
следовательн о, Н (Л )  изоморфно вкладывается в Н (Р )- . Но

Н (  Р) ^  51*' Z . Следовательно, также .
Откуда Н г( Н ) = П 4'Z  = Р . Следовательно, Нф Н ‘Ш) ,
та., как М Ф-Р .

Поскольку вообще А (Л )Л  не совпадает о Н*/Н)  , то
интересно изучить группу Н*№0]к (Н )Л  . В частности, когда 
Н (Н *(М }1к(П )Щ =  О ? Равенство Н (H l lH)\h.(M.)H)-О 
является необходимым и достаточным уоловием то го , чгобы А (Н (Н )) 
был изоморфизмом или, что эквивалентно, А ( Н л(Н ))  был изомор
физмом для некоторого n. > i  (см . f 37 )•
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Mat!up [6 ]  докапал, что если PI -  однородное сепарабельное 
расширенно группы Р с помощью счетной группы, то РР(Л)1к1М)Л — 
непериодическая группа. Изменив немного рассуждения М айера, 

можно доказать следующие более общие утверждения.
ТРЕДЛОЕЕНИЕ 2 . 9 .  I .  Если  гр у п п а  Р 1  ш л я е т с я  расширениеи 

группы Рт =Пп  Z  (7П- -  неизмеримый к ар д и н ал ) с  помощью груп
пы G- , причем H fc)= H o m (6 ,Z )= 0  , то Н*(Р1)\к(Л)Р1 -

к о п е р и о д и ч е ск а я  г р у п п а ;

2 . Если группа pi является расширениеи группы о по
мощью очетной группы £  , то Н*(Л)1к(Л)£1 -  копериодя-
чеокая группа.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Г . Точная строка

О -^ Р п  - ^ С г - ^ О
индуцирует точную отроку

О =Н (& ) — Н(П) -^ Н (Р П ) *0,
где X:Н (Р ,П ) — ЫР.х±(й, Z) -  связывающий гомоморфизм.
Так как т. -  неизмеримый кардинал, то РКР,^) Z  ,

поэтому Ex.t(H(Pw ), Z ) -  О . Следовательно, точна строка

Н Ч Ь г) ~ + Н гШ ) —*£ x t{T (H (P Jrl)), Z )  — + 0  .
Рассмотоим коммутативную диаграмму о точными строками

0

1
о  — *  Рп ----------- *  п  —  ------------- *  Н ------------------ — *  О

■ *

Н*(Ъс) ВяЬЫкЦРщД, Z) — -О

1 1 , 1
О -----------► H*(ri)lMn)n -*-~Ext(T(ti(Pm )),Z)lfH. -'О  .

О О
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Здесь левый верхний квадрат коммутативен в силу естественности 
Л- , / индуцируется kl-P* J  и к(Л )  , f  индуцируется V- 

и у* .  Таким образом, j> -  изоморфизм и группа Л*Ш)1кШ)М 
оказы вается голоморфным образок копсриодической группы 
Ext(rthlPnj), Z) и , следовательн о, сама непериодическая.

2 .  Так как & - счетная группа, то G--F&E , где 
F -  свободная группа, а Н ( Е ) = 0  . Пусть N -  такая

подгруппа в Я  , что N и N/Pm = Е  . Тогда

H lN  =*ШРл 1ы1Ръ. = { F  ® £ )!  Е  F  . Следовательно,

Я 3lN®F . ОткудаН*{П)\к(П)П ^ H 1i'N)jk(N)N .
Группа /V содержит подгруппу Рп  и N jP n x ^ E  . Следова
тельно, в силу I )  'H*(N)lk(N)Nz£HJ(fJ)lh’ {fl)M -  копериодхчес- 
кая группа. Предложение доказано.

§ 3 .  КОГДА кШ) ИЗОМОРФИЗМ ?

Пусть Я  и А -  группы б ез кручения, г{А )= £  . Если
Я  удовлетворяет условиям пункта 2 теоремы 2 . 5 ,  то зафикси

руем для Я  группу 'V и мономорфизм , построен
ные при д оказател ьстве импликации (X) = ^ ( 3 )  этой теоремы. Та
ким образом, если Я -  локально локально свободная группа,изо
морфная подгруппе А -вехторнсЯ  группы и П Ш )аП ( А), то мы
ассоциируем с Я  мономорфизм Q-M — *  V/ из теоремы 2 .5 .

Напомним построение W л в  . Пусть IJI =  lH(PL)l и 
H(M)= {<£-il t е  3 }  . Обозначим А ; = Fl/luxcti ,
6 / ; М - * А и -  канонические эпиморфизма, № =  11 ; e j A i  и

X; : IP—* A.i -  канонические проекции ( L <= 3  ) .  Тогда
определяется т а к : X- 9(т ) = <St т , m - e f l  ,  i г  J  . 

Было доказано, что в - мономорфизм и подгруппа £т 9  сер ван т- 
на в . Роль этого мономорфизма видна из следующей леммы.

ЛКИА 3 . 1 .  П ( 6 ) : Н М — +НШ) - эпиморфизм.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем * е Н ( П )  . Нужно найти 

j i e H ( V?) такой , что = М ( =  J* в  • Пусть J-& J
таков, что оl = oLj . . Существует -A j КА > £дя кото
рого <£j6. =oL; . Зададим j> *  t i  ( us) следувдак образок:
jb/A , =  ^  и j i { A ;) =  О при I + J  . Заметим, что
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J>W=Js/7ij ur)=d.'jlXj w) д л я  любого v re  W . Теперь,
ее ли /и. £  Л  , to aim- = J - j & j ) m  =

=  =  J>(7ij(6rn.))~Ji(e™.)=(]>d)m. . Отсюда
ol. = j i 9 = H ( & ) ( f t )  . Леи is  д о к а з а н а .

Сдсл о ем  о д н с з а м е ч а н и е  относительно груп п ы  У У  .  По постро
ен;:;. V'/= / ^ -^ ./ 1 *  . где -c(A>) =  i  , T ( A i ) ^ T ( A ) ,
n fA i )= n (A )  ( i e j )  С л ед овател ь !!:, A / A j . 'А ;  гН г(А,)~ 
/ э о ..з : ..-зм для к а к о г о  i c J  . Поэтому, если /7/ -  неизмери
м а; кардинал, то A.(w )i 'V -----+H*(W) -  гакхе изоморфизм.

следствие 5.2

с> —  > л  — ^ — *  w

Ш )\  1(д) J Ш )  i
О — +Н *Ш )-------- -

к о м м у т а т и в н а я  д и а гр а м м а  о точными строками. Кроме т о го , если 
Ifll  -  неизмеримый кардинал, то h(W ) -  изоморфизм.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Коммутативность диаграммы следует из е ст е с т 
венности к  . Точность ни дней отроки следует из т о го , что Н (9 )— 
эпиморф изм (лемма 3 . 1 J . Так как \Э\ = 1Н(М)1 £ 2'*** , то

!j I -  неизмеримый кардинал, е сл и / Л / - неизмеримый кардинал. 
Следствие доказано.

Зеперь можно найти условие изоморфизма k f/i)  .  Это условие 
з а к л ю ч а е т с я  в том, как подгруппа 9 Ш )  расп олагается в 1У .

ТЕОРЕМА 3 .3 .  Пусть Л  -  локально локально свободная группа, 
изоморфная подгруппе Л -ьекторн оЯ  группы ( r ( A ) = i )  , 
ГИ П )^ П (А )  и \М\ -  неизмеримый кардинал. Тогда к(М] -

изоморфизм в том и только в том сл у ч ае , когда \f/ / в(М ) изо
морфна подгруппе А -векторной группы, где 9 :  М — *■ 1Л/ 
ассоциированный о Л  моиоморф1Изк.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть К= W/diAl) , э £ ; М/ —*  К 
канонический эпиморфизм. Е силу естествен н ости  U- и следствия
3 .2  имеем коммутативную диаграмму о точными строками
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• М  — — г W — £■— ► к о

Ш )

о

к М

, нг(е)

К  (К )

Н ‘Ш )----- *н*(U/)---------HVK)

£ которой А. ( И )  ~  мономорфизм, / t ( № )  -  и зом ор ф и зм . Г р у п п а  К 

изоморфна подгруппе А -векторной группы тогда и т о л ь к о  т о г д а ,  

когда А.(К) -  пономорфизы. Рассмотрение диаграммы п о к а з ы в а е т ,  

что к ( К )  -  MOHOuopqjMBu тогда и только то гд а , к о г д а  к(М) -
изоморфизм. 1зорема доказан а.

§ 4 .  ЕСТЕСТВЕННЫЙ ГОМОМОРФИЗМ

Л  —"'Нот(Нот.(м,А), А), -t fA)=i, Т fA) -  идемпотент.
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4 . 1 .  Если М и А  -  группы без кручения, 

причем \(A)*=i к 7(A) -  идемпотент, то к(П) -  мономорфизм
и подгруппа ипк(М) сервантиа в Н*(А1) тогда и только то гд а , 
когда Л  -  однородяая сепарабельная группа типа 7  (А) .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если Л  -  однородная сепарабельная груп
па типа 7(A) , т о , очевидно, Л  -  локально локально свободная
группа (см . доказател ьство  оледствия 1 .3 ) ,  изоморфная подгруппе 

А -векторной группы и П(П)=П(А).  Ооталось со сл ат ься  на 
теорему з . 5 .  Обратно. Пусть k/Sl) -  мономорфизм и подгруппа 
ir^k(H) оервантна в .  Тогда группа Н г(М) является

однородной сепарабельной типа Т (А)  (предложение 1 . 4 ) .  Следова- 
тетьно, такова ае  и группа .  Предложение доказано.

Для группы А идемпотентного типа можно соответствующим 
образом, учитывая предложение 4.1,переф орм улироватьследствие 2 .8  
и теореыу 3 .3 .

Если Л  и А  -  некоторые группы и к ( П ) ’Л — + Н * ( Н )  — 
изоморфцум, то функтор И  индуцирует антиизоморфизм кольца эндо • 
морфизмов группы Л  на кольцо эндоморфизмов группы Ц (М ] .  Кроме 
того, каждое прямое разложение группы Н.(Н) имеет вид
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H(M)=H(Mi) ©  Htrtj) , где -н ек о то р о е
прямоо разложение группы М . Оказывается, если Л -  группа 
ранга I идемпотентного типа, то справедливо обратное. Докажем
прежде следующую лемму.

ЛЕММА А.2 . Если М  и А  -  группы без кручения, t ( A ) —i  
и к(М) -  мономорфизм, то Н 2(Г1)I м к Ш )  -  периодическая 
группа тогда и только тогда, когда для каждого ОФ Н.*[М) 
выполняется ПдеЬеъ^кл'с.ф.^О.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что Н11Л) / Фп к (Л) -  периоди
ческая группа. П„еть ОФ^еН2(М) . Существует натуральное t  
такое, что ипк(М) - . Отсюда т!  ̂ -= к.(М)т для некото
рого О Ф т еЛ  . Теперь, если Ф е  , то
С-.ПТ. =[Ь.Ш)т)сС = = Ф(̂ ф) = 0  . Следовзтелько,

т е  Пхекщ  .
Предположим теперь, что выполнено условие леммы. Пусть 

оФ >i е Н 2{Ф1) . Тогда существует о ф т е  П^.е/ии^/ил.Ф •

Так кяк k(Ti) -  мономорфизм, то Jim  ф о  для некоторого 
jb e J J (r t )  . Тогда £_/»#■ <? . Итак, имеем два ненулевых
олемента ^  и j m  в группе Л  ранга X. Следовательно, 
ifjim ) = Для некоторых натуральных S и i  или

f-tjjj . Докажем, что I £  =  A (fi){i/n )  . Пусть
' f e jd (t t ) .  Так как ]~ИФ1) / э е  „т./- s A  , то 
УШ)/!**/- - группа ранга I .  Следовательно, kj~= 

где sLekK^ , i .  и £  -  натуральные числа. Имеем

( +i)(ijr)=a(il)(ty*4)~ /ilJ/tA )*Y *1)Ф =  -tt/^Ф) —
= ({/b(i, 1))= (Cji)(1m) = l куч- Ф)(-imj = (&/-)(1m) + ijLfm) = 
- ( I j ’-)f-imJ • Отсюда к ) f  = tm), if

im HStitilunklll)- периодическая группа. Лемма доказана. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4 . 3 .  Пусть А -  группа без кручения ранга I 

илемпотентного типа, У1 -  огор одн ая  сепарабельная группа типа 
Т Ш  . Следующие утверждения эквивалентны:

1 .  к (Л): Л  —'*Н2(Л) -  изоморфизм.
2 .  КахдыЛ автоморфизм группы Н(Г1) индуцируется цено

в ы м  автаморфизмом у» группы М , т . е .  1̂ (Ф)̂ Ф-tp, Ф еН (Л ).
3 . Если Н {Л ]  *■ -  два прямых р аз-



ложения группы Н/Л) , причем 'с (л ? )= /  , то сущ ествует а в т о - 
иорфпам I  группы Н Ш )  оо свойствами: а ) ^ Л *
1_-^2 e  Л *  ; б) индуцируется некоторым автоморфизмом 

^  группы // ;
4 . Каждое прямее разложение #М *  , где

M f ) - i  индуцируется некоторым прямым разложением группы
.М , т . е .  сущ ествует разложение Л  =  так о е , что
п \ * н т ±) ,Л ? = Н ( М л)  ;

5 . Хайдов прямое разложение группы jrifrt) индуцируется пря
ный разложение: группы .М  .

м Ж 2.0 Ьы ТБО. лак уже отм ечалось, ( I )  ~~ ~**(‘!) - Лыпликэ—
пня (г) ----- т ^ р )  очевидна. Докаыеа(3) = Х 4 ) .  Пусть Н (М .)~

-  пряное разложение гр у п п ы .# ^ , причем .
Еозьмем некоторый О Ф s  f l *  . Так как jiv cA ^
& A  > то kvt-U, выделяется ь Л  прямым слагаемым. Та
нин образом, J l  =  N i  ®Л/г , где J*-(Ni) = i i Ыг = кл-tj, .
Это разложение индуцирует разложение H{tf.)—H(Ni)<3}rl(Ni).
Так как JX.(H(Nl))= I  и ■J- е M fN t) , то H (N i)-M * .
Ввиду 3 оуцествует автоморфизм £  тоупг.ы И (N )  такой, что

i n ; = H f N 3)  и 2. индуцируется некоторым ав
томорфизмом (р группы Л  . Положим Jit-yNj. , Н г = у  /V, -  ин
дуцирует разложение Н (П )=  Л * ® Л Г  . т . е .  H f / i J  .
НШг) = И 2 .  Пусть j C . Тогда 

=<H.(fNx) =  (°*-f)N2 ==■ 7̂ fX) . Отсюда (̂•‘■)е Н(/^х) =  Л ’х 
н e M t  .  Обратно, если , то
^>И(Ni) . Имеем <^Дг =  ^/^л/г) = Cu.t/>)NZ =  Nx =» б) .
Значит, eLsH fJlt) v. Н Ш х) = r f l  .  Пусть теперь </.еИ Ш 2) ■ 
Тогда 0=J.S1x ^aLftpNx) =(& р}Л/х =  ^ /W  A i  . Следова

тельно, JJf/V2)=  е 4 . Е . Обратно, если
, то ^ f-У)е Я fN2)  .  Поэтому = * (./у>л/2) =

= ^ о , т . е .  oL е  и ,
(4 )  ■ —^(т ) . Звиду условия предложения и предложения 4 .1

4# / ,/  -  мономорфизм и подгруппа сервантна з  .
Сервавтность lm h f/1 )  равносильна тому, что j f f l )  —
группа без крученая. Поэтому для д ок азател ьства  равенства 
isnhf/l) = Н*ГЛ) достаточно п оказать , что 

НгМ\ i *nh(fl) _  периодическая группа. Применим лемму 4 . 2 .  Нужно 
проверить, что Пы-еклы̂  ke-xcL-ФО для любого
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Итак, пус^ь ОФ Ы*(Ф1) . Так как Н(М) -  однородная
группа типа Т(А) (предложение 1 . 4 ) ,  т о , как и в д оказательстве 
импликации(3 ) ^=Ф(А), HfH) кег)  ̂ для некоторой под
группы Н *  , причем .  В силу 4 сущ ествует разло
жение l /L = Ml ®£/li  со свойством НШг)=  кех^ .
Отсюда

%

ОФМ1 5  П а .еЖ Н ^ ''1'  ̂ =  •
Импликации ( I )  = у < 5 ) = г э ( < 0  справедливы в с е г д а . Предло

жение доказано.
В заключение отметим несколько, как нам каж ется, основных 

вопросов, связанных с темой этой работы.
1 . Описать группу Н о т  ( Н ,А ) , х(.A ) - i  

(см . следствие 1 .3  и [ I ] )  [ 7 ] .
2 . Изучить соотношения i жду /2 Н (М )  . например, ан- 

нуляторные и т .д .  (см.теоремы 2 . 5 ,  3 .3 ,  предложение 4 .3  и [2]) .
3 . Исследовать зависимость следующих утверждений:

а ) группа Л  изоморфна Н (С ) =  Н от  (&.А), x(A )=i 
для некоторой группы & ;

б ) группа М  изоморфна Н *(&) для некоторой группы 
G- ;

в ) А Ш ):М ------*HZ(H )  -  изоморфизм.
Ясно, что (в )  = ? > ( б ) = - Х а ) -  Если Н  'л or имеют конечный 
ранг, то а ) ,  о) и в )  эквивалентны [ I ]  .  Е слиH(HafH)\k(H)h)-0 
для любой группы Н  , удовлетворяющей условию 2 теоремы 2 .5 ,  
т о (а )  = ^ ( з ) .

4 . Изучить фактор-группу Н*(Н)\к-Ш)Л . Верно ли,
что Н ( На(М)I к(Н )Н ) = О ? В частности, когда 
непериодическая Салгебраически К0МпаК1иаяj  группа (ом,предложе
ние £ . 9 ) 7
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О СЕРВАНТНЫХ ПОДГРУППАХ ГРУППЫ ЦЕЛЫХ 
р -АДИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ

П.А.Крылов

Эта заметка примыкает к статье автора f l j  . В f l j  изучались 
абелевы группы без кручения, все р -базисные подгруппы которых -  
группы циклические. Класс всех таких групп совпадает с классом 
всех  сервантных nw rpynn где Зр- группа целых р -ад и -
чоскях чисел. В частности, сюда попадают все сервантные под
группы группы Зр . Известно, что группа &  без кручения изоморф
на некоторой сервантной подгруппе в Зр тогда в только тогда, 
когда о б 1 3  (г для воех простых чисел у, с  £  ф р  и 
l(&/p(j) *  1 , т . е .  £  имеет циклическую p -базисную под

группу. По существу о таких группах ничего неизвестно (исклю
чая случай групп конечного ранга, см. [г ]  ) .  О казывается, как 
следует из теогеиы I  этой заметки, что если & -  сервантная 
подгруппа в Зр 'и ( т  совпадает оо своим псевдоцоколем, то & 
обладает многими свойствами сервчнтных подгрупп в Ор конечного 
ранга. Сервантные подгруппы в Зр, совпадающие о псевдоцоколем, 
и их кольца эндоморфизмов оказываются "просто устроенными" во 
многих отношениях. .

Напомним, что псевдоцоколь O oc O’ группы 6 -  без кручения-  
это оерьантная подгруппа в (? , порожденная всеми её минималь
ными оорвантгчми вполне характеристическими подгруппами, Е(Сг)~ 
кольцо эндоморфизмов группы &  , 'i-(E') -  её ранг. Следуя [ i j  , 
будем говорить, что & есть  I P  -группа, если & имеет собст
венные сервантные изоморфные подгруппы. Все топологические рас
смотрения ведутся в Z  -адической топологии.

nFEWCTEHMK I .  Пусть & -  однородная группа без кручения



с цкклическами р -базисными подгруппами. Следующие свойство 
группы G эквивалентны: I. G -S oc & ; 2. Soc & *=. О ;
3 . & нс является IP -  группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ( 2 ) — » ( 3 ) .  Предположи, что 
& —J\ © S  . где А ,Е>*0. Зозьиеи простое чисио р , такое 

что pG^Cr . Тогда ввиду однородности группы & такие рА*А 
и р й *  В  . Значит, i - t f t /p  G)= ^(^/рА)-*- z(^/p&) >1 . 
Противоречие, и, следовательно, G- неразделимая группа. Далее, 
если А -  сервэитвая подгруппа в Сг , то каждая р -базисная 
подгруппа гА будет р-базисной и в S' (скова в силу однород
ности группы G и того факта, что г(6ур(р)И)• Следовательно, 

GyX -  делимая группа и А  плотна в &  . Если теперь X  
и к е .ъ Л * 0 ,  то АелХ- плотная подгруппа в & . Значит,
Л-0. Таким образом, группа & неразложима и каждый её ненуле
вой эндоморфизм имеет нулевое ядро (отметим, что здесь исполь
зовалось только то, что & -  однородная группа с циклическими 

р -базисными подгруппами). Рассуздая теперь так ы е.к ак  в кон
це доказательства импликации( I )  — »(2) из теоремы I  работы £ l j  , 
можно получить, что каждый эндоморфизм группы G есть целое 
кратное некоторого её автоморфизма. Ясно, что & не является

IP -группой. Г С Г
(3) --------- ^ (1 ) .  Допустим, что ( г  ^  о о с  (у  .  Тогда по

теореме I [ l]  существует Л* £(&) , не являющийся целым 
кратным никакого автоморфизма группы & . Возьмем некоторый не
нулевой элемент а. группы G  . Обозначим А -{а. , Ь = {-A(a)}^.
и А '-  ограничение эндоморфизма А на А . Тогда А'=л^, где 
X.’ -  некоторый изоморфизмА на В> . Покажем, что 

Пусть п- р*‘. . . р*/ - каноническое разложение числа п  (не ог
раничивая общности, можно считать, что pL& з? &, s ).
Для какого половин Si =( хе  Gj Л(х)* рр GJ. Тогда

. Хроме того, ввиду А '<= л X , существует ~р-6,
такой что в* ol . Отсюда, принимая во внимание, что (г -
циклическая группа простого порядка, S i ~ & .  Таким образом,
Л(&) £  Л Д  t р ?  б - =  А &.

Определим эндоморфизм X следующим образом. Если X * G, 
то Л(х.)=пу. для единственного уе &• . Полагаем Х(х.)-у . 
Очевидно, Ае Е(&) и A = / i X .  Покажем, что X  сохраняет 

р -высоты всех элементов группы &• для всех простых уз . 
Действительно, А сохраняет р -высоты для всех рф рс, i*i,
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Следовательно, и X. сохраняет р- высоты для отих р . Допустим
теперь, что для некоторого l , и некоторого с  » (г

fipJX .(c ))  . Тогда, как к в ш е , и о и о  найти ^*c.((rkо 
свойствен /iL“ rrl ^ » причем р ,| т .  . Отсюда Л*пт$  и 
Л’^птЪ,' , где ограничение $ на .А  .  Следовательно,

/С -т .^ '  . Но .ото равенство невозможно, так как p Ljm.  . По- 
этоиу & = Х  (А)* ( т ^ ' ) А  & / ), & , а по выбору /)£

8  *  p i f l  . Таким о б р а зе -, X  сохраняет р-вы соты  для в с е х р . 
Следовательно, подгруппа im  X- ссрвантна в 6  « ‘- " г  Х~&.
Кроме то го , c m - X  ^  6 *  , т .к .  Л  не является целым крат-
h-u никакого автоморфизма группы &  . Но сущесувование такой 
подгруппы противоречит 3 .  Поэтому & = S o c  O '. Предложение до
казано.

В следующей теореме У  ( £ ( 5-)) -  радикал Джекобсона кольца 
£ ( & ) ,  (i a)= п Й.(&) и Fp - г^ле из р элементов.

ТВОРННА X. Пусть & -  сервактная подгруппа группы целых 
р -адических чисел Ур . Следующие условия энвивалентвы:

I .  & = Soc & ;  г. Soc ip *  0 .
3 . Каждый автоморфизм группы & есть целое 

краткое некоторого её автоморфизма.
4 .  6- не является IP -группой.
5 . £(& )-  кольцо дискретного нормирования.
6 . £(&•)- локальное кольцо .
7 . ( 1 - р ) =  £ ( £ ( & ) )  .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность условий I  ,
2 , 3  и 4 вытекает из теоремы I  [ l ]  и предложения I .

( I )  — * 4 5 ) .  Из следствия I  [ i ]  видно, что каждый идеал коль
ца Е(О-) имеет вид ( 1 п  ) для некоторого л . .  Но в нашей 
случае п &=&  , если ( п ,  р ) - 1  . Поэтому (1 -п) = £ ( & )  для 
таких п- .  Так что идеалы кольца £ (G-) исчерпываются идеалами 
( 1 ' р п ) для различных л. . Импликация(5) —*(6 )  справедлива 
в се гд а . ( 6 )  — » ( 7 ) .  Так как £[& )/(l-p) -  Fp , то 
(Гр)  2  £ (£ (& ))  . к о  по поедг.олоаению £(& )/# (£ (& ))-  
го л е . Следовательно, ( Г р )  -  сг (£(&)). ( ? ) ----- *(]) . Сначала за
метим, что £  (&)/%(£(&)) -  £(&)/(i p) = Fp и поэтому 

£  (& )  -  локальное кольцо. -Допустим теп ерь, что & * = о о с & . 
"■огда ввиду Ч существует а (у собственная оервантяая изоморфная 
подгруппа S  .  Если X  • & * -  некоторый изоморфизм, то
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Х6 Щ£(&))ъ силу необратимости Л. и локальности Е(&) . Однако 
Л4(1-р), что противоречит 7 . Следовательно, 6  = Soc Ь  . 

Теорема докаэага.
СЛЕДСТВИЕ X. Если G -  оервантная подгруппа в <Уи то 

G• является J P  -группой тогда и только то гда , когда Soc & П. 
Сервантние подгруппы в конечного ранга удовлетворяют 

условиям I  -  7 из теоремы I .  Следствие 3 выделяет ещё один класо 
таких подгрупп. А именно, сервантные подгруппы в ^ к о н е ч н о го  ко- 
ранга такие удовлетворяют этим условиям.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть G  -  такая редуцированная группа без 
кручения, что г (&•/&)< ° °  , где G- -  пополнение группы &
в 2. -адическбй топологии. Тогда если £  -  с ряантная
плотная подгруппа в G-, изоморфная & , то S =  & .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем некоторый изоморфизм 
d  : & — * S  .  Рассмотрим следующую коммутативную диаграмму о 

точными отроками „  л .
О—  G ^ G ~ ^ G  S  — -О

•Ч - Ч  Л *О —  ̂ 6  — . G/s —  о,

где >-,у -  канонические вложения, J- -  изоморфизм, индуцированный 
JL . Так как U и Л  -  изоморфизмы, т о й  fi  -  изоморфизм. 

Поскольку &•/& =  S jS js /S ,  , то г  (G /S )  = г(&/&) * г (G/s)
Но ъ ( &/ S ' ) -  t  ( (г/(г)* 00 .  Поэтому 7 ( G/S)  - О , т . е .  S  = G . 

Предложение доказано.
СЛЕДСТВИЕ 2 .  Пусть (т -  такая редуцированная группа боэ 

кручения, что ъ ( £ / б - )  *■ ^  и 'Z- (0-j р& ) *• 0 0  для 
каждого р .  Тогда (г не является J  Р -группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть S  -  оервантная под
группа в G  , нэоморфнап G^ .  Так как для каждого р

то каждая р - базисная подгруппа группы S  будет р -базисной
подгруппой и в G  .  Отсюда заключаем, что G/S -  делимая группа, 
а это равносильно плотности £  .  По предложению 2 S = &.

Волг G -  оервантная подгруппа в , то & плотна в J p ,  
a J p  -полная группа. Следовательно, 6п -  Ур .
Поэтому из следствия 2 получаем

СЛЕДСТВИЕ 3 .  Пусть & -  оервантная подгруппе в -Jp , прв-
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чем

813

.  Тогда & не является IP -группой. 
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КОРРЕКТНЕЕ И ЧИСТО КОРРЕКТНЕЕ МОДУЛИ

С. К.Росошек

Основное внимание в этой работе уделяется выяснению следующего 
вопроса: какие модули и над какими кольцами являются корректными 
/строго корректными/ и чисто корректными /строго чисто корректными/. 
В 5 I изучаются корректные и строго корректные модули. Предложение
1 .3  выделяет классы модулей, которые корректны над любыми кол-ьцаыи. 
Теорема 1.6 дает ответ на вопрос о корректности проективных модулей 
над целостными кольцами. Описание колеи, кед которыми любой модуль 
и каждый иньективный модуль корректны, дано в теореме 1 .9 .  Табл. I 
на основе результатов § I показывает, для каких классов колец и моду
лей вопрос о корректности /строгой корректности/ может быть решен 
положительно или отрицательно. В 5 2 изучаются чисто корректные и 
строго чисто корректные модули. Теорема 2 .4  выделяет довольно широ
кий класс юлеи /а именно, класс полулокальных колец/, над которыми 
любой конечно порожденный модуль строго чисто корректен. Еше один 
такой класс /нетеровы кольца/ указан в теореме 2 .5 .  Описание колеи, 
над которыми любой иньективный модуль чисто корректен, дано в теоре
ме 2 .6 . Теорема 2 .10  утверждает, что любой проективный правый мо
дуль над совершенным справа кольцом чисто корректен. Ответ на вопрос, 
над какими кольцами любой модуль чисто корректен, дается в теореме 
2.12. В качестве следствия получено, что в коммутативном случке 
кольца, над которыми любой нодуль чисто корректен, есть в точности 
артинови кольца главных идеалов. Табл. 2 на основе результатов 
§ 2показывает, для каких классов колец и нодулей вопрос о чисто кор
ректности /строгой чисто корректности/ может быть решен положитель
но или отрицательно.

Все рассматриваемые в этой работе кольца -  ассоциативные с едини
цей, а модули -  правые унитарные.
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•5 X. Корректнее модули

ОПРЕДЕЛЕНИЕ X . I .  Пусть Я -  кольцо и Я1 -  правый Я -  
модуль. Будем говорить, что Л7 есть корректный модуль, если для 
любого правого Я -модуля /V из того, что модули Л/ и

/V изоморфны подмодулям один другого, следует изоморфизм Л1 =  Л/. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 .2 .  Пусть Я -  кольцо и Л7 правый Я -  

модуль. Будем говорить, что М есть строго корректный модуль, 
если для любого правого Я -модуля N  из того, что су
ществуют мономорфизмы / ;  л/-*л/ и ^  N -+H  , следует, что
у  или у. есть изоморфизм модулей М и Л/ . /таким обра

зом, если /  / или ^  / есть изоморфизм, то и ^  /соответствен
но j  / есть такие изоморфизм/.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 .3 .  Для произвольного кольца Я справедливы сле
дующие утверждения:

а) любой артинов Я -модуль строго ызрректен;
б) лобой конечно порожденный совершенный / т .е . удовлетворяющий 

условию обрыва убывающих цепочек циклических подмодулей/ Я -  
модуль строго корректен;

в )  любой нетеров хвазииньективный Я -модуль строго коррек
тен;

г )  любой полупростой Я -модуль корректен.
Доказательство, а )  Пусть -  произвольный артинов Я -

модуль и N  произвольный Я  -модуль такой, что существу
ют мономорфизмы j :  М~* А/ и д. : Л/—  А? . Тогда есть
мономорфизм модуля И  . И8 [ 3  , о. 41 j  следует, что y .f  -
автоморфизм модуля М . Следовательно, д. -  сюръективное ото
бражение, отхуда £  -  изоморфизм.
б) Пусть /V -  конечно ророжденный совершенный Я -модуль и

/  •' N - ~ n  -  мономорфизмы для некоторого модуля
N  . Согласно . с. 7 6 J  есть автоморфизм модуля
П  , тогда ^  -  изоморфизм модулей П  и N .

в) Пусть -  нетеров квазиикьективньй Я -модуль, N -
произвольный Я -модуль такой, что , а:/\1— П  '
мономорфизмы. Рассмотрим диаграмму "

О ---- - .7л? ( )  - V — Л/

где Р -  некоторый изоморфизм модулей М и У т (д .^ )  , у  -
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естественное вложение, так как Л1 -  кваэииньективный модуль, то 
существует Я -гомоморфизм \  такой, что
Заметим, что поскольку р  -  эпиморфизм, то и \ эпимор
физм. Но Ц нетеров модуль, следовательно, по [ j  , с • . М J 

X есть автоморфизм модуля Ц . тогда у/» Х.''р . откуда
у т  l g . f ) a  М • Следовательно, д, сюръективный, т .е .  д  
изоморфизм модулей М и N
г) Пусть П  -  полупростой R -модуль / т .е . прямая сумма про
стых Я -модулей/, N -  любой Я -модуль такой, что

Г1 и N изоморфны подмодулям один другого'. Очевидно, р/ 
полупростой модуль, непосредственно проверяется, что однородные ком
поненты модуля N те же, что и у модуля Л) , причем соответст
вующие компоненты модулей М и N изо. эрфны. Следовательно, 
модули М и N изоморфны.

Выясним теперь, что мсгно сказать о кольце R , если некоторые
R -модули корректны или стро.’о корректны, зечетим сначала, что 

для любого ненулевого кольца R существует не строго корректный 
R -модуль /например, прямая сумма счетного числа копий R /.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 .4 .  пусть R -  кольцо без делителей нуля /не 
обязательно коммутативное/.

а) Нодуль Я„ корректен тогда и только тогда, когда R 
кольио главных правых идеалов.

б) Нодуль Ял строго корректен тогда и только тогда, когда
Я -  тело.
Имеет место непосредственно проверяемое
liPESJIOHEHHE 1 .5 .  пусть Ц -  кольцо и любой правый проективный 
R -модуль корректен, тогда Я -  наследственное справа коль

цо.
Заметим, что утверждение, обратное к предложение 1 .5 , неверно. 

Действительно, пуоть Z  -  кольцо целых чисел. и
j  в 2Я*/1+ )R . как J - н.главиый идеал коль

Ца Я , то по предложению I . *  модуль Я , не корректен. По
скольку Я есть дедекиндова область целостности, то Я -  на 
следственное кольцо и Яд проективный не корректный Я-
модуль.

Ответ на вопрос, когда любой проективный модуль корректен над це
лостным кольцом,даст следующая

ТЮРЕМ* 1 .6 .  Пусть Я -  кольцо /не обязательно коммутативное/ 
без делителей нуля. Любой проективный правый R -модуль кор| ек-
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теп тогда и только т^гда, когда R есть область главных правых
идеалов.

Необходимость следует из предложения 1 .4  а ).
Достаточность. Пусть R -  целостное кольцо главных правых 

идеалов, тогда Я -  наследственно справа. Пусть /1 -  произ
вольным проективным правый R -модуль и, следовательно, сво
бодным модуль, т .е .  , где для лобого
I . Предположим, что N -  произвольный правый R -мо

дуль такой, что М и Д/ изоморфны подмодулям один другого.
Тогда N проективный модуль /так как R -  наследственное
справа/ и, следовательно, свободный R -модуль, т .е .  Л/-

, Где Л / ;* * , для любого .
■"̂ Гак как Л/ изоморфен подмодулю М , то по [3  ,

с . I3 6 J  , где и 3  . За
метим, что по условию для любого I • J '  . С  другой
стороны, так как П изоморфен подмодулю N , то М 36

. где O + n ' jv N j  и r t j s f t ,  для
лпбо/о • Учитывая, что кольцо Я обладает свойством
инвариантности оазисного числа, поскольку £  -  нетерово оправа

[ с , с . 2 2 ), то имеем / 3 I = / J- 'l  *  / J  I = / 3 '/  ^
4 / 3 /  . Следовательно, IZImIJI , т . е .  H ^ N

СЛЕДСТВИЕ'1 .7 .  Пусть /? -  локальное кольцо /не обязательно
без делителей нуля/. Любой проективный правый R -модуль коррек
тен тогда и толы® тогда, когда R - область правых главных идеа
лов.

Необходимость. Если любой правый проективный R -модуль кор
ректен, то по предложению 1 .5  R - наследственное справа кольцо. 
Поскольку наследственное справа локальное кольцо не имеет делителей 
нуля CR , с .  27 и с .  ЗЗ/упр.6)]. применяем предложение 1 .4  а ) .

Достаточность. Пусть R - локальная область главных правых 
идеалов, тогда по теореме 1 .6  получаем доказательство .

Утверждение следствия 1 .7  справедливо и для более широкого класса 
колец, включающего в себя локальные кольца, а именно, для проективно 
свободных колец £ 4  , с: 2 3 ) .

СЛЕДСТВИЕ 1 .8 .  Пусть R -  проективно свободное кольцо. Лю
бой проективный правый R -модуль корректен тогда и только тог
д а , когда R -  область главных правых идеалов.

Д ы воательство . Пусть любой проективный правый R -модуль 
корректен и Р  произвольный ненулевой правый идейл R
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Пусть , тогда по определенно проективно свободного .
кольца и по предложения 1 .5  X R  есть свободный модуль единст
венного ранга. Следовательно, Р содержит правый идеал, изоморф
ный Яя . Тогда лгбой ненулевой правый идеал есть свободный 
модуль ранга I ,  откуда следует, что R есть область главных 
правых идеалов. Достаточность следует из теоремы 1 .6 .

Выясним терерь, над какими кольцами лвбой модуль корректен.
ТЕОРЕМА 1 .9 .  Для произвольного кольца R следующие утвержде

ния эквивалентны:
1 .  ,д>бой правый R -модуль корректен.
2 .  Добой правый инъективный R -модуль корректен.
3. R - классически полупростое кольцо.

Доказательство. ( I )  = >  ( 2 )  очевидно, ( 3 ) = ^ "  ( I )  следует из
предложения 1 . 3  /г/. Покажем ( 2 )  = >  ( 3 ) .  Пусть 2 выполнено и R 
ге классически полупростое кольцо. Тогда существует не инъективный

R -модуль Д • Обозначим через J  инъективную оболочку 
модуля Д и пусть Г1*-П J„  . где для любого
л » / , * , . . .  . Полежим n "-'/1»A , Ясно, что М -  инъектив
ный модуль, а N -  не инъективный модуль, т .е .  М и N не
изоморфны. В то же время легко видеть, что модули М и N изо
морфны подмодулям один другого. Следовательно, М -  не корректный 
инъективный R -модуль, что противоречит 2 .
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Таблица 1

КОРРЕКТНЫЕ И СТРОГО КОРРЕКТНЫЕ МОДУЛИ

К о л ь ц а
1
о о 1

6  >> 
я  х

— П -------
О V

0) 1 У >>0)
я
А

а
А 3

я
О) S . 1 5 5 5  • ®

х  я О О -а н «  в s  а . 5- Ч О
О) о о р* X Ои

а
а ЕС О) * о

^ . яя о  с  о S О» 0J а> с
о «3 О н е- Ж с. И а> я ч о
с ^  к  а . Q. О) О

з э
о ' а) Я  Я о о  <  

М  о  3*.о д у л и  • и: * с < 33 *■=1 Сч С ^  я  я

Любые ( - > - (-•)+ ( - ) - ( - ) - < - ) - ( - ) - ( - ) - ( - ) -
Инъектив
ные ( - ) - ( - ) + < -> - ( - ) - ( - ) - ( - > - ( - ) - < -> - ( - > -
Проектив
ные ( - ) - ( - ) + ( - > - ( - ) - ( - > - ( - ) - < -> - ( - > - ( - ) +
Свобод
ные ( - ) - ( - ) + ( - ) - < - ) - ( - > - ( - ) - < - ) - ( - > - (-> +
Конечно
порожден
ные ( - > - (+>+ (+>+ ( - ) - ( - ) - (? > ? < -> - ( - > - (-> +
Цикличес
кие ( - > - (+>+ (+ )+ ( - ) - < - ) - (+ )+ < -> - ( - ) - ( - ) +
11лоские ( - ) - (-> + ( - ) - < -> - ( - ) - ( - > - ( - > - ( - ) - ( - > -

Артиновы (+>+ (+ )+ (+ )+ (+>+ (+ )+ (+ )+ (+ )+ (+ )+ (+)■*■

Нетеровы ( - ) - (+ )+ (+ )+ ( - ) - ( - > - ( ? ) ? ( ? )  ? ( - ) - ( - ) +
Полу-
простые (-> + ( - ) + ( - ) + ( - ) + ( - ) + (-> + { - ) + (-> + (-> +
Конечно 
порожден
ные про
ективные

( - ) - (+ )+ (+ )+ ( - ) - ( - > - (+>+ ( - > - ( - ) - ( - ) +

Конечно
порожден
ные с о  (+>+ (+>+ (+ )+ (+>+ (+ )+ ( » + (+ )+ (+>+ (+ )+
вершенные
Квазиинъек- 
тивные ( - ) - ( - ) + ( - ) - ы - ( - ) - ( - > - ( - ) - ( - ) - c-f-
Нетеровы
кваэи -
инъектив. (+ )+ (+ )+ (+>+ (+>+ (+ )+ (+ )+ (+ )+ (+)■*■ (+ )+
Строго
проектив
ные ( - > - (+ )+ <+>+ ( - ) - ( - ) - (+ )+ ( - ) - ( -и
Б ез кру- 
Ч'.НКЯ по 
Пассу ( - > - ( - ) +  ■ ( - ) - ( - ) - ( - > - ( - > -
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Пояснения к тайл. I

X. Модульные к кольцевые условия здесь предполагается правыми. 
Например, "артинов модуль" означает артинов правый модуль, "ньтеро- 
во кольцо" означает нетероьо справа кольцо.

2 , знак "+ “ означает, что данный модуль над данным кольцом явля
ется  корректным модулем, например, на пересечении строки "конечно 
порожденные модули" и столбца "артиновы кольца" стоит знак зто 
означает, что каждый конечно порожденный правый модуль над любым 
артиновым справа кольцом корректен. Знак означает, что в классе 
ко"еп из соответствующего столбца существует кольцо такое, что не
который модуль в классе модулей из соответствующей стро 'й  не явля
ется корректным модулем. Например, на пересечении строки ' конечно 
порожденные медули" и столбца "нетеровы кольца" стоит знак
Это означает, что сущ ествут нетерово сирава кольцо такое, что не
который конечно порожденный прав! й модуль над этим кольцом не явля
ется  корректным модулем.

3. знаки "1*1" и "1-1" имеют тот же смысл, что и знаки "+ " и
1 - " ,  с той лишь разницей, что они относятся к строго корректным мо
дулям.

Ц. Доказательство утверждений, собранных в табл. 1,либо есть 
непосредственное применение соответствующего результата из § I ,  
либо легко следует из него. Например, утверждение "любой нетеров 
квазиинъективный правый модуль над лобым кольцом строго корректен” 
есть в точности предложение 1 .3  /в/. А утверждение "каждый конечно 
порожденный правый модуль над артиновым справа кольцом корректен" 
следует из предложения 1 .3  /а/, того факта, что любой конечно порож
денный правый модуль над артиновым справа кольцом есть артинов мо
дуль, а также поскольку любой строго корректный модуль корректен.

§ 2 . Чисто корректные и строго чисто 
корректные модули

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 .1 .  точная последователь ю сть  правых R -моду-
л ей

0 О — *  ( I  )
называется точной чистой последовательность^, если для л в 'о г о  л ево
го R -модуля К индуцированная последовательность абеле
вых групп
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о  —-  п  9  г К m  N » ,  К
точна; Ут J  наэнваетоя чистым подмодулем модуля N , , f  - 
чистым мономорфизмом, если ( I )  -  точная чистая последовательность

CS] .
'JIlFfiuifHHE 2 .2 .  Пусть R -  КОЛЬЦО и ,'1 -  правый < R-

модуль. Будем говорить, что М есть чисто корректюй модуль, 
если для любого правого R -модуля Л/ из то го , что мо
дули М и N изоморфны чистым подмодулям один другого, опе-
дует изоморфизм M *N  •

ОПРВДЕНьпИЕ 2.Э. Пусть R -  кольцо и Ц -  правый R. 
модуль. Будем говорить, что модуль М -  строго чисто корректный, 
если для любого правого R -модуля N из того, что суцест-
вуют чистые мономорфизмы и у : N~*M следует, что
у  или ^ есть изоморфизм модулей М и /V

Заметим, что для любого ненулевого кольца R существует не 
строго чисто корректный модуль /прямая сумма бесконечного числа ко
пий R /. Таким образом, изучение строго чисто корректных, модулей 
представляет интерес жревде всего для конечно порожденных модулей.

ТЮРЬКА 2 .4 .  Пусть R -  голулокальное кольцо / т .е . fyj(R] - 
классически полупростое кольцо, где JIRI-. - радикал Джеюбоояа/. 
Лпбой конечно порожденный правый /левый/ R -нодуль строго чис
то корректен. * •

Доказательство. Пусть А -  произвольный правый конечно порож
денный R -модуль, 8  -  любой правый R -модуль такой,
что существует чистые мономорфизмы j :  А - *  й и j :  В - *'А 
Ясно, что g f : Ay*А есть чистый мононорфизм. Пусть

УтЫ(]~ А' . Тогд’а имеем точнуп чистую последовательность
О A, J -~ А' , ( 1 )

где I -  естественное вложение, умножая тензорно / I ) справа на 
*/ца\ , получаем точнуп последовательность K/itu\ -модулей

О - х  •. ( V m  J **•  * •« < у щ )  (г)
Поскольку А ~ конечно порожденный R -модуль, т о ; как

легко видеть, существует */jlR) -эпиморфизм {*/jlK )]n на ~ 
модуль А ЪцС1/•)[)>)) для некоторого натурального числа п .  Так 
как */j(t)  классически полупростое, то А®ц( j -  полу- 
простой Уу/t/ -модуль конечной длины. Далее, Угп((в1) есть
изогорФный подмодуль в A . Так как полупростой модуль
конечной ллинн не содержит собственных изоморфных подмодулей, то 
У'п Ae i l f/j/Kl) i т . е .  t® /  -  сюръективное ото-

чгвжеиие. Плеповвтельно, по [  I i с .  117] L -  сюръективное



отображение, т . е .  JmlyfhA  . Отсюда q есть изоиот*,:а»с и 
,А -  строго чисто корректный кодуль.
Докасательство для левах модулей совершенно аналогично.
ТЮРЕМА 2 .5 .  Пуста R -  нетерово справа кольцо, Н -  ко

нечно порожденный правый R -модуль. Тогда Л? с т р о г о  чис
то корректный кодуль.

Доказательство см. в с С , теорема 3 .6 ] .
Заметим, что конечно порожденный модуль над произвольным кольцом 

не обязательно строго чисто корректен к даже более того не о б я 
зательно чисто корректен.

ПРИМЕР 2 .6 .  Пусть Р -  поле, А -  счеткомерное векторное
пространство над Р к Р кольцо всех линейных п р е о б р а з о в а 

ний векторного пространства А . Кольцо Р можно о т о ж д е с т 

вить с кольцом Й .* й . матриц над полем Р , у которых в
каждом столбце отлично от нуля липь венечное ч и сло  э л е м е н т о в . Из 

строения кольца R ясно, что суцествует прямое р азл о ж е н и е
= . где 7 , J '  -  правые идеалы в Р , причем J s Л, s  У.

Так как R не является классически пол упростим кольцом, то 
Rt , а следозательно, и J ,  J '  не есть подупростые ходули. 

Т01'да судествует правый адеал К кольца R такой, что 
К с  у  , причем К не есть прямое слагаемое модуля Р , . 

Д алее, К и P t не изоморфные модули. Действительно, е с 
ли 3&Ks Rg , то 7 ® К  есть главный правый идеал Р
Поскольку R является регулярным но Нейману кольцом, то J&K 
в этом случае порождается идемпотенток. Следовательно , 
прямое слагаемое в Р ,  . Получено противоречие, таким образом,
имеем . г д е  T*Rt и 3*K ?R t
Заметим, что есть чистый подмодуль в fig , так
как над регулярным ло Нейману кольцом любая точная последователь
ность есть точная чистая последовательность. Следовательно, fig 
не является чисто корректным модулем.

Рассмотрим теперь чисто корректные модули.
ТЕОРЕМА 2 .7 .  Для произвольного ксльпа Р любой инъективный 

правый Р -модуль чисто корректен тогда и только тогда, когда
/? есть нетерово справе, кольцо.
Д оказательство, напомним, что правый R -модуль Г1 назы

вается FP -инъективным [if . с . 3 2 3 ], если для любого
конечно представленного правого R -модуля К имеем

Extl (К,П) = 0.
Пусть либои правый инъективный R  -модуль чисто коррек.ен.
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Тогда покажем, что прямая сумма любого семейства правых инъективных 
R -модулей есть инъективный модуль. Предположим противное, 

пусть существует семейство правых инъективных Я -модулей
(Ai}i€3  таких, что Л='Р®/Ау не есть инъективный мо

дуль. так как лобок инъективный модуль FP -инъективен и прямая 
сумка FP -инъективных модулей есть FP -инъехтивный мо
дуль, то A FP -инъективный модуль. Используя [2  ,
предложение 1.Э 0J . получаем, что модуль А __ чист в своей инъек
тивной оболочке D . Обозначим через f l "  П^п  . где
2 „ a D для n * i,2 ,  . . .  и С - А ® а  * . Очевидно, модули

й и С не изоморфны. С другой стороны, модули fl и С 
изоморфны чистым подмодулям один другого. Следовательно, й еоть 
инъективный не чисто корректный модуль, что противоречит условие, 
таким образом, прямая сумма правых инъективных А -модулей
есть инъективный м о.уль. Отсюда получаем, что R -  нетерово 
справа кольцо [5  , теорема 1 8 ] ,

Пусть теперь Я -  нетерово справа кольцо, то те а любо* FP- 
кньективный правый модуль инъективен с и  , предложение I  и тео
рема 3 ] .  пусть А -  произвольный инъективный правый Я -мо
дуль и" 8 любой правый Я -модуль такой, что А и д 
изоморфны чистым подмодулям один другого. Легко видеть, что & 
есть FP -инъективный R -модуль и, следовательно, в -
инъективный модуль, ‘тогда no С t , с .  1 8 4 ]  получаем А “ 8 

СЛЕДСТВИЕ 2 .8 .  Пусть Я -  нетерово оправа кольцо, Л ,  -  
класс правых корректных Я -модулей, СЧ', -  класс правых 
чисто корректных Я -модулей. Л 4 - Л J  тогда и только
тогда, когда Я есть классически полупростое кольцо,

достаточность следует из теоремы 1 .9 .
Необходимость. Если Я -  нетерово справа кольцо, не ям яю аее- 

ся классически пол упростим кольцом, то по теореме 2 .7  любой инъек
тивный правый модуль чисто корректен. В то же время по теореме 1 .9  
существует инъективный не корректный правый модуль. Следовательно, 
в этом случае Я я *(Х'л .

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 .9^  Пусть R -  регулярное по Нейману кольцо. 
Следующие утверждения эквивалентны:

а) любой правый R -модуль корректен;
б) любом правый Я -модуль чисто корректен;
в ) Я -  нетероьо справа кольцо.

Д оказательство, с а )  =*■ ( б )  очевидно, (о) =■+ (в) следует из 
теорема 2 .7 .  ( в ]  =**• ( а )  вытекает из теоремы 1 .9  и того факта, что



-  137 -

нетероЕО справа регулярное кольцо является классически полупростыы
КОЛЬЦОМ.

Теорема 2.10. Пусть ft - совершенное справа кольцо и П  — 

правый проективный А -модуль. Тогда П  есть чисто к ррект- 
ный модуль.

Сначала докажем следующую лемму, идея доказательства которой 
аналогична одному из доказательств теоремы Шредера-Бернштейна

С 9  . с . 17]:
ЛЕММА 2 .I I .  Пусть ft -  произвольное кольцо, Л -  такой 

ft -модуль, что любой чистый его подмодуль есть прямое сл агае
мое. Тогда Л  -  чисто корректный модуль.

Доказательства. Достаточно показать, что если П ,  -  произволь
ный чистый подмодуль модуля Л -  такой, что Л , а Л и /V, -
произвольный чистый подмодуль модуля Л  , удо в л е т и :  ряющий 

Л , с  N, а П  , то модули Л и  /V, изоморфш .
По условию имеем Л= N , N ' ,  и N, = Л, ® Л', 

для некоторых дополнительных подмодулей /V,' и П\
Пусть i p :  -  фиксированный изоморфизм модулей

Л и Л , .  Имеем
Л = N,® n ;  -= Л,® Л' ® n ;  

и так как Л, ” ^ /Л ) = *p(N,\® у’ /Л'/у ,

то Л -  ® iplN’ I ® Л',®Л', -  С Л,' ® у> (М ) 7 ®

<* f i n, ) ® Ifln' jan:  n; *  4>(N!)o (pUN'iD®
Пусть K„ -  . . .®  < P " ( n ; I  _ .через « обо

значим подмодуль модуля Л > порожденный всеми ,
П ” 1 , 2 , 3 ,  . . .  Легко видеть, что Я есть чистый подмодуль модуля 

Л . Тогда по условию К есть прямое слагаемое модуля Л
откуда получаем, что </>/А7 есть прямое слагаемое модуля М ,

и, следовательно, есть прямое слагаемое модуля /V, • Таким обра
зов  N ,  = <ftKI<D N i  Для некоторого дополнительного
прямого слагаемого N ,  . По настроению модуля К  имеем 
К , л/,' ® < р (К ) . Следовательно, получаем Л “  N ', ® Л, *
= /V/® tfe /V , . Но тогда отображение

if/: ( I ,  nil — , А* К , п, е  Nt 
есть искбМый изоморфизм модулей М  и /V, .

Доказательство теоремы. Если П  есть правый проективный ft- 
могуль, то любой чистый подмодуль модуля Г1 есть его прямое ела 
гаемое С Ю  . предложение 10.2J. Пользуясь теперь леммой ? .И .
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получат, что если ft есть совершенное справа кольцо, а П  -

правил iijосктивный ft -модуль, то П  чисто корректен.
Заметил, что утверждение, обратное к теореме 2.10, неверно. Дей

ствительно, кольцо 2  целых чисел нс является совершенным коль
цом, но гобой проективный 2  -модуль чисто корректен.

Выясним теперь, над какими кольцами лобой R -модуль чисто 
корректен. Напомним, что кольцо R называется чисто квазифробе- 
ниусовым споава, если т . Р. . dim R = 0 , т.е. если лвбая
точная чистая последовательность правых R -модулей расщеп
ляется С 1 2 ]  . Известно, что кольцо ft чисто квазифробениу-
сово справа тогда и только тогда, когда любой чисто инъективный 
правый R -модуль чисто проективен С 12 , теорема I ] .  Из

С /7 , теорема 2'J следует, что кольцо R  чисто кваэифробе-
ниусово оправа тогда и только тогда, когда любой правый R- 
модуль алгебраически компактен. Следующая теорема дает характериза
цию чисто кваэифробениусовых колец в терминах чисто корректных мо
дулей. ■»

ТЙЭРШ 2.12. Любой правый R  -модуль чисто корректен тогда 
и только тогда, когда ft - чисто кзазифробениусово справа
кольцо.

Доказательство. Необходимость, кусть любой правый ft -модуль 
чисто корректен и Ц  -  произвольный правый ft -модуль.
Нодуль П  можно вложить как чистый подмодуль в некоторый ком
пактный модуль N  С 1 7  . лемма I ] .  Рассмотрим модуль
Х= Л Х( , уде X ,5 N для любого i s  J к  J  

бесконечное индексное множество. Ясно, что X, есть компактный 
модуль для любого- i  е  у  , легко видеть, что X -  компактный 
модуль. Рассмотрим модули X и Х ® Л  . Каждый из этих мо
дулей изоморфен чистому подмодулю другого модуля, поскольку по ус
ловию любой ft -модуль чисто корректен, то Х “ Х ® / 1
Следоь-тельио, Х ® Л  есть компактный модуль. Но тогда П  , 

как прямое слагаемое компактного модуля, есть алгебраически ком
пактный модуль. Таким образом, ft -  чисто хвазифробениусово 
справа кольцо.

Достаточность, щади кольцо ft чисто квазифробениусово справа, 
то do определению любая точная чистая последовательность расщепля
ется. Применяя лемму 2 . 1 1 .  получаем, что лобой правый R -ко-

л  Ч1Ь чисто когректен.
Следствие 2.13. Пусть ft -  коммутативное кольцо, любой ft-
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модуль чисто корректен тогда и только тогда, когда Я -  артино- 
во кольцо главных идеалов.

Необходимость. доги любой R -модуль чисто корректен, то из 
теоремы 2 .1 2  следует, что любая, точная чистая последовательность 
расцепляется. Но Си  , теорема Ч. 3 J  Я есть коммутатив
ное арткново кольцо главных идеалов.

Достаточность, пусть Я -  коммутативное артиьово кольцо 
главных идеалов. Согласно ь-и , теорема ч .З ]  любая точная чис
тая последовательность расцепляется. По лайме 2 .1 1  отсюда получаем, 
что любой Я -модуль чисто корректен.

СЛЕДСТВИЕ 2.ХЧ. Пусть Я не осязательно коммутативное кольцо. 
Если любой правый Я -модуль чисто корректен, то ыэльно Я
артинозо справа.

Д оказательство. Если любой правый Я -модуль чисто коррек
тен , то из теореме 2 .1 2  любая чистая точная последовательность пра
вых J? -модулей расщепляется. Применяя НО , теорема
1 0 .3 1  получаем, что Я - артмново справа кольцо.

Замечание. Из следствия 2 .1 3  вытекает, что утверждение,обратное 
к следствию 2 . 14, неверно.

Б зат о ч ен и е  укажем некоторый конкретный подкласс класса чисто 
кваэифробсчиусовых справа колеи.

' ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 .1 5 .  Любое обобщенно однорядное кольцо / т .е . артк
ново сл еза  и справа кольцо, каждое неразложимое правое и левое пря
мое слагаемое которого имеет единственный композиционный ряд/ есть 
чисто квазифробениусово слева и справа кольцо.

Д оказательство, пусть Я есть обобценно однорядное кольцо. 
Согласно С141 . любой Я -модуль является прямой суммой
циклических модулей. Учтем, что над артнновым кольцом циклический 
модуль конечно представленный. Тогда любой Я -модуль есть
прямая сумма конечно представленных модулей и, следовательно, чисто 
проехтивен [ ю  , теорема 7.4]. таким образом, Я есть ihc-  
то квазифробениусово кольцо.
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Т.? блица 2

ЧИСТО КОРРЕКТНЫЕ И СТРОГО ЧИСТО КОРРЕКТНЫЕ МОДУЛИ

Кольца
г
Я
О

3  с. я яо оэ о
£ 2 5
f- 4 0)

I I<0 s  
и яX Q)■о
0 0  3 ь* о. я о Ч*о

I Iо  р* =ts 
я я я о. X ш 
о с

1 sr 
• о  

е* ч
СО S  СО Н Н й> >*0 с* 
2  V  S  
2 Ч

3Я
оО,Qр

ЯФ
В
а

Модули
е
«ч

си
<

с .о  ct 
^ s я s  6р* Я >» « я  а^  я я

о о  ч ;4 о  с.
о
я:

о*4 8 $
Любые ( - ) - ( - ) + ( - ) + ( - ) - ( - ) - ( - ) - ( - ) - ( - ) -
Инъектив
ные < - ) - ( - ) + ( - ) + ( - ) + ( - ) + (-> + ( - ) + ( - ) - ( - ) -
Проектив
ные ( - ) - ( - > ( - ) + ( - ) + ( - ) ? (-> + ( - ) ? ( - ) - ( - ) +
Свободные ( - ) - ( - ) + ( - ) + ( - ) + ( - ) ? (-> + ( -> ? ( - ) - ( - ) +
плоские ( - ) - ( - ) + v - K ( - ) + С - ) - ( - > - < - ) - ( - ) - ( - )+
teTepoBu ( ? ) ? ( - ) + (+>+ (+ )+ (+ )+ •’( + )♦ (+>+ (+ )+ (+>♦
Конечно
порожден
ные ( - ) - (+>*■ (+ )+ (+ )+ (+ )+ (+>+ (+>+ (+ )+ ( + )+
Конечно 
порожден
ные про
ективные

( - > - (+ )+ .(+ )+ (+>+ (+ )+ (+ )+ (+)■*• (+)■•■ (+>♦

Цикличес
кие ( - > - (+ )+ (+>+ (+ )+ (+ )+ (*■)+ (+ )+ (+ )+ (+)+
Алгебра
ически
компакт
ные

( - > - ( - ) - ( - ) +

С

( - ) + ( - ) - ( - > - ( - ) - ( - ) -

Без кру
чения по 
Бассу

( - ) - < - ) ♦ ( - ) + ( - ) + ( - ) - ( ( - ) - ( - ) ♦

Пояснения к табл. ?

а/ Ходульные и кольдеь^е условия здесь предполагаются правыми, 
б/ Знаки ' V ,  "(+/ " и " имеют тот же смысл, что и в табдЛ

с той разницей, что здесь они'относятся к чисто корректным и 
строго чисто корректным модулям соответственно.

в/ Доказательства утверждений, собранных в табл. ~ 2 , получаются 
согласно тем же принципам, что и* в табл. I .

\/ Знаки или " ( ? ) "  означают, что неизвестно, является ли дан
ный модуль над данным кольцом чисто корректным или строго чисто кор- 
ректним модулем соответственно.
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СТРОГО ЧИСТО КОРРЕКТНЫЕ АЕЕЛЕВЫ ГРУППЫ 
ЕЕЭ КРУЧЕНИЯ

С.К.Росошех

Абелеву группу Q назовем строго чисто корректной, если для 
любой абелевой группы И  из того, что существуют чистые мономор
физмы (в  смысле [ 3 ]  ) tf: & —* М и у .  Н .—* & следует,что 

f  или у  е ст ь  изоморфизм групп £  и И  . Изучение строго чисто 
корректных абелевых групп представляет интерес по следующим при
чинам. Во-первых, строго чисто корректные абелевы группы есть  в 
точности те абелевы группы, которые не содержат собственных сер- 
вантных изоморфных подгрупп. Во-вторых, строго чисто корректные 
абелева группа полезны при решении одной задачи об абелевых груп
повых увар ах. Доя конечных групповых унаров Л.А.Скорняков дока
за л  теорему: любой конечный групповой укар можно представить как 
расширение нильпотентного группового унара при помощи автоморфно- 
го  С1 , теорема 1 ] .  Для бесконечного группового унара можно
в обизм случае говорить лишь об его представимости в виде расши
рения нильпотентного группового унара при помощи мономорфного. 
Если & -  бесконечная абелева группа и у: G —*G -  мономорфизм 
такой, что J/n  , то абелев групповой унар ( А , if ) -
-  мономорфный, но не автоморфный, причем и  К ел. . 3 этом
случае аналог теоремы Л.А.Скорнякова не имеет м еста. Однако если 
А -  строго чисто корректная абелева группа, a f  -  чистый моно

морфизм, то групповой унар ( А  , ) автоморфен, т .е .  справедлив
аналог теоремы Л.А.Скорнякова.

Указанная связь  становится еще более тесной для абелевых групп
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без кручения. Пусть £  -  абелева группа без кручения и р  -  от
веченный эндоморфизм группы & , т .е . ( & , р  ) -  абелев группо
вой унар без кручения. Групповой унар ( £  , р  ) называется киль- 
потентным, если & = U K**t. р*" , другими словами, л сбои

элемент группы (р аннулируется некоторой степеньс эндоморфизма 
р С1 , о . ~ “ 66 ]. Назовем аоелев групповой унар без кручения 

( G , р ) обобчвнно нильпотентным, если Л1>боИ элемент грунт 6> 
аннулируется пвкоторым ненулевым целочисленным полиномом от эн
доморфизма р  . Такой подход поеволяет рассматривать группу £  
как модуль г& над кольцом 2Гсс] целочисленных полиномов от од
ного неиввеотного х  , причем в качестве х  берется эндоморфизм 

р  . Обозначим периодическую часть модуля через 
и Tire & -  П  , где Е (6 )  -  кольцо эндоморфизмов груп-

r*mi
пы (г . Назовем абелеьу группу (р б ез кручения полиномиально пе
риодической, если 'Гох.й =  £ ,  и полиномиально расщепляемой, ес
ли Тох. А  еоть  прямое слагаемое группы & . Другими словаки, 
группа (р без кручения полиномиально периодическая, если абелев 
групповой унар ( & , f  ) для лсбого эндоморфизма р  группы <р 
оообаэнно нильпотентен.

Связь между подо иями полиномиально периодической и отрого 
чиото корректной группе устанавливает сдедусщая

ТЕОРЕМА 1. Боли 0- -  полиномиально периодическая группа без 
кручения, то tr е с т ь  строго чисто корректная группа.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пуоть р  -  произвольный чистый мономорфизм 
р: (р —* А , т . е .  Упх р  -  серванткаг подгруппа группы А , 

изоморфная . Покажем, что а7т  р х  А  . Пусть А  и 
д ,ф У т р . Посколы^ по условию г6  е с т ь  периодический Zc*l -  
-модуль, то оуиэствует f ( x ) £  Z z x i  такой, что /С х)< }-0  . 

Если ^ Ы )^ П с  /г* х  * , то возможны два случал.
СЛУЧАЙ 1 . п .р  О . Тогда имеем ■ n ,g + n t pfyj+. ■■ 

причем хотя бы один из коэффициентов л » ,  /гЛ , . п к отличен от 
нуля. Отсюда п .р ± - n t ргр) -• •• -  /t* p * C f j £ У т р .
Так как Ут р  сервантная подгругла группы & оез кручения, то 
из п . , £ . е У т р  следует ( р е У т р  . Противоречие.

СЛУЧАИ 2. п *  . Пусть /г; -  первый ненулевой коэффициент, 
т.е: / f x ) x ' t i X i *- . . .+ n Mx " .  Т.гда f i x . )  + 't ,,t x * .. .* /t c X * y .
О-^ода 0 - ^ { я ) у - С р  * / 4  '■ '4 ,1  р '-  ■+'** р  p V ' U j f '

* rti* t  W j ) *  ■ * Л *  ■ Поскольку <p -  мономорфизм, то



инеем .гф  + n ^ t tpftp) + . . .  * п.„ /£)= о , т .е .  случай 2 сводит
ся к случав 1 .

Обратное утверждение неверно, как показывает следующий 
| ПРИМЕР 1 .  Пусть J -р -  аддитивная группа целых /> -а ди ч е ск .1Х 

чисел. Известно, что кольцо эндоморфизмов E(jlr)  ГРУ1™  J/> и зо- 
mopJiho кольцу Q* целых />-адически:: чисел [2  , с .  2 1 2 ] .
Понятно, что е с т ь  0~р -модуль без кручения, итоюда для лю- 
оого ненулевого эндоморфизма <р группы ^ °  имеем;для yej-p, 
в л е ч е т П у с т ь реЕ^ е̂огъ умножение на целое р-одическое число 
STZ . Если -Г  е с т ь  алгебраическое целое ^ -оди ческое число, то 

существует целочисленный полином ftx j  = 6o*&tх  *■■■ *  т&п. х '
такой, что f<x)=o Ясно, что в этом случае *(УР)  есть
периодический Z M  -модуль, т .е .  - к с > ^ ( J р . Если
X  -  трансцендентное ш лее р-адичоское число, то л-б ой цело

численный полином от .ST е с т ь  некоторое ненулевое целое р  -а,<и- 
ческое число X'  . Следовательно умножение на X'  не может анну
лировать никакой ненулевой элемент группы J p . тогда £Р))  » 
= U. Существование трансцендентных целых р -одических чисел сле
дует из существования континуума />-одических чисел, которые ал
гебраически независимы над полам рациональных чисел, и того, что 
некоторая степень р -ади ч еского  числа е с т ь  целое р-адическое 
число. Таким оораэон, для некоторых эндоморфизмов р группы IР 
имеем -ttyr. ( ] ? ) )  -  О . Следовательно, Tire J  
т . е .  не являетоя полиномиально периодической группой.

Однако для некоторых важных клаосов абелевых групп беа круче
ния понятия строгой чисто корректности и полиномиальной периодич
ности оказываются эквивалентными. В чаотности, это имеет место 
для жестких гр уш  и груш  конечного ранга [ 4 ]  .Е щ е один такой 
класс указы вает следующая

ТЕОРЕМА 2 . Пусть G -  вполне разложимая абелева груш а без 
кручения и
( * )  & = Z  ® G- i - е е  фиксированное разложение в прямую

L e j
сумму гр уш  G- ранга 1 ( ) .  Следующие утверждения эквива
лентны:

а )  G* -  полиномиально пери одическая гр у ш а;
б ) & -остр ого чисто корректная группа;
в )  любая неубывающая цепочка типов раз личках прямых елг-аемнх 

ранга 1 из разложения ( -*  ) обрывается через конечное число иагов.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, ( а )  = ? , ( б )  следует из теоремы 1 , ( б ) ^ ( в )
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вытекает из [ 5 ]  , в ( в )  ■. ( а )  показано в [4 , теорема 6 1 .
Выясним теперь Еопрое об эквивалентности строгой чисто коррект

ности и полиномиальной периодичности для класса полных прямых 
сумм групп б ез кручения ранга 1 . Следующий пример показывает, что 
для всего  этого  класса ответ отрицательным:

пРШЕР 2 .  Пусть G — П  £  ̂  , где £  -  группа без круче-
Л* 1

иия ранга 1 и типа -ря  =£е>, ■ . 0, ^ , 0 ,...)  с  ° °  на /г- и м есте,
/ь ■» 1 ,2 ,  . . .  .  Так как ранг тр у т ы  & бесконечен, то , как сле

дует из теоремы 3 ,  группа £  ,че является полиномиально периоди
ческой. проверим, что £  е с т ь  строго чисто корректная группа.
Пусть -  чистый мономорфизм. Ясно, <{(&*) есть сер
ванта ая подгруппа в £ Л для любого п. = 1 ,2 ,  ... Так как £ л  -
-  группы ранга 1, то £ „  =  p f 6 Л)  для /г -  1 , 2 ........т.е. tf
действует на любой компоненте £ „  как некоторый ее автоморфизм. 
Учтем теперь, что любой автоморфизм грутлы £ л  е с т ь  умножение на 
рациональное число ±р *Кщ- , . Тогда для эндомор
физма Y  группы & , действующего на каждой компоненте £ я  как
умножение на ±  **'*• , имеем руг = i  g  и yrp= i.g
Следовательно, р -  автоморфизм группы £  , т . е .  £  -  строго чис
то корректная и не полиномиально периодическая группа.

Далее потребуется описание полиномиально расщепляемых групп в 
классе полных пряных сумм групп без кручения ранга 1 , вытекающее 
из 14 , теорема 9 ] :

ТЕОРЕМА 3. Пусть £  - Л .  £ ;  , где £, -  группы без круче
ния ранга 1 ( t f  У ). Следящие утверждения эквивалентны:

а )  & -  полиномиально расщепляемая группа;
б )  7 V * £  е с т ь  группа конечного ранга;
а ) множество ^ ( G )  всех тех компонент группы £  ( i e j ) , для 

которых существует не более конечного числа различных компо
нент ( j . e 3 )  , типы которых больше или равны типа компонен
ты £,• , есть конечное множество;

г )  множе тво Y ( G )  всех тех компонент £ ;  ( i - e j  ), для кото
рых лооал иеубывающая цепочка типов различных компонент &j. 
C j e J )  , начинающаяся с типа компоненты £ ,  , оорывеется  че
рез конечное число патов, есть конечное множество. 

ипедуЮ1чая лемма покаэпв^ет, что достаточно ограничу.ьсл поли
номиально расщепляемыми грушами:

JEXMA 1. Пусть G - П б ч  , где £ ,  -  грутлы без кручения 
ранга 1 ( i e J  ), является полиномиально не расщепляемой группой.
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Ив строгой чисто корректности группы £  не следует ее  полиномиаль
ная периодичность.

Д0КА?\Т£ЛЬСТВ0. Очевидно, что полиномиально нерасщепляемая 
группа не является полиномиально периодической. Для завершения 
доказательства леммы достаточно убедиться, что существует полино
миально нерасщепляемая и строго чисто корректная полная прямая 
сумма групп без кручения ранга 1 . рассмотри» группу £  из приме
ра 2. Как следует из теоремы 3 ,  груш а & полиномиально нерасщеп
ляемая, а ее  строгая чисто корректность была установлена в приме
ре 2 .

ТЕ ОРЕМА 4 .  Пусть £ - / 7  , где f  i  e J j  -  груп

пы б ез кручения ранга 1 .  Из строгой чисто корректности группы £  
следует ее  полиномиальная периодичность тогда и только тогда, ког
да группа G- полиномиально расщепляема.

Необходимость следует из леммы 1 .
Достаточность. Пусть груш а £  полиномиально расщепляема, по

кажем, что если £  не полиномиально периодическая гр у ш а , тогда 
£  не строго чисто корректная гр у ш а , из теоремы 3 следует, что 

если гр уш а G полиномиально расщепляемая, но не полиномиально 
периодическая группа, то гр уш а £  имеет^бесконечный ранг и со
держит прямое слагаемое Нс айда Но= П  , где типы т{6,)
гр у ш  ( к = 1,2, . . . )  образуит цепь . . . £
< . Установим, что группа Но содержит чобствекнув сер-

вантцуо подгрушу Н о  , изоморфнув И ,  , откуда и будет следо
вать доказательство достаточности.

пусть N }  , где Л/ -  натуральный ряд чисел,есть
индексное множество следувщего обратного спектра: { ,  
где £ . =  £  9  £ *  для лвбого •<■£ у . ; -  проектирование

на для jai>oC { jt -  направленное частично упорядочен
ное множество ( ос тогда и толыго тогда, когда «с. s-js ). 
Известно, что H rn. { Got.: х £  { £  Л  £ *  Г2 , с. 77].

>  "

Рассмотрим следувщий обратный спектр. Обозначим через у,' подмно
жество у  , состоящее из тех конечных множеств натуральных чисел, 
которые имеет вид . . . ,  к*-*- J  двя < ,-с =  i ,  z ,  ...
Ясно, 1 '  есть кофинальное подкношетво в J .  . Тогда tim . f  бу ;

Х * }  =  {& +', х 2 ]  • тж5ого натурального числа
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К рассмотри*
3 9 1 ] ,  имеем С * ® £ « * *  = £ ]< ® (£ л<.*
0*g./t & &м , etr/c + t

Как показано в [5
, где £ *  >■*,

Ясно, что G>„ аг & 'я для ле
вого К ш 1 ,2 ...............Пусть = » £ ^ в  для левого * ,я / '  .

Тогда { <я! ;  J * * ;  / '/  образует обратный спектр, где j . , f e  J\
-  проектирование на для у« •> <-с . понятно, что 

/' { 6 v ;  }  , так как a

для левого е 1 и диаграммы в|.да

“А

У \
GL

J*£ -

0и.

где , 0js -  изоморф измы ,^»-^ и *г /  '  , коммутативны.
* Пусть / :  7 ' — » /  -  отображение, заданное тек :

/ :  .С  ------ * J, и{/т .л»л)+1}  для любого + £  J  ’ . Непосредст-
енно проверяется, что {■ есть инъективное отображение, сохраняв

шее частичный порядок и направленность, заданные на / '  . Обозна
чим / 'П= S/m ^  , тогда /  е с т ь  изоморфизм частично упоря-
доченных направленны" множеств / '  и J " . Рассмотрим обратный 

спектр { & г ;  v £  i J " }  , где
_ f  X f  , если т я ж . S' =  гтчх-х, ;

l s c r w ,  если т я ж  S~/  m a x / " ,  

(Непосредственно проверяется, что ^ r x ^ S r  > вслм / ”•“ ^  *  
>>£ =  V f *  для ). Аналогично f2 ,

c .  '  7 7 ]  показывается, что й>я- & *
*  у/Г ь  ̂ ж»*

(заметим, что /  ' есть кофинальное подмножество в /  , а  сле
довательно, и в / ) .

Нам°потреоуется еае один обратней спектр, а именно ( f i r ;  £/■;  
/ " /  , где для >s S

, если / п * х / ^  / « л *.  -Г, / V  Г ;

£ г = ) • если /"•= < г;
{_ р? , если т я ж . / Г  -/ т .я ж  S .

Вычислим J / ? r ;  £ JT ;  / ' У  .П о  определение, этот об

ратный предел есть подгруппа / 2  *Я/~ , координаты эле-
Г г / "

центов которой удовлетворяют соотношения»! вида £  f / г  -  /  г  
Из задания £ /  следует, что координаты <Г элеыентов зтого  об-
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ратного предела отлична от нуля тогда и только тогда, когда f  -  
-  минимальные элементы d  J l "  (т.е. пары чисел вида (  к, к+1 . 
Следовательно, (спл. { S v , S f ;  } " } = $ / *  . где f K -

“  б *  ® GKti  для любого д -  1 , 2 ...............
Зададим теперь гомоморфизм р обратных спектров ( 'j 

и { G>г ;  i>f;  2 " J  следующим образом: для левого e  j  '
пусть е с т ь  вложение Gj, = 2Z ф G 'к в G =  6^ ® (г~иг<*ч,
где ^  6 К ( т . е .  f^ ss  ) .  Тогда для любых

коммутативны диаграммы

£ _йг_

I
GM

/ о ;

i
Поскольку f  е с т ь  изоморфизм направленных м н о ж е с т в е н  то 

{  'з а д а е т  гомоморфизм f  указанных выше обратных
спектров. По [Z , теорема 1 2 .2 ]  существует гомоморфизм 

р : j irn- I  }  — "* • Поскольку
мономорфизм для любом ~f' , то V -  мономор

физм.
рассмотрим для левого J '  точнуо последовательность

О — *  G^ ГЧв / л было введено выше, a YfkJ-
-  проектирование G f(jj = G^G(ln « * 4 * *Ba Gп - и ь х .)) = GVrruucj.)н . 
Непосредственно проверяется, что для любых jiv-U. из j '  имеем 
коммутативную диаграмму

J k .

*1

G fcj) & ( ( f )

G (u)
Щ

< 3 v ------------ * & (и )
с точными строками. Тогда по Г2  , теорема 1 2 .Ы имеем точную 
последовательность 

( * )  
гд е

£ '•
е '*• / G J i  j j * i j  ,  /  &  г .  » f j ,

* *  у
G — (im  /  Gf J  € r j
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Покажем сначала, что JmiyT^ £ "  . Для зтого достаточно по
к а за т ь , что К е'су у  £ "  , т .в .  что у ?  о . но Г2 , теорема
1 2 .2 ]  для любого (Гe j "  диаграмма

6 "
П

а

ят Gг
s r т%

коммутативна, где Xj- , j>f -  канонические отображения. Из зада
ния у  г следует, что для некоторого $ e j "  имеем y fS ij Ф О (в 
противном случае все  3Ct * 0  , т . е .  £"■=£> , противоречие). Отсю
д а , так как J>( у =  y f X r  , получаем, что у ?  О . Далее, 7/п у  
э с т ь  сервантная подгруппа группы £  ". Действительно, 7т у  есть  
ненулевая подгруш а группы б ез кручения £  '"= / 7  F#  , где

Рк- ® . Из точности последовательности ( * -  )
и еем Ке'с у  — 7т  у  .  Тогда £  "/7т  у  -  7  '/7е*.у  =  7т  у  
е с т ь  гр уш а без кручения, откуда следует, что 7т  у  есть сервант
ная подгруш а группы £  "  .  Наконец, 7/п у  s  £  "  .  Действитель
но, J m y s z G ’z n  £ * = Л  £ х = £ " .

Таким образом, группа £ "  содержит собствеж ую  сервантную изо
морфную подгруппу. Поскольку £ " = / 7  £х = J~i0 , то это жеЛ»1
справедливо и для группы Н 0 . Так как И ,  е с т ь  прямое слагае
мое группы £  , то отсюда следует, что гр уш а £  содержит соб
ственную сервантную изоморфную подгруппу, что завершает доказа
тельство теоремы.

Таким обрааим, как следует из теорем 1 и 4 ,  для группы £  из 
класса полных прямых сумм груш  без кручения ранга 1 понятия по
ли..омиал; ноя периодичности и строгой чисто корректности эквива
лентны тогда и только тогда, когда группа £  полиномиально рас
щепляема.
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ПОЛНЫЕ ПРЯМаЕ СУММЫ ЛЬЕлЕЗыХ ГРУПП БЕЗ КРУЧЕНИЯ 
РАНГА 1 С ИЗОМОРФНЫМИ ГРУШАМИ иЛИ КОЛЬЦАМИ 

ЗНДОКОРФИоМОЬ. IX

А.К.Себельдкн

Н работе [ 1 ]  рассматривается следующие задачи:
1 . Когда из изоморфизма колес эндоморфизмов абелевых групп без 

кручения следует изоморфизм самих групп [Z .проблема 4 3 ]/
2 .  Когда из изоморфизма групп эндоморфизмов абелевых групп без 

кручения следует изоморфизм самих групп ?
В Г1] получены некоторые условия изоморфизма абелевых групп 

б ез кручения, разложимых в полные прямые суммы групп ранга 1 , о 
изоморфными грушами или кольцами эндоморфизмов (теоремы 1 , 2 ,
3 ,  4 ) .

Настоящая работа является продолжением [1 ]  . Получены полные 
ответы на поставленные задачи для класса редуцированных абелевых 
групп без кручения, разложимых в полные прямые суммы груш  ранга 
1 , и мощность которых не превосходит первого кардинала ,4 1 нену
левой меры. Заметим, что необходимость условии теорем 1 , 2 на
стоящей работы и теорема М , используемая при доказательстве 
достаточности, получены в f l ]  . Все группы, рассматриваемые в ра
б оте , абелевы и б ез кручения. Используются обозначения работы [ 1 ] .  
Напомним, что груш у мы называем почти делимой, если не более чем 
для конечного числа простых чисел р имеет место неравенство 

р(г Ф £  .
Пусть G '= JL *& i  , Н. = И * H t  -  полные прямые сум

мы гр уш  ранга 1 . (л— ** &>r> , Н. -  с о -
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/* «■ w_ с-* * г
ответственно их канонические разложения, где — 2-~ ич ,

Н *  , J m  - 1 i  е Л  г  (A t )  =  r j  ,  T er)-t s 'Trt) y
•» £ t  e  T \ r  (H t) “ V}, £2.52'-  множества всех различных типов 
соответственно групп G ; ( i e J )  , H t ( * £ Т)  ( J  , T  -
произвольные индексные множества). Пусть G— редуцированная груп
па и I (г I < ,4* . .

ТЕОРЕМА 1 .  Из изоморфизма групп эндоморфизмов End & и 
End,Я. следует изоморфизм самих групп G и Н  тогда и только 

тогда, когда выполнены следующие условия:
1 . Каждое прямое слагаемое ранга 1 группы (г почти делимое.
2 . Если множество J (z ‘) конечное, то множество U Jft). x-v n t *также конечное (V , Z '  е  Sd ) .
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Реобходш ость условия 1 следует из теоремы 1 

работы Г1] , а необходимость условия 2 следует из теоремы 3 п.
• 2 той же работы.

Достаточность. Отметим вначале результат, который следует из 
чаоти доказательства теоремы 2 работы [11 , не предполагающей 
справедливом обобщенную гипотезу континуума.

ТЕОРЕМА #  . Если все Gi ( i e J  ) -  почти делимые группы
и группы эндоморфизмов End. & я E ndH  изоморфны, то 
£2=£2', /Н1< ,Ч‘ и дал любого г '  из £2 A e ,'J ^ 8 ,г’>
где А '* '1-  Г Г  5 1 * Л е щ ( £ { , &:) и

t e l
Пусть выполнены условия 1 и 2 .  Рассыотсиы случай, когда 

Ц(Т') -  конечное множество, гд е V  прои звольна фиксированный 
тип из £2 . Тогда согласно условию 2 инеем U(z')\< Jf в
Из то го , что %{8<*V=ITtrjNT(T’)l -  x(AfTV=P/v'JllS(r')l< ,< {. f 
получаем 1Т(т)1 </{с . / Т /r 'j /</ /,  и IT fr'JI = I J r r ' ) l .

Пусть теперь J f t ‘)  -  бесконечное множество. Тогда Т(т') - 
бесконечное множество. Покажем, что /ТН')1 =  1У(т')1 . Пред
положим противное. Пусть, например, / .  Обозна
чим через Ц<г> группу ранга 1 типа т . Заметим, что На™
*  Но™ (Ht’, Н ,)=  Я '*у для любых J s-JSt '), i e  $(*•), i e  T (z )t 
i 'e  T (r )  и z 'e £ 2  .П у с т ь  A = H o™ (A rr'\ и 8 *

*Но™ (Вгг,’,А п’ '').Ъ* как A rty = B c'’ y , то А ’* Л '  или 

£ • ,  Z *  , Но™(Еи, к гту) Horn (H r*  , R < -*),
* r f i f ) T e J r r 4  v ’ - t r r r r ’J i e  T / r ' J  . '  ’
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гд е -Horn. (Si, 6-j) , H t't -hemlHf'Ht) [ 3 .  c .  1 7 0 ; 2 ,  с .  гон), 
Рассмотрим прямое слагаемое Л " - £ *  Нот, {HomfG: &:), R ^'1), irJtT’) ’ J
группы A  .  Тогда в &' выделяется прямое слагаемое В" , изо
морфное А" . Рассмотрим проекты} Х-. В '—+ В"  и е е  ограниче
ние :  V *  Hern. (Hi-*, Нпу) - *  в " ( *  е  T f r ’H .

* 'с T/t ’J

Согласно С з. с .  1 7 0 ; 3 ,  с . 172 ] , получаем, что лишь для конечно
г о  числа 4.Н) индексов И  из Т(т‘}  SKt [Hem.(Ht v , 7  Ф
^ О . Таким образом, для лпбого -Ь из 7?*^произвольныи элемент 

4  из В" имеет не более чем конечное число 4 (i)  ненулев! х ко
ординат 4*- 0 4/*■) *  О Ъ H an {Hi-i , я '* '*).
Множество всех  таких элементов в группе В' иаеат мощности, не 
превосходящуп мощность множества Т(т') . С другой стороны, име
ем I В"Н I А \ —Мсх'И > I T S f )  I . Противоречие. Аналог! чно
п оказы вается, что неравенство /У(г'И < 1Т(т')1 также невозмо* 
н о. Следовательно, \У(Т)\=П(Н')1 для любого г "  из £ 2 , по
этому G -Н

Пусть fH=Z~H+  -  полные прямые суммы групп ран

г а  1 , £  -  редуцированная группа и 1&1 < Ц 1.
'lEOPtrtA 1 .  Из изоморфизма колец эндоморфизмов E(G-) и Е(Н) 

следует изоморфизм самих групп G и Н  тогда и только тогда, 
когда каждое прямое слагаемое ранга 1 группы G почти делимое.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость следует из следствия теоремы 1 
работы [1] ,

Достаточность. Используя теорему •* , получаем £ 2  = £ 2  и

IHI* ,4 *  . Пусть У (ъ ')  -  бесконечное множество. Тогда, со
гласн о теореме 1 ,  имеем /J H ' J /  = IT (v ')l•

Пусть теперь У(т') -  конечное множество. Рассмотрим прямое

слагаемое £ (%>-= 2 *  Gi — "У* Gi группы & . СогласноR ,  
i e J * )  itin-■) " ,

с . 2 1 4 ]  сущ ествует такое прямое слагаемое rl  группы Н  , что
£(£, В(Н!) . Покажем, что прямое слагаемое Н ' -  группа

конечного ранга. Известно [41 , что существует мономорфизм

if : Н'—* Нот (ЕпсСН', Н') 
а Е * ° £ ®  Нот*№,<к) .

j e  Ул'1 *
Г *ieJir') ieJCt V * ’

Далее EndLH'— tn*L& '*  J я  
Поэтому Пот f  £ nd. Н , Н ‘) -
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Покатом, что Нот ((гц, Н )  -  группа конечного ранга, где
i , j  еН(т')  . Для отого рассмотрим прямое слагаемое

ранга 1 &io ( I,  a J / r ; ) группы . Согласно [2-,  с . 214 3
супвствует такое прямое слагаемое Н" группы Н ' ,  что E fG i^ .  
а Е (И") . Покатом, что Н " - группа ранга 1 . Согласно Г4] су
ществует мономорфизм у : Н " —>Нот. fEn-d-H", Н ") ■
Имеем End Н"~ E nd Gio — .  Далее, согласно [5  , с .1 9 2 ]

получаем Нот f  # /z'1, Н я) ~  Н"(т') , где Н "П ')=

= {хеН "1т (х.)-2-т '}> ЪГх) -  тип элемента х  в гр уп п е/ / ". 
Следовательно, _//"= Н 'У ъ ')  . Покатом теперь, что J-J" - 

С 1*
прямое слагаемое группы , е и з п ) 1 • Предположим противное.Г*Г'
Пусть некоторый элемент х. ’в Н  имеет отличную от нуля коорди

нату в группе C*i < f  t ' £  U  УС*}) , так как Е  -  почти де-т\*'
лихая группа, то существует такое простое число р , что pfyfG p
и p R nr,=* R 'T'1 *  . Откуда ri'x'Jff£2=‘ { T e £ 2 / r * - r ' } .  
Противоречие. Заметим, что_так как R,x> -  группа почти делимая 
для любого V из S3 , то £ 2  -  конечное множество. Поэтому $  =

=EL *  G; -  сепарабельная группа Гб] . Согласно [7] пря- leojnu
»»г< , я-

мое слагаемое Н  сепарабельной группы <> само сепарабельно.
Предположим, теперь, что ■* . Тогда возьмем два линейно
независимых элемента Xi и Хл . Сни по определению сепарабельной 
группы принадлежат некоторому вполне разложимому прямому слагае
мому Hi группы Н"  . Очевидно, -r.(Ht)  *■ 2, . Поэтому
-x -(£ n d H " )* i  . Действительно, Е nd.Н "= Нот f H i ,  H i ) ®

® Нот (H i, Их ) 9  Нот (Нг ,Hi ) ‘ОН от  (Нх , Нл ) , 
где H i ФНХ=Н " . С другой стороны, x-fE n d H " )- ъ (Е п А  )=i. 
Противоречие. Следовательно, Н  -  группа ранга 1 . Из того что 

Gio ~ • очти делимая группа и End Н " -  E n d  Gio } сразу сле
дует изоморфизм Н "= &i, =  Rrv) . Рассмотрим группу эндомор
физмов End. Н ' . Имеем Н'-Н"® Н  . Откуда End Н '^
s H o m  /Н '.И ')®Нот ( Н . Ю  ■ Далее E n d Н '^  E n d  G fv ‘J . 
лдкако End G -  вполне разложимая группа конечного ран

г а .  Поэтому и прямое слагаемое Нот (Н “, Н ')=Н от .(/ЕТ\Я') -  
группа конечного ранга. Заметим, что Нот (£■,,
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для любых I , j  е  Jf-t'j . Поэтому Jdom. / fry , Н ')  — 
группа конечного ранга для любых i , J  е  J /-»•) . Откуда
Нот./End. И',Н)  -  группа конечного ранга. Следовательно,
И ' -  группа конечного ранга. Согласно [ S i  имеем И t ,

гд е Т ' с  Т  и /Т'/ <}{ .  .Из того что E(G™)* Е(Н )  , 
следует & >’r> = Н '  [ 9 7  . Следовательно, /0 ( f )  I■* / Т fr'Jl .
Заметим, что !Я.\*- и = . Поэтому обратное не
равенство /Э(т')\*1 Т/г')/ доказывается аналогично. Итак,U / r j l=  
-1Т(т‘)1 для любого V' и з£2 . Следовательно, /г =  Н

Замечание 1 . Формулировка теоремы 2 совпадает с  формулировкой 
теоремы 3  раооты [9]  , если знак прямой суммы поменять на знак 
полной прямой суммы. Однако ее доказательство существенно отли
чается  от д оказательства теоремы 3 работы [97  .

Замечание 2 . Полное решение задачи 2 для класса редуцирован
ных вполне разложимых абелевых групп без кручения, мощность ко
торых не превосходит первого кардинала ненулевой меры, можно по
лучить, заменив в теореме 1 знак полной прямой суммы на знак пря
мой суммы. Доказательство этого результата использует схему, по
добную схеме доказательства теоремы 1 ( см. [1 0 7  ) .

Замечание 3 .  Условие 1 теоремы 1 эквивалентно согласно Г11] 
такому условию: каждая группа / i s  У) почти делимая.
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АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ БЕЗ КРУЧЕНИЯ С ИЗОМОРФНЫМИ 
КОЛЬЦАМИ ЭНДОМОРФИЗМОВ

А.М.Себельдин

Будем говорить, что абелева группа А определяется своим коль
цом эндоморфизмов £ (  А ) в некотором классе (X абелевых групп,
если всякий раз из изоморфизма £(А)&Е(&)  , где f i e  (X ,
следует изоморфизм групп А и Б .  В работе показано, что вопрос 
об определяемости абелевой группы без кручения своим кольцом эн
доморфизмов в классе всех  абелевых групп сводится к этому не во
просу в классе воех абелевых групп без кручения (теорема I ) .
Найдено необходимое условие определяемости абелевой группы без 
кручения своим кольцом эндоморфизмов в классе всех  абелевых групп 
без кручения (теорема 5 ) .  Теорема 7 показывает, что это условие 
является необходимым и в классе всех сепарабельных групп без кру
чения. Для однородно разложимой сепарабельной группы без круче
н а ' это условие является и достаточным (теорема 8 ) .

TEOPEUA I ,  Абелева группа без кручения определяется своим 
кольцом эндоморфизмов в классе воех абелевых групп тогда и .толь
ко то гд а , когда она определяется своим кольцом эндоморфизмов в 
классе всех  абелевых групп без кручения и не являетоя редуцирован
ной алгебраичеоки компактной группой.

Соглгсло [ I  , с . - 8 2 ] достаточно рассмотреть случай, ког
да абеле§а группа А без кручения является нередуцированпой и 
определяется своим кольцом эндоморфизмов в класое всех абелевых 
групп без кручения. Пусть В -  такая абелева группа, что Е / А ) * £ Ш .



Предположим, что А ^  В . Следовательно, периодическая часть 
t(B) группы в отлична от нуля. Тогда ЫВ) -  делимая груп

па. В противном случае ИВ)  , а следовательн о, и группы В , 
Н о » н (В ,В )  содержали бы циклические прямые слагаемые конеч

ного порядка, что невозможно. Согласно [2 1  получаем, что 8  -  
периодическая группа, т .о .  В~Ь1&)  . Следовательно,
Нот-1 В,8 )  -  редуцированная группа. С другой стороны, имеем:

группа А , а следовательн о, и H o w .(А,А ) -  нередуцирован
ные группы. Противоречие. Т ам м  образом, получаем, что группа 
определяется своим кольцом эндоморфизмов в классе всех  абелевых 
групп.

Вое группы, рассматриваемые в дальнейшем, абелевы и (если 
не оговорено) без кручения.

ЛЕ.ЙА 2 . Пусть 8  -  подгруппа группы А , D -  делимая 
группа.Любой гомоморфизм у '  В-’’D продолжается до гомоморфиз
ма (р: А - *  D единственным образом тогда и только тогда,
когда A/g -  периодическая группа.

Действительно, 91усть В ^ А  и A/g -  непериодическая груп
па. Обозначим через { t ,  максимальную линейно независи
мую систему элементов группы 8  и дополним её до максимальной линей
но независимой системы {  h , Су] i j s j .  группы A  • Покажем, 
что Ф ф . Действительно, в противном случае имеем В'=

-  существенная подгруппа группы 8  и группы 
А , т . е .  А Л , и Д/ g ' -  периодические группы. С другой сто

роны, имеем А/й а  ]  &/$' -  непериодическая группа.
Противоречие. Следовательно, ф . Положим S i -
*  < {/у , cj } j t k  > *  • Имеем А и A / g j  -  группа ранга I .
Далее, ~уоть у/ : А —”  A/g^ s j  -  естественный гомомор
физм. Тогда для любого гомоморфизма р. В~* В и его продол
жения р ■ А В имеем I<Р *  f ) Jg =  ^  и р + Y Ф V .
Таким образом, в этом случае продолжение не единственно.

Обри о , пусть A/g -  периодическая группа, Hom(B,Di 
и <Pi Ф -  два различных продолжения р , ( ifi ® •
Имеем_ f t  , y’z е  ( А , А )  , следовательн о,
<fi -  Pi е  Нот ( А .В)  и 3  е  Кгъ([р1 -  уг ) щ, А . Ясно, 

что А/Ксг ( f t - f t )  -  периодическая группа. С другой стороны, 
инеем ( f t A  e JD . Противоречие. Лемма доказана.

СЛПДСТВЛ ■>. Если В -  существенная вполне характеристичес- 
ая подгруппа группы А , то кольцо .эндоморфизмов £(А) группы А
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изоморф но в к л а д ы в а е т с я  в  £  ( 6 )

Д е й с т в и т е л ь н о , вп о л н е х а р а к т е р и с т и ч н о с т ь  В в А о б е о п е ч и - 
в а е т  с у щ е с т в о в а н и е  е с т е с т в е н н о г о  гомоморф изме ц  : Е  ( А ) ~ * Е  ( Ь )  ,  

а  с о г л а с н о  лом ка 2 -  мономорфизм ( 2 ) в А Л -  дел и м ая о б о л о ч к а

группы  А ) .

О бозначим ч е р е з  т *  ( А )  н екоторую  нижнюю гр а н ь  м н о ж еств а  Т ( А )  

ти п о в  v i a )  в с е х  э л е м е н т о ь а г р у п п ы  А • Золи V -  н е к о т о р а я  х а р а к 

т е р и с т и к а ,  то  положим v A = { a . e A I  , г д е
х а р а к т е р и с т и к а  эл е м е н т а  а .  в гр у п п е А  .  '

ТЕОРЕМА 4 .  Если  У е  t , ( A )  ,  т о  £ ( А ) = £ ( й А ) .
Покажем в н а ч а л е , что А /у А “  п ер и о д и ч еск а я  г р у п п а . Д ей ст

в и т е л ь н о , п у с т ь  а . + v А е  А / у Д  ,  т о г д а  е  Т ( л )  .

С л е д о в а т е л ь н о , е с л и  £ ДУ А )^ У  • т о  с у щ е с т в у е т  т а к о е  ц ел о е 
ч и сл о  т .  , ч т о  i A ( n t , a . l > V ,  т . е .  т , ( а  + v A  ) =  +  v A  =  v A  .
Таким о б р а з о м , А/уД -  п е р и о д и ч е ск а я  г р у п п а . С о гл а сн о  с л е д с т 

вию 2  е с т е ст в е н н ы й  гомоморфизм ц  :  Е ( А ) —+ Е  ( v A )  я в л я е т с я  
мономорф измом. П окаж ем , ч то  \  -  эпиморф изм. П усть А *  -  д е 

ли м ая о б о л о ч к а  группы А , f e E ( l A )  .  Т о г д а
е  Н о т , ( v A  , 1 )д  )  .  Р ассм о тр и м  е г о  продолж ение р  е

е  Н о т  ( A ,  D a ) ,  П окаж ем , ч то  ip  ( А ) *  А . Дей
с т в и т е л ь н о ,  п у с т ь  л е Д \ У А  .  Т ак  к а к  , то
с у щ е с т в у е т  т а к о е  н а т у р а л ь н о е  чи сло т .  ,  ч то  //кА I  =  W« .
Имеем т, р(а) = <р (та) •* ip(m-a) в ■>/А  .  Согласно зыбору /и. 
имеем р ( а ) е  А .  Теорема доказана.

Б у д ем  г о в о р и т ь ,  ч то  н а т у р а л ь н о е  ч и сло  /и.» p i *  д е 
л я т  х а р а к т е р и с т и к у  V й „ , ) ,  m -(i>  , е сл и  «С-д. 6  f

/ « • - к .П у с т ь  v *‘ A * ( *  «  Ад |ж.х в  А , 'и-® т.псЦ у }  , 
Заметим, что А в  v ( v '* A )  и равенство будет тогда и т о л ь 

к о  то гд а , когда V*»®®  влечет р * А » А  . Будем г о в о 
рить, что группа А -  почти делимая, если { / > 1 р А * А } -  
конечное множество.

ТЕОРЕМА 5 . Если группа А содержит сервантную не почтя де
лимую подгруппу ранга I ,  то она не определяется своим кольцом 
эндоморфизмов в классе всех групп без кручения.

Действительно, пусть х -  ненулевой элемент сервантной не 
почти делимой подгруппы ранга I  группы А , ,...)  -
характеристика элемента х  в группе А . Положим 
где \и* 1 I если In - -  конечное число и = о ,
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есл и  ц , ц > « >  . Инеем A  = V ( v _' A )  -  вполне

х а р а к т е р и с т и ч е ск а я  п одгр уп п а группы У *  А .  Я с п о , ч то  тип 
-r (v )  , определяемы !! х а р а к т е ; иотикоП V , я в л я е т с я  нижней гранью

для м н ож ества ти п ов T f v ' A )  в с е х  э л е м ен то в  группы У *  А .
С другой  сто р о н ы , тип эл е м ен та  х  в груп п е А не п р ев о сх о д и т  ти 
па - C ( v )  .  С л е д о в а т е л ь н о , А # 7 ' ‘ А  .  С о гл асн о  те о р ем е  4  имеем
£ (A )-E lv tV ‘ A ) J  s £ ( r ‘ A) -  Т еор ем а д о к а з а н а .

СЛЕДСТВИЕ 6 .  Однородная не почти дели м ая гр у п п а не о п р ед е
л я е т с я  свои м  кольцом эндоморф измов в к л а с с е  однородных гр уп п .

Если А -  одн ородная г р у п п е , то  V ' А  такж е одн ородна. 
С о гл асн о  те о р ем е 5 су щ е с т в у е т  т а к а я  х а р а к т е р и с т и к а  V , что 

У ' А - ^ А  и £  l v ~ i A  )  s  £  ( А ) .

Зам ети м , что д л я сеп ар аб ел ь н о й  группы следующие у сл о в и я  экви
вал ен тн ы :

1 )  в с я к о е  прямое с л а г а е - о е  р а н г а » I  почти д ел и м о ;
2 )  в с я к а я  о я р ва н т н а я  п одгр упп а р а н га  I  почти дели м а.

П усть 5 2 (A )  -  множество всех  различных типов пряных
сл агаем ы х  р а н га  I  группы А  .

ТЕОРЕМА 7 .  С еп ар аб ел ьн ая  гр у п п а не о п р е д е л я е т с я  свои м  к о л ь
цом эндоморф измов в  к л а с с е  в с е х  сеп ар аб ел ь н ы х  гр у п п , есл и  не вся
к о е  её  прямое с л а г а е м о е  р а н га  I  почти д ели м о.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. П усть с е п а р а б е л ь н а я  гр у п п а А содерж и т с е р -  
вантную  не почти делимую подгрупп у р а н г а  I .  Т о гд а  с о г л а с н о  т е о р е 

ме 5 с у щ е ст в у е т  т а к а я  х а р а к т е р и с т и к а  v ,  ч то  D a э  У ' А ^ А  
и £ ( v ‘ ‘ A ) s £ 7 A )  .  П о к ах зм , что v ‘A - с е п а р а б е л ь н а я
гр у п п а . П усть .x i ,  ................. х ,  е  у * А  , то .д а  существуют такие
н атуральн ы е числа я . , , . . . ,  л *  , что А ,  i i - l ,
П усть А =  А '®  А" , где А ' -  вп о л н е разложимая группа ко
н ечн ого  р а н г а , содерж ащ ая элементы Лс * i  t i - i , 2.,
П окажем, что V lA = V'A* *  V”1 А" .Возьмем минимальную подгруппу 

D ' группы D a 1 содержащую К  Так как А’ -  существенная под
груп п а группы D ' , то  г  ( D ' )  = г . ( А ' )  и, следовательно,
D'P А"= 0 . Согласно Г5 , теорема 2 1 .2 ]  существует такая

п одгр упп а D "  группы D a , ч т о  D , = ' D ' ® D "  и D "  =  А "  • Пусть 
х  -  произвольный эл ем ен т группа У 4А  .  Имеем х =  d ' * d " ,  

г д е  d.'в J)\ Л."* D" и пх »  х’*х"л  Д  , для некото
р ого  н а т у р а л ь н о ю  « . ( п.  Ы ) ;  х'«А', х"е А "  .  Очевидно, что
ч . л ' = х '  , х "  и ,  с л е д о в а т е л ь н о , х  в  v ' A '  ® V " 1 А ” .

О бр атн о, есл и  вб'-* d "  -  произвольный элемент группы v <A ,  ®
® У 1 A " , r f . '*  У ‘ А ' £  D ',  ТО пd 'еА',nd"е  А" для
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некоторых натуральных и-', л ," ( /*.'/V ,  л" I f  ) .  Пусть
-  наименьшее общее кратное чисел л ' ,  л" . Т о.да Rif ,

R ict' * А"  ) «  А и, следовательно, d.'* cL" *> v f A  . Итак,
V"M -  v -‘A'® v *  A " . Очевидно, что х , - *  v 'A '  l i - i , 2 , к \

и P '* A ' -  вполне разложимая группа. Следовательно, v ' А
сепарабельная группа.

ТЕОРЕМА 8 . Однородно разложимая [4  ,с  . 2X1J  с е п а р а б е л ь 
ная группа определяется своим кольцом эндоморфизмов в к л а с с е  e - l-k 
сепарабельных групп тогда и только тогда, когда каждое е ё  прямое 
слагаемое ранга I  почти делимо.

ДОКАЗЛ'ТЗЛЬСТВО, Необходимость следует из теоремы 7 . Д;... до
казательства  достаточности заметим, что ынояество 5 2 ( A )  с е п а р а 
бельной группы А , каждое прямое слагаемое ранга I  которой  почти 
делимо, можно вполне упорядочить (по убыванию) следующим образом: 
пусть х ' ,Х " я  52 (А ) -  два максимальных типа в обычном ', м ы с-
л е , содержащие характеристики х '» ( . . . ,  , \" =
соответственно, где \_'ie *  ~  при С= 1, г , , к. ; ^  при 

s =  1, 2. пь , Будем говорить, что тип т '  больше типа Т" , 
ели i n i  i n  И i t. i 4 j/n-t при =jrn.-t.{ ( i- t ,  • •■,*-/).

далее выбираем множество S2' всех максимальных типов в 52 (А)
(оно, очевидно, конечно) и введем там вышесказанный порядок. Затем 
аналогично поступаем со множеством 52 (А ) \ 52 ' и так далее. 
Ясно, что введенный порядок на 52 (А ) согласуется с порядком 
на 5 2 (A )  в обычном смысле. Далее считаем, что 52 ( А )  вполне 
упорядочено (по убыванию) вышесказанным способом.

Пусть А =  2 .®  А 'т ' -  однородно разложимая сепарабель-
Та  П , Ш

ная группа, каждое прямое слагаемое которой почти делимо, где 
А **1 -  однородные группы типа г , 5 2 , (A) s  S2(A ) .  Покажем,

что 5 2 ,  ( А ) = 5 2 ( А )  .  Если К  -  прямое слагаемое ранга I
типа с 'я 52 (А) и о * а.' я А ' , то а '=  о ,  ♦ . . . +  « *  , где
а . е  Aiv‘ \ ti е £ 2 , ( А ) ,  L=l,...,K . Получаем, что А' -  прямое 

слагаемое вполне разложимой группы [4 ,
о 14 П  и, следовательно, г : ' « ' 5 2 ,  (А )  . Заметим, что раз
ложение А  =  2 1  *  А(г1 единственно с точностью до изомор-

геЯ (А )  __ 
физма (4  ,  с "  .  2 1 2 ]

Пусть теперь g  -  такая сепарабельная группа, что £ ( А ) * £ ( А ) .  
Покажем, что 5 2 ( A )  = 5 2  ( В )  • Пусть 8 =  А '®  А "  , где в *
группа ранга I ,  тогда А  -  Д ’в  А "  и £ ( A ' ) = £ ( f i ' J
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, с . 257]. Так как А' -  сепарабельная группа, то ранг 
её равен X. Наконец, так как А' -  почти делимая группа, то Д[а В'. 
Следовательно, ( J ( J ) s P . ( A )  . Аналогично получаем обратное
включение. Итак, Q I A ) = Q ( B ) .

Пусть г ,  -  наибольший тип из f2  ( А) .  Тогда A = A fr' ,® A <‘', ) , 

В = В ™  *  В 1гч И ВI А,т,)) ~  В (В <^>) ,

В(А1Г‘ ') s  £ (В <r,>) . Согласно предыдущему абзацу

=  И Исполь
зуя Г5 J , инеем А <т,) s  В Гг*} . Во кно£:естре £2 (A )\ T t 
снова выбираем наибольший тип тг . Имеем A tr,) = A<ri) ® A<Tt) ,
В 1Т‘> =  В fTr* ' ® & w* '  , где А <г*’ =  и £  Г А с г ,) ) *

* £  (B (Tl)) . Следовательно, В<г,> - т а к а я  сер-1-1,2,.-.
вантяая подгруппа группы й  , что B 's  А  .  Покааем, что ВаВ', 
Действительно, если i  -  произвольный элемент из В , то соглас-г 
но введенной упорядоченности типов существует такое п. , что 

g ^ g (■*<> ® . . .  ф и для'некоторого /> имеем

р В ' г ' ’ Ф g (T*> t но =  </>* . Следовательно, Г е
* В,т''в>. . <* BCr,%)s  в '  и В =  8 ' “  А .
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РЕФЕРАТЫ ОПУБЛИКОВАННЫХ СТАТЕЙ

УДК 5 1 9 .4

ПОШОМИАШАЛ РАСИЕПЛлЕМОСТЬ И СЛАБО ЛЕС ТНК Е СИСТЕМЫ 
ABEJuSduX ГРУПП БЕЗ КРУЧЕНИл. Беккер И. Х. ,  Роеошек С .К . Абелевы 
группы и модули. И зд-во ТЬмского у н -т а , 1 9 7 9 , 3 - 1 3 .

На абелевой  группе & б е з  кручения вводится естественным 
образом структура Z  СхЗ -модуля , гд е  о*- -  фиксирован
ный эндоморфизм группы & .  Если для любого эндоморфизма у  
группы & £ сх-Т -м одуль периодичен, то G н азы вается
полиномиально периодической. Группа £  н азы вается  полиномиаль
но расщепляемой, если  е е  полиномиально нериодическея ч асть  
Тот & вы деляется в ней прямым слагаемым. 3  работе выделены 
классы полиномиально периодических и полиномиально расщепляе
мых груп п . У становлен критерий полиномиальной периодичности 
прямых сумм групп & конечного р ан га, почти изоморфных группам 
полуяесткои системы . Дано описание Тот & , гд е  & -  прямое
произведение групп б е з  кручения конечного р а н га , почти и зо 
морфных группам подуяесткой системы.

Ьи бл . 3 .
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УДК 5 1 9 .4
ЛОКАЛИсЛЩИ 3  КАТЫХ5РЖ 4УНКТОРОЗ. Григорян А .Г . Абелеы. 

груплы и модули. Изд-во Томском у н -т а , 1 9 7 9 , 1 4 -2 8 .
Теория колец и модулей частных в смысле Габриэля переносится 

на случай малой предадцитивнои категории 51 и категооии Аб ко- 
варкинтных аддитившх Функторов из X  в категорию-?t<? абелевых 
г р у ш . На категории 5С определяется радикальный фильтр. Для ради
кального , ильтра 5~ на 5с и любого функтора 1*1 е  М х  стпоится 
функтор частных /7<г относительно J 7" , в частности, категория 
частных 5Г? . Изучается категория частных 5Гд относительно ради
кального фильтра В  плотных правых идеалов категории . Находят
ся необходимые и достаточные условия регулярности (по фон Нейма
ну ) и классической полупростоты категории *Л ■

Биол. 1 1 .

•УДК 5 1 9 .4
ПРИЙАРНЬЕ АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ. ЗШВАЛЕНТНЫЕ ПО ВПОЛНЕ ХАРАКТЕРИСТИ

ЧЕСКИМ ГЮ ЛГ ?У ICiAM. Гриншпок С .Я . Абелевы группы а  го дули. Изд-
ьо Томского у ь - т а ,  1й? 9 , 2 S -3 6 .

Две группы G- и G-' называются эквивалентными по вполне харак
теристическим подгр;т?пам, если каждая из них изоморфна вполне ха
рактеристической подгруппе другой группы. Всякая вполне характе
ристическая подгруппа вполне транзитидаой примерной абелевой груп
пы допускает описание с пометою последовательности, составленной 
из целых неотрицательных чисел и символов 0,5 . В работе дается 
полный ответ на вопрос, когда пара таких последовательностей оп
ределенного вида зад ает эквивалентность примерных абелеьых групп 
по вполне характеристическим подгруппам, и показы вается, что 
всегд а  суоествуют неиземорфнне примарнье абелевы группы, соответ
ствующие такой эквивалентности.

ы .Сй . 1 .
УДК 5 1 9 .4

О ВПОЛНЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ПОДГРУППАХ ВПОЛНЕ РАЗЛОЖИМЫХ АБЕ
ЛЕВЫХ ГРУПП БЕЗ КРУЧЬШЯ. Гриншпон С .Я . Абелевы группы ж моду
ли. Изд-во Томского у н -т а , 1 9 7 9 , 3 7 - 4 4 ,

В статье получено полное описание вполне характеристических 
подгрупп вполне разложимых абелевых групп без кручения в терминах 
типов. Изучение вполне характеристических подгруш ведется с  по
мощью введенного понятия гомоморфной оболочки. Отмечается также 
ряд овойств гомоморфных оболочек.

Ьибд. 3 .
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УДК 5 1 9 .4

КВАЗИСНРЗАНТНО ИНЪЕШВНЫЕ ГРУШШ. Добрусин 10.F. Абелевы 
группа и ьодули. К ад-во То мо ко го у н -т а , 1 9 7 9 , 4 5 -6 3 .

Изучаются свой ства  квазисврвантно инъективных абелевых 
груп п , то е с т ь  таких групп, для которых любой гомоморфизм оер- 
вантной подгруппы в  саму группу можно продолжить до эндоморфиз
ма группы. Получено структурное описание квазисврвантно инъек
тивных групп, принадлежащих следующим классам групп: I )  перио
дические группы; 2)сепаребельные группы б ез кручения; 3 )  пря
мые произведения групп без кручения ранга I ;  4 )  группы, оодер- 
ващие такую подгруппу из классов 2 , 3 ,  что факторгруппа по 
ней ограничена; 5 )  однородные группы б ез кручения; 6 )  гругчы 
б ез кручения( представимые в виде полной прямой суммы групп, 
каждая серван таая подгруппа которых сильно неразложима и мно
ж ество в с е х  различных типов элементов удовлетворяет уоловию 
максимальности.

Библ. 10 .
УДК 5 1 9 .4

CEFBAKTHO КОРРЕКТНЫЕ И РЕГУЛЯРНО КОРРЕКТНЫЕ ВПОЛНЕ РАЗЛО
ЖИМЫЕ АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ БЕЗ КРУЧЕНИЯ. Добрусин Ю .Б., Иванов А .В . 
Абелевы группы и модули. Иад-во Томского у н -т а , 1 9 7 9 , 6 4 -6 6 .

И зучается строение таких вполне разложимых абелевых групп £  
б ез кручения, которые обладают следующим свойством : для либо.4 
вполне разложимой абелевой группы А  из т о г о , чтоА&А ,
(г & & ' , гд е А  , £•' -  оервантные (регулярные) подгруп

пы групп (г и А  оо ответствен н о, оледует А  = £  • иолучены 
необходимые в достаточны е, не с о в п а д а й т е  в  общем олучае уоло- 
виг на инварианты группы^ для т о г о , чтобы она обладала указан
ным свой ство м . В ряде олучаев полученные уоловвл являются я не
обходимыми, я достаточными,

Библ. 4 .
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УДК 5 1 9 .4
АБЕЛЕВУ ГРУППУ БЕЗ НИЛЫШГСНТШХ ЭНДСМОРФИЗМСВ. Кожухов С.Ф. 

Абьдеьн группы и модули. Иэд-во Томского у н -т а , 1 9 7 9 , 8 7 -9 4 .
Рассматриваются абелевт группы, не имеющие ненулевых нильпо- 

тентмы эндоморфизмов (свободные от нильпотентностей). Дается 
описание периодических и смешанных свободных от нильпотентностей 
групп. Далее, рассматривается класс ОЬ групп (г без кручения, со
держащих подгруппы А  -  л  А ;  , в которых А ;  сепвачтны в

G , являются сильно неразложимыми конечного ранга, а &/а  огра
ничена ( >1 -  полное кваэиразлотазние группы G ). Дается описание 
свободных от нильпотентностей гр уш  из 01 . Показано, что: 1 )  сво
бодная от нильпотентностей группа G £ (Л. обладает единственным 
полным кваэираэложением A -11®А . ,  ; 2 )  каждое сервантное ква-

зиолагеемое В е с т ь  сервантнал оболочка некоторого сепейства 
групп А, и вполне характеристично в G ; 3) каждое квазиразлояе- 
ние с сервантными кваэислагаемште продолжается до полного.

Библ. 6.
*  УДК 5 1 9 .4

РЕГУЛЯРНО ЗАМКНУТоЕ АБЕЛЕЗЫ ГРУППЫ БЕЗ КРУЧЕНИЯ. Кожухов С.Ф. 
Абелевы группы и модули. Иэд-во Томского у н -т а , 1 979 , 9 5 -1 0 3 .

Изучаются регулярно замкнутые абелевы группы без кручения, то 
е с т ь  группы G , у которых совокупность всех  регулярных автомор
физмов в "е с т е  с тождественным автоморфизмом £  образует подгруп
пу а группе всех автоморфизмов Ли-t С&•). Рассматривается класс 
ОЬ групп G flea кручения, содержащих подгруппы *A i  .

в которых Ai серпнтны  в G , является  сильно неразложимыми 
группами конечного ранга, а фактор-группа G/А огоаничена. Дока
зы вается , что группа G из класса ОЬ регулярно замкнута тогда к 
только то гда , когда она либо регулярно полна ( т . е .  когда вое ее 
автоморфизмы, кроме £  , регулярны), либо регулярно проста 
( т . е ,  тогда - £  -  единственный ее регулярный автоморфизм). Да
лее рассматриваются регулярно простые группы из класса ОЬ . По
казано, что гржппа автоморфизмов регулярно простой группы из клас
са 01. является 2 -группой, а также, что для многих подклас
сов групп из класса ОЬ их регулярная простота эквивалентна то - 
м/, что их группы автоморфизмов изоморфны прямому произведению 
rpvnn тидя Z f2 )  . Дается описание групп, группы автоморфизмов 
которнж изоморфны прямому произведению групп типа Z fe) . Тем
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не м ен ее , существуют регулярно простые группы, группы авто
морфизмов которых не разлагаю тся в прямые произведения под
групп т”па 2.( 2)  .

Библ. 6 .

УДК 5 1 9 .4
ГРУППА ГОМОМОРФИЗМОВ В ГРУППУ БЕЗ НРУЧШИЛ РАНГА 1 .

Крылов Л .А. Абелевы группы и модули. Изд-во .ом ского у н -т а , 
1 9 7 9 , 1 0 4 -1 3 1 .

Основные результаты  работы касаю тся естествен н ого  гомо
морфизма £:/1-*Нот.(Нот- {Л -,А ),А ) , г д е /7  у, А  - абелевы
группы б е з  кручения, причем А -  группа ранга 1 .  Находятся 
необходимые и достаточные условия т о г о , чтобы ^  осущ ествлял 
изоморфное влодание / i  в Homfttom. (Pi, А ), А ) в качестве с е р -  
вантноа подгруппы. Затем при некоторых ограничениях на мощ
н о сть  группы / /  вы ясн яется, когда (  будет изоморфизмом. 
Особо рассм атр и вается  сл у ч ая , когда А  имеет идемпотентныя 
тип. Кроме т о го , получен ряд результатов о группах гомоморфиз
мов в группы б ез кручения определенного ви да, в ч астн ости , в 
однородные сепарабельные группы.

Б кбл. 7 .

УДК 51У .4

О СЕРЗАНТНЫХ ПОДГРУППАХ ГРУППЫ ЦЕЛЫХ Р-лДИЧьСКИХ ЧИСЕЛ. 
Крылов П.А. Абелевы группы и модула. Изд-во фомского у н -т а , 
1 9 7 9 , 1 2 2 -1 2 6 .

Изучаются сервантнне подгруппы группы целых />- адических 
чисел Эр и их кольца эндоморфизмов. О казы вается, что если т а 
кая подгруппа со вп адает  с  псевдоцоколем, то она обладает мно
гими свойствам и сервантных подгрупп в С/р конечного р ан га. 
Например, каздый эндоморфизм такой подгруппы е с т ь  целое крат
ное некоторого е е  автоморфизма, е е  кольцо эндоморфизмов е с т ь  
кольцо дискретного нормирования. В заключение доказы вается , 
что серввн тн ая подгруппа в Jp конечного коранга совп адает с  
псевдои околем .

Библ. 3 .
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.УДК 5 1 9 .4 8
КОРРЕКТНЫЕ VI ЧИСТО КОРРЕКТНЫЕ МОДУЛИ. Росой-’ к С . К. АбелеЕВ 

груши; .. модули. Иэд-ио Томского ун-та, 1979, 127-142.
С работе выясняется, какие модули и над какими кольцами явля

ются корректными (строго корректными) и чисто корректными (отло
го чисто корректными). Результаты работа собраны в таблицах, ко
торые показывает, когда вопрос о корректности (строгой коррект
ности) и чисто корректности (строгой чисто корректности) мояет 
быть решен положительно или отрицательно.

Ьибл. 11',  табл. 2 .
УДК 5 1 9 .4

СТРОГО ЧИСТО КОРРЕКТНЫЕ АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ БЕЗ КРУЧЕНИЯ. Росоиек 
С.К. Абелезы группы н модули. И.ад-вс Томского у н -т а , 1979,
1 4 3 -1 5 0 .

Устанавливаются связи мекду полиномиально периодическими и 
строго чисто корректными абелевыми группами без кручения.

Найд. 5 .
УДК 5 1 9 .4

ПОЛНЫЕ ПРЯМЫЕ СУПЫ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП ЕЕЗ КРУЧЕНИЯ РАНГА 1 С 
ИЗСКОРЖЬШ ГРУППАМИ ИЛИ КОЛЬЦАМИ ЗНДОКОРФИЭКВ.И. Себельдии 
А.М. Абелевы группы п модули. Идд-во Томского у н -т а , 1979 ,
1 5 1 -  156 .

Говорят, что абелева группа & определяется своим кольцом эн
доморфизмов Е((*) (своей группой эндоморфизме End £  ) в клас
се абелевых групп Л -  , если для любой группы М £ 0L из изомор
физма Е (£ ) —£ (Н ) ( End. £  =  EncLH) следует изо-
морфизм G =-Н . Пусть ьё -  класс полных ппямых сумм ГруПП
без кручения ранга 1, & -  редуцированная группа из этого клас
с а , причем /£ !  -  кардинал нулевой меры. Получены условия,необ
ходимые и достаточные для того, чтобы группа & определялась 
с в С'.™ кольцом (своей группой) эндоморфизмов в классе М> .

Ьибл. 1 1 .
УДК 5 19 .4

АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ БЕЗ КРУЧЕНИЯ С ИЗОМОРФНЫМИ КОЛЬЦАМИ ЗНДСМОР- 
4413103. Себелвдин А.М. Абелеви группы и подуди. Иад-во Томского 
у н -т а , 1 9 7 9 , 1 5 7 -1 6 2 .

В рабюте показано, что вопрос об определяемости абелевой труп



пы бее кручения свою* кольцом эндоморфизмов в классе всех абе
левых групп сводится к этому же вопросу в классе всех абелевых 
групп без кручения. Найдено необходимое условие определяемости 
абелевой группы без кручения своим кольцом эндоморфизмов в 
классе всех абелевых групп без кручения. Доказано, что для оп
ределяемости одеородео разложимой сепарабельной группы без 
кручения своим кольцом эндоморфизмов з классе всех оепарабель- 
ных групп без кручения оно является необходимым и достаточным.

Бабл. 5.
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