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ПРЕДИСЛОВИЕ

ТО его следует из- 

Изменения должны иметь

выводы, полученные при

При анализе функционирования стохастических моделей различ-
1

ных систем многие исследователи используют метод, который полу
чил название метода марковизацни fl]. Идея его проста. Если 

случайный процесс, описывающий изменение во времени состояний 

исследуемой системы, является немасковским. 

менить так, чтобы он стал марковским, 

обратимый характер, т.е. результаты и 

исследовании построенного марковского 

следовании исходного немарковокого процесса. Наибольвее распро

странение методы марковиз8Щ1и получили в теориях массового об

служивания и 

фаз Эрланга, 

процесса, помогают в ис-

надежности. Наиболее известными является методы 

вложенных цепей Маркова, дополнительных переменных, 

уравнений. -интегральных

Метод фаз Эрланга заключается в следующем: если в рассмат

риваемой системе наряду с экспоненциальными распределениями 

вотречаются также эрлачговские, гиперэкспоненциальчые и гипер-

эрланговские распределения, то те операции, которые имеют наз

ванные распределения, разбивают на фазы, каждая из которых 

имеет экспоненциальное распределение. Здесь использован тот 
факт, что величину, имеющую распределение Эрланга порядка /с- 

0 параметром^^ , можно представить в виде суммы к. независи

мых, одинаково распределенных экспоненциальных величин. В связи 

операцию можно моделировать как выполне-

имеет экспоненциальное распределение.

с этим соответствующую
ние последовательности к. стохастически независимых случайных 

фаз, каждая из которых

Из-за экспоненциального распределения каждой феэы свойство от

сутствия памяти обеспечивает марковское свойство для стохасти

ческого процесса, описысарщего функционирование всей системы.
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Метод вложенных цепей Маркова состоит в том, что для случай

ного процесса, описывавшего систему, сначала нужно найти такие 

моменты времени, в которые соответствующая последовательность 

его значений становится цепью Маркова, Если для этих моментов 

времени методами дискретных марковских цепей определить искомые 

величины или вероятности, характеризующие состояние окстемы, и 

преобразовать их в соответствующие величины исходного процесса, 

то цель анализа системы будет достигнута.

Суть метода дополнительных переменных определяется расшире

нием пространства состояний исходного немарковского случайного 

процесса с помощью соответствующих дополнительных-величин до 

приобретения им свойств марковского процесса, для анализа кото

рого применяются достаточно хорошо разработанные методы. Метод 

фаз Эрланга является частным случаем метода дополнительных пере

менных.

Метод интегральных уравнений заключается в следующем: если в 

системе массового обслуживания входящий поток или обслуживание 

является рекуррентным, то изменение со временем числа требований 

в системе является процессом немарковским. Тогда процессы, описы

вающие изменение значения незавершенной работы или текущего вре

мени ожидания требования, в данный момент стоящего в очереди пер

вым либо на приборе, являются марковскими процессами. Если ре кур- 

рентно и то и другое, то цепь, вложенная в соответствующий про

цесс, оказывается марковской. При анализе любого из перечислен

ных процессов необходимо решить соответствующее интегральное 

уравнение, чем и обусловлено название метода.

Рассмотренные методы марковизации применяются в анализе нс 

только систем массового обслуживания (СМО). но и потоков событий 

или статистик для оценки пасзметров трендов потоков событий, р 
также имеют и другие области приложения.

Используя метод марковизации, задачу анализа матема-пп'иокoi=∙
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рассматриваемой системы удается свести к решению раз- 

уравнений или систем уравнений. Обычно встречаются ко- 

и бесконечные системы линейных алгебраических уравнений,

модели

личных

печные

обик11овенных диф|[)ере11циальных уравнений, дифференциальных урав

нений о частными производными, интегральные или интегродИ11х1)е- 

ренциальные уравненич, а также все возмомше их комбинапии. 

Найти точное аналитическое решение этих уравнений, как правило, 

практичеС1<и невозможно. Довольно часто оказывается полезным 

3Haιπιe хотя бы их приближенного решения, которое получается в 

асимптотическом случае, когда какой-либо из параметров исследу

емой системы рассматривается в предельном случае. Обычно анали

зируются случаи, когда интервал наблюдения неограниченно воз

растает либо растет число измерений наблюдаемого процесса. В 

СМО существенное значение имеет поведение загрузки системы, 

особенно когда загрузка стремится к критической. Асимптотичес

кий метод применяется, если интенсивность повторения заявки 

стремится к нулю. Во всех слу- 

плотность распределения веро- 

параметров, обусловливающих

этапе удается опреде-

характеристик системы, 

значений отклонений

в системах с повторными вызовами 

чаях ноано найти асимптотическую 

ятностей основных стохастических

Функпио11ироча!(ие исследуемой системы.

Предлоаенный асимптотический метод анализа мапковизируемнх 

систем обычно имеет два этапа. На первом 

лить асинптотическсе среднее исследуемых 

а на втором - расшределенке вероятностей 

рассматриваемых характеристик от их асимптотических средних. 

На этом этапе, как правило, получается асимптотически нормаль

ное распределение, что является аналогом извест1!ых в теории ве

роятностей законов больших чисел и центральных предельных тео

рем. Но наряду с н.н чванными законами распределения часто встре

чаются экспоненциальное, гамма-рсспрсдслекис и другие распреде

ления вепоягноетей.
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Все вышесказанное определило название данной монографии и ее 

структуру.

В главе 

Работе имеет четное глачн.

I рассмотрены семь классов стохастических потоков 

событий и для кажцого из них определено либо асимпто-одноро.дных

тическое (при t —*∞ ) распределение числа i{t} событий, на

ступивших за время t , либо распределение величины - момен

та наступления ,-г-го события при ∕7→oo . Используя известное 
соотношение между величинали и t ( /"), нам удалось найти со

отношение их асимптотических распределений.

статистик для проверки тапотеэ оГлава 2 посвящена анализу

тренде потока и оценки значений его параметров, здесь показана 

асимптотическая нормальность рассматриваемых оценок, найдены 

числовые характеристики асимптотических распределений; средние, 

.дисперсии, коэффициент корреляции, рассмотрено асимптотическое 

возрастание интервала наблюдения .для Т- планов либо объема вы

борки - для -М- планов.

В главе 3 проведен асимптотический (при загрузке -∣ I) 

анализ СМО с одним и двумя потоками требований. В первом случае.

как правило, асимптотическое распределение оказывается экспонея- 

циалъным, а во втором - двумерным, асимптотически вырожденным, 

что указывает на асимптотически функциональную связь между ком

понентами векторных характеристик в СМО, Асимптотический метод 

анализа позволяет решить оптимизационные задачи для управления 

систем массового оболуживания.

В последней главе исследовано применение асклптотичэского 

метода для анализа математических моделей протоколов случ^ного 

множественного доступа к передающей среде в локальных вычисли

тельных сетях. Здесь рассмотрены асиглптотическио условия, мак

симизирующие пропускную способность канала связи, определены 

ее величина и ряд основных характеристик протоколов доступа.

6
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Изложенный материал требует подготовки по теории вероятностей 

и математической статистики, теории марковских процессов, зна

ния основных идей и методов анализа СМО, основных понятий и 

принципов функционирования локальных вычислительных сетей и 

их протоколов множественного доступа.
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Глава I

АСИМПГОта’ЕОйЙ АНАЛИЗ ПОТОКОВ СОБЫтаЙ

Потоком однородных событий называется последовательность 

случайных величин, определенных на одном и том же вероят

ностном пространстве и удовлетворявщих условиям: а) в любой 
фиксированный интервал времени (д, S~} с вероятностью I попа

дает конечное число этих величин; б) O^i, < ... .

Значения г^, , называются моментами поступ

ления требований. Будем считать, , к О -

длина интервала между моментами поступления (/г- I)-ro и /Г-го 

требований. Поток требоватой задан, если для каждого /г > I за

дано совместное распределение случайных величин ,

т-'-n∙
Всякий поток требований определяет случайный процесс jV{,~t ), 

равный числу требований πoτoιa, πocτy∏HS≡x за время t . Со

ответствующий процесс однозначно определяет последовате

льности Т,, _ __ Поскольку при любом /г ⅛ I,

iZ∙ , ’ '*'° рэопределения векторов (г',,

Лп ,..., ) и позволяют однозначно опреде

лить друг друга, но в силу совпаде1гяя событий t <,t и √V( t 

одномерное распределение процесса определяет распределе

ние л: -й компоненты вектора ( Аналогично

определяются остальные распределения.

8
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Заметим, что последовательность распределений величин 
^^>4>*** определпстся ливь одномерным распределением процесса 

), которые связаны ооотиовекием

п).

Ниже будут определены асимптотичеокие (πpκ∕z→σo и t-*∞ ) 

раопредсления величин

I.I. ПростейвиЯ поток

Поток однородных событий назыйаетоя проотейвим, если вое 

величины f*χ- независимы, одинаково 

льной функцией распределения

реопределены о экопонвнциа-

х< О.

, при

. при

Положитедьная величина А > 0Т1азньавтоя параметром просгейше-

го потока.

Очевидно, что простейвий поток полноотьв опоеделяетоя зада

нием своего параметра.

3 [21 показано, что распределение числа событий, наотупив- 

них в простейяем потоке, подчинено закону Пуассона

п/
(1)

а распределение момента наступления п. -го события подчинено 

закону Эрланга порядка п с плотностью

& (л:}= Л о (2)

для которой выполняется соотоасме Р( 

имевиее следующий вид:
fA∕2≡ll'e¾=J ■

g (П-О!

9
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Простейший поток является, пожалуй, единственным потоком, для 

которого можно в явном виде записать распределение числа требо

ваний, поступивших за время t , и распределение момента наступ

ления rt -го события (2). Но существует широкий класс потоков, 

для которых удается найти асимптотические (ιrz→-oα , ∕-*oo ) распре

деления вероятностей и ).

I.2. Рекуррентный поток

Поток однородных событий называется рекуррентным, если все 

величины независимы и для всех X > 2 имеют одну и ту же 
функцию распределения Л (д?) ≈ Р <л}.

Особое положение величины 2^ определяется тем, что есть 

длина интервала от начала отсчета времени до момента поступления 

первого требования. При ⅜∙ 2 длина интервала между момен

тами поступления (*•- I)-ro и к -го требований. Так как начало 

отсчета времени не совпадает о моментом поступления требования, 

то 2^ имеет распределение, отличное от распределения 2^ при 

л? ⅛ 2.

Простейший поток относится к классу рекуррентных, поэтому 

все выводы, сформулированные для рекуррентных потоков, справед

ливы и для простейшего потока.

При нахождении асимптотического распределения величины 

прип-»оо для рекуррентного потока можно воспользоваться цент

ральной предельной теоремой ∣4[ и показать, что - асимпто

тически нормальная случайная величина с асимптотическим срсдлим

- пп (1)

и асимптотической дисперсией

где (I- И1).^ Jι'.v t∕p∣f.P-r'∣.
о

(?)

тг
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К процессу √V"( t ~) нельзя применить классическую центральную 

предельную теорему, но можно воспользоваться теорией восстанов

ления [Э], так как в этом случаеTV(t) является числом восста- 

новления до момента t . В {З] показано, что ecBHzz<∞ 

то ) при асимптотически нормальна о асимптотическим

средним

t∕a

и асимптотической дисперсией

T)Na}^β4∕a∖

(3)

(4)

Из формул (I)-(4) и доказательства утверждения асимптотичес

кой нормальности величин 2^ и -∕V^(Z^) следует, что для асимпто- ■ 4∣9Λ 

тического описания класса рекуррентных потоков достаточно знать 
лишь среднее ∏ и дисперсию 2. по функции раопределения J(.) 

и нет необходимости иметь вид самой функции (∙a^).

Так как простейший поток относится к классу рекуррентных, то 

сформулированные утверждения асимптотической нормальности 

и √V^( i ) справедливы и для простейшего потока, при этом асимпто

тические характеристики 

образом:
А/ п/> ,

MM(ħ~

Утверждение асимптотической нормальности и N {t') для 

потоков однородных событий справедливо и для более широкого 

класса моделей, чем рекурретных потоков, для которых справед

ливость этого утверждения доказывается центральной предельной 

теоремой и теорией восстановления.

(I)-(S) через λ выражаются следующим

= у/.
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I.3. Поток Вольда

Естественный способ обобчения рекуррентных потока заключается 

в предположении, что последовательность интервалов между собы

тиями 2^, . образует однородную марковскую цепь,

определяемую некоторым начальным распределением и условной функ

цией распределения

(1)

Расоматриввемый класс включает и класс простейших,и класс 

рекурратных потоков. В самом деле, если функция^ (г /сс) двух 

переменных Л к х постоянна по X , т.а. от х нс зависит, то 

получим класс рекуррентиькпотоков. Если же функция (Z ) одного 

аргумента «? - экспоненциальная, то получим класс проогейпих по

токов.

Класс исследуемых потоков впервые введен Вольдом [ З], указав- 

юии на сложность исследования потока. Характеристики второго по

рядка числа событий ему не удалось найти из-за сложности опреде

ления плотности распределения суммы .

Для рассматриваемых величин ) докажем асимптотиче

скую нормальность и найдем характеристики первого и второго по

рядка, т.е. асимптотические средние и дисперсии.

Найдем асимптотическое распределение величины при/г->с>« . 

Вегрор образует двумерную марковскую последовате!ль-

ность, паспрзделение которой обозначим

Р ,п^ u')=P(ii t^< и/с/и )/Рл ιPu.

Рис11пеп°ло(1ие Р {.i ,∕ι ,ii'> уьовлетворлет уравнению
г/

P(-^,n, ч) J Plif, п 1. u-ir)a(i∕v)c∕if^

о 
(г)

(2
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где α(jf/гг) - условная плотность по условной функ^и распре

деления J (,J / гГ),

Событие t^<u ^^c^u является достоверным при условии,

что 2)/ ' , ιt-zΓ^ iе^и , а значение (при

известном ∑~n ) не зависит от значения t„_ι , t∙e∙ имеет
Г

место равенство

г4? fluP(j!,n,U)=Piil U^f^< UhcPu)-

и

и
Pfxs-∙ff< г-^<гНс^гГ, u-ιr^t^^<u-ιr-f-e∕u)≈

≈ jPιif < iΓ+clιr^ u-^<t < tι ffιd.u') ×

у Рi < Λ^chι∣гГ^ u-ιr<u-ιΓ-^du)≈

■ -и
≈ \ βftrdu Р(1Г, п {^и.-гГ)Р cbι∕∙Z-^ = 2T)≈

о
= dud't J P(tf^ n-i, u-tΓj а (л/и)ciιX

Ь

Здесь P(i /г-^^тГ)^^ afΛ∕-e-}dg ,

где а.{,и ∣ιf} - условная плотность распределения вероятностей 
от условной функции распределения ►/(л/гг). Это уравнение ана

логично одношаговому уравнению Колмогорова-Чепмена для цепей 

Маркова [⅛}, Решить уравнение (2) в замкнутой форме практически 

невозможно, но удается решить асимптотически при n→-<~≈ .

Пусть б - такой положительный бесконечно малый параметр, 

что ∏6∙⅛>' - конечная, ненулевая величина.

В упавнении (2) сделаем замену переменных

ne,≈Z-^ tie,≈x, Ра,7?.,и) T(-i,'εr, χ-∖

затеи его перепишу* 

JJ'(Λ V,x) ■ г-е, x-t∣r)∙2. '^∕v)dгг.
О)

13
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Функцию Т-е, , x-S-V ) разложим в ряд по степеням <5 и

ограничимся членами разложения порядка е. , получим

г, х) = J — -

~e↑f Та v,л) а (в/^)с/гГ~
о

~ ≠ (Λ∕v')d.ιΓ.

Левую и правую части этого р^внства проинтегрируем по 
делах [о, ) и, обозначив

иметь

c5^'(2^, х)-

В пре- 
JjΓ(,i , Г-, ) √5! « :?■ ( г, будем

■ J>^∕zζε^, x)tι!'zf-i~ [<JT'(τΓ,Z-, х)с/гг —
= х/е. о

е

и при

(4)

Чтобы

в уравнении (Э) положим

GO
Если (4Г , ^∙,x)α⅛ = o(fi) для Λ^ » 0; I, то последнее

Л?/Е
равенство с точностью до е запишем

∂T)f~("ι>, х) д °f 'Г- !
Ofe)^ О

& получим

интеграл ^T',Z' выразить через ( г>,-a≈ ),
, , о
, . - - I ≤ ” о, имеем равенство

г\ а (i∕v) с/и,
О

которое совпадает с уравнением Колмогорова-Чепмена для стационар

ной безусловной плотности распределения длин интервалов 13j. Его 

прпение запишем
гГс^,г,.τ):^сг, х) ,

где ^(е? ) - стационарная плотность оаспрсделения мапкотсгой

14
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последовательности 'С,, . ,'Sr^...........

Полученное выражение для подставим в (4), будем

иметь

дЪ дх ’
(5)

где - стационарная средняя длина интервала
г?

между моментами наступления событий в рассматриваемом потоке

Общее решение уравнения (5) имеет форму

jcj - ςt> (х-аг-),

где Ф (≤2 ) - произвольная дифференцируемая функция, аналитичес

кое выражение которой найдем из начальных условий.

Так как при е -→∙ О для конечных ∏∙ величина <S⅛,^~* θ> то 
начальным условием можно считать Z^(0, л?) =3(я?), где ^(∙≡o) _ 

дельта-функция Дирака, тогда 'Л. Следова

тельно, асимптотическое распределение Z2^ ( ^, ∙≈≈) величины

(ток что <szz = 2^) вырождено; сходится

с/Й" , где 'C'=ξ,-n , т.е. асимпто-

ПрИ (5 * О, Z∕→cχ□

к детерминированной величине

тичсски имеет место

сумме слагаемых + ••• ♦ >

ровно ппоизведенип числа слагаемых vz на

поэто-

козадого слагаемого.

Получечое равенство определяет асимптотическое среднее величи

ны , равное 

му среднее от 

ср'.'лнс'’ ечачсние

Для пок-ч'лтрльетва пеимг,тотической нормальности величины от- 

к.»зчснич ,f от агичптотичрс 'ОГО среднего в исходном

упнвнании (2) тоиев''дсч зпм'’ну переменных

— k'>∣t (и 12 Ра,71,и)-^С(.;г,Т,у\

IS
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1

предвярителько (2) зяпявен
к

P{i^ 1у и) JPfF, n,u-F)a (i∕F) dlTf 

получим

G(ιr^r^^~∙0'∙^}af^∕v)t∕ιr.

Разложв фуяшдав G в ряд по степеням о точности) до g ,

яме ем

* ∂f 3ff г

)a(i∣v)dιr. {G)

Правув N JKBjB честя рввевства (б) проинтегрируем по А , в 

лрввоЯ честя измевям порядок интегрирования, а в левой - порядок 

кнтегряроов1яя по X я дифферюнаированяя по Z~ я у , обозначив

JG (.л ,f ,y')^=∙ последнее равенство запиием сле-

Hjramn образом:

^'^(e∣Λr,y)-rA

Если J 0<f) Пре Λ^ * О;1;2, то последнее

pβsevcτfi прммгг шд
G∕r,y)fe .aJc =

∂tr &у S

≈ 7 rSl^, Т, y'ictιF+ 'lτf^G(ιT,Γ,rj}c{ιf, 

Т

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



8 
$

1

откуда будем иметь

■ ω

Из уравнения (б) найдем G (^V, t,y'} с необхо.димой степень» 

точности и подставим з (7).

3 левую часть уравнения (7) подставим решение (б) при в » 0. 

В этом случав уравнение (б) примет вид

¢7 = (V,T-,y}cL(3 ∕v}clιr,

имеет следующее решениз:

G (2., Г, у) ≈ ff^) G С-г, у).

В правую часть (7) подставим ревение (б), полученное с точностью 

до В результате этого уравнение (б) запишем

Оно

(8)

G <2, г, J G^∕'z'i г; у} а. {χ∕v)dτr+

}fi[a

• •

подставив Б квадратные скобки значения (8), для G (^'D', T~, ■у') 

иметь

G (а, Z, у) = jG∣'ιr,l>, y)a(i∕τr)c^tr+ 

+ Л[а^(2) - ]" Vf(v) <г (2∕v)c^zr] •

Регаение этого уравнения найдем в форме

(9)

17
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1

Для неизвестной функции ψ{Z )-имеем дополнительное условие
СО
J ψ (,i О И уравнение

' ов *?

J ψ(ιr)a(2∕-!Γ)dff-∕-a.^(i)-^τrfiv)a(i∣v)(∕ιr.^

которое относится к классу неоднородных интегральных уравнений 

Фредгольма второго рода. Его можно реш-ить методом последователь

ных приближения [5], тогда для (⅛ ) получим

оО

Ψn}=∑ (affi∙)~ ∖'σi^(ιr)a^(ijn)ci∙σ'j,
а

где a.^H∕v) = C3.(i∕v), a^^(l∕u)= ∖a,n∕vy)a^(ιj}∕ιr)du}.
с

Подставляя (В) в левую часть уравнения (7), а (9) - в 

правую часть, для неизвестной функции ^(2",^) получим 

некие

(10)

его

i'pao-

(II)

диспер-где О’ =* (J . стационарная

сия длины интервала между"^моментами наступления событий в рас

сматриваемом потоке.

Нормированным решениенполученнного одномерного уравнения диф
фузии [б ] является плотность нормального распределения вероятно

стей с нулевым средним и дисперсией 

ae∙⅛- (√-2 Jгг¢/’,'zfy√г;■^2-.

Тем самым асимптотическая нормальность величины при /г-»с« 

для потока Вольда доказана.

Определим иероптноотный смисл величины .
Так гак </>(./ ) найдена в виде (I0'', то

7° ' ==3 **" Т °°

г с о д

10
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I

Следовательно, х имеет вид I

(12)

Возвращаясь к переменным и z*^ , получим, что величина

при zz→io асимптотически нормальна с асимптотически оред- 

ним йгг и асимптотической дисперсией эе п. , где эе ^ определена 

соотношением (12).

Таким образом, величина , равная моменту наступления ?г- 

го события в потоке Вольда, асимптотически нормальна о асимптоти

ческим средним и дисперсией

(13)

где <2 - стационарное среднее значение последозательносги 

определяется равенством (12). Заметим, что 

мула (13) данного раздела совпадает с формулами (I) к (2) 

1.2.

Используя равенство

• √∕),

покажем, что из асимптотической (при п → ≈>^) нормальности 
следует зсимптотичсокая (при z^->oo ) нормальность√V^(Z ).

Так как «)=• P(i^e < tc) • то боз-

начив = я: , 6'jτiff∣f. иметь

Фор

ра зд.

{?
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В силу асимптотической детерминированности t^e- при ∕τ→∙oo, 

<S→- О, n.e.→'S-

если

если

тогда если

если

следовательно, при конечных Д' и 

асимптотически детермин иосвана и

≡∙ и

лг*' гг?-,

•> czg^,

x∕d

при <5 -* о йеличкна€//(^)

равна

т.е. имеет место асимптотическое равенство

ЖГ/Д -Ξ-= А./_ .
ае. 6tε сг.

Величина ^∕q является асимптотическим средним для ∕f{t при 

i~*°o Покажем асимптотическую нормальность отклонения 

от асимптотического среднего t∕cL.

Так как P(-ff(i)^n)=P(tn<t}=^P(ft^-'an}'∕i^ (t~ 0.71 'ι<∣ε'). 

обозначив (Z-αzτ)V^ , получим таким

образом

= P((^>∕ε 9^-^} Р((-M(t]}а/е.^:

гг =

Ио асимптотической нормальности (~a.n.'}>Jc с параметрами О 

и ∂S f следует

г.е
а. л

20
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Гак ιtaκ при & →- О {:е, - величина конечная, - беско-
гнечно малая, то с точностьо до уб . тогд^

Pl(i-N!t}}a ' ^∙r.

3 результате зеличииа а.\/€. - асимптотически нор

мальная с нулевым средним и дисперсией, равной 

следовательно,

Таким образом, из асимптотической нормальности величины при

77→ «х» следует при t^→4>a асимптотическая нормальность величины

) о асимптотическим средним и дисперсией

ιr>β.

распределения длин интер-

Полученные результаты совпадают о формулами (З) и (⅛) для рекур- 

peτiioro потока разд. 1.2.

В качестве примера потока Вальда рассмотрим поток с условной 

плотностью распределения

(
0.^(2) , если

¾ ну . еси

В этом случае стационарная плотность 

валов ) определится урав^1ением

∕-(>7~y∕*Wα∕⅛∕zr7√zZ-= fWi∕z∣-

§ 
и условием нормировки JгГ)г/гГ= I. Обозначим J ^^lΓ}c∕tΓ=σ< , 

тогда ∕j-(ZΓ)√2f= I -5 t cnefl.Q3QT'enbHQ^ плотность 2^ (^ ) пред

ставим
ffi) r=aiσ.j(z)i- fi).

?!
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Значение <√ определится из уравнения 

g 6 i

из которого следует
_____

где (/), (/) - значения функций распределения, соответст

вующих плотностям <2, (<« ) и ¾(⅛) в точке / . Параметр а. 

асимптотического нормального распределения определяется соотно-. 

шекием

≈J^γ∕'ir}c∕zr^J ιrfaia,fv)i fJ-J.)θg(tn)dtr-^a -∕-(i-d)Λ^ , 
о о

где <a',.Λ⅛ - средние по функциям распределения (jc ) ил^(я ).

Для определения параметра решим уравнение

φii}∙∙ J 'P(i) а (z ∕v)c^ir а-х-а) -J Vjf~(ir)afify)

относительно ) при дополнительном условии

У <Р(л)с^я. ≈ О.

Найддм °
J Vjffιr) aCz∕zr)c^u≈ cz,gn') Jv^CV)c∕zr-∕-

∕g g е
здесьу? к ^^irjrlιr)cl1J^^i гга^ <zf)dff-4 ι∕-Q^

τama а ^^vf(vsa(t∣v)dv

= (Л)-К 1-ма^ (λ)∣- + (l-js)a^ с^)] ==•

= а (at-p (3) - а (з)~ а fi) - с/^ (^)).
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Таким образом,

√V⅛7» J ‘/’/'гс/ а (2∣v)clv+ а ag(Λ))∙^
О 8 со .

= j Ψ^vlc^a^■a^(i)j^^P(1r)c^ff+a(ci-β'>(a,(s)~a2(z))^≈

- а,(А}γ-o-gа. (a^ιz)-ag(z)) =(а^(х^-θg(i)}(jf∕а
г

( g

а (ai -fij (β) 

l∙JI2(S)+J,iβ)

И наконец,

J Vψ(v)dff=> (a,-ag-)(^+a(^-β},

тогда

ае^- S∣a, а .

Итак, для рассиатризаемого потока Вольда асимптотическое рпо- 
лпределение определяется параметрами а и зе , эначечия которых 

при заданных плотностях (j∈ ), и параметре ∕><J'

равны
■/■ (i-z) ct,g 

ее^= G-^-2 (a^~a^)(j(~+a

где сял &а
a,≈ ] va^ (V) clυ-, V) d гг,

о а

гз
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f ̂ ))

сГ^ гг-^а, fV)c∕tr^ (i-u)J (v^jci7r~a^.

о °

i.⅛. Полумзрковский поток

Полумарковский поток - такой поток однородных событий, мо

менты наступления которых совпадают с моментами изменения сос

тояний некоторого полумарковского процесса ) с дискретным

множеством состояний, определяемого полумарковской матрицей 

Qij ^х ).

Пусть в момент времени t произошло изменение значения полу

марковского процесса, тогда (х ) определим как

Qy (X) = P(ξ у, < τ∕ξ (i-β)-i), 

- время пребывания полумарковского процесса в j -м соо- 

в которое он попал в момент перехода из г-го состояния.

i

где Zj

ТОЯНИИ,

Возможна и другая интерпретация:

в к'-м сос-

¾∙⅛)
процесса,

где - время пребывания полумарковского процесса 

тоянии, куда он попал в момент перехода.

Два различных толкования полумарковской чатрицн 

позволяпт рассматривать два различных полумарковских 

марковизацив которых следует осуществлять следующим образом. При 

расикрснии фазового пространства в первом елуча? добавляется ком

понента С Z), равная длине интервала от момента с до момента
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первого изменения состояния процесса f (/) в будущем, тогда 

процесс является марковским.

Во втором случае необходимо определить компоненту ),

равную длине интервала от момента последнего в прошлом изменения 

значения ( t) до момента t , тогда процесс (f(∕),J'(∕)) 

токе является марковским.

В дальнейшем мы будем рассматривать полумарковокую матрицу 

лишь в первой интерпретации, соответствующий полумар- 
ковскиИ процесс и способ его маркошзации (∫(∕ ),<⅛(∕ )).

Заметим, что при любой интерпретации *^e-' имеет

смысл вероятности перехода из состояния г в состояние у для 
цепи Маркова, вложенной в полумарковбкий процесс ∫(∕) по мо

ментам изменения его состояний.

Для анализа полумврковского потока, аналогично потоку Вольда, 
исследуем последовательность Z⅛ моментов наступления событий 

потока. Эта последовательность не является марковской, поэтому 

рассмотрим двумерную последовательность ( Zζ), где - 

состояние полумарковского процесса ) в момент, предшест

вующий изменению его состояния, т.е, ∕∕ι"f (⅛∙* θ)∙

Нетрудно показать, что двумерная цепь ( является мар

ковской о дискретным множеством состояний по первой компоненте 

г и непрерывным - по второй. •

Распределение вероятностей значений двумерной цепи (

в момент п обозначим

P(i, п, и) ≈ u-t- <pW)∕du 

и получим уравнение, которому онод удовлетворяет.

Так как
с/г/ P(j, Т14- {, и) < fη4i i-

25

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



и

t

и
^∑]P<i,-4rJ' a-V^t^<U--04-c^u)≈

и

I й

- U^t^<u-ιX∕^Ju)=2. !auP<ftf п, и-гГ) ciQ^j (t∕)==^ 
С а J

и
= ZJ n,zi-v)c∕Q^ ∙ fσ),

СО ' ,

то P(t∙ ,n,u') удовлетворяет системе интегральных уравнений 
и

P<jt n^-i, и) ∙∑JР fi, n,u-v^)c^^ .. (гг).
С о /

в построеиипм ’/пявнении произведем замену переменных [18, 

nε-= L-, uε=jc^ Р(t,n,u)

(1)

19]

получим

» о J ' (2)

Раскладывая функцию в ряд по степеням <f и ограничиваясь 

членами разлоиения порядка <f , будем иметь

-^) -е —j (7Л ].<9x

26
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Левую и правую части полученного равенства просуммируем по j , 

и обозначив j t имеем

где (∙^) = - функция распределения длинытого интер-

вала^до изменения состояния, в который попадает полумарковикий 

процесс при переходе из состояния г .
СО « ,

Если 1 lf'^dQ∙[JΓ}= О(е) при л'» 0;1, то последнее уравнение 
хл /

представРМ
∂T(i-,χ} -

t - ⅛∙---------
.r*

РО
где ιTc^Q(V) , откуда получаем равенство

х/2:^, JΓλ∙, г, χj ≈
Эг- &х ‘ ~

(3)

очк'^ея

(4)

Чтобы сумму выразить через х),
в уравнении ^2) <5=0, имеем равенство

г. X) = 2^:^ fi, χj^e∕<s.. гю =
г о "j

j =∑ <Jit ■>
Ь о у t

которое совпадает с уравнением Колмогорова для стационарного 

безусловного распределения состояний цепи Маркова. Его решение 

эапиием в виде

'J, x> -= ^(j)

стационарное распределение состояний цепи Маркова.

.√7 , х),подставим в (З), 6yτ,w

3T^f tf X)
-----
ах

где -

Πojιy4*5HHoe выражение для

иметь
÷ а

дг

27
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где ~ ≡''"≡4**°4θP**°θ среднее значение длины интер

вала меаду моментами наступления событий в рассматриваемом по

токе.

Полученное уравнение и его решение совпадает с уравнением

(5) разд. 1.3. Следовательно, для полумарковского потока величина 

<f∕^ сходится при 7j→∙oo к детерминированному значению a1> , 

т.е. асимптотически имеет место равенство

Для доказательства есимптотической нормальности величины 

отклонения от асимптотического среднего о-п в исходном 

уравнении (I) произведем замену переменных

CZ-TZ .

гге - (-u-an)∕ε P(J,n,u)≈G Q',v,

aτr∕y∕∣^
будем иметь /_

G (j,2^-e.,y-a∖∕e)≈χ J Са,г,у-^}/(.)с1О.(1г).
i а

Разложив функцию 6' в ряд по степеням 

получим

о T□4HOCTbD до £. ,

G(j,v,y}-he ^li2±r}lL.

i О 3 J ''

Просуммнруем по / правую и левую части полученного равенства, 

обозначим (у . - G последнее равенство запн-

2Я

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



о

Еоли <¾,Γ, у)] ,

нее равенство примет вид ,

Эг- 9у

со о

К » 0;1;2, то поолед-

Обозначим J Так как J ^e∕Q^∙∕'l^J ≈ a^∙
о

то последнее равенство запишем

, (б)

Аналогично методу решения уравнения (7) разд. 1.3 используем (5) 

для решения последнего уравнения.

При 6 = 0 уравнение (5) примет вид

! соБпадаюиий с (4), следовательно, его решение найдем в форме

6'0 г,^)-^(j} Г(>, . (ЛУ

С точностью дс 7б уравнение (5) запишем следующим образом:

29
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В квадратные скобки подставив (7) для G ^j ,t ,у'), получим 

уравнение

решение которого найдем в виде

(8)6-fj, г,^)-rφG(t,^μ 1^φ∕j) ,

где неизвестная φ{,j ) определяется условием.^ *= О к

уравнением

Я. ij -h a-∩} -ζffi) a^j ,
(9)

где J у
Подставляя (7) в левую часть уравнения (б), а (З) - л его 

правую часть, получим

G)<РЮ д^С(г,у)

где σ'^≈ ^/г) β^~ а .
i

Норкированним решением этого уравнения является плотность 

нормального распределения с нулевым средним и дисперсией 

ae⅛-, φn))

Тем самым асимптотическая нормальность величины при ∕Z-*-cx3 

доказана для полумарковского потока, определяемого полумарковс- 

кой матрицей

Воззрашаясь от переменкой и тг , получим: , равная

моменту наступления τι-го события, в полумарковском потоке 

аснмр’-отически нормальна (при /г-»'оо) о асимптатичеоккм средним
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• равными

а f∕e), а. = J iTc^Qi (v}, (v),

. о J ∙'
величина /'(^ ) определяется системой уравнений 

r<p-ζr'^>ЧiJ

и условием нормировки ) I, Величина

-а^, в </?(/) опреде

ляется системой уравнений

где a.j≈ (гг).

• Аналогично доказанному свойству для потока Вольда, из асимптоти
ческой нормальности t∩ для полумарковского потока следует 

асимптотическая нормальность считасшегс процесса √V ) о асимп

тотическими харэ:стериотиками

MN(i') - i∕a , \

s
τja iiε Онли определены выше.

1.5. Дважды-стохастичеокий поток, управ^!яемый

марковскими процессами

Дваждц-стохастическмй поток, или пуассоновский поток со слу

чайной интенсивносты), определим как такой пуассоновский поток, 

для которого интенсивность является реализацией случайного
процесса с непрсривным временем. Ниже рассмотрим лишь такие 

двсжды-стохастические потоки, которые управляются стационарными 

маркоэекими процессами: а) с дискретным множзетвом состояний

Jl 

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



f20j} б) чисто разрывными марковскими процессами [211; в) диф

фузионными процессами.

1.5.1. Поток, управляемый марковским процессом с 

дискретным множеством состояний

Рассмотрим дважды-стохастический поток однородных событий, 

управляемый дискретным марковским процессом, т.е. такой пуасоо- 

новскиИ поток, интенсивность которого λ С t) является реализа

цией стационарного MapκoBCfajro процесса, принимагшего значения

> ∖g.∙ • • I ιXm ‘

Задана матрица интенсивностей перехода

∆ii-O∕'∆f)

для'всех

Найдем асимптотическое распределение числа требований ∆f{,t )» 

поступивших в рассматриваемом потоке за время ^t при /■-> о-о.

Обозначим /(/) номер состояния, в котором находится про

цесс 5s(Z^) в момент времени , тогда двумерный процесс 

(гЧ/хусг*)) является марковским, его распределение

уравнению

л

В этом уравнении произведем замену переменных 

τr<f - дг, ⅛ - ε-, /’г'г, п, -J'Гг\

!

тогда уравнение (I) примет вид

Э2
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А.^ Tf∕, X, .

Разлагая JZ( г', ∙r-<f ,Z^) в ряд по степеням е и ограничиваясь 

членами порядка <s , получим

(2)

Уничтожая подобные слагаемые, суммируя левую и правую 

обозначив г",J7, г) » J7'(x,Z'-), имеем
к

J
Эх

откуда

части по i,

∂Tfx, У) X, t) _
дг (3)

Из уравнения (2), считая ¢-0, получим уравнение

¢- Ji Г),
Jti ■> •>

(4)

решение которого предотавим в с^елувшем виде: 

rJf (j, X, τ-) (j) X),

где (у ) ~ стаиионэрнэе распределение верстгнсстей 
дискретного марковского пгонесса Λ(Z").

значений
«

33

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



Подставляя найденные значения jв (3), имеем

ЗУГх,г) п
■эг- Эсс

-Дб ffi'} - стационарное среднее значение процесса

Л (/■), Это уравнение совпадает с уравнением (5) разд. 1.3.

Следовательно, для дваждц-стохастичеокого потока, управляемого ■ 

дискретным марковским процессом, величина <5√K(∕^) сходатся 

к детерминированному значению P<Γ^ , т.е. асимптотически имеет 

место равенство

Для ло!сазательствп асимптотической нормальности величины 

отклонения √V^( t ) от асимптотического среднего J>'!' в исхсдном 

уравнении (I) сделаем замену переменных

Z⅛ = г, (п-л/у i∕e Ра.!г',г/,г},

будем иметь

1^, ^ji G(j, г).

Разлагая ∣j" ( в ряд по степеням VS

ваясь членами порядка <5 , получим

f'ijj

и ограничи-

Gυκpaτne по,!,сбн1. е, просуммируем п .аву^з и x∣'uy.i части зтогс /рав
ными П / , -,'*∙-∏-MiHb 2.

'’1
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≠ z∑ Λ∙i у

Аналогично методу рзгаения уравнений (7) разд. Т.З и (б) 

1.А ■’спользуем (5) для решения урзвиен'ля (б). При <? •= 

нен"’’ (.5) пре лстлрич

fz-Λv)^^

□ткуда

(5)

разд.

О урав-

(7)

* ' '’ЧНг • ∙^f' ’ ■

г,

??■

-1
г -■

■'

Реиенпе этого ^'рнвненкя найден э >эрме
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) » о и

(10) ≡

где неизвестная У’Су ) определяется условием <∕*(y 

уравнением

jtt >■ j≠t

Подставляя (8) в левую часть (б), а (9) - в его правую 

получим уравнение для G (^,г^)

с96’
Эг- “ S

часть.

Нормированным решением этого уравнения является плотность 

нормального раопределения о нулевым средним и дисперсией

Тем самым доказана асимптотичзскня нормальность √K(^) при 

/-* ≈^≈ для дважды-стохастмческого потока, управляемого диск

ретным марковским процессом.

Возвращаясь от переменной f^ к / . доказываем, что √∕(Z^)

имеет следующие асимптотическое среднее и дисперсию

/УЛ^DJ∖∕(t)- ('j> -P∑ фц)) t

где ‘/’С?’ ) определяется условием ∑, = О и системой ли-
t

нейных алгебраических уравнений (40), в которой j^( ι ) -стацио

нарное распределение вероятностей состояний дискретного марков

ского πpo∣',ecca >λ ( / ) с матрицей интенсивностей перехода ,

Используя равенотво

PlNin^n}= P(t^ ^t∖

покажем, что из асимптотический нормальности (г.ри / *<>≈)

следует асимптотическая нормальность 'с и <7 *

Так как /V/ < P(∣∖'ιl}-f п)-^ P(6^(P ,
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то,обозначив Z*e = ∑> , пг=ж , получим

в силу асимптотической детерминированности δ-V(% ) при е. → О

j1, если 

[о, если

, ≤c√ΛV,

X.

тогда
, 10, еслиР(€. t <-i>} j
” (I, если

Следовательно, при конечных д? V- и при £. → о величинаи

асимптотичео1си детерминирована и равна

<^<71 = ∞∕∙>∙,

т,е, имеет место асимптотическое

ж

равенство

/ =
~ гл ’ ■

Значение является асимптотическим средним для при ^-»<из.

Покакем асимптотическую нормальность отклсне1П1П от асимп

тотического среднего ''^∕^ .

Так как

то,обозначив , имеем ~ , и следо-

вателыю.

У!
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Из асимптотической нормальности )∖{e

О и ae⅛ следует
с параметрами

cxs

где £^-

Так как при cf->- О гге. - величина конечная, - бесконечно

тогда

J,Γ.

малая, то с точностьг до '/ё »

Таким образом,* величина (у — 

с пулевым срёдним и дисперсией

абимЕтотическч нормально

следовательно.

у

Пз асимптотической нормальности

асимптотическая нормальность

ским средним и дисперсией, равными

асичп ∙.3TM'∙

1.5.2. Поток, управляемый чисто разрывным марковским

процессом

Лвакдн-стохастический поток однородных со'^'>тий, .упрзвля-'мнч 

чисто разрывным марковс':им процессом с непрерыпнчм мпо^<- -v,m 
состояний - такой пуасоонозский поток, интснсизность К(-Тсз,!г-

38
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Д(Г) является реализацией стационарного чисто разрывного 

MaρκoBCκoi'θ процесса с непрерывным множеством состояний, опре

деляемый двумя функциями oi (>λ) и ^(,λ∕zΓ). Функция (∙×) 

имеет смысл интенсивности вероятности перехода:oiM∆f / 

- есть вероятность того, что Л претерпит случайное изме

нение в интервале ( t, t если *А (Z" ) =,λ , тогда

I O(^hi 'У - вероятность того, что такого изменения

не произойдет за время д/ . Функция ^S∕↑Γ') есть условная 

плотность распределения вероятностей значений 0) при

условии, что в момент произошло изменение значения Л ), 

которое до этого было равно 1Γ .

Аналогично мокко показать, что асимптотическое распределение 

вероятностей значений (npn∕'→≡o) подчиняется нормаль

ному закону, а также найти его среднее и дисперсию. Используя 

асимптотическую нормальность √1∕^(Z' ), можно показать и асимпто

тическую нормальность /'^(при ∕7->∞).

Для доказательства этого утверждения обозначим

Так как дв5'мерный πpoueccfj,(∕ ), √VXz^)J- марковский, то его 

распределение ^} удовлетворяет интегродифференциаль-

ному конечно-разностному уравне11ию

—' = л Р(> Р(тг, n,t)>J- V) d тг-
а (I)

соторое после замены

79

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



(2)

можно привести к уравнению

зг Эсс

где ≡ ∙^(.λ∙≈,2^)∕∕'(j)jΛ-
О

стационарное среднее значение процзсса y^(∙λ ) - ста

ционарное распределение вероятностей значений J ( ^), опреде

ленное интегральным уравнением Феллера

О

Решая уравнение (2), получим: величина хС?") =<s√l^(%) асим

птотически детерминирована и принимает значение аГ".

В уравнении (I) произведем замену 

тогда уравнение запишется в виде

∂G (у,г) Θ^Gfy, t-)

3tr

Функция ) определяется условием J (f(,∙X )д6’

родним интегральным уравнениям

огбА? </’/» = J'(P∕'vj<×(ιf)g('^∕u)clδi (а.

О)

неодно-

(О

ио

Тлким образом, из уравнений (2) и (З) следует, что ) -

асимптотически нормальная случайная величина (при ) с

асимптотическими сродним и лисперскей вида

= at, T)∕∖f(ia-SJ)cZλ)

где '∙P(y ) определяется уповнением (4) и условиемJζP∕^JrtJ = <9.
о

40
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I.5.3. Поток, управляемый диффузионным процессом

1ввждн-стохастичеокий поток, управляемый диффузионным про

цессом, - такой поток, интенсивность ∙λ (⅛ ) которого является 

реалнзацией отеционарчого диффузионного процесса, пркнииаешзгэ 

значання в интервале (О, ∞) о коэффициентами переноса ) 

я диффужи ).
Покажем, что t") - асимптотически нормальная олучайкан 

величина (при ), для распределения двумер

ного процесса (λ(∕ напиием уравнение

J<Λ<X, п-^Л)-з.Р(>.пЛ) -

aZ5G⅛J∕°ZA.Λ, , f ∂^(aMP(Λ.r>,∕)')
---------- 57

которое заменой 

«г»дг, /5е«С-, ∕Vjk,∕z,∕)-r

приводится к виду

θ,T∕⅛,∑7 , ∂Tfx.V)
------- °∙

а ааь'вной

- к уравнение вида

зг- ~ в *

в котором а

где ) стационарная плотность рвопределения значений диф

фузионного процесса, заданного параметрами /(Л ) и σ (> ), 

Функция <iP(> ) определяется условием J= О и неоднород- 
о

⅛I
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ным дифференциальным уравнением

Аналогично проводится анализ более сложных дважды-стохастичео- 

ких потоков fl6].

1.6. Нестационарный пуассоновский поток '

До сих пор мы рассматривали такие потоки, у которых для 

каждого /с > I, лвбого набора чисел z^,...,Z^ и всякого 

совместное распределение случайных
-Ла,').........у(-.//(.i,не заьиоит от

т.е. стационарные потоки.

Во многих задачах статистического анализа приходится рассмат

ривать нестационарные потоки, характеризуемые явлением тренда 
в интенсивности потока событий ¼λθ( t). Будем исследовать лишь 

случай медленного тренда, представленного в виде

где lX(t∙) - некоторая задднная функция, а <s - бесконечно ма

лый положительный параметр, который может быть обратным длине 

интервала наблвдения за анализируемым потоком событий либо 

числу измеренных значений выборочных данных.

Рассмотрим нестационарный пуассоновский поток, параметр > 

которого является медленно менявшейся функцией времени

∙λ= >√∕}=

Покажем асимптотическув нормальность числа требований ∕√(∕), 

поступивших в потоке за время t при Л* ∞ , <S → О таким об

разом, что . Распределение п, t')- -тх.)

удовлетворяет уравнение
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∂t
= y^(t)P(nJ,i)-yg(t)P(n,i). (I)

Сделаем в нем замену

i!⅛ = Γ-, n<f≈χ, *= P(ιι,b-^(^∙,t), 

будем иметь
∂!Pfx, г-} ■

δ ------ - ------- , ε∙9 -> JΓ<λ-, г-}.
σi∙

Раскдадывач J7^( 5с-е, С-) в ряд по степеням е, и ограничи

ваясь двумя членами разложения, получим уравнение 

д:р(х,г) 

решение которого имеет вид

= Ф(х ~ J (а)а^;)У

∣J
Используя начальные условия jΓ(zr. (?) получим: при

<f -> о величина CjV(⅝) асимптотически детерминирована и 

равна
J> fj)c∕f.

о
(3)

Так как • z>√ .
г I

\Уд(1Г)е^(Г,

о
то асимптотически при t→ °o

I J<^([ΓJc∕ιr.

υ
В уравнении (I) произведем замену переменных

Уг- ?, (гг-у, P(n,i-)=G(^,г)
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имеем

∂S

∂t

Раскладывая 

яоь членами

(⅜)

(5)

»

G {^-∖∕ε, Г") в ряд по степеням 'fe и огреничива- 

порядка 6 , получим уравнение
ε∙} ∂^G(y^t)

нормированное ревение которого запишем

- —
г: t f - s .зё*гс;

т-
где - Jλ (i)ali

Из уравнения (2), равенств (3) и (5) следует, что 

для нестационарного пуассоновского потока является аоимптоти- 

чезки нормальной величиной (при Z-*cχ>) со средним и диоперсиой

Используя аокиптотичеокув (при → о») нормальность уК(^), 

покажем асимптотическую (при я-*») нормальность я найдем 

еб среднее значение и днепероив.

Так как 6j∖y^}πpM e→ О асимптотически детерминирована, 

то в силу равенства

величина <5 также асимптотически детерминирована и ее 
орздпее Т (лс) оп1^вляетоя равенством

ас»

т.е.

тогде
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Вначениа √^(>'Z) опрададяетоя равенством
У/л)

n∙ ]jkg(-ff)ciif.

.
Таким образом, аоимптотичаское ореднаа ^(,λ) величжн 

можно неНти, реаив ^фаСненяе

■п^ j Лд fιr)c∕ι).

Так как

где jc

Но t ) также можно представить оледупщим образом;

P(t^ <(t -Мi},∣^ сг 1

у T-Tfx}
β^≡ H-Jfn})ιfi , a~J(^)fζ^

Откуда iV-7J⅛7≠ ∣∕⅛•? • сладоватол^о^^^ ≡x(7*(∙≈))

" -J J>(u)du J λl∙u}du ~J ^Mc!iv
  - S- °  

d-------------- УЕ_________ ~________________________________-

≈ ∣X ftt}dv ≈~ 3j Д (Т(х)) .
' Tfx)

⅜5
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Тогда

= ---- г { 6

__________1 (_ 

(T(X}}∣^f^ (Гfχ}} ~оз

ciιβ^.

V.
2 А^(Т

Таким образом, случайная величина (i ---------

является нормально распределенной с нулевым средним и диспер
сией, равной (7(x)), где aε^(7(x)>∙Cy

окончательно имеем

S fχ) ≈ JC∙
~^~сы

I.7. Обобщенный рекуррентоыЯ поток

2 
и

Обобщенным рекуррентным потоком назовем такой поток однород

ных событий, для которого величины образуют цепь Маркова 

о заданной условной функцией распределений

Рассматриваемая модель мокет служить обобщением модели рекур

рентного потока для нестационарного случая.

Для нестационарного пуассоновского потока с кусочно-пбстоян- 

ным параметром Л(/), интервалы постоянства которого совпа

дают с интервалами между моментами поступления требований,
„ , ... . -∖(∕)i
y7f3,i- е
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В более общем случае

длина интервала от момен- 

в рассматриваемом потоке

где F'kv'i - такая заданная функция распределения, при кото

рой первый момент равен единице. Тренд интенсивности )

является медленно менявцимся, т.е. ).

Покамем, что величина √V( Z^) является асимптотически норма

льной (при ∕^->'■>“). Пусть .?(/)- 

то до наступления первого события 

после момента t,
Двумерный процесс (^(∕),X(^)) 

распределение вероятностей

/’гг, пЛ}-Р(за}<з., ^a)= л) 

является марковским, его

удовлетворяет уравнению

∂P(2,n,b ∂P(Z,n^i ∂P(O,n-{,t} I. , ∂P({f.H,t)

----------аГ~ ' а)

∂P(i,r∖i) I
где ----- -------------=----------—∣x=Z7 ~ производной в

нуле,

В уравнении (I) произведем замену переменных

71г-д?, Zfi-c⅛ P(∙2^ а, x^∙S-)^ 

тогда уравнение (I) перепишем

∂Mx,χ,i) ∂3^fa,χ-ε,τ)^,,. , ∂7i(0,χ,F) , , 
'“ЭЯ —θ≡—Fait)lP ω

Разлагая в , х -е , Z>) и ряд по» степеням £, и ограничи

ваясь членами порядка s, , уравнение (2) представим в виде
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^jc<9λ (3)

При <50,д:,г-) «= есть есимптотическое

раопгзделение величины √∕( f), s этом случав уравнение (З) 

примет вид

,^5rz⅛.ε9 ,

- ∙9x 9л
(*)

Для определения ------- — "≡ уравнения (3), считая <& ■ О,

получим

"^~∙∖⅞""^'
«

откуда

fTggΓΛ,j(j.ra М V)) с^гГ.

При <jf-*≡*>

J ffj) d

Так как J (I -^(Д )Я* I∕∙×(2"), то

оледовагсльно, уравнение (⅜) имеет вид

,7.

созпадаадциК с уравнением (2) разд. 1.6, тогда при <J →∙ О ве

личина <≡X∕%} эсииптоти^ски детерминирована и равна

⅛8
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ткуда при t→- о“ имеем асимптотическое равенство 

t
MJ∖ΓM^ i∖(H)drr.

О •
(5). >

в „„.еяи. « о„»е-

P('i,n,t).~G

тогда уравнение (I) примет вид 

l⅛i≤ —

^τ-

∂S(λ, ∂G
e

3G Co,∣j,z)

Раскладывая G ( 0,^- ε-) в ряд по

чиваяоь членам:: порядка

степеням и огрени-

&. , последнее равенство перепишем

дгг

Эя. ' Эя

/- Э Q (о, у, tr)

, f д G fo, у,-су

Сб)

Йри я -» со это уравнение примет вид

49

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



(7)

⅛

г-
1 

~ '2

"^г. Эу J ■

Из уравнения (б) при <S » О получим

с9г

откуда
36“ Г'г --Ч
-------— ≈ А (г) G(y, г). (θ)

Найденное выражение подставим в левую часть уравнения 

.¾' В правую часть уравнения (7), имевшую сомножитель

необходимо подставить более точное выражение для -—, 
оя

чем полученное в (8), поэтому в (б) сохраним слагаемые порядка 

V? , тогда будем иметь уравнение

4⅛^∙'-

∕i г-, .Чу
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откуда

6'r⅛,y,H" .J(j-Γ(y,fr)ir))c∕iΓ-^

∕⅛J (J> (t)U}-> (г)d -F(>(r) ιr))c^υ-] с/и.

При i =-oQ получим

о

-Fijifc-)ir))ciιr-ffj^fr)u)]c^υ = >tr}G∕'^,c}-∕- 1/ёлМ х

о о

Подставляя это выражение в правую часть уравнения (7), в (О) - 

в его левую часть, имеем

~~2 ’
(9J

здесь

«’= 1-2 Jf j {1-F (i))di -ffx)]c∕χ, :::г
о о

≈ 1-2[^l-F(xiik-yi∙∖ (i-F(ii')cl3^ dχ.J =
О ' а

51

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



== -li-2[xfJ-∖- Jxd(i- J
* О 0 0

= - ι√-Pj x∕GΓ-∕*Λr))i2f□c= -У/ ^(i-F(x^i)dx.^≈

о о
оо

≈ - i-h aa^fj[-F(x)')/~ fd-Γ(x}) ≈
е о

-Jψ Jx^dΓ(x)~^ J Ffx) - i,
о ь

г
т.9, ае является дисперсией случайной величины о функцией 

распределения ∕^(□c).

Нормированное решение уравнения (9) имеет вид

ΛP⅞∙⅛j∙'S^ ' •

*c"
где Λfε)= Jλf∂)<√i. 

й
Следовательно, отклонение значения √V(, ^ ) от асимптотичес

кого среднего (5) асимптотически нормально о нулевым средним

и асимптотической диолероией

л Го) cLιi.

Зозвращаясь к переменной t , получим

Г t
{i}di, Jj, а)

о ' о "

Покажем, что иг асимптотической нормальности √∕( следует 

асимптотическая нормальность .
Так как ι5√V'f%} - асимптотически детерминироазно оо среД'
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. го и “ аоимптотичеоки детермини

ровано и его среднее Т (JC) определяется равенством

7⅛J
j >fj)<∕j-.r. (10)

м
Тогда асимптотическое среднее запишем

T(en),jt(n),
значение которого i-T(e∏') определится равенством

JM ''
JО (II)

I

Если в равенстве (10) сделать замену ∙x 

то получим уравнение (II).

Аналогично нестационарному потоку Пуассона

где

также

ам J 36^<'r)}

о -с ° ' - ■

Р (t^ i)=P ((t ,̂

где

Следовательно,
s
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(Г(х))/У. (r<'x))l 2<S^CΓM'i∕y"CΓ(×r) } •

Здесь 7*(∙≈ ) является решением уравнения
Т(х)

J X,
о T(jrJ

поэтому сг <Λ}) = aa≡J А ≈ aг'^JC .

О
Таким образом, случайная величина (∕^-^(τz))√C для 

обозленного peι^ppeHTHoro потока раопределеца нормально о 

нулевым средним и дисперсией

----------г •У (Г(хУ)
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Глава 2

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ СТАТИСТИК ДЛЯ ОЦЕНКИ 

ПАРАМЕТРОВ И ПРОВЕРКИ ГИПОТЕЗ О ТРЕНДАХ 

CXy4A"HHX ПОТОКОВ

В настоящей главе расоматризаптоя методы асимптотического 

анализа оценок тренда (изменения во времени) интенсивности по

тока событий. Основной целью является изучение гипотезы о нали

чии тренда. Нам важно проверить, действительно ли имеет место 

кажущееся измгнение инотенсивнооти, и достигается это путем 

сравнения с нулевой гипотезой об отсутствии тренда. Для решения 

основной задачи выбирается вид тренда (линейный, гиперболичео- 

кий. Логарифмически линейный и т.д.), отроятся оценки парамет

ров, для которых проводится статистическое исследование на нес

мещенность, состоятельность, эффективность. Определяющую роль 

при этом играет [аспределение достаточных статистик. Также боль

шое внимание уделяется пороговым критериям, которые определяются 

! знанием распределений некоторых статистик от наблюдаемых данных 

! с использованием асимптотических методов.

При решении поставленных задач следует применять два способа 
описания наблюдений: Т- планы, в них фиксируется интервал наб

людения и число измерений является случайным; и √∕- планы, когда 

фиксируется число измерений, а интервал времени, в течение кото

рого они произведены, - случайный.
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2.I. Анализ оценок параметров тренда пуасооновского . 

потока

точноотьв до 

в интервале

'^ * * * * *

Рассмотрим нестационарный пуассоновский поток с интенсив

ностью ), где J,(f) - некоторая заданная

функция; £- малый положительный параметр, равный 

плангх и - в √V- планах. Тренд > (2“^ задан с 

параметров, значения которых требуется определить 

[O-,T]. Наблюдаются моменты наступления событий ζ, Л 

причем число событий случайное. Оценки параметров тренда 

отроятся по значениям Линейные оценки парамет
ров относительно статистик вида^У/*^^^ были предложены в ра

ботах fs,9], найдем их асимптотич^окое распределение вероятно

стей значений при 7*→oo . Для этого рассмотрим случайный про

цесс

(I)

где 7Z - число требований рассматриваемого потока, поступивиих 

в интервале [βyi], t ^Т.
Пусть f (/) < г/+ » Р(, и, t ^}, тогда.

Р(и, t4∆b~>.^(ħ∆tP(u~ħe.i∖ (i)∆t)P(v, t),

следовательно, распределение ∕*(t∕,Z) удовлетворяет уравнению

(2)

в уравнении (2) сделаем замену переменных

^5=2^, P(u,t) o'Jc (X
t *

будем иметь 

56

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



; Раскладывая ^∕(∙3Γ-iy^(2"), C^) в ряд по степеням л и ограни

чиваясь членами порядка <S , получим уравнение

⅞ζ<'"∙⅛-.- i-Min) (3)

совпадающее и уравнением (5) разд, ∙I,3, следовательно, асимптоти

ческое распределение 

вырождено, т 

ченио т.е

-(4)

2?) величины £ ) (приб-* О)

т.е, ≈f ') сходится к дстерминировэнкому зна-
JS(j} , т.е. асимптотически имеет место равенство

(г 

о
возвращаясь к переменной t , имеем асимптотическое равенство 

t
(t} = J ∖(tr)<f(e l'-)dιr.

6

Так 1сак исследуемая статистика равна <≡^(7^), '^о
т

∕'leξ (!■}=.&

Найден ргспределение отклонения С ) от асимптотического 

срс’него (-'ι∖ для этого в уравнении ('<?) произведем замену 
t

Г, (i.'- (^ιx)}∕e^= у, fi(ι∕, = (■, г}

нолуч'^н.....................................................................................................

•

Расклэдывая G ( и-\!& /(. ?■), Γ^) в ряд по степеням и огра- 

пичиазясь 4Λcπo∙'4 i!√p∏Λκ,! , 6j'Λc⅛ иметь

SG(t-∙,'d) г- / ∂G (у г}
------- ^±1-....... ∙!(^} dd у(^)Qа, г}-

d
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Затем, преобразуя подобные, получим уравнение
∂G (у.ъ} _ У.(г)

совпадавшее с уравнением (4) разд. 1.6, следовательно, его яор- 

иированное решение имеет вид (5) разд. 1.6.

G(y,τ) = -4_____ е ^ .
J'' c>'M

где CΓfΓ)-J Afd)∕i's))oZ6.

Таким 0<⅞β30M, отклонение значения 

среднего (4) асимптотически нормально 

детерминированности величину

тотически нормальной со средним (4) и 
t

Bξ(i}≈ (еσ)clzΓ.
О

μ∕) от асимптотического 

и в силу асимптотичеоЕой 

можно считать асимп- 

дйсперсией

(5)

трендов потоков событийПри оценивании многомерных параметров

приходится исследовать многомерные статистики, поэтому рассмот

рим метол нахождения асиптотичеокого распределения двумерной 

статистики

(б)

Для этого исследуем двумерный случайный процесс (^ (/),^(/))

3 компонентами

p(t}:.χφ(et.γ

Пусть 1Г^p(t)<c∕'j)∣c∕uc∕υ-≈Pω,τr.b,
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тогда Pfu,ιr^t∕∆t}~ (ei∖ a-^P!'cf},t)-∕-

-Р ((h∆t')P('u,ιΓ, t), 

одедоватбльно, двумерное распределение /Х с/, гГ, i') удовлет

воряет уоавнению

\(^}P(u-∕(cb,V--Ψ(ei∖Cf)p^v,гГ,ħ,

в котором произведем замену переменних

<i∕≈ (tJ-J-><g W JZ,

(ту-JΛg(ιr)^P^£.гr)a^гr)■^^^, P(t∕,tr,ii^G(^,у, г)
О

иметь

σ*c

(^-'Рг-)-^сг)Р(:г,у, ε}.

Раскладывая функцию <7 (л; - (,P''), ¢3√^(Σ'),'<;^) в ряд по

степеням с точностью до € и приводя подобные, получим урав

нение 
yCir)∕(г) д^б (х,^,г)

∂Z^ у ‘

(7)

решение которого будем искать в виде двумерного преобразования 

Фурье 

для него пел’/'1им уравнение
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реи'ение которого
'Φ'V) ∙≈CeJcp

7> Г*

имеет вид двумерного преобразования Фурье для плотности норма- 
Г <?

льного распределения с дисперсиями е>, (2^), и ковариа

цией J((,z') вида^
∕↑})a∕i), fz)≈

ст о
г>

К(г-).. J л fJ) .
(Г

Так кок оценки модифицированного метода наименьших квадратов 

j[9j линейны относительно исследованных здесь статистик, то эти 

оценки

(8)

являптсч асимптотически нормальными, что позволяет не 

проверять их несмещенность, состоятельность и oφ∣pe ктив- 

но и строить для них доверительные интервалы.

только

ность,

2,2. Анализ оценок параметров тренда обобщенного

рекуррентного потока

При

потока построения оценок параметров гудем 

нам статистики (6) разд, 2,1

анализе τpefiAa интенсивности обобщенного рекуврентного 

(см, разд. 1.7) для

использовать уже известные

f- ≠∕∕f≠λ
t = 1 '

Рассмотрим процессы
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где п - число требований рассматриваемого потока, поступивших 

в интервале jθ,t] , t ≤T .

Пусть - длина интервала от момента t^ наступления

первого события после момента ^t- .

Обозначим

P(^(^)^S^ V c∕v)∕c^u = Р (^, и, 

тогда

P(i,u, P(^.+ ∆i,u,i)- P(∆t,u, i}-h

i P(∆i,u-∕(e.t), t

где ) - интенсивность обобщенного рекуррентного

потока с функцией распределения длин интервалов

н.сжду моментами поступления требований. Следовательно, распреде

ление удовлетворяет уравненир

PPfz,u,b ∂Pp,u,P PPl'o,u,P , ∂Pfo,u-Pe.t)^t}
∂1Γ'....(I)

В Cl) сделаем замену

us-.τ, P(^,u,t)= pPfi,x,n),

получим
3^Ci,X,tr) (i, X, t-) ∂^fθ,X ,г)

I ^e∙ ~ ∂z дх.

∂TfГ'/ ,
---------------------------------------ПУМ!,}-

-e-l∣r} П^тг.}.
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(2)

Для определения асимптотического распределения 

будем иметь уравнение

При ;г« o° имеем J7^( <=o , J=, 2>) =^(л:, г ), для которсго из 

уравнения (2) получим

∙3=∙. ^) 

эгг (3)

.-S
функцию ----- -------------  найдем из ч2Л считая э нем <$• ≡

иметь

О, будем

откуда

при z = c*≡

-F(>('cb-σr)cLF≈^

., L, ∖h.F(υr}}duF^ -~

аг

5

т.о.------------------------ --- ^∙^,^∕∙

Полст.;иив это внражепие в (З), получим уравнение

ΘTFx.Tt) f г> <С

Cuaπ.'!.^.τr.",ec с упзв!1пнп?м (3) ро?д. 2.1. 3 связи с этик величина
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*^^*^^*"θ асимптотически детерминирована и сходится 

к величине J (д ')fu )^∕i. поэтому асимптотическое среднее 

^(Z" ) имеет вид (⅛) разд. 2.1.

Чтобы найти распределение отклонения ^ (/) от асимптоти

ческого средн^его, в уиавнении (Г) сделаем замену

⅛=2V P(z,u,t)≈G(.g,,y,v),

получим
3G^,^

3G(i,y^z'} ∂G(o,y.τ-) , ∂S(a,y-^∕M,s-} СУ, . ,

= ------------ ---------

аг

Fωτ-}3>).
Эудз.

(5)

при из этого рьвенства будем иметь

≤≤⅛^-≤-
∕^(tr} G(o.y.c'}

(б)

<3
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(7)

Уравнение (5) при б= О имеет вид

<'χ.y. г) с?/?cσ,y,z-) , X

следовательно,

(8)

Это вырзжгпие подставим в левуп часть уравнения (6).

Запишем уравнение'(5) с точностью до 7^ , получим 

≤a⅛iL- . fj-F,, ,μ

О'?

'' аг а у !

Используя ¢7) и (8), последнее равенство перепишем

9z

1
2^J

О

Интегрируя правую и левуо чисти ∏j г и полагая, что 

Суг/'м иметь

с?,е. .λ∕.-) ' -1
г/

— л ι∑) (ι'-^ - F 1г-)1Г)}а'tyμ∙ iJ

о

ζ)

δ⅛
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I

откуда

j^∕-7Λ∕t)u.)-
О

- -А /г-^У -РМт) iT))c∕tr^ c∕ιz л - .

«ЭО и
Так как У fz)Jt'r)u)-Sfr1 J fΛ∣'ι)ιΓJ)a'ιr)c∕u≈

О с

= ∖(z)j(F(xcε)u)- ∖(J-F(uj))(iur')c∕tι∞^

в j^F(x) -j(l-Fftιr))e∕iι}')c∕χ ≈ 1J x^dFfχ)-l^

то

Подставляя это выражение в правую чаоть уравнения (5), а (5) - 

в его левую часть, получим

С -

- f(∏(s(e) ~

откуда имеем уравнение . ,

^(У.ч:) a^G(y,t)

аг- ~ 2

sгде <5 = {х^с^^{':с)-^ - дисперсия, соответствующая раоиреде- 

ленив /^(.х), для которогоJ3CcLF(x,)-f. Это уравнение совпа

дает с аналогичным уравнением для нестационарного пуассоновского 

потока, таким образом, отклонение f обобщенного рекур-.

. 65

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



рентного потока от асимптотического средаего (так же кек и для 

пуассоновского потока) асимптотически нормально о дисперсией 

г?
Γi^ ,'∕)≈<3^( ∖(v)^ (ε σ)ctσ.о (;о)

При оценивании двумерных параметров трендов обобщенных рекур

рентных потоков возникает необходимость рассмотрения двумерных 

статистик вида

и соответствующих им двумерных асимптотических-распределений.

Пусть

P(i(t)∙^^, cill^ IJ6y(iy < Ij-tc∕ι}}1с1ис1и-=. P(i^ и, v, t),

и Ψ(εt∙J

тогда

P(i+∆L, и, гГ, h~
}Pt∆t}, t)F(j<^ (6i'), 

следовательно, трехмерное распределение ( ⅛, ∑z, гг, ^) удов

летворяет уравнению

с?/Уя, и, гГ, i) ∂P(2,u,V,t) ∂P(o,u,v^,i)
д( “ -f~

+ rιsji,,y.
∂i

Произведем в нем замену переменных
(u-j^Sg(ιr)∕(eιr)c∕zr)}∕e≈ac,
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получим

-rιχm∕m ваа,^у.-г}_

-Λ>∙lv>φ,z, 3^i.∙^∙SL. -

, г ∂^(o,χ.y,r-}

-fe∕aiΨ(t)
' дя дх.

(II)

PpHjp∙≡rβo имеем уравнение для определен» я двумерного асимп

тотического распределения

я f fjr.y.Zr) ^1s'∕'σ,x,y,z) <P^ie^ a>'^∕'σ,χ,y,c->
• дг ~ 2 'S

«г)

Будем решать (12) аналогично уравнению (б), используя уравне

ние (II), считая в котором <5 = 0, имеем
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(13)

∂Gfz,x,y,v) ∂G('a,x,y,z) , .
---------=-’------- =---------- (±-F Гу (Г) Я)),∂JS

откуда следует<9(7Λλλ∙.z∕, г;
----------------= л /г) (У F∞, у, •Эл

Запишем уравнение (II) с точностью 'ДО √S

. ∂6fi, X, у, г^)

Эя.
(j. FC,(τ>}3Li)+

/ F(j.tτ)g)-.y∣∙c-)f(c-)sft)
а

Интегрируя правую и левую чести полученного уравнения по л и 

полагая г = о«э , будем иметь
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(

j( j∕f∕j∕'e-)j^)-^∕'Γ) J(^-^f>fr)iΓ))a^ιr)c∕i-f- 
а ®

V 9

Так как

то =yfp)G'f^t У’ j jc^c∕^fχ)-j^ ж

Иодставляя полученноз выражение в правуп часть уравнения (12), 

а (43) - в его левуо часть, ииеек
<^^∕⅛yy ∕¾7 ∂^Cf^r.ι∕X)

≡>⅛ 2 2

х (4^ ,-
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откуда получим уравнение

∂^Gfχ.

совпадающее о уравнением (7) разд. 2.1, решением которого явля’ 

етоя двумерное нормальное распределение с нулевым средним, дио- 
g - л

пероиями ¾(c^) и A∂8Sp⅛βHll⅛B вида (8) разд.

2.1.
S

к fε] - /'J) ψ(i')di.

Здесь дисперсии оовпадаютс дисперсией (Ю) для соответствующей 

одномерной случайной величины. Использование оценок параметров 

тренда обобщенного рекуррентного потока, линейно зависящих от 

рассмотренных статистик, позволяет отроить для них доверитель

ные интервалы о применгнием нормальности распределения.

2.3. Анализ статистик для проверки гипотезы о 

стационарности пуассоновского потока

При необходимости проверки гипотезы об 

интенсивности пуассоновского потока имеет 

вой гипотезыcof>jt~ о 

о альтернативной ψ canit

тренд интенсивности.

отсутствии тренда 

место сравнение нуле- 

том, что тренда нет,

- имеется значимый

критерии, основанные

Для проверки этих гипотез используются 

на ∙Sλ - статистиках вила

i >
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где О - произвольная величина большая единицы; 7* - длина ин

тервала наблюдения за потоком; "∑^∙ - длины интервалов между 

моментами поступления требований в потоке t ≡ ;

// - число требований, поступивших за время Р ,

Пусть интенсивность потока - медленно меняющаяся функция 

времени 

где - малый положительный параметр, обратный значению Т , 

Для решения задачи различения гипотез найдем (при 7'→∙<^) 

асимптотическое распределение статистики ∙S√ , которую предста

вим в виде произведения

∙^≈m'^V∕√-
1
Рассмотрим двумерную случайную величину

∙n(t)∙n,

(I)

(2)

где ’г - чисас требований, поступивших в потоке за время Z^ . 

Покажем, что двумерная случайная величина

(3)

асимптотически нормально (при £. → О). Пусть i ( Z^)-длина 

интервала от момента поступления тг-го требования (последнего 

к моменту с ) до момента , введем распределение

2(b=τι, v≤ξιb<u-hJv)ftJu ≈ Pfe,7l,U^ t} ,

В силу марковости трехмерного процесса (г (^), 

распределение P(,2 ,τt,tj.,i'') удовлетворяет уравнению

P(i, n,u,ti βi)- Р(й
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(/

о
VTΛ V - решение уравнения √*((7) » , из полученных равен

ств имеем

pP∕i,r}.υ,i) ! ∂P[2,n,υ,t)
at f-)<-(t)Pff,n, u,i}=z^-~—,

∂z

∂Pfθ, и, /)
9i∙

∖P(c^a-^7τ--l^u-(P(n), t).
о 

2∙i'j систему приведси к единому уравнении

ЗР/1.^.и. n.u,n^

σ
= Лд (t) J ri-i, гх- (Pfv), } .

О (4)

В (4) произведен замену переменных

Z⅛=2>, г/г-д:, Z7, а:,

получим

(5)

^р(гг):^(а!гг,^,х,г \

При г »«>о будем иметь
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Из (5), считая <f = О, следует уравнение

X, (7)

решение которого с начальным условием (2, , f>} » О

имеет вид

(8)

Подставив

∂Jf4,X,t)
Эг-

его в (6), получим уравнение 

∕--λZ⅛)-¾<--(-УМаШг))
(9)

90
где Л (У M~) ^ J ψ(ιr)j. f-ε-)e cLv~.

О

Йз (9) следует, что двумерная случайная величина (З) 

тически детерминирована с асимптотическими средними
V

о
Чтобы найти асимптотическое распределение отклонения

случайной величины (З) от асимптотического среднего (10), в ' 

уравнении (4) произведем замену переменных

асимпто-

(10)

двумерной

J

Ры, х, гу) ,

получим
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Гхгг))×
с?г^

∂GCi,y.,X,'i') J f2^) G^f, у, ж, ТГ)≡
θ

≈ Gfy,χ, Z)-VεUZ-) ^G∕ξ∕ Х,г:)

л

-~2 J (f‰G∕i∕zr, у. X, 1>)

i-ε∖(ε-)
2 ОС,

≡-=?-- ∖ψ(ιr)G(c∕a-,y.χ.s).
о (II)

Считая ^=c*≈ , будем иметь уравнение 

^^<r^ZΓz¾χ,gj _ a1sfy,x,τ) _ хм д

с^ОСсРу
J Ψfir}G(с/гг, у, X, г-)) = 
О

=^)∕ε}^ft}^(2Gfr'∣} -^ ^^(V)G(a!zΓ,y,x, , ζj2)
С

В левуа часть этого уравнения подставим решение уравнения (11), 

при 6=0
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/ л/г7(Г/-г,^,х,г-; г).

Так как полученное уравнение совпадает о (7), то его решение 

имеет вид

(13)

Запиием уравнение (II) о точнвстьп до √f

/ j^r)Gfг,(Г) Gf^, X, ъ) -f-

_ QG(^,x,z-)

¾'
-J ψ(ff)
о

⅞6^∕h'i∕,j∕,αr, г-}'j

^.22

Используя равенство (13), последнее соотношение перепишем

>.(^GCi, у;х,г)=^л.а)^(^,х. fj-

Решение этого уравнения имеет вид

2"Y∕-e
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Подставив это pe≡βκaβ в правув часть уравнения (I?/, подучай

f^{a Ц !t}} ---- / f∕tf)G(c^tr, у, X.

- feм( аглм y<r)-

finτ)(aum, -а/лм) f

л (-∕ire
• ' ' Sx '

-{■ а fs∕r>) ------- • ) / ψ(ιχ∙) те afιt.
ох*^ 'о

Используя полученное равенство и подставляя (13) в левув часть 

уравнения (12), будем иметь
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- W>j^y^>rm /Г) × 
Эх"^ c>ya>∞ i'

- sfr)afsfτ)) j(pfιτ)irχi'r)e ’
а

т.е. ,x,c-) удовлетворяет уревненив

^^13bΞ∣Sλ— /lφ^fιr)λft)e
аг 2 2∖l,

-2af>∕τ))j<Pf'ιrJιΓ^ft)e /■

-t-i'(t)^a(^(c})-^φ'(tj)σ>(v}e -^'^.∙.^.V

которое совпадает о уравнением (7) разд. 2.1, поэтому его реше

нием будет двумерная нормальная плотность распределения о дио- 

персиями сэ (г), <⅛(D и ковариацией вида

г<¾ (Т) ’• JXfi) c^∙i ,
‘ е

Ifi}e ^(P(tr)ιΓ>(i)e

п
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Пусть φ{x")<∙J2∖ тогда

J Ψ(χ)j^e = ух'ке cix, ≈ Г(J+i)∕>'^,

е о

! φ'ix)χse о- ^Γ'C}∣∙∕-ι)∕i.^.о
Обозначим

≤ Jψ yfεj,

~Т
где (f= λfT , J , В - средние соответствующих величин при 
/=Г

’ ' '
о о - \ - .

Величины Л 6 имеют дисперсии <Γ^(I),
/Г(1). при (p(J^) = Jc'^, ,

J »о
бу ≈ (ΓCs∙i+i'>-β^r}'i4-l)}^ -

о

К ≈ n-∙∂)ΓN^t) J .
о 7^

О y"(i}

и ковариацию

/С имеют следующий вид:

tii.
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1⅛κ как

≈ d у ↑df г sβ 1) а zf)=

≈ (')-iyε>n.}≈

Таким образом, статистика ∕S∣^ асимптотически нормальна о пара

метрами

(Γ!sMylMΛd>i -
f о ∙λ (&)

6 (4)

≠⅛√>rt)⅛∕
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2.⅛. Анализ статистики для проверки гипотезы о

совпадении трендов двух пуассоновских потоков

Пусть имеются два пуассоновских потока с медленно меняюяимися 
во времени интенсивностями ∙λζ6Z) и y∕(<s∕ ). При необходи

мости проверки гипотезы о совпадении трендов этих потоков, произ

водится сравнение нулевой гипотезы ^R^∖ Λ(C^)≡yt∕(C∙) о том, 

что интенсивности потоков совпадают, с альтернативной 7/, ;

о том, что имеется значимое различие интенсив

ностей. Для наблюдения доступна величина разности между числом 

требований, поступивших за время в первом потоке, и числом 

требований второго потока ∕f(z^ ).

Для проверки сформулированных пчпотез рассматривается статис

тика »5* вида
т

о

U)

где (S - малый положительный параметр, обратный величине Т - 

длине интервала наблюдений; У’С-л') - произвольная функция, вы

бираемая исследователем.

Рассмотрим i-(-t)= ∖ (∙Ji K,(J)] di
о

и покажем, что при е.-≠∙ Q,^t→∙∞ эта величина асимптотически 

нормальна.

Пусть J^(∕τ^v.i)=P(∕t( f}~=n, а + c^z∕} ∕ciu .

В силу того, что двумерный процесс (/ ), является

марковским, функция при .X(Γ')≡удовлет

воряет уравнению

i,P,,, и.Ь.

30
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> (e.i') (P(fc-{, Р (κ+i, и, tP) , (2)

точное аналитическое решение которого практически невозможно 

из-за его сложности, но асимптотическое решение удается найти 

при * сэо О , если в нем сделать замену переменных

ι∕εAr>^x,

тогда уравнение (2) примет вид

Раскладывая ^(xY'v^,y,'C) в ряд по степеням к® о точностью 

до S , полу’1им уравнение ~

С t С’Л СУ

которое определяет асимптотическую плотность распределения ве- 

роятностей Г") двумерной нормированной случайной вели

чины fΛ'( Р), f при > ≡∕∕( Γ∙). Решение уравнения

(Э) определяет полный асимптотический анализ гипотезы ¾. ,

При проверке справедливости гипотезы’ κ∣itκ3 jbft), 

статистику Р необходимо несколько изменить и записать следую- 

иим образок: Г
J (е Ра) )d^.

Рассмотрим величину T2(t}^ J c∕i.

Двумерный процесс ~ марковский, поэтому его рас

пределение вероятностей
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>
удовлетворяет уравнению

ju(et)}Pa.p,
С4)

Р(<+i, γ,t) ,

решать которое асимптотическим методом будем в два этапа. 

На первом этапе произведем замену переменных 

fΛ∙=iz, e^=zΓ, Pιιc,∙^,t)^J∕'(ii,ιΓ, t) 

тогда уравнение (⅛) запишем

tT,'l∙} , ιι∣7⅛ г^1
г------ ----------- t- <∕(u) ε -----------⅛r^7~

≈ >(r)1∕'fu £., V, г-).,

раскладывая <≡^oζf') в ряд по <Е с точностью до fi, ,

получим уравнение

решение которого представим
, V г

о 6 j

где - функции двух переменных,

С учетом начальных условий можно утверждать, что нормированная 

двумерная величина (,<( t ), ту (./)) при p>-∞ , г-'О асимпто- 
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(5)

!'

тичеоки внпождена, т.е. сходится к двумерной детерминированной 

величине
Г {

(j(S(i}-∕ifi'))cls, J<^( J ))c∕^} .
° а δ

Асимптотическое среднее величин ∕f(∕)H имеет вид

о
J

о о
На втором этапе 

отклонений величин (/с( f )) от их асимптотических сред

них (5). Для этого
fZ*

-1 ')c∕i')∕ε

P(κ,p,t)^C

а о 
найдем распределение вероятностей значений

в уравнении (⅛) сделаем замену переменных 
e,t i

будем иметь

г ∣M∣γ,nyi ,

/ /5 W √χz (t})Gfχ,y, сЛ ft)G'(X- +jυ,'!τ) (л fx-∕-Jξ, о-).

Раскладывая здесь все функции по степеням ∖∕ε с точностью <s , 

получим уравнение

<>!57⅛y,ζ∕ y(t)∕jar) ∂irix,y,z) , ,∂G(τ,y,t)
—э? = —-------- sS- - '

'=⅛3
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которое определяет асимптотическое распределение вероятностей 

G (л: г') для величин отклонений ) от их асимп

тотических средних (5).

Заметим, что полученное уравнение совпадает по виду с урав

нением СЗ), определяющим асимптотическое распределение статис

тики , но коэффициент при производной по у в уравнении (б? 

линейно зависит от х , что позволяет найти решение (.6) в явном 

виде. Оказывается, что его решением является двумерная нормаль

ная плотность распределения со среднеквадратическими отклонения
ми Gf(.P'), и коэффициентом корреляции c'(2^) вида

г

(7)

Таким образом, статистика *¾ является асимптотически нормальной 

о характеристиками (5),(7). Распределение статистики ,S опре

деляется уравнением(З).
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Глава 3

АСИМПТОТИ’ЕСКРЙ АНАЛИЗ СИСТЕМ 

МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

Асимптотические методы позволяют исследовать широкий класс 

систем массового обслуживания (СМО), анализ которых другими мз- 

тодами выполнить невозможно из-за сложности уравнений, описыва

ющих функционирование таких систем [Ю]. Существует несколько 

способов марковизации СМО. К ним относятся: метод мнимых фаз 

Эрланга, метод Кендалла (вложенных цепей Маркова), а также интег

ральный метод, который позволяет построить уравнения,описывающие 

функционирование системы с рекуррентным потоком и обслуживанием.

Наиболее мотаным методом марковизации является метод дополни

тельного события, приводящего к кусочно-линейным и линейчатым 

марковским процессом.

Согласно вышеизложенным асимптотическим методам асимптотика 

рассматривалась либо по времени, либо по числу событий. В сис

темах обслуживания асимптотика главным образом будет рассматри

ваться по загрузке системы, т.е. предполагается, что СМО фу!1кцио- 

I. Пред -нирует в отационарном режиме и загрузка системы J> < 

лагаемый нами асимптотический метод позволит находить 

НИЯ вероятностей состояний системы (число требований, 

НИЯ, незавеошенная работа и т.д.) асимптотически при j>

85
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Исследование CF4O начнем с простейшей системы, далее рассмотрим 

наиболее простую марковизирусмую модель, т.е, систему с pcκyp≠ 

рентным обслуживанием, которуз можно марковизиропать не только 

дополнительного события, но и методом вложенных цепейметодом

Маркова

ческого

и интегральным с примснеиием в этих случаях асимптоти- 

мстода. Методически целесообразно идею метода предста - 

вить сначала на простой системе, а затем перейти к системам, ис- 

следова(1Ие которых другими методами (кроме асимптотического ме

тода анализа марковизирусмых систем) провести невозможно {26j.

3.I. Простейшая система

Рассмотрим СМО с одним потоком и одним обслуживавшим прибо

ром, 'ГрсОования, заставшие прибор занятым, становятся в очередь. 

Заявки из очереди обслуживаются в порядке поступления. Состояние 

системы в момент t определяется числом требований, находяшихся 

в данный момент в системе г (2^). Требуется определить стационвр1 

ное распределение вепоятностей состояний ∕*(r ) = t)<

Если входящий поток - простейший с параметром Л * ), а

обслуживание - экспоненциальное с интенсивностью У.
то случайный процесс г’(/) является марковским и нет необходи

мости проводить его марковизацию. В этом случае, как известно 
f2j, вероятности ЛО удовлетворяют системе уоавнений

6^/л;\ "Р" i ’ I • 2∙ • •
(1)

pew''HMe которой достаточно ппосто и имеет следующий вид:

------ ---------- ,при I = ■■■Pfθ)∏frθ
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Стационарное распределение для рассматривыемой СМО

существует, если сходится

6'-277 ■
ряд

м

При -= XI - Xi ♦ Sjt∣(^er∙fi.t

£- малый положительный параметр, представляет интерес приб >z7 

асимптотическое решение системы (I). Чтобы найти асимптотическое 

решение, в системе (I) сделаем замену

Λ∙<5 X, P(∕rJ -

здесь имеет смысл асимптотической плотности распределе

ния пероятноотей значений нормиропанного числа требований. Сис

тема (I) примет ПИД

^(11ejufx∕e)j'Jitx-κ).

Раскладывая i-,jj, и ряд по степеням £ с точностью доб‘^,

получим
(^Ух) / (i^(X)-hJH(X))j^ fx)) О.

Теперь с условием .^(х) О-при х-» будем иметь уравнение

С2)

решение-которого представим
л

Cexp∣- j ! .
Чтобы решение имело смысл плотности распределения, доста

точно того, чтобы сходился интеграл

А?
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в» ≈
,5"≈ I jc∕jc,

в этом случае нормирующая константа С будет иметь вид С ∙1∕∣S.

Заметим, что если Д(Л ) , то асимптотичес

кая плотность jΓ'Czc) является экспоненциальной. В общем случае 

выражение (2) описывает достаточно широкий класс асимптотичес

ких распределений.

3.2. Система о рекуррентным обслуживанием

9Л

Рассмотрим систему при рекуррентном обслуживании о функцией 

распределения 5"(λ∙). В силу произвольности (неэкспоненциаль- 

ности) обслуживания процесс изменения числа тербований о тече

нием времени ?'(/■) - немарковский, а двумерный процесс ∣i(.i ), 

)у , где d2(Z) - длина интервала от момента ^6 до момента 

окончания обслуживания требования, стоящего в момент t на при

боре, является марковским, стационарное распределение которого

P(i,г;= ,

удовлетворяет уравиенио

3 полученном уравнении произведем замену [22,23]

⅛ = Х, Ра ,i}~

здесь t≡ - малый положительный параметр, смысл которого опреде

лим ниже. Тогда (I) примет вид

Ь8
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AJΓ∕Λ∙,⅛)√- — Вех)∂z аг

Раскладывая здесь

ничиваясь членами

'f(.x±ε., J≡ ) в ряд по степеням 

порядка , будем иметь

<? и огра-

Э=с

/• (2)

При ^»00 это уравнение запишем

'1
(3)

где ) - асимптотическая

НИЯ вероятностей состояний системы jr= г6

Из уравнения (2), считая £- = О, имеем

плотность раопределе- 

при & →∙ О, 

уравнение

регаением которого является

о

(4)

И при г = оо получим

(ι-Bβ'))clΛ 1- ,
Эя J ' , а

о ∙'

откуда
aTfχ,o) , (.5)

39
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~ величина, обратная средйему времени обслуживания. За
пишем (2) с точностью ΛO<S

дг I дх дг дх } ■

Используя (¼),(5), последнее равенство представим

о

откуда

а а а

и.

Рассмотрим случай функционирования СМО в условиях бол1шой заг
рузки, т,е, Л tyj , тогда в последнем равенстве А заменим 

наjυ и, считая £-00 , имеем

~ c(i -β(zt))du . (б J

Для J= J (y∕(J(l - β(, J ))o⅛ - В )) dυ иметь

J d-Bl'tyi)c∕i∕-J (1-J^J (i-β (i))di}c∕υ =

" ji -(i-∕∣∖(i-B(j})di')∖ +∖vd(l-ju j∕'j-βt'3))dj) =
∙' о й о 'о

J ° о

'Х1
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' где f - второй момент распределения ^5 ( J ), 

Используя (б), запишем

rf-, , 'ih j∖------ ^f- ~Ч.

Подставляя это выражение в левую часть (3), а (5) - в его правую 

часть, получим

Пусть £ = 1 ~β , где - загрузка СМО, тогда последнее

уравнение при <f->∙ О примет вид

---- ■{■ ^'(х) = о. (7)

(8)

Решение этого уравнения, удовлетворявшее условию нормировки 
с/я-= 1 , имеет следующую форму

Следовательно, в условиях большой загрузки у? 1 I асимптоти

ческое распределение числа требований в СМО с рекуррентннм обслу

живанием является экспоненциольннм (8) с параметром . С

использованием метода вложенных цепей Маркова найдена Произво

дящая функция распределения вероятностей числа требований в сис

темах в стационарном режиме [7]

Pι,j).^Pr,h∕.∣ι-fi >
(9)

91
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где ув ∕jj = j 3(f).
о

Сделав в (9) замену Zfi•= Аг;* 

получим
оо . ⅜

^g-----------с.-------------

a^i-Ui-X f f- j

Таким образом,
1/(14 —-^ ‘>^) .

О •
Если преобразование Лапласа плотности распределения <z(x) 

имеет вид I∕(l λ∙<^∕^'}, то <7(λ∙) является эксгюненциальной 

функцией _гх

следовательно, в рассматриваемом случае получим асинптотическуи 

плотность 6"(j2) вида

x~' 
X

92

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



3.3. Система массового обслуживания о полумарковским 

потоком и осблуживанием

! Исследуя издоженний метод, рассмотрим однолинейную 040, на 

вход которой поступает полумарксвский поток требований, опреде

ляемый матрицей (З). Обслукивание являете^ полумарковским,

определяется матрицей (^)∙ Поток и обслуживание независимы. 

Система с ожиданием функционирует в стационарном режиме, который 

определяется стационарным распределением ).

Построим марковский процесс

(i(t}, u(t), -г(6, δ(ti),
где ι)(∕') - значение в момент t полумарковского процесса, 

определяющего длину интервала между

•ваний во входящем потоке;

моментами поступления требо-

- значение в момент t полу- 

продолжительность обслужива- 
в данный момент стоящего на приборе; ι√(∕^) -

от момента t до поступления требования; 2Γ(f ) - 

от момента / до окончания обслуживания, 

распределение

марковского процесса, определяющего 

НИЯ требования, 

длина интервала 

длина интервала

Стационарное

P(t,∙^,u,'г/а)= utt)<u, ^(.b = '^∙. tT(^)∙^ιΓ)

построенного яроцесса

∂P(i,∖^,u,∙z,-σ) 

∂ff

удовлетворяет уравнению 

Р(г, b^u,7,о) дРа, i,u,7,

----- -------- βj,,z∙y +
J
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Iв полученном уравнении произведем замену /е = х, /’С i ,и , 

«,гГ)ц, ргюкладывая 7^(-c≠f , 0 , г/, г ,гг) 

в ряд по <≡ , получим

g¾y.r,tf,g, т, О') tJ∙,7.o)
'^ да-' _ . ....» -. ~f. . .,.1— у.

C*Z∕ ^3∙β~

ду/х, j,o, р, а)

5>гг

------- Т --------------------------------- (I)

Обозначив jf^ (∙≈. , ≡≡ . ≡ , просуммировав

все уравнения (I) по р и S и, считая гг ≈ оо, гГ- =>о , имеем 

уравнение

в
Эх \ c>u ^ "

3^ f ЗУ/х,0) оУ/Х,0)\
дс ) <^∙≡c ' 3tj да~ 

где 3T(jc,o)

ди

дУ/'х, о) - у 3^fχ,∙i,u,7,v)
^⅛∙

Руление урэв1!ения (I) при 6-■’ О будем искять в виде

?, и, !>, гГ) ^(х) Г(и) f-f(s, ,

τ.ιι∙Λt ГУ H(^s ^'δ'') определяется урзвнснпями

cy∣'∖',θ) ∂F'('∕,tj') ∂P(j',0) ,- А, — ---%---- у -h-^ii О)

9⅛
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-

∂T-l(e,o) ∂k(^,v} г- ∂^K(f^,o) „
(⅛)

начальными условиями ∕'(9,Z^) = О, T∕(≡,Z7)=> О, которые 

первое уравнение обра-

и

решаются следующим образом. При zz→∞

шается в систему линейных алгебраических уравнений

)>, ∂F(j, О)

где Oj^ - переходные вероятности цепи Маркова, вло

женной в полумарковский процесс. Эта система совпадает о систе

мой уравнений для стационарных вероятностей цепи Маркова, 

поэтому ее решение имеет вид

∂F(^,O)
---- =>------ -=λ<2 ч tЭгл V

где 5 - произвольная постоянная, значение которой определим 

ниже.

Решение уравнения (З) запишем

z∕} = >∕Λzp а. fJ))iτ'i
J

(5)

и константу Д найдем из у(У1овия нормировки

О о i J
в виде

'о 1) j J
Решение уравнения (4) определим аналогично (5) 

Л/<?,гг.)=у/ β))afi .
О
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(6)

Следовательно, решение лг, Р ,и ,ъ ,v'^ уравнения (I) при 

6*0 запишем

Теперь уравнение (I) представим с точностьв до &

St}^ ~
∂Φ^x,^,u,∙ε,2T) , д:^Гх,),и,-г.1Г) ,

~ Эг/ ~

J
------ э;;------ --------------------sS=------ЭгГ

(7)

Используя (б), решение уравнения (7) найдем в виде 

ы d^

о j J о

I

(8)

где ■) ,и ,≥ ,1Х ) определяется уравнением

дф()^и,2,и) ∂Φ(}),υ,7,υ') ∂Φ(∙i>,0,7,ff)
--------- L-Λ-2—   -   4- 

с) t∕ д <}'--------------------∂zi

∂φ(^,v,^,o) V ∂Φ(∣,0,'3,↑}) „ ,
дгг' L " ∂d"
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(9)

к X j '

Подставляя (8) в левую чаОть уравнения (2), а (б) - в его пра

вую часть, получим
i . »

δ ~(yT(x)i-

при =juε иметь уравнение

^"(x} + ≈ О.

для асимптотической плотности ^(х) распределения вероятностей

значений числа требований в системе с параметром )f^ вида

r=
" jjψ ∂φ∕cι)∕∂ιι - д <РСоJ /д тг 

где
дф (0)

∂ιt . -~-L
∂φ(∖∖U^'2^ tΓ)

w ^0ди

д *Ψfo) дф(-!>,и,г, σ)
дгг ~Σ,Λ≡ aiτ гХае 0>9 

ггьг?

определягтоя решением ,tΓ) уравнения (9). Из него,

считая гГ= и просуммировпв по г , получим систему уравне- 

НПЙ
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(10)

∂Φ('),u) ∂Φ('),0) γ- ∂Φ(i,θ) ∩
=---------------ди

и

^^∙^Σβi'^ii / f∙°!)
i о j ^ ■'

которая πpHΛZ = Do обращается в систему линейных алгебраических 

уравнений

J

определявшую решение с точностью до константы, значение которой 

найдем из дополнительного уравнения, получаемого следующим об- 

ра зон.

В уравнении (10)

НИЯ (И), получим

<дф ('^,θ')
------— заменим правой частьо уравне-

дф (l), uj

jдч

д Ф ^i* / л \ v' /

90
-Л -*z J-^ji (i'>} di . 

J -и J '

≠fP, 00)^22

J

Отсгда следует

J
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Так как = О, то имеет место дополнительное к сио-
√

теме (и) уравнение

I
J

∂Φ(j∖o) 

ди О
(12)

«зв

J "'а J о j

Таким образом, используя систему Cll),(i2), будем иметь

дф/о) у- ∂φf∙),o') 
ди Σ ди.

Аналогично определив ∂Φfo)^, найдем параметр экспонен

циального распределения

асимптотической плотности ^(х) распределения вероятностей зна

чений числа требований в СМО с полумаркоаским входящим потоком 

и обслуживанием. Здесь значение определится соотношением 
y-≈ _________ Л____________ ,

jj+ ∂Φ(o}∕∂JΓ-

TJiR ∂Φi.O'}∣∂^4i ∂φ<,0V∂u обозначены выае.

3.4. Системы о повторными вызовами

образуют специфический классСистемы с повторными вызовами

СМО, характеризующихся наличием источников повторных заявок. Эти 

модели часто используются при исследовании систем связи, поэтому 

разработка методов анализа таких СМО предстаг-ляет значительный 

интерес [24,25]. Здесь асимптотика рассматривае'^ся при J> Т ∣>g .

3 следующей главе аналогичные задачи решаются при конечных загруз-
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ках, но с аоимптотикой по интенсивнооти повторения вызовов.

Ра осмотрим '∣Γ - канальную систему массового обслуживания^ в 

которую поступает пуассоновский поток первичных требований ин- 

тенсивнооти 0^ . Боли в момент прихода первичного требования 

имеется хотя бы один свободный канал, оно немедленно начинает 

оболуживаться; если все обслуживающие приборы (каналы) заняты, 

то о вероятностью I - Л/, это требование теряется, не оказывая 

никакого влияния на дальнейшее функционирование системы, а о 

вероятностью iV, оно образует источник повторных вызовов. Каж

дый источник пооылает пуассоновский поток повторных вызовов ин

тенсивнооти (5 . Если в момент поступления повторного вызова 

имеется хотя бы один свободный канал, то этот вызов начинает об

служиваться, а источник, из которого этот вызов поступил, лик

видируется; если же свободных каналов нет, то с вероятностью 

I - соответствующий источник отказывается от дальнейших по

пыток получения обслуживания и покидает систему, а с вероятно

стью Λfg состояние системы не меняется, бремя обслуживания рао- 

пределено по одному и тому же показательному закону как для пер

вичных, так и для повторных вызовов о интенсивностью [36J,

При источник повторных вызовов называется абсолютно

настойчивым, при T-l^ < J - неабсолютно настойчивым. В первом 

случае стационарный режим функциопипования системы существует 

при > < iIjL∣ , а во втором - при •,< ых и y√>0. Условия

большой загрузки различаются; в первом случае им является Д'! '0jJ, 

а во втором - ,X→c5o ,
Пусть г ( ) - число источников повторных вызовов в момент ^t.

Рассмотрим систему в стационарном режиме. Паша цель - определе- 

йие асимптотического (при 

НИЯ перонтпоотей значения 

Оистены определим "О ( t )

соответотвугщем условии ) распредело- 
ПРДИЧИНЧ ?. ( / ). Для мяиковизарин 

“-число клип ПОР, чянятру обслуживанием

τ∞ 
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в момент t , тогда двумерный процесс fr' (/ ), о((? )}являвтоя 

марковским о дискретным множеством оостояний.

Рассмотрим

∕ffi) «= P(i(ħ^ 1, i(b= i)

i∣
И выпивем уравнения статистического равновесия для стационарного 

распределения

+ ιff) н) а).

(О/ , ι'i),

<P (i)∕-(UiHΛ l∖ (i-i). (П

Для асимптотического (при ЛТ) решения системы в (I) одз- 

лаем замену

ге гг, а) ≈~ (Х)^ ∙s

где <5 - положительный малый параметр, значение которого Судет 

определено ниже; с ~ некоторый постоянный сомножитель. Тогда 
(l) примет вид

(fS4- хв):^ fx∖

(ey.ι^eij∕∕τ<S)y^fχ)^esy^^.∕∕χ)∕6fχ^e)^^^ fχte)∕eN∕ (x)s

Из (2), првдполнгия пепреривнооть функций ^(∙3^), почучиМ Оооч— 

ношрнип чплости для ятих функций

.rβjΓ fx) ≈ е^и:^^(х).
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(3)

∕⅛√ ≈ г r∙)+ ∕jc},

xc(‰, (‘С) ≈ ι^).

Следовательно, с точностью до е имеет место равенство

(4)
. ff

т.е, чтобы найти асимптотическое распределение вероятностей 

числа источников повторных вызовов, достаточно из сис

темы (2) определить вид функции Для этого используем

три уравнения:

(σ-f}jn-!- Λxi)T^.ffjc)=εyT^^∣x)-l-6(J!-f-ε)'T^^^(x4ε)fεff'β^y.(χ),

{eyi-ε(ιr-2)j∣∕ (х).

в последнее из этих уравнений входит функция 

торую, используя соотношения малости (З), выразим через 

Тогда для трех неизвестных функций 

будем иметь систему трех уравнений, из которой, исключая J^(,λ∙) 
достаточно поосто получить уравнение для

/ег fχ) - О, 

считая в котором I - )∖∣VJ^∣ ≈ <f , будем иметь

∙^" ^∙β--! +x-jυ∕β) (x)=r 0^

•V. ', (^r ) представим
1-^'1 Л-1

ix')=CjX е
-χ∙

)
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где С - произвольная постоянная. Из соотнов1ения (3) следует

С5)

гак как (,x) =■ то асимптотическое распределение

нисла источников повторных вызовов в многолинейной системе с 

эбсолштной настойчивостью принадлежит гамма-распределению (5), 

в котором константа С определяется условием нормировки. Рас

смотрим исходную систему массового обслуживания при y*⅛∙6l и 

произвольном 0<'∕Z, ∙√I, В этом случае система уравнений (I), 

определяющая стационарное распределение отличается

лишь последним уравнением, которое имеет вид

( + а}=л Pjr-∕ (i} + >P,P^H-ι')-j

(б)√- (и-п&р^_, (i-^7,pp^ (i+i}

и значением параметра Д=у\..

В этой системе произведем замену переменных

λf≈r>j Г€=х, fi) ≈ fx).

В условиях большой загрузки λ→oo выберем такой малый поло- 

кительный πapa>'eτp £. , чтобы величина Д=Аб была конечной, 

ненулевой, тогда систему (D,ζ5) перепишем

(У Ψ .тс?; !ζ (x} гjυeJ-j (х),

(Млб^е (т/ е} i- fx)

∙⅛

(.7}

ЮЗ
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г
K'

fe ∙ ' .∙

Соотношения малости (Э) будут иметь оледующиЯ вид:

Г J ≠ гсс) (х) =

(хУf^i'>J∕εfx∖

(/. 4 fχ) ≈ тГЪе Гх). .
(8)

С тоннооты) до <5 последнее равенство оиотемы {7~) можно записать

(ΛU.f-iχχs(i-! fx)∙∕χ(s'^^^ fχ}-f- 

-f∙∖U^T^fχ-εy^(χ∕e)β^fffχ^ε)^

Йо так как (χ}= τXjjf 1∕y fx) , то

6» U^ixβ(i-y^}(^g(x‰yU^T,y(X-εn(S(i-H^}fxΨε}Tjj. fx∕ε)^

откуда, раооадивая !У!^^(..х±еУ) в ряд по степеням <f и ограни- 

чиваЛоь дв!^мя слагаемыми,для будем иметь уравнение

J И, = <3(i~k^}(Гхз)

т.е. имеет место равенство

Гл//, -σ f∕- } а:? t'x)≈ О,

ив которого следует, что

'& ) •

Ив ооотношеняя малости (8), аналогично (⅛), о точноотьв до<5. 

имеет место равенство

Таким образом, асимптотическое распределение числа источников пов

торных внзовов вырождено, т.е. это число асимптотически детерми
нировано, поэтому асимптотическое среднее Л7г( i ) можно считать 

равным
IO'∣
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Mifħ^ -у^' . -
I , ^(i-H^}
i3τo равенство совпадает с результатом работы [I5j.

Зная асимптотическое среднее, найдем раопрздеДение вероятно

стей значений отклонения г(г') от его среднего. Для этого в 

исходной системе уравнений (1),(б) сделаем .эамен)^ переменных 

будем иметь

(s ~ + ^y'^}^i f^')≈J<G'^-, (уН

о,

(9)

J13 этой системы получим соотношения малости для функций

∙rC5
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(у-) i

l■u,^ к, . (iθ)

Рассмотрим два последних уравнения системы (9). Используя 

соотношения малости (iθ), из первого уравнения определим

Используя его в последнем уравнении системы (9). для функции 

) получим уравнение

(ii)

С точностью до £. из (Ю) имеем

гг

следовательно, асимптотическое распределение вероятностей6^(^) 

значений отклонения i (t ) от его асимптотического среднего 

удовлетворяет уравнению (11),решением которого является плот

ность нормального распределения 

где С ~ нормирующий множитель.

Таким образом, число источников повторных вызовов в много- 

линейной системе о неабсолютно найстойчивыми абонентами явля

ется асимптотически нормальным (при Λ→c^i ) со средним и 

дисперсией Т)г вида

<3 (Г 11^} (12)
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Полученный вид дисперсии (.12) совпадает с результатом, приве

денным в [11].

3.5. (Система с детерминированным динамическим

приоритетом

Рассмотрим однолинейную СНО с динамическими приоритетами 

fl3], на вход которой поступают два простейших потока требова

ний с параметрами Л, для первого потока и - для второго. 

Интенсивность обслуживания требований первого потока равна у/,, 

а требований второго потока -∕⅛. В этом случае загрузка сиоте- 

йы Р » 77 + . Система функционирует в стационарном режиме

р < I. Состояние системы определим вектором (/ ,J ), где / - 

число требования первого типа, а j - второго типа в очереди. 

Процесс }, J (.t')') - ненарковсстй. Будем снжтать О ( t >0,

если прибор свободен; ^)(г' ) =^I, если он занят обслуживанием 

тпебовакия первого типа; ∙0 ( t^) = 2 при обслуживании требова

ния второго типа, В таком случае будем иметь марковский тпехмер- 

ннй процесс (i(.∕'),j(.i'), X/ )), когда правило выбора требова

ний на o6c.πj'r''sa!H∣c спр-^тслястся стносительн1Г! динами'-'сски!; при
оритетом ,J Здесь δ ( г ,у ) - 

ЧТО в 40M*iH f ■* ■ГГЗИИ"' 

условна?! веролтность того, 

"а прибор вчбипаетсн ∙^pe6c- 

C7∙!∣" находится в сс стояниияанив пврт^от'о ’?[?л (Ч)?

Пусть ∣ι,j)^PPt P^ 1\ ι)J .

Распределение ( t',у ) удг1в.ле"'воряет ypan<!9!∏n). 

При р = I

P,i'- i} I

p^an.j}ip^p^ (n-ι,p}. α)

fθ"
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При и » 2

i (1-Sa,jil}){p^ P^ li,]ii) P^ fi,p 1)),
i ∙

(2)

Будем рассмат{»вать динамические приоритеты вида

jI, е ели г <a∙j, j<pj^ f∕c- /(ю)

'J |0, если ∕y∕yrχ-Λyy∕J∕'A∙-∕w}.

Каи показано в [10J, оптимальные динамические приоритеты принад

лежат классу детерминированных, т.е. <5(t ,J ) |)авно I либо О, 

так что выбор 6* ( / ,у ) в виде (2) достаточно обоснован , здесь 

/{к') определяет границу изменения управления.

При произвольной функции /(л) решение системы (1) практи

чески невозможно. В частности, для соответ

ствует выберу из более длинной очереди)найдено решение методом 

производящих функций [12]. При произвольной функции у* С λ^ ) сис

тему (I) решим асимптотическим методом, для этого в ней сделаем 

замену переменных [27, 28]

t>≈Λ∙, y≤-^, (i,j)= fx, у}\

будем иметь для каждой из областей (χ∙,^)ι 
при 5 ) « I

® θ∙

(и -> ) оψl Qx ^2

при S ( X, у ) “ О

(х, φ » О,

Ts ∙^S> Зх
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(э)

В решемж полученных уравнений используем граничные условия:
в первом случае - <^(∙≈, о) • I, ’ О, ВО втором -

» о, о,y~) ■ Q. Имеем ^,y ) » О во всей 

области О, за исключением точек кривой

на которой двумерная плотность распределения У(лг,^) 

» принимает δ- образные значения. Следо

вательно, в асимптотике длины 

(2) оказываптоя функционально 

параметрической функцией (З), 

СКОРО анализа рассматриваемой

окое распределение случайной величины

очередей в системе о приоритетом 

зависимы, их связь определяется 

поэтому для полного асимптотиче- 

040 достаточно найти асимптотиче-

(⅛)

которая имеет смысл величины незавершенной работы по

обслуживании всех требований, находящихся в системе в данный 

момент времени.

Как известно, величина незаконченной раооты не зависит от 

дисциплины обслуживания, не допускающей простоя прибора при 

наличии требовании, В связи с этим для асимптотического иссле

дования величины (⅛) рассмотрим однолинейную 040, на вход кото

рой поступает простейший поток требований о параметром 

а обслуживание является рекуррентным с гиперэкспоненциальной 
функцией раопределени)! β{x} времени обслуживания

л,
(5)
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Плотность распределения Pkυ') Pt^ucV(t}< ч + c∕v)∣clu. 

удовлетворяет следупщему уравнению: '

y<Pfι∕)>-. Pfuf+y∙ JР(и- J) S(i'jcLi ,

о
(б)

где - плотность распределения времени обслуживания.

В условиях большой загрузки произведем замену

L∕-s ~ Pfv) ≈

затем уравнение (5) перепишем

о

o∙njθi получим

<) Jr'fx)+

где ∖fjL∕ И Z- среднее и второй момент времени обол/живания 

соответственно.

При Р i ~}~∕jj будем иметь

Следовательно,

(7)

Из (5) следует

Л Л (8)
.Х? 2.

λ,+ ^i Рр
j ‘

Таким образом, величина (4) имеет асимптотически экспл1ен1хиаль- 

ное распределение (7) о параметрами (З) и ^∙= +

Итак, асимптотическое распределение число тпебованШ в сис

теме с детерм11нирс«пнннм динамическим поиоритето;: имеет вил

НО
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>

_ Jг

3'fx,^)=Ce

где }⅛,+ Λ^∙ определяется соотношение (8), а констан

та - условием нормировки.
' Более точное решение этой задачи привадеко в работе [ 14]. 

Рассматривая двумерный процесс незаконченной работы по обслужи

ванию всех требований первого типа, а также всех требований 

второго τιma, асимптотическим методом в условиях большой заг

рузки можно исследовать СМО с рекуррентншл произвольным обслу

живанием. Если за состояние системы взять время ожидания тре

бования, стоящего первым в каждой очереди, то эту же задачу 

могао решить и для системы о рекуррентным потоком. Используя 

метод дополнительного события, можно решить задачу о динами

ческих приоритетах, когда и поток,и обслуживание - рекуррент

ные. Чтобы найти более точное асимптотическое решение, была 

использована иная метода пограничного слоя для анализа эллипти

ческого дифференциального уравнения с малым параметром при стар

ших производных с границей разрыва коэффициентов внутри области 

определения решения [14]. К такому виду уравнений приводит 

асимптотический анализ системы (I).

3.6. Система о недетерыннированныи динамическим 

приоритетом

Рассмотрим однолинейную СМО, на вход которой поступают два 

πpocτθiiππιx потока требований о параметрами ^^.для первого и 

для второго потока. Для требований того и другого типа 

обслуживание будет экспоненциальным с интенсивностью z∕ .Если 

требование в момент своего поступления застает прибор свободным, 

оно начинает немедленно обслуживаться. Если прибор занят, го 
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поступившее требование образует источник повторных вызовов 

(ИПВ), т.е. оно вновь обращается к прибору через случайный ин

тервал времени, который будет распределенным по экспоненциаль

ному закону с параметром <j, для требований первого и - 

для требований второго потока.

Найдем асимптотическое, при большой загрузке стационарное 

распределение вектора ( i (/), j )), где 

чиоло ИПВ требований первого и второго потока в момент времени
/ соответственно.

Стационарный режим существует при ¢0,¾ у» О ,

Условие, при котором≈ejj е,- малый положительный 

параметр), назовем условием большой загрузки. В данном случае 

нет необходимости определять состояние прибора, так как он 

почти всегда занят и процесс (г’ является марковским,

стационарное распределение г у ) которого с условием 

ровки определяется системой уравнений

норми-

α,≠ ∖Pfz,ja)-t-

pP}P(i,p l}~).

Для Р(г', zz) и Р( 0,j ) имеем

fj,≠jj≠jo)P∕∙f'.z7}-

(I)

(2)

(3)6√⅛y√ P(o,j)≈ P∣o,j-{)i-i ∕j3(ι,j) Ра,j).

Здесь 1 ,j ) - вероятность того, что после окончания обслу

живания очередного требования повторное требование первого типа 

обратится к прибору раньше всех повторных требований второго 

типа и будет принято для обслуживания, если система находится 

в состоянии ( z ,j ).
Можно показать. Что S( f ,y ) имеет вид
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S fi,J}=- в, i∕((X, /) •

Аля решения системы (I)-(3) воспользуемся асимптотическим 
тодом (34]. Обозначим 

ме*

тогда систему (l)-(3) можно представить

(⅛) 

(5) 

¢6)

где <^∕>,^>-eJ≈A'S∙∕∙=c≠¾ У^- 
Разложим J7'(-J^re ,^∙jf≤ ) и S е ,^±ε }

<5 . Ограничимся рассмотрением членов ряда

i зуя равенствоyi∕-Λ^-λ^ -■jue, , считая jυ * I и устремляя <5

нуля, получим, что функция удовлетворяет уравнению

jr {7-)

в ряд по степеням 

не выие <S . Исполь-

к

и краспнм условиям

7^fx,o)= О,
(о, у) =0.

Сравнение (У") имеет особенность при βC,Λ^x-<3^>.j у =г7, 

поэтому рассмотрим его решение в области, ограниченной осью 

)Х и прямой σ,Λ^x-<s'^>,y « О.
ИЗ

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



здесь - ’

так как 6>) = 0. то ψ{x} “ 0, следовательно, в рассмат

риваемой области

Аналогично можно показать, что 5'(jr,z∕) ≈ 0 в области, 

ограниченной осью <7i∕ и прямой <3, Aj — ¾> А , ==Z7.

Таким образом, плотность J^(-τ, у) в области х ≥ 0, ^>0 

имеет вид
- Ψ(x-t-S гв; - ¾ j,, у), .

где 3(г'5 - дельта-функция Дирака, а ) найдем из условия

i
lx,χ--x)c^x е ,

о
(8:)

в котором левая часть есть 

суммарного числа повторных 

через двумер!уп плотность, 

одномерной асимптотической 

него равенства получим

выражение плотности распределения 

требований первого и второго потока 

а правая - явное выражение этой 

плотности распределения. Из послед- 

rcf,А, )е f

следовательно.

(9)

Более точные результаты могут быть иаИдени при использовании 

второго приближения разложения функций ,'Z'( г, у ) ιι5(.r,y). 

Разложим функции .T{,τ.te iε'} и ? рпу по 

iI4
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степеням & . В отличие от метода первого приближения в данном 

случае ограничимся рассмотрением членов ряда порядка 6 Зто 

позволит увеличить точность решения cιιoτeιφι (⅛)-(6).Используя 

paBβHcτBoy<∕'-Jz-^⅛≈∙ eyj , при/>» 1, после некоторых преобра

зований уравнение (⅛) запишем

⅛'4'

(10) 

(10) представляет собой однородное дифференциальное 

в частных производных второго порядка относительно

Уравнение 

уравнение 

функции [б]. Для реиения этого уравнения произведем,

замену

Отсюда следует

λ,¾∙≡ -t- у/е t 

(3^ ‘У^Jf ^1

\/ё, 1
^-~

Частные производные функции ) имеют вид

д(? ∂G Д^сз,

"5≡ ~ai fε^ £- ’

∂G ∂G

Эу ∂3i 1’'^” ~д^~
<J⅝z<⅞J 

£.

П5

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



После некоторых преобразований уравнение (10) представим

(И)

(^≈∕∙λ∙,÷<J(A2)fA,+ )>2 )
где - 

(^3

1в (II) следует, что

Откуда

G(t, i) ≡ ]е ^
0

Λ√3

Найдем коэффициенты (г) и <^(я). Воспользуемся уже 

вестным соотношением (8). Тогда

неив-

i
j /’д:, i

а

∖∕i

запиоем

∣tj fg^,^)c∕∕=^e 

а

Откуда будем иметь 
g

*¾ ^f~ }∖st - st
е (12)

Изменение пределов интегрирования о (cι≈~ £=

на (e√ « о^'}^o≈) в (12) практически не влияет на 

отвя. Поэтому можно записать

J6(t,vdi~

-ей

<2⅛∙^i ≡ \

знак равен-

(13)

Пб
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Заметим, что интегралciu, clt расходится.
-СО о

Чтобы выполнялось соотношение (13), коэффициент 5 должен 

быть равен нулю. С учетом этого получим

Следовательно,

„-г 1 sctt<j (г, Я) --------τ≈--------е -====z- е

Перейдем к переменным лг, . Имеем

Найденная функция дг,^) в виде (9) либо в ее более точном 

приближении (I⅛) решает задачу анализа СМО о двумя потоками 

требований и источниками повторных вызовов. Эта система была 

исследована здесь как СМО о динамическими недетерминированными 

ппиоритетами “О', i∙f- <3gj).

3.7, Система о формированием очередей

Изучение СМО с применением асимптотического метода завершим 

анализом двулинейной системы ; формированием очередей, на вход 

которой поступает простейший поток требований о параметром Л . 

Время обслуживания этого потока будет экспоненциальным о пара

метром для первого и - для второго прибора. Каждое тре

бование, поступившее в систему с вероятность!) § *J 

вится для обслуживания в очередь к первому прибору, а о вероят- 
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ноотыо I -S(t ,у ) - ко второму, г - число требований в первой 

подсистеме, а у'- во второй. Состояние системы определим векто

ром С/,J ). Процесо (г*//),y'(/)) - марковский, его стацио

нарное распределение

∕¼',yj =•, г -,jfP ~∙j)
i

удовлетворяет системе уравнений

вида

(1)

(2)

■ (}<+jJj+JU^ ) P(i,J)≈∖f8(z-J[.,j} Р[i-i∙, jyf∙
■!- (1- 81).

Рассмотрим правило формирования очередей ¾(t,y')

S'∕i'yj≈

(о, если j< κ-<β (c} ,
где - монотонно возрастающая функция положительного па

раметра А-,

Как показано в [lθ,29j, оптимальное правило формирования оче

редей г ,J '} относится к классу детерминированных управлений, 
т.е. S" ( а ,у ) равно I либо О, так что выбор S"( t ,у ) в виде 

(2) достаточно обоснован.

Так как решение системы (l) для произвольной функции 

практически невозможно, рассмотрим ее асимптотическое решение. 

В Й) произведем замену [30. 31]

I = j'e≈y , P(tyj)=

получим (y-iji∣,+β^ ^fx-e.+

Г13
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Раскладывая 5'(∙≈^⅛∙≡ ,у) и е ) в ряд по степеням €
а

с точиостьв £. , будем иметь

/С z ,

∂T(^x,y} }

откуда получим уравнение

gj⅝¾z∙r,^j∕√y, j
$ Эх^ 3 дг-!^

∕i[f>,-).in^il^-^^^fsr^^-}.(ι-iι^,g>f) - о, <3)

которое для области • θj вапишем в виде

∕^≤b-⅛.∙±⅛ (, .
f> Sx^ 5 "'ах гг

а для области ∣(.x,y')i ^(

,2 ½ 3∕>(χ,y} 0ffie,y)
о. (5)
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Разделив уравнение (4) на <® и устремив <f → О в условиях боль

ной загрузки a∕z∕7 ιyι⅛> J » лля первой области имеем

дос.

следовательно,

= у).

(6)

Используя граничное условие для./’С г', <3 ), получим 0.

Таким образом, = 0 в области ДJT,y):δ(rr,^) ≈

и во второй области. Асимптотическая плотность = 0

для всех X» 0,^⅛χ о кроме точек кривой

lrr= /гг),

∣y≡
на которой двумерная плотность распределения принимает

образное значение. Следовательно, в асимптотике’ у> I I 

количества требований в первой и второй подсистемах в системе 

форм15ров8ния очередей оказнваптся функционально зависима, связь 

которых определяется параметрической функцией (б), поэтому для 

полного асимптотического анализа рассматриваемой СМО достаточно 

найти асимптотическое распределение случайной величины' Λ'= 

которая является суммарным числом требований в рассматриваемой 

двулинейной системе.

Чтобы найти асимптотическое распределение суммарного числа 

требований в исследуемой СМО, решение уравнения (Э) найден а 

виде

7 - <≠ ∕Cr√
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получим

(б)

Пусть <f ■ I -√⅛∕(y∕,+y¾>), тогда в условиях большой загрузки

Ps ----- f i уравнение (б) представим в виде

∕÷y⅛ Φ"fi)-h Ф’f2) ∙=r о 

решением которого является

ΨfZ} = exp^~ sj .

Таким образом, асимптотическое распределение числа требований в 

системе о формированием очередей гл пишем

^fχ,y)~CG (7)

результат можно уточнить, если непосредственно решить 

(3), которое относится к классу сингулярно возмущенных

Найденный

уравнение

эллиптических дифференциальных уравнений. Сначала решим уравне

ние (5), сделаем в нем замену [32]

отбрасывая бескрнечно малые слагаемые, уравнение (5) в условиях' 

перепишем следующим образом;
)(f'∣tt-ipju,f'!a a^,∕ι.i> ∂i!,t∕,a .

----------------------- ------------------------------^^3t^ —°

1ля решения имеем

Tj(t,iy= (I) ejcp j

I2I
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(8)

Аналогично сделаем в уравнении (4) замену 

≈г ), получим

f∕,e-)= βC^)ezcjθ^-<>^^ t'f)i' j

I ■
^7'г (9)где •

Функции ^(г) и z5(^) определим из условий сшивания г^, ?) 

и<(^.?) на границе Z*^ 0. Из условия непрерывности ∙^∕⅛,j∕J) 

на границе = ≡) име^м О, i ),

т.е. у/ (^ ) ). Во втором условии :?-;г^г/г=е
о

слева от знака равенство стоит распределение суммарного числа 

требования в рассматриваемой 040, а справа - асимптотическая 

плотность распределения числа требований в двулинейной системе 

с одним потоком требований. Из приведенного уравнения получим

' ⅛ (i} а, (i} /. (10)

Таким образом, асимптотическая плотность распределения

имеет вид р .

_ (Ji)
если x<∙f(Xi-^),

vτ,Q ). c√^(∙^), у^ (Z) определены соотношениями (8)-(I0).

Соотношение (II) при ≈f -> О переходит в более грубое равенство 

(7).
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⅜ ∙

i
Глава 4

АСЖПТОТИЧЕаСИЙ АНАЛИЗ МАТЕМАтаЧЕОШ 

МОДЕЛЕЙ ПРОТОКОЛОВ СЛУЧАЙНОГО 

МНОГЕСТВЕННОГО ДОСТУПА

Протоколы случайного множественного доступа к передавшей 

среде в локальных вычислительных сетях [l5,I7j являются тем 

объектом, для изучения которого необходимо применять метод ма

тематического моделирования. В этом случав мн обращаемся к за

дачам теория массового обслуживания, так как достаточно адек

ватными математическими моделями локальных вычиолительных се

тей являются СМО с дисциплинами обслуткивания, описываемыми со
ответствующими протоколами доступа f33,3⅛,35j.

Нами исследованы четыре класса протоколов, построены соот

ветствующие СМО„ проведен их асимптотический анализ. Аоиптоти- 

ка определяется не по загрузке системы, а по интенсивности пов- 

!торенйя вызова, когда эта интенсивность стремится к нули. Произ- 

значения.

определить

водительность сети при этом достигает максимального

т.е. асянптотичеокиИ анализ в этом случае позволяет 

предельные (по производительности.) возможности рассматриваемых 

протоколов доступа и получить аналитические выражения, определя

ющие зависимости для их основных числовых характеристик.
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*.1. Простая 4LθKA

Исследуем мовОканадьнув локальную вычислительнув сеть 

(1ВС), каждая абонентская станция которой начинает передачу 

своего пакета в момент его появления независимо от наличия пе

редачи в канале связи от других узлов (.абонентских станции). 

Если два или больнее число узлов одновременно осуцествлявт пе

редачу, то их сообщения, накладываясь друг на друга, искажавтся. 

Пакеты, искаженные во время конфликта, передавтоя повторно че

рез случайные интервалы времени и могут вновь попадать в конф

ликтные передачи. Если во время передачи не произоила передача 

других сообщений, то исходное сообщение считается переданным 

уопенно и не возвращается на повторные передачи [17].

Наиболее простой матеиатичеокай моделью протокола "простая 

ALOHA" может служить следующая система массового обслуживания. 

Требования простейшего о параметром Д. потока поступают для 

обслуживания на прибор, имеющий экспоненциальное с параметром 

J∙∣ время обслуживания. Одновременно может обслуживаться неог

раниченное количество требований. Требование, поотупивиее на 

пустой прибор и оболуженпое без искажения другими требованиями, 

покидает систему, в противном случае образует источник повтор

ных вызовов (ИПВ), Интенсивность каждого источника равна в . 

Каждый из ИПВ предпринимает попытки успешного обслуживания, 

после которого требование покидает систему, а ИПВ прекращает 

существование.
Пусть /(/) - число КПЗ в момент / ; ) (/) - число требо

ваний на обслуживании в момент времени / ; ) - вероятность

того, что в системе i источников повторных требований, на 

приборе всего одно требование, за время обслуживания которого 

другие требования не обслуживались; - вероятность того. 
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что обслуживается единственное, но ранее искаженное в резуль

тате конфликта требование, в системе г* ЯПВ, ∕J(t) •

- /’(/</) ~i . !»(/) -V), >)- 0; V- 2,3...........

Предполагается, что система функцио[шрует
поэтому вероятности Λf , б" , j^(Z ) от / не зависят и удов- 

летворяют системе линейных алгебраических

в стационарном режиме,

уравнений

=>z° l)c5 ri∕-iy,

(λ∕∙iG)Pg(t)≈(J4μ)-∕-(s (i-i))∙,

(k-i-jυf i(s}G fi)9j4 а-/)

( (г)= ∖G ft)-!- Н(г)-}- ∕z-f-l)(SG fz≠i}p

iUl)(SP(ii-l)-t~ (г-Р),

fX-i- 3 (i-f i)i-

-I- а-п. {.1У

точное аналитическое реаение которой практически невозможно. 

Пропускная способность рассматриваемой U∙10 возрастает от 

нуля при с« до максимального значения при <3 → О, Прове

дем асимптотический (при G→∙ 0) анализ раооматриваемои СМО.

Обозначим <3=f, iε≈x,U(^. =Uιx)y Gfi)=G(x), (х).

Тогда систему (1) представим в виде

(},ι-jjfx) Цfx}/ гх/ е):^дСх-^^),

(y^-tX-) jυp(x}i-jLjG fx-ε),
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4J, 4jJ4 x')S'4х) =

I

(х+ 2jj4x')4Γ^fx)'^XGflfC)4X 14.(хУ4 Сх-^е) G4x+s)4-

4(χ4ε)44(x4e}-i-i^^fx-ε), .

(2)
∕ζλ ≠ ^ju∕x)^fx) (x)-∕- Гз:-/-е)-/-

4 fv-ε).

Теперь обозначим

Λf<χ}∕5∕⅛jι^j^∕⅛∙j≈5⅛'^j Н(х)4(у4х)42_
'iφι -'j=e

Проеуммируем все уравнения системы (2), получим 

Γιλ≠∙ х) Tfχ) 4∕jFfx)≈ λ ^fχ)4 fχ4-e )Tfx+ ε)+

-h jυ (Ffx-e)~74.fχ-ε))4juHfχ).

i

Раскладывая в ряд ио степеням

€ И ограничиваясь двумя слагаемыми, имеем

X ^i'x) Ffx) 4 fx jF7x) 4

/ juFfx) 4ju fx) fxj-εjL∕ F*fx}4 eju4i '4x)

т.е. (xFt'χ}) '-juF4x) 4^44 'fx) ≈ О, 

откуда следует

де F7x) -4jFfx) 4yυ С.

В системе (2), считая £. » О, будем иметь

= λ5^z⅛j÷ 4х),

(X-tx')T∣^ (х) = jj44fx)∕^G(х),

(3)
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(∖∙i-∕J-i- urJ GM = >
( 

fS+8∕j∕x)TQ М = U+^)( y-fJe}-∕- G'(∞y)∕

(М- ∙)∕∕i-x)(^fx)= t'J^)+(')+D∕∣^^^i fx)^

ч
Огоада получин

2/ Λ"^*∙30

(4)

Итак,

∕*∕⅛7≈ к IX)} GM+^ iτ. (X) = :гм.
)∙=2 J

Подотавта полученные значения ½f(-r) vιF{x') в (3), имеем

. , Λ÷∙≈ Si-X ^ ^7~∖ -7-~fT >f 77^77}7м-С.
Таким образом, асимптотическея (при (S→ 0) плотность рас

пределения ^(х) нормированного числа <3"е источников повтор

ных вызовов имеет вид

Fr(χ)≈cf(p е " -д;,
(5)
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где <7 - постоянная, определяемая условием нормировки.

Если в рассматриваемой СМО будет на^ограииченное число меот для 

ожидания, то не выполняется необходимое условие нормировки для 

плотности iΓ(x), так как при χ∙→o= )→C∕(-Λ), Сле

довательно, при неограниченном числе мест для ожидания не су- 

кествует стационарного режима функционирования изучаемой СМО 

при любых соотношениях между параметрами λ и jj .
Рассмотрим систему с ограниченным числом мест для ожидания.

Пусть Л'- объем бункера и в асимптотике О ∕f<S обозначим 

, таким образом, . Ограниченность.объема бункера

предполагает возможность потери части требований, поступивших 

в момент, когда заняты все места для ожидания, причем вероятно

сть потери требования будет тем больше, чем больше значение

(.^ ). Соотношение (5) определяет асимптотическую плотность 

У (д') о точностью до постоянного сомножителя, значение которо

го определяется условием нормировки.

При анализе плотности ) определяющее значение имеет 

уравнение

(б)

Если это уравнение не имеет 

всех *∙P ⅛ О,

положительных ре летай, т.е. для

е“7" σ)

то константа

' о (3)

?

J∙>χ

12^
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я в 8Т0М случае ^(jr) полноотьв определена ооотноиениями (5), 

(8).

Найдем такое значение J>∙y∕jL∣ , для которого выполняется 

соотношение (7). Обозначим Я » (j∖ + , тогда (7) будет

иметь оледуюмий вид:
-X-

-------- еi -f-ju

правая часть последнего неравенства полу-При г- - (√5 - I)∕2

чает максимальное значение для всех О, поэтому

~8.— „ *
-f-

Приближенное значение y>*≡ 0,206.

При J> существует единственный корень JC* уравнения. (6). 

Значение Д’* найти нетрудно: ΛΓ*ζj8∕((∕5 - I)∕2 -В этом слу

чае соотношение (5) при д:«гс*нв определено, но в любой окрест

ности этой точки интеграл от JΓ'(λ) расходится для любой констан

ты C*≠θ, следовательно, С •• О и jΓ(jc) » О для всех 

Таким образом, в случаеβ=J>*асимптотическая пло'п:ооть 

примет вид

(?)

предполагается, что λ∙*<^ Л.
При уравнение (б) имеет два положительных корт я .

и nycτbΛ)<'∙^ . В этом случае соотношение (5) не определено в 

двух точках гг , в лвбых окрестностях которых при

С / О 11”теграл от J'(.x') расходится, а -О к « О для

всех Tfx∙,,X^Xg. Таким образом, в случае у>-у»* асимптоти

ческая плотность составит
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cΓ^∕'X-X,}≠ fi-a) <?), (10)

изучаемого

среднее 

связи;

где о √'<√ √ I,

Вопрос об определении значения <√ остается открытым, хотя 

вполне вероятно утверждение, что о/ » I.

Соотношения (4),(5),(8)-(I0) решает поставленную задачу ана

лиза математической модели протокола случайного множественного 

доступа "простая АЬОНА". Важнейшими характеристиками 

протокола являются:

а) среднее число источников повторных вызовов; б) 

число сообщений, одновременно передаваемых по каналу

в) среднее число повторных попыток на одну успешную передачу;

г) среднее время ожидания кадра до его /спешной передачи.

Рассмотрим JBC, функционирующую при• "акая загрузка 

канала связи обеспечивает его максимальную производительность 

при незначительной доле потерянных требований, так как в этом 

случае асимптотически • О в силу формулы (9).

Среднее число источников повторных вызовов д’ определяется 

следующим образом:

■ Среднее’ число •сообщений’ ; одновременно’ передаваемых ∙πo∙ каналу- 

связи, определяегся распределением

Л л-
I (Н(x)i (x))ax ■=

О '

>+х*

при ∙j / 1 ,

J^-tx *^

1Э0
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оледовательно,

Вначенив р можно интерпретировать как среднее число актив

ных абонентских станций.

Так как вероятностьв потери сообмении в рассматриваемой си

туации можно пренебречь, то за единицу времени осуяествляетояλ 

успевннх передач и производится б ь попыток повторного обра- 

жения к повторныхканалу связи, таким образом, среднее число 

на одну успешную передачу составляет

-i.
длина интервала между повторными попытками

попыток

Средняя

+ I∕(S , в результате этого будем иметь среднее 

яия Т кадра до успешной передачи

&

равна

время ожяда-

Полученные формулы для , ι∕, к, Т определяют основные числовые 

характеристики протокола "простая ALOHA".

⅛.2. Синхронная АЬОНА

Лля .анализа протокола "синхронная АЛОНА" {371 рассмотрим СМО, 

на вход которой поступает простейший поток с параметров Л. . Каж

дое требование, поступившее в систему, становится в очередь, 

длину которой обозначим г . Функциотрование обслуживапшего 

прибора синхронизировано, т.е. генерируется серия последователь

ных временных сегментов, длины которых случайны, независимы и 

одинаково распределены с функцией распределения Каждое

'.'De"θan∣'He из очереди с '’ероятносты) д поступает в начале вря- 

ТЗГ
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иенного сегмента на обслухивапщий прибор, так что одновременно 

обслуживается О требований. Если 'J ■ 1, то в конце временного 

сегмента обслуженное требование покидает систему; если I, 

то в конце временного сегмента все требования возврапаотоя в 

очередь и вновь повторяют попытку обслуживания. При •) » О при

бор простаивает в течение всего временного сегмента, даже если 

в очереди имеются требования.

Пусть ∑ - число требований в очереди; i - число

требований на обслуживании; 2 ( длина интервала от момента 

/ до окончания текущего временного сегмента;

Plilt)-i, cii.

Распределение ∕^(ι ,г ) удовлетворяет уравнении

(1)

Пропускная способность исследуемой C40 возрастает от нуля при 

“ I до максимального значения при О, поэтому проведем 

асимптотический (при 0) анализ этой системы. Обозначим

^∙=ε, te≈jr, fjc,2)
к* о

о

Рас смотрим
(2)

44,f-------------j-,------------- ---------------------й-------------= <
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⅛)
fnfx∕∕cε) =≈^ 3ι jc^-∕∙ ^л

x∙= 1 tr∙i

J г JzV√⅜)
= игх-7-2_ ⅛—^=^n.‘z:e

K∙>!
lf

(и е. 1) ) 
Ssn, J(jc,e)≈ JC⅛ - лг

Г'*’
=≈ 17

Для (I -σ ) имеем
^∕ε(^- γ) '∙=^ (^- -≡7 ≈ / (X, ε7,

Z⅞∕z⅛.ej. &. f∕-s)∙

∕fx,e) = e^^0 (i-g, ∙Ξ)

≈ -сс-е i

Таким образом, для биномиального распределения асимптотически 

получим

(А>

>

Определим асимптотику для суммы

ПЗ
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°^
) Р^ (i-!∙ ^-χ,0)=fx-!-e f∂~κ), 0)ч 

κ^s
⅛

^S∙ , 1 , 3)
-∑ Σ =

χ∙ε

Γ*-y- дТ [JC,O)

Расомотрии исходное уравнение (I) и произведем в нем замену (2). 

Используя подученные выие приближения (4) и (5), будем иметь

J<5-. (x,i^ = ΛJΓ /гг_е,

i- - ^))

± Tjfχ-hei,0)+21^^^^>0)+-
ΛT≈2

, ат (х,о) ЭТ1 /"х. О) \
-------------———-

дх /

■ . Рвокладывая + в ряд-по отепеням ■ и-оррэничивачсь

двумя слагаемыми, ползгчим

гг-. , , ЗТ, fx, о)
+ fχ,o}∕ —'-^------ ∕∙χ, о) j-

Х-3
дл

х-г

Эх.

∕'λ∙, о) 

дх оЛх’ J '

I¾
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тосда следует

дх dΛi VI ' Эж.

fT'3 • \ j

Окончательно имеем . ; ‘

∕∕z⅛e'∙^''jΓz¾w√<f (-Jt

i fy)e-i∖'i i^2∙ .Гк Ь (!!^

•/! ' дх ' \

Полученное уравнение, при 6« О, запишем

-^⅞7'

откуда для распределения ^(∙Γ,⅛ ) подучим

!^^∣^c.i}=.Cf(χ)-^e'^!f!x,o)β(i).

τ.β.

'■
Так как ( я^, г ) 0. то 6^ ∕⅛} - -jj^e

/г ^∙^
l-τ,i}^ р tl'τ.0) l^-6f^}) у1
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^∙Jc
<7)

<«9fjc,o) =γ.fJ^t'jr)

^∙ _ 
fjc,Λ)≈ -~ e~'^J~r∙χ)jj fj-S fi}} ,

Просуммируем по р все уравнения системы (6), получим

{

Проинтегрируем последнее уравнение по i , в результате этого 

будем иметь

fCχ*, оо? “ О) / -4- £-

fi∕'x,∞)~ о.

Попользуя (7), получим

κ~s *'

•‘jL∣y∕^^x)(x-xe^^}^jjx (/-е

о) д fj^f

'(8)

I%
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Подставим наЯценные выражения в (8)

fx)-ju(xfJ-e ^}7∕∕'x))^7^,

откуда, поделив τis. ju и обозначив ∖∕jj =β , имезм 

следовательно,

(j -∙x=β "^)Tfx)^C,

'X

где С - произвольная постоянная.

Так как →∙ О прих-*оо, то с = О во всех точках, где
р/‘Хв. . В тех точках х , в которых cec^'^≈y5 , плотность рас

пределения вероятностей J^(x) принимает 5'- образные ёначения.

Максимальное значение Р .~лри котором mo⅛o решить урав- 

нение у)= хе , достигается при ∙x≈ I, тогда /?=е .В ётом 
случае плотность ^(∙≈c) имеет следующий вид:

≈ <5∕⅛-√j.
(9)

При этом максимальная ггроизводитальность сети составляет 37 %. 

Учитывая (9) и максимальное значение J> , аналогично протоколу 

"простая ALOHA" можно найти основные числовые характеристики 

протокола "синхронная АЬОНЛ".

[ Исследованные протоколы не требуют контроля состояния пере

дающей среда, который технически осуществим, часто испольвуегся 

Б протоколах доступа и приводят к существенному повыиению произ

водительности сетей.
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4.3. Протокол <|- настойчивого доступа о контролем 

несущей

Рассмогрим моноканальную вычислительную сеть, каждая або

нентская станция которой прослушивает передающую среду и опре

деляет наличие передачи о других станций. Если передающая среда 

занята, то активная станция, имеющая готовое для передачи сооб- 

освобождения моноканала. В момент его освобовде- 

интервал обнаружения отсутствия передачи, в те- 

прибор остается не занятым. По окончании этого

щение, охвдает

НИЯ иачинаатся

чаниа которого

интервала каждая активная станция с вероятностью q, начинает 

передачу своего сообщения и

Если в результате такого 

одной-единственной активной

баз искажений и покидает ЛВС. Если канал 

большим количеством активных станций, то все передаваемые сооб-

производит аа полностью.

разыгрывания 

станцией, то

канал захватывается

аа сообщение передается

захвачен двумя или

щения испорчены в результате их наложения и каждое из них по 

окончании передачи возвращается в очередь для повторной передачи 

в момент полного освобоадения канала связи. Если же канал в ре

зультате розыгрыша оказывается свободным, то все активные стан

ции повторяют попытку захвата передающей среды после окончания

■ • интервала-обнаружения отсутегвия-передачи-в-канале-.........................

Ниже мы построим математическую модель исоле.цуемого протокола

MHOSΘCTB9HHOPO доступа, проведем ее анализ, получим аналитичес

кие выражения, определяющие зависимости .для основных ее харах-

теристик.

Достаточно адекватной математической моделью рассматривае

мого протокола может служить следующая СМО. Требования простей

шего потока с параметром J∖ поступают в систему обслуживания. 

Заявка, заставшая прибор свободным, начинает неме.цленно об служи-
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вагься о интенсивностио ju в c∞TBeτcτB≡ с экспоненциальным 

окончания обслуживания заявка покидает систему 

рассматривается. Если прибор занят, то посту- 

становится в очередь для ожидания. В момент

законом. В момент

и в дальнейшем не 

пившее требование 

освобожцения прибора патанается интервал обнаружения отсутствия 

передачи, который имеет экспоненциальное с параметром & рас

пределение вероятностей своей длины. По окотании этого интер

вала выбирается требований с вероятностью / г ) из д , 

стоящих в очереди для одновременного обслуживания на приборе. 

Для рассматриваемой системы распределение вероятностей . Д ) 

имеет оледутаций вид:

Если

то по

(I)

?= I, т.е. на прибор поставлено единственчое требование, 

окончании обслуживания оно покидает систему; если 

окончании обслуживания каждого из этих требований они воа-

Если

го по

вращаются в очередь для повторных попыток обслуживания, 

прибор оказывается не занятым, т.е. 0= О, что происходит с 

вероятностью / i~), го в этом состоянии прибор иаходатся в

течение экспоненциально распределенного интервала о πapaj.ιeτpoM 

<3 (интервал обнаружения отсутствия передачи). 3 конце этого 

интервала все активные станции повторяют попытку захвата прибо

ра. Если в течение этого интервала требование поступает во вхо

дящий поток, оно становится на прибор и начинает немедленно 

обслуживаться.

Пусть 

ваемых 
(?( с ) 

U(i, )

торого

И / } τi 1) (^ ) - ЧИСЛО требований в очереди и обслужи- 

момент времени / соответственно. Также обозначимU (<), 

G{ ‘ } вероятности того, что в очереда г требований: 

на приборе о.дно требование, за время обслускивания ко- 

другие требования не обслутытвались- на приборе

I-∙9

в
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Одслухиваетая вдашсгванное, но ранее искахевное требование;

С? (г ) ~ прибор пуст; все станции нахо,цятся в режиме обнару

жения отсутствия передачи в канале aaR3ii,l^ft)^rP(i(h∙> (,

О =■ 2,3,4...........Предполагается, что система функционирует в

стационарном режиме, поэтому вероятности б?(t ), (о (t ), // (ι ), 

(t ) от /не зависят и удовлетворяют системе линейных алге

браических уравнений

(У / σ)Oa)~>c(Q а) <1, (o∕i)+ju (U(i}∕-G(i -у)),

λ 3(ι^)+ &S(i+1}<^ (i∕i-f-l')

∖Gfi-i}i 2juPg (£-1) ;

точное аналитическое решение которой практически невозможно.

Пропускная cπocoC⅛Hθoτb рассматриваемой СМО возрастает от нуля 

при = I до максимального значения при 0. Решим систему 

(2) при о, для этого воспользуемся следующей модификацией

асимптотического метода.

Обозначим

у =<5. Н(л) ,

(i)= ∙^∕⅛), с^(∙)∕i^ ∙>^ 1

тогда систему (2) перепишем
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(3)

(j^∕yu) Gf.c) .= ∖(S'(x-ε)-! fx-ε.'),

/ tSQ fx}) .

Пусть Q 1х) 4- U(x) 6~Гх) -∕-∕~ ∕'x)≈^∕jc),

l-l(x}-i G{'x) 4-fx) =^ /~ fx) .
^-3

Просу*1мяруэм все уравнения системы (3), получим

А '^t'x) 4- G Q∕χ } -f-^∣FCx')== \ (7/-f) - Q ^'λ'- сГ V f 

j-j<OCτ)fju(F{'x-e}-К(х-&))4-уи/4.Сх )-^fx)+ε∕^ (Zv)). 

Раскладивая !77fx-s∖ Orx-£), Ffx-^')∙, I4fx el, G >)∣s) 

в ряц по степент/ и ограничиваясь цвумя слагае(шми, эанн- 

шэм

y^fx)-ι-(3Q[x) fjur(χ)=r -Д 74fx) {-

'>-a jZ-2∣

l!a!tr,θM fιBHκe ппраг с-шя дл.ч у^(л?) и у^Сл:), используя (I) при 

√ О, г'-* со таних. что г’^--л:

<∕.∣Vn-il^

i∙i!
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оледовательно,

(Б)

Использти полученные вырахення, можно определить
— оо '

таким 0dpa80M, равенство (4) пВрепилеи

S∑fx')-∖<^Cx)∕yuf ('л)-0/'-я:Gcjc))

Отовда, при условии ^∕jj =J} , Co∕jU ≈a( , получим

где б*- произвольная постоянная, определчемал условием

ровки.

Считая в системе (3) 6 = О, =у> , G∕ju ; внрарчм

<9 (* ), У {х. } и f{^^} через ), будем иметь

TL('χ')-^ fx)) ,

В результате

F Сх) ‘‘(-X) Q(x),

yi=ε

(S)

»орми-

(7)
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Обозначим

тогда
>rl

V∙JP ' *

-л= (d~e^^)∕∞- е'"^, 

е~^
Сдедовательно, ^fx) = ~⅛— сЛ+с,

а так как .j^<9)≡0, то 67=-1.

Из (7) следует Q(x^i^ l+j>∙i∙c^ψ(x)'),

где '∙P(χ} = сЛ.
о

Таким образом, для Q{x}, F{x)

имеем

Q<cx}-

Hfx)- ’х)

SM- ^(x^)
1-t-J>t fx)
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(8)
Λ√

Возвращаясь к o∞τ^oшθнию (6) для асимптотической плотности 

распределения вероятностей значений нормированного числа

требований в очере.ди, в рассматриваемой СМЭ получим 

где C*- постоянная, опредаляемая условием нормировки, а
‰9-7^

о
Если число мест для охццания данной СМО будет неограниченнии, 

то не внполняется необходимое условие нормировки .для плотности 

^(дз), так как при , Значит, при не

ограниченном числе мест .для ожидания не существует стационарного 

режима функционирования СЮ при любых соотношениях .между пара

метрами tλ и

Исследуем СМО с ограниченным числом мест для ожидания. Пусть 

JV^- объем бункера и в асимптотике -→ О обозначим /1 , 

тогда . Ограниченность объема бункера предполагает

возможность потери части требований, поступивших в момент заня

тости всех мест ожидания. Вероятность потери требования будет 

тем больше, чем больше значение .'7(√').

Соотношение (Э) опредя.гяет асимптотическую плотность

с точностью до постоянного оочножитрл.я с , значение которого 

оаррделяегся уоловиам нор^'ировки.

ирн анализе алстнооти ^^(.г) онредз.ляющез значение и'‘з?т
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(10)
-дз

J) ji di -∙=i хе

Jcjα (10) нэ имеет полохительных решение ^>0, то константа
'1

√,-f j[≠ о ,
] —л—) 
о βψji'>ι

в 8Т0М случае полностью определяется соотношениями

(II).

Если уравнение (10) имеет единственное решение

торое выполняется при условии

(∏)

(9),

, κo-

(12)

то соотношение (9) нэ определено при х , во в любой 
вости этой точки интеграл от J^(∙x), определяемый соотвошешен 

(9), расходится при любом ненулевом значении константы С , сле

довательно, С" = о а = о для всех

Таким образом, при уо ≈асимптотическая 

имеет следующий виц:

oκpβcr-

♦ дс .
плотность jZ^( X )

• <∞) - г? ∕~x - гзс'*}, (13)

где делъта-фушздля, а л* определяется

!с помощью которого нетрудно показать, что при

иа равенбтва (12),

= 10

? У 0.65; Λ*= 0.25.

j При о <у) <уравнение (10) имеет два положительных корня

1 ∞g , и пусть zr, <х^ . В этом случае соотношеше (9) не 

определено в двух точках jr-∙ д?, , д? - , в любых окрестностях

(14)
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которых при С / О интеграл от J7^(∙x∙) расходится, следовательно, 

С = О и = О для всех Таким образом, в слу

чае О *y* ■*' асимптотическую плотность (-ж) представим

Здесь О < я:, < Л , но = I, гак как точка x,=jc^ явля

ется неустойчивой, значит

•= S*Сх, ~x^ ) ,
(15)

Соотношения (8)-(I5) решают поставленную задачу анализа ма

тематической модели - настойчивого протокола случайного 

множественного доступа о контролам несущей. Зная распределение 

(15), нетрудно определить основные числовые характеристики про

токола - настойчивого доступа с контролем несущей.
Предельная производительность сетиу>*дпя исследуемого про

токола определяется величинойуЗ= l∕=√ - отношением среднего 

времени обнаружения молчания канаки к среднθmj' времени передачи 

сообщения,этой же величиной определяется и нормированное число 
требований в очереди .ж* . Связь рассмотренных величин^x,j> 

параметрически определим в виде

-√c

f'-
-л? 

гее -

а их численные

е ■*' 9

значения приведем ниже:

0,05 0,10 0,20 0,50

0,20 0,26 0,31 0,41

0,72 0.65 0,56 0,45

прои зво.ди тельно с т ь сети для исследуемого прото-

д:

г
Таким образом,

кола повышается от 45 до 72 в зависимости от накладных расхо-
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лов, связанных с затратами времени на обнаружение молчания ка

нала. I

4.4. Протокол доступа с контролем несущей и 

обнаружением конфликтов

11рв.длагаемый для изучения протокол предоставляет абонентским 

станция*5 возможность прослушивать канал как до начала, так и во 

время передачи своего сообщения, и обнаруживать конфликт после 

его возникновения, не ожидая окончания сеанса связи. Прекращение 

передачи в момент обнаружения конфликта улучшает вероятностно

временные характеристики локальных сетей за счет более быстрого 

оовобождения канала [!?].

Протокол назовем ненастойчившл, если попытка передачи готового 

сообщения откладывается на случайный интервал, когда канал занят 

передачей других сообщений. Можно рассматривать и - настойчи

вый доступ, когда происходит ожидание освобождения канала, а 

затем с вероятностью начинается передача сообщения в канал.

Рассмотрим непастой^швый доступ. Достаточно адекватной матема

тической моделью этого протокола может служить следующая СМО. На 

вход одиолинейпой СМО поступает простейший с параметром Л поток 

требований. Обслуживание каждого требования будет двухэтапным, о 

экспопенпиальным-распределением времени прохождения каждого этапа 

о параметрами для первого и - для второго

Если прибор свободен, то поступившее требование 

медленно обслуживаться па первом этапе. Если в эго 

пает другое требование, то оно также ставится на прибор и по 

окончании первого этапа оба требования возвращаются в систему, 

образуя источники повторных вызовов. Когда во время пребывания 

на первом этапе одновременно двух требований поступает еще одно.

этапа.

начинает не-

время посту-
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оно uι≡0BθHH0 возвращается в систему в качестве источника ι 

торных вызовов. Боли первый этап обслуживания окончен без ι 

фликтов, то требование переходит к обслуживанию на втором ; 

в течение которого коыфдикты невозможны, т.е. поступающие ' 

бования мгновенно образуют источники повторных вызовов, не 

влияя

пов-

кон-

этапе,

тре-

этапе

на обслухиванне. После окончания обслуживания на втором 

требование покидает систему. Источник повторных вызовов 

олучабные интервалы, распределенные по экспоненциаяъному

, обращается к прибору о заявкой на обе-

через

закону с параметром <3 

луживаниэ, в результате чего вышеописанная процедура повторяется, 

т.е. на первом этапе возникает конфликт, а на втором обслужива

ние проходит без конфликта.

Пусть состояние системы определяется вектором ( i (2*), >)(/)), 

где г (/ ) - число ИПВ в момент Z ; О( / ) - состояние прибора 

в момент t прибор свободен; = I - на

приборе находится единственное требование, обслуживаемое на пер
вом этапе; (t) х 2 - на приборе два требования, находящиеся 

в сос оянии конфликта; ≈ 3 - на приборе е,динотвеяное тре

бование, обслуживаемое на втором этале.
Процесс ( г (^), - марковский, его распределение

удовлетворяет системе уравнений

6j ≠ i'G) Рд ii)≈Pf (i~2) ау,

(yi∕>,∕L(S}Pj (i)^yPg (i∕C,

(I)
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решить 

решить

Для

анальтичоеки которую практически невозможно, но мошо 

acHM∏roτiJ4θcκH ∏phG>→ С.

этого в системе (I) произв^ем замену

сэ = г , z>≈jr, /3 <≈ J= 37p∕⅛J, t

получим

(x-^ε)∕^χ-fg ∕⅛J,

(>(χ∙ε}iλ'^,(χ}-∣-(χ-fε}^,

(y'~^'J-'g'i (icfjc)^
(2)

Раскладывая функции в ряд по степеням е с

до d* и суммируя все уравнения системы (2), имеем

точностью

(3)

Считая в (2) е ≡ 0. выразшл ^(х) через функцию

и получим

5^0 6≈∙λ=

^3t'Λ)≈
—77^y -^

J' 1 'f!∞} (4)
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Ог (3) перейдем к уравнециг

В которое подставим (4), получим
i

jυ,(<^λ 42х 'jjUg (}^^. xf~∖jjffy

∕(∞)

Так как ⅛!*( л:) >0, го J^(x) = О во воех точках jc , в которых

Так как левая часть этого соотношения представляет собой квад- 

ратяый трехчлен относительно х , то мвгуг существовать лшпь 
две точки X,, в которых ^(∙≈) ji о, следовательно, 

имеет вид сР - функции, точки лг,, jr^ ненулевого значения кото- 

Р<* определяются квадратным уравнением

Чтобы полученное уравнение имело хотя бы одно решение, необходимо 

выполнить неравенство

(7)

Так как J- ^- 1-, то ------- -,

У’ Уг .
таким образом, J , поэтому для выпо.лненЕЯ (7} достаточно

выполпепия неравенства

/-'г
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которое, обозначив •, перепишем в виде

(8)

Величинахарактеризует полезную нагрузку сети, связан

ную с передачей c∞6hθhhh, - характеризует нагрузку сети, 

связанную с обнаружением и разрешением конфликтов. В силу нера

венства (8) для рассматриваемого протокола доступа нагрузка сети 

ограничена соотношением

и максимальная производительность сети /9* определяется рэвен- 

о твои

(9) 

где есть отношение средаего времени обнаружения и разрешения 

конфликта к средней длине интервала между моментами первичных 

обращений абонентских станций к передающей среде. Из равенства 

(9) следует, чтоне может превышать 1/3, а при ее малых зна
чениях уэ* близка к I.

Таким образом, в данной монографии представлен метод асимпто

тического анализа марковиэипуемых систем, которне служат матема

тическими моделями широкого класса реальных объектов, исследо

ваны различные потоки, статистики, СМО и ЛВС о протоколами слу

чайного множественного доступа. Для перечисленных объектов пос

троены математические модели в виде марковизируемых систем.

Идея acHM∏τoτιi4θcκoι∙o анализа заключается в изучении предель

ного поведения исследуемой модели, когда 

стремится к критическому значению: время 

к бесконечности в потоках и статистиках, 

роягность повторения сэанса связи в ЛВС - к нул., а загрузка 

в СМО-к критическому значению.

один из θθ паратлетров 

и число наблюдений -

HHΓΘHC≡HOCTb или Bθ-
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I

в уравнениях, определяющих законы функционирования построен

ных иоделев, удается произвести такие замены переменных величин, 

которые приводят к уравнениям более простых классов: обыкно

венным дифференциальным либо уравнениям математической физики. 

Для них даны решения в явном виде, которые интерпретируются 

Как асимптотические законы функционирования ооогветствупднх 

моделей.

Полученные предложенным методом результаты имеют аналоги в 

теории вероятностей, математической статистики, теории массового 
обслуживания, сетеметрии. Это известные факты закона больших 

чисел к центральной предельной теоремы, асимптотических свойств 

. статистик, непрерывной и диффузионной аппроксимации. Эти раз

нородные результаты получена е.циным методом асимптотического 

анализа марковизируемых систем.

В данной монография представлены не все доступные исследуе

мому методу результаты и многообразие объектов исследования. 

Это объясняется широтой класса марковизируемых систем и множе

ством их параметров, допускающих разумную интерпретацию асимпто

тического поведения.
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