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ПРЕДИСЛОВИЕ

Задачи динамики ограиичеииого объема жидкости 
со свободной поверхностью составляют один из слож­
ных и важных для практики разделов механики. Осо­
бенно большие трудности возникают при решении тех 
задач, в постановке которых учитываются реальные 
свойства жидкости и, прежде всего, ее вязкость.

Главные результаты в теории колебаний вязкой 
жидкости достигнуты в тех случаях, когда вязкость 
мала, и в математическо!! формулировке задачи, от­
ражающей эту физическую особенность процесса, по­
является малый параметр и имеется вследствие этого 
возможность построения асимптотических решений. 
Причем эффективно используется то известное свойство 
течений маловязкой жидкости, что иапряжсиия трения 
проявляются в основном в пристеночной зоне, которая 
имеет толщину иограислоя. Таким образом, произво­
дится пространственное разделение течения на подоб­
ласть пограислоя и no,To6;iacrii основного потока. По­
строению теории колебаний маловязкоГ| жидкости, ис- 
пользующе1Й гипотезу пограислоя, иосвящеи ряд иссле­
дований, например, [8], [27], [31], а также известная 
монография Ф. Л. Чсриоусько [-12].

В последние годы началась разработка теории и ме­
тодов исследования задач динамики ограиичеииого объ­
ема жидкости, когда на величину вязкости ограничения 
не накладываются. В это.м случае практически един­
ственным возможным подходо.м к се решению является 
применение конечно-разностных методов. Очевидно, 
первым опытом решения задачи о движении вязкой 
жидкости со свободной поверхностью методом конечных 
разностей является работа [18], в которой использует-
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ся созданный Ф. Харлоу МАС-метод. Имеется еще ряд 
работ, в основе которых лежит численное решение дву­
мерных нестационарных уравнений Навье-Стокса [28], 
[41], [49].

Концепция Ф. Харлоу, включающая поэтапное ис­
пользование эйлеровых II лагранжевых переменных, 
оказала значительное влияние на эволюцию разностных 
методов и нашла свое развитие, например, в методе 
«крупных частиц» [1], лагранжево-эйлеровом [41], 
LiNC-методе [49] и т. д.

Несмотря на свою универсальность, метод Ф. Харлоу 
имеет ряд особенностей, затрудняющих его примене­
ние. Главная из них заключена в точности выполнения 
граничных условий на свободной поверхности, так как 
форма свободной поверхности известна с точностью до 
размера эйлеровой ячейки. Б. Николс [28] улучшил 
в этом отношении метод Ф. Харлоу, введя дополнитель­
но специальную совокупность частиц для индикации 
свободной поверхности.

Во всех этих исследованиях на свободной поверхно­
сти удовлетворяются не все граничные условия, в част­
ности, игнорируется условие отсутствия касательных 
напряжений. В связи с этим интересно отметить рабо­
ту [7], где обеспечивается точное выполнение разност­
ных аналогов граничных условий на свободной поверх­
ности.

Несмотря иа то, что'по теории разностных методов 
решения задач математической физики имеется ряд 
фундаментальных работ [6], [32], [34], [4-1], для 4шс- 
сматриваемых в этой книге задач уровень разработки 
теоретических вопросов и особенно опыт реализации иа 
вычислительных машинах нельзя считать достаточным. 
Более того, ограниченные возможности современных 
вычислительных машин по быстродействию и об'ьему 
памяти нс позволяют эффективно решать трехмерные 
нестационарные задачи с достаточной точностью. По­
этому создание экономичных численных .методов 
и соответствующих алгоритмов для задач, в которых 
учитываются реальные свойства жидкости, является 
актуальным направлением исследований.

В этой книге не ставится задача ответить иа все 
вопросы, которые возникают при исследованнн 
дина.микн ограниченного объема вязкой жидкости со 
свободной поверхностью. Это сложная и не реализуе­
мая в настоящее время задача. Более того, эта книга не



претендует на систематическое изложение современного 
состояния проблемы.

В книге рассмотрены только тс вопросы, которыми 
в данном направлении занимался автор и сотрудники 
лаборатории динамики деформируемых систем научно- 
исследовательского института прикладной математики 
и механики при Томском университете.

Книга состоит из четырех глав. В первой главе, по­
священной постановке задачи, основное внимание об­
ращается на исследование течения в пристеночной 
зоне и зоне трёхфазного контакта жидкость — газ — 
твердая стенка и формулировку граничных условий на 
твердой стенке, которые опираются на эти исследования.

Во второй главе для постановки задачи и построе­
ния прямых методов ее решения применяется вариа­
ционный принцип Лагранжа. Этим достигается единый 
подход к рассматриваемой задаче с наиболее общих 
позиций, на что указывал еще Ж. Лагранж [15], вы­
полняя задачу «... объединить динамику и гидродина­
мику как ветви единого принципа и как выводы из 
единой общей формулы».

Третья глава содержит разработку и обоснование 
алгоритмов решения линеаризованной задачи гравита­
ционных колебаний вязкой жидкости, основанных на 
конечно-разностной аппроксимации задачи. Причем 
основное внимание уделяется схеме решения в дробных 
шагах.

Глава четвертая включает в себя решение конкрет­
ных задач о колебаниях вязкой жидкости со свободной 
поверхностью, а также исследование, проведенное на 
физическом уровне строгости, зависимости декремента 
гравитационных колебаний от некоторых входных па­
раметров задачи.

Часть результатов, связанных главным образом 
с обоснованием модели течения в пристеночной зоне 
и качественным исследованием зависимости коэффи­
циента затухания колебаний жидкости от некоторых 
определяющих параметров задачи, публикуется впервые.

Автор выражает благодарность проф. В. И. Внлю- 
нову за ряд ценных советов и замечаний и Г. 3. Дружи­
ниной, Н. П. Лавровой и Г. В. Христенко за участие 
в некоторых совместных исследованиях и расчет приве­
денных в книге задач.



ГЛАВА I

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ О ДВИЖЕНИИ ЖИДКОСТИ 
СО СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ

§ 1.1. Уравнения движения

1.1.1. В основе механики вязкой жидкости лежит ги­
потеза Ньютона в такой формулировке [29]: «Сопро­
тивление, происходящее от недостатка скользкости жид­
кости, при прочих одинаковых условиях предполагается 
пропорциональным скорости, с которою частицы жид­
кости разъединяются друг с другом».

Математически гипотеза представляется известной 
формулой — законом трения Ньютона

° = (1.1.1)ду
и выделяет среди реальных жидкостей ньютоновские 
жидкости, рассмотрением которых ограничивается 
круг задач в настоящей работе.

В общей теории жидкостей показывается, что при 
деформации элемента реальной жидкости с реологией 
(1.1.1) возникают вязкие напряжения такого же рода, 
как и в твердых телах, с той только разницей, что эти 
напряжения пропорциональны в этом случае скоростям 
деформаций, а не деформациям, как в твердых телах.

Поэтому, используя известные из теории упруго­
сти [19] компоненты тензора напряжений и формулу 
треиия Ньютона (1.1.1), получим тензор вязких напря­
жений о с компонентами

где р — коэффициент вязкости; «;(.г, t) — составляю­
щая скорости частицы жидкости в точке х вдоль коор­
динаты X,-; X =  (xi, Х2 , Хз].



Урш ш ш я  движения в форме Эйлера получим сум­
мируя в соответствии с принципом Даламбера инер­
ционные, внешние силы, силы, обусловленные неодно­
родностью поля давления, а также силы вязкого трения

d u  -f , 2 “р — =  /  -  V/7 -f
dt

(1.1.3)

При выводе этого уравнения учитывается, что тече­
ние жидкости подчиняется уравнению неразрывности

div « =  0. (1-1-4)
Если ввести в рассмотрение тензор полных напря­

жений компоненты которого есть

Э; rf (1-1-5)
где

3 . . ^  при  ̂=  /;
“ jo при i ф /,

то уравнения Навье-Стокса могут быть записаны в виде

или
P ^ = / + V ^dt

(1.1.6)

-  =  /  +  div <£Г. (1.1.7)

Уравнения движения в форме (1.1.7) известны в ме­
ханике сплошных сред как уравнения Коши и примени­
мы. вообще говоря, для среды с произвольной реоло­
гией.

В случае ньютоновских жидкостей у ■ = d i v s ^ ^  —
вектор с компонентами

< ^  =  2 - ^  (< = 1 .  2, 3),
/Л  ^ ’‘1

1.1.2. Перейдем к безразмерным переменным по 
формулам

t* =  t ■ Т-'- X* =  X • R - \
где Т, R — характерные масштаб времени и линей­

ный размер течения.



в  результате, переходя к безразмерным переменным, 
уравнение неразрывности своего вида не изменит, а урав­
нение движения будет

дч* I -  -
dt^

1 2------VRe

Здесь ы* =  и- ^  = —---- безразмерные скарость
R

uR
pu‘

и давление; Re =  — ; Fr = ------ критерии Рейнольдса]
_  ^  j R

и Фруда; /*  =  — ------безразмерная сила; / — ускоре-
pFry

ние поля массовых сил.
В задачах о колебаниях жидкости в сосудах за ха­

рактерный масштаб времени обычно [24] принимается 
частота колебаний o r ',  поэтому числа Re и Fr записы­
ваются в другом виде

следовательно

Re =

«А- =

Fr =  -T-, 
/

Р* =

в  дальнейшем индекс (*) в формулах, записанных 
в безразмерных переменных, будем опускать, отличая 
размерные от безразмерных выражений по наличию 
в них критериев подобия (Re, Fr и др., которые будут 
вводиться далее по мере необходимости).

Использование безразмерных переменных часто 
оказывается удобным, так как из решения краевой за­
дачи при, например, фиксированных числах Re и Fr, 
можно построить три семейства течений путем такого 
перебора трех из пяти параметров р, о, R, v, /, чтобы 
числа Re и Fr оставались неиз.меиными.

§ 1.2. Условия на свободной поверхности

Только граничные условия выделяют конкретные 
физические особенности задачи из всего класса задач 
течения реальной жидкости. Поэтому правильность за­
дания граничных условий предопределяет, как правило, 
соответствие решения реальному процессу.
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Основные математические трудности решения задач 
о движении жидкости со свободной поверхностью свя­
заны с тем, что граничные условия задаются на зара­
нее не известных переменных во времени поверхностях, 
которые должны быть определены в процессе решения 
задачи. Более того, в общем случае переменной во вре­
мени является также область определения функции 
свободной поверхности.

1.2.1. Пусть свободная поверхность соприкасается 
с газом, давление которого постоянно и равно ро-

Если уравнение свободной поверхности Е предста­
вить в виде

F{X, t) = 0  и л и  X i =  Н +  1{Х2, JC3, 0 . ( 1.2.1)
то проекции скорости частицы жидкости, принадлежа­
щей свободной поверхности, будут

dx^
dt

4 - ^ dx2
dt dX2 ' ~dt

«2 = dx^  
d t  ' «3 =

А
dXi

dxs
dt

dx^
dt

И, следовательно, 
1

Iv/^l
dF ‘  ,1 о 04— или « ! =  — +  «. V,- (1.2.2)
dt dt

Соотношение (1.2.2)— кинематическое граничное усло­
вие на свободной поверхности.

Предположим теперь, что свободная поверхность 
подвержена действию сил поверхностного натяжения. 
В рассматриваемой задаче силы поверхностного натя­
жения проявляются ещё по границе раздела жид­
кость— твердая стенка и на линии трехфазного контак­
та (ЛТК) жидкость — газ — твердая граница. Первой 
из этих сил будем пренебрегать, а вторую рассмотрим 
ниже.

Пусть у — коэффициент поверхностного натяжения 
на границе раздела жидкость — газ и R 2 и Rz — радиу­
сы главных кривизн свободной поверхности

dK
J __  dxl  1
R 2 ~  ^

dK
dxl

K [l+ (vQ *]^  ’ Kl l +(VC)^]  =
(1.2.3)
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определенные с точностью до величин третьего порядка
малости I если ----  (i — 2,3)— величины первого по-

дх,
рядка малости

Тогда дополнительное напряжение Др, действующее 
по нормали к свободной поверхности и обусловленное 
силами’ поверхностного натяжения, представляется 
формулой

Условие равновесия ЛТК под действием сил поверх­
ностного натяжения приводит к соотношению для угла 
контакта свободной и смоченной поверхности

cos 0 = Ti (1.2.4)

где Yb 72 — коэффициенты поверхностного натяже­
ния на границах раздела сосуд — газ и стенка — жид­
кость.

Динамические граничные условия на свободной по­
верхности отражают проистекающую из законов со­
хранения непрерывность изменения параметров течения 
при переходе через границу раздела.

Таким образом, предполагая, что динамические на­
пряжения в газовой среде над жидкостью отсутствуют, 
касательные напряжения па свободной поверхности 
равны нулю, а нормальные уравновешиваются статиче­
скими силами поверхностного натяжения и давления 
в газе, получим

Т)(п Ро 4“ ДР)  ̂T/IT ̂  == 0. (1.2.5)
Условия (1.2.5) можно переписать в форме Коши 

(ро +  Др)« =  « • (1.2.6)

Здесь п, ть Т2 — орты нормали и касательных к сво­
бодной поверхности.

Учет сил поверхностного натяжения играет важную 
роль не только в тех случаях, когда они сравнимы с си­
лами инерционными и вязкими.

Учет поверхностного натяжения при реализации чис­
ленных методов решения в ряде случаев делает процесс 
вычислений более устойчивым. Кроме того, задание
10



контактного угла 0 часто бывает полезным для опре­
деления решения в угловых точках, что приводит 
к улучшению аппроксимации решения в этих точках. 
Это особенно важно при исследовании течения вязкой 
жидкости, когда иа границе контакта жидкость — твер­
дая поверхность — газ в решении задачи в силу условий 
прилипания возникают особенности.

§ 1.3. Условия на твердой границе

1.3.1. Для постановки краевой задачи требуется еще 
задать граничные условия па смоченной поверхности.

Как и в любом случае перехода через границу раз­
дела, при задании краевых условий иа твердой стенке 
требуется непрерывность вектора напряжений. Гранич­
ные условия такого рода называются условиями прили­
пания и имеют вид

0; Ит, =  0; и-^= 0. (1.3.1)

1.3.2. В гидромеханике неоднократно возвращались 
к вопросу о правильности условия прилипания для ка­
сательной составляющей скорости Их. Обсуждался, 
в частности, вопрос о том, приводит ли взаимодействие 
молекул на поверхности раздела лсидкость — твердая 
стенка к переносу количества движения такой же при­
роды, как перенос на поверхности внутри жидкости.

Эти вопросы возникали в связи с тем, что в ряде 
случаев условия прилипания приводят к результатам 
физически трудно объясиимы.м.

В частности, Н. Е. Жуковский в работе «О трении 
жидкости при большой разности скорости её струй» [П],  
где описаны опыты по подъему воды в вертикальной 
трубе при протягивании в ней шнура, писал: «То обстоя­
тельство, что с умеиьшенис.м толщины ведущего шнура 
до очень малых размеров р (давление) не стремится 
к определенному пределу, дает важное заключение для 
теории явления, так как вследствие этого нельзя при­
нять, что жидкость, прилегающая к шнуру, движется 
со скоростью шнура».

В работе [40] приводятся данные о том, что если 
поверхность твердой границы не смачиваема для про­
текающей жидкости, то возможно заметное про­
скальзывание. В известной работе [12] Н. Е. Жуков­
ский так формулирует граничное условие на смоченной
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поверхности: «... мы должны еще стеснить относитель­
ное течение жидкости при поверхности полости, выра­
жая, что поверхностное трение уравновешивается тан­
генциальной составляющей внутреннего трения. Сила 
поверхностного трения направлена в сторону, противо­
положную относительной скорости v, и выражается, 
вообще говоря, некоторою функциею /(и)».

Возможность применения в различных задачах ме­
ханики вязкой жидкости граничных условий, отличных 
от условия прилипания, отмечается Г. Ламбом [16], 
Стоксом [51], Дж. Серрином [36] и др.

В задаче о колебаниях жидкости в сосуде мы также 
используем граничные условия на смоченной поверх­
ности, отличные от условий прилипания, построив не­
которую модель течения жидкости в пристеночной зоне.

Причины, которые побуждают к этому, следующие.
1. Хорошо известные экспериментальные данные 

Г. Н. Микишева и Н. Я. Дорожкина [23] по определе­
нию логариф.мического декремента малых колебаний 
реальной жидкости дают значение на 40% большие, чем 
расчеты с использованием теории погранслоя. Этот 
факт позволяет говорить о том, что и в случае мало­
вязких жидкостей рассеяние энергии колебаний проис­
ходит не только в погранслое, имеют место и другие 
явления, ответств.енные за рассеяние энергии жидкости.

Условия прилипания, например, не учитывают физи­
ко-механических свойств поверхности твердой границы 
(смачиваемость, шероховатость и т. д.).

2. Для ряда задач, связанных, например, с движе­
нием в слабых гравитационных полях, которые индуци­
руют относительно малые числа Рейнольдса, необходи­
мо использовать более точные че.м погранслой, теории 
движения, в частности, уравнения Навье-Стокса. Ис­
пользование в этом случае условия прилипания приводит 
к возннкнрвению в решении задачи в области ЛТК осо­
бенности [10], избежать которой можно только отка­
завшись от услов-ия- прилипания в этой области.

Непосредственные наблюдения показывают, что при 
колебательном движении жидкость, смочив в первый 
период стенки сосуда. При следующих циклах соверща- 
ет движение по поверхности, покрытой пленкой жид­
кости малой толщины б. Это имеет место для частич­
ного или полного смачивания поверхности. Как пра­
вило, время стекания пленки существенно больще пе­
риода колебаний жидкости. Наличие такой пленки яв-
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ляется результатом взаимодействия на молекулярном
^  8

уровне жидкости и твердой поверхности. Отношение —,
R

где R — характерный размер течения, является малым 
параметром задачи. Существование в задаче двух ха-

/ 8 \рактерных размеров (б, R) и малого параметра ("^1

говорит о её принадлежности к задаче особых возму­
щений. С физической точки зрения, наличие пристеноч­
ной пленки приводит к возникновению больших гради­
ентов скоростей и смещений на длине б (как в погра­
ничном слое).

1.3.2. Чтобы избежать свойственных условиям при­
липания математических особеностей в рещенйи, учи­
тывая необходимость введения в математическую мо­
дель параметра, который описывал бы свойства поверх­
ности твердой границы и другие не учтенные в модели 
факторы, рассмотрим одну нз возможных физических , 
моделей движения жидкости вблизи твердой границы. 
Эта модель рассчитана в первую очередь на задачи 
исследования колебаний жидкости со свободной по­
верхностью.

Очевидно, что модель, свободная от названных выще 
недостатков и не противоречащая установившемуся 
в гидромеханике понятию прилипания, будет иметь сле­
дующий вид.

В процессе движения жидкость вначале смачивает 
твердую границу тонкой пленкой, толщина которой ма­
ла II зависит от конкретных свойств жидкости, поверх­
ности твердой границы и параметров течения. В даль­
нейшем движение жидкости происходит по этой пленке, 
причем в плоскости контакта возникают касательные 
напряжения трения, пропорциональные касательной со- 
ставляюще!! скорости и некоторому коэффициенту тре­
ния р

ди,
дп

(1.3.2)

С математической точки зрения, эта модель означа­
ет пространственное разделение области течения на 
подобласть пристеночной пленки н подобласть основ­
ного потока, которое становится возможным благодаря 
наличию малого параметра задачи б. Здесь полная 
аналогия с теорией пограничного слоя.
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с  физической точки зрения, рассматриваемая модель 
объединяет в себе условия прилипания (внешняя сторо­
на пленки прилипает к смоченной поверхности) и гипо­
тезу проскальзывания с трением. Эта модель отражает 
реально существующие процессы, если, во-первых, при­
стеночная пленка достаточно тонкая, чтобы можно бы­
ло пренебречь ее толщиной и снести граничные условия 
с поверхности твердой границы на внутреннюю поверх­
ность пленки, и, во-вторых, процессы, которые поисхо- 
дят внутри пристеночной пленки, не оказывают суще­
ственного влияния на напряжения трения или в первом 
приближении могут быть учтены осреднеиным значе­
нием коэффициента р.

Обычный критериальный анализ показывает, что 
Nu =  / (Re, Во, Fr),

мгде Nu =  —- —динамическое число Ыуссельта.
pv

Естественной была бы постановка специального экс­
перимента для получения наиболее достоверных н пол­
ных сведений о коэффициенте трения. В этом случае 
коэффициент р учитывал бы не только свойства жидко­
сти II параметры течения, но и характеристики смачи­
ваемой поверхности.

Однако чисто эксперимеитальпын подход к построе­
нию теории коэффициента трения нужно было бы рас­
сматривать как недостаток предлагаемой теории. По­
этому ниже излагается один из возможных вариантов 
построения аналитической теории, в которой учитывают­
ся лишь некоторые параметры задачи, заведомо опре­
деляющие течение в пристеночной пленке. Принятый 
физический уровень строгости позволяет получить лишь 
качественную картину процессов и произвести оценоч­
ные расчеты.

1.3.3. Получим оценку толщины пристеночной плен­
ки, рассматривая ее вначале с более общих (че.м меха­
ника сплошных сред) позиций кинетической теории 
жидкостей. Мы буде.м предполагать, что толщина при­
стеночной пленки б имеет порядок толщины поверхност­
ного активного слоя, внутри которого происходит об­
мен количеством движения между' молеку'лами твердой 
стенки II жидкости.

Определим прежде всего коэффициент вязкости v 
как меру скорости ликвидации различия в макроско­
пическом движении соседних слоев [39]. Далее, следуя
14



опять работе [39], установим связь между коэффициен­
том вязкости V и коэффициентом диффузии D, который 
является мерой скорости перемешивания частиц.

Сравнивая уравнение движения жидкости, когда
da да

0; / = 0,
которое в этом случае имеет вид

да
d t

с уравнением диффузии 

dt

— vy-ц

Dv’K,

где К — концентрация контрольны.х частиц, видим, что 
различие между ними только в том, что концентра­
ция заменяется плотностью макроскопического количе­
ства движения и

D =  V.
Таким образо.м, кннематическт"] коэффициент вязкости 
можно интерпретировать как меру скорости перемеши­
вания макрочастиц.

В соответствии с кинетической Teopiicii

D - Ч .

где I — средний путь теплового движения; т- 
рактерное врем'я теплового движения. 

Следовательно, по предположению

.\а-

Введем для сравнения толщину погранслоя [43] 

и, замечая, что
( R e ) - '  ^  Г э / е Л

где Т -—характерное вре.мя .макропроцесса, получим 
о
■N
0 „ ,
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Таким образом, с точки зрения кинетической теории 
жидкости толщина пристеночной пленки, если ее рас­
сматривать как толщину поверхностного активного 
слоя, ответственного за взаимодействие жидкости и твер­
дой стенки, значительно меньще толщины погранслоя.

Из этого следует, что 
применение уравнений 
Навье-Стокса для иссле­
дования процессов внут­
ри пленки не является 
корректным, так как 
в этом случае процессы, 
пронсхождящие в плен­
ке, не могут быть описа­
ны, исходя из контину­
альных представлений о 
среде.

Однако очевидно, что 
разрывное движение 
жидкости реализуется 
лишь при определенных 
условиях, которые ха­

рактеризуются больщими градиентами напряжений, 
вихревой структурой течения и т. д. В частности, в [13], 
[21] для таких условий движения получены уравнения 
для дискретной среды. Поэтому полученную здесь оцен­
ку нужно рассматривать как предельную.

1.3.4. Получим теперь на примере двумерной по­
становки задачи оценку толщины пленки, опираясь на 
более подходящую для рассматриваемых течений гид­
ромеханическую модель.

Будем для простоты предполагать (рис. 1.3.1), что 
твердая стенка вертикальная, что движение жидкости 
происходит по гармоническому закону и =  «osincô  
с малой скоростью и что в области, достаточно удален­
ной от мениска, толщина пленки 6(xi) мала и постоян­
на. В связи с ЭТИ1М движение жидкости будет одномер­
ным

и «I //■) =  0. (ЗН| '■"In дu^
дх-. dXi

др
dXi

и краевая задача для течения в пленке при

приобретает вид нес1ационариой задачи Праидтля 
16
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дах , . „— i —  V — -  4- у =  0;
dt dxl

dp
dx.

=  0; (1.3.3)

p  =  const при Xj =  8 (Xi);
«1 =  0 при X2 — 0.

Исходя из постановки этой задачи, введем в рас­
смотрение характерное время процесса

1 _____

где

т. е.
П

—  - f  ^  
Т «п

•ш +

Т j «о

/
(U <  Д Л >

(1.3.4)

где < А Л > — средняя за период амплитуда коле­
баний.

Движения жидкости назовем «медленными», если 
гравитационные силы много больше сил инерционных

0)2 <  ДЛ >
I

« 1 ,

и «быстрыми» — в противном случае.
Последнее условие, представленное в виде

«2/? <  ДЛ
J R

=  F r '«  1,

, „  <  ДЛ >где гг = h r - ------------- , назовем условием квазистаци-
R

онарности; оно показывает, что «медленное» движе­
ние реализуется для / =  const как при ш ->0, так и при 
ДЛ ->0.
Так как

0)2 ~  — ,
R
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где Л —частотный параметр, и если через t =  — обо-
Л

значить характерный размер, пропорциональный длине 
волны,то

Т  \  < Д /1 >
График (Г)^‘ от (О приведен на рис. 1.3.2, из кото­

рого видно, что для «медленных» движений наблюдает­
ся сильная зависимость 
характерного времени от 
амплитуды колебаний. 
Поэтому наряду с вели-

„ ДЛ / ДЛчином —  .или ---
R \  I

характеризующей тече­
ние жидкости в целом, 
введем ещё величину от­
носительной толщины 8пленки —^ , характери-СО ДЛ
зующую течение жидко­
сти в окрестности линии 
трехфазного контакта.

Таким образом, при исследовании линеаризованного 
движения жидкости в окрестности ЛТК вводится про­
межуточная асимптотика вида

R Ь.А
Условие квазистационариостн выполняется при 

Я • ДЛ <  R,

т. с. для низших форм колебаний, когда — <С1.
R

Вследствие этого рассматриваются лишь те движения 
жидкости, для которых

б -С ДА, но ДЛ <  R.

Движения с б ~  ДЛ рассматриваться не будут также 
и потому, что условия прилипания в этом случае явля­
ются корректными, а понятие пристеночной пленки те­
ряет смысл.
18



Из уравнения движения (1.3.3) для периодических 
движений имеет место оценка толщины пленки

(1.3.5)
1 + I

0)2 <  л л :
Эта оценка при медленных движениях принимает вид

Эш <  ДЛ >
/

и с точностью до константы совпадает с оценкой 
Л. Д. Ландау и В. Г. Левич [17] для течения, .когда 
в пленке силы капиллярного давления много меньше 
сил вязкого трения. Оценки, совпадающие по порядку 
с приведенной, получены еще некоторыми авторами, на­
пример, [9], [46]. По Ландау, эта оценка имеет смысл 
оценки сверху, в то время как оценка снизу для 6 полу­
чается, когда

«о -Д — ,

т. е. когда силы вязкого трения много меньше сил капил­
лярного давления. Эта оценка имеет вид [17]

( Ilf5 0,93 —

II получена в результате решения краевой задачи (1.3.3). 
Таким образом будем полагать, что

с ■ о„ (1.3.6)

где с — константа порядка 1, а бша.ч имеет вид (1.3.5). 
Переходя в (1.3.6) к безразмерным переменным, по­

лучим

— ^ (R c ) - - T
R

1 R
ДЛ

Рг“1
-1 .>

•Во’ АЛ >
R

где D р<и-̂ '* ,,Во --------- число 1:10нда,
/

(1.3.7)

откуда видно, что имеют место следующие предельные 
оценки относительных толщин пристеночной пленки:

lim  3 И 111 3
-ОТТ тл ,11--- ■ '■ .

R ДЛ
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Очевидно также, что
Ит 0 =  0.Rc-vĉ

1.3.5. Основываясь на оценках, полученных выше, 
II используя граничное условие (1.3.2), можно оценить 
величину коэффициента трения р. Эта оценка будет по­
лучена при тех же предположениях, которые введены 
в предыдущем пункте.

Из сравнения порядков величин, входящих в краевое 
условие (1.3.2), следует, что

о

Таким образом, коэффициент трения для течений, 
в которых силы вязкого трения много больше сил капил­
лярного давления, имеет вид

а для течений, в которых силы капиллярного давления 
превосходят силы вязкого трения,

В последнем случае оценка для величины безразмер­
ного коэффициента трения есть

^

S
1 -Н

pv

Во

<  Д/1 >  

<  ДЛ > \ - ' в  
R

Fr^

(1.3.8)

Выражение (1.3.8) может быть представлено в виде
R ^  Л ' ‘Ч  R '̂'3

<  дл >
Fr-

ДЛ >

X
I тRp\
v ~

X

(1.3.9)

В диапазоне изменения параметров, характерных для 
многих практически интересных задач н входящих в без­
размерный комплекс

g  ----
' ) \ R e /

его величина мало изменяется и имеет значение поряд­
ка 1. Для примера в 1абл. 1.3.1 приведены численные
20



значения при / =  10̂  см/с ,̂ R =.\0^ см, >.= 1,841. 
Расчеты выполнены для жидкостей, удовлетворяющих 
в этих условиях критерию

рУИп J
Т

Т а б л и ц а  1.3.1

Жидкость Вода Ацетон Этиловый
спирт

Жидкий
водород Ртуть

,56 1,63 1,90 2,30 2,51

Поэтому наряду с формулой (1.3.9) в дальнейшем 
будет использоваться приближенная формула

R  R•Re''’ 1 +
ДЛ >

Fr R

I \<дл>^
(1.3.10)

Формулы (1.3.9) и (1.3.10) обнаруживают сильную 
зависимость коэффициента трения от амплитуды коле- 

ДЛбаний. Так, при 0 | 3 , , , со  и граничное условие

(1.3.2) вырождается в обычное условие прилипа­
ния. С точки зрения механики процесса, это 
очевидно. Из (1.3.10) сле­
дует, что для быстрых дви­
жений

а .
<  ДЛ > -1/3

а для «медленных»
ДЛ

Р. а-,
R

т. е. в условиях квазистацио- 
иарности влияние амплитуды 
проявляется наиболее отчет­
ливо.

1.3.6. Приведем ещё оцен­
ку из.мсисния во времеип тол­
щины пристеночной пленки в 
связи с тем, что р» сильно 
.зависит от б.

Рассмотрим элемент п,пенки (рис. 1.3.3), ограничен­
ный твердой стенкой (хг =  0), свободной поверхностью,
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уравнение KOTopoii б =  6(xi, /), и некоторыми контроль­
ными поверхностями лу =  .V|,-i и л'| =  .Тц, расположенны­
ми достаточно близко друг к другу. Пусть течение жид­
кости описывается стационарными уравнениями 
Прандтля

дЧ1, , . ^ (1.3.11)
дх\ р (5a' i 

дхо

' ^  +  / =  0;

= о

и граничными условиями

=  0 ; /т =  - ири Xj =  S (л-,, /■); (1.3.12)
дхп oxf

ц,  =  о п р и  =  0.
На контрольных поверхностях зададим расходы жидко­
сти и свяжем их уравнением неразрывности вида

Ч-̂ ,̂o,0

Решение (1.3.11) при условиях (1.3.12) есть

.v.,0
V t  дх -̂ I \ 2

Из уравнения неразрывности и.меем, рассматривая t 
как параметр:

.'Ti 4xu„t)
* дЬ [■
— rfx, =  [и, (л-,о, X., / ) - Ц ; ( х , , .  .V.., OJdxj -

и
Ч-̂ м.О

I « l ( X | i ,  А-.,, t)dx.,.

Чх̂,„ О
Переходя к пределу при \ х  = | х,8 — .v,, j 0, осред-

Л ■ - '{няя на Дх величину — и предполагая, что у >> — X
dt р

д̂ о
, получимX
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Ц.3.14)дЬ _ jb̂  дЬ 
дТ '! дх у 

или, используя оценку
^5 ^ с1

дх^ 2 <  ДЛ >
в окончательном виде

^  р

dt 2v <  ДЛ >
Таким образом, интегрируя от некоторого начального 
значения бо, найдем

A - a s  .
8о V ^ < Д Л >  /

В безразмерных переменных это уравнение имеет
вид

; йь 1 4
Fr V

<  ДЛ > \
R ) '  Т

-1/2

(1.3.15)
Из рис. 1.3.4 видно, что за период колебаний Т тол­

щина пристеночной пленки уменьшается менее чем па

Рис. 1.3,4

порядок, что позволяет толщину пленки в процессе 
движения приближенно брать некоторым средним зна­
чением.
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1.3.7. Качественную картину стенания пленки можно 
установить из приближенного решенггя уравнения
(1.3.14) при заданной начальной форме свободной по­
верхности 6(xi, 0), например, в виде линейной функции

8(х„ 0) =  8о +  е-̂ 1. (1.3.16)
Более сложное уравнение начальной формы свободной 
поверхности не позволяет провести аналитическое ис­
следование нелинейного гиперболического уравнения
(1.3.14) .

Так как характеристики уравнения (1.3.14) есть 

dt V
то решение, удовлетворяющее 
ВИЮ (1.3.16), имеет вид

8 =  /(-^1 +  — 8̂2“

начальному усло-

где [ — произвольная непрерывная функция. 
Пусть

Тогда

=  8q -f- Е [ 5^^

1 + V/  1 — 4е-^(оо +  ед:,) /
-'ll 2 —

Если е >  о, то при 
t  =

4/е(8о +  EÂi)
наступает градиентная катастрофа (пересечение харак­
теристик), что означает разрыв решения. Однако случай 
е >  о соответствует физически нереализуемому в рас- 
сматривае.мой задаче профилю пленки, когда ее на­
чальная толщина уменьшается по мере приближения 
к мениску. Поэтому рассмотрим решение при г <  0, 
когда

Г 'V
О =

1 + 4 s^ ( 8 o- ex, ) - / -  1
V

t
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Лсимптотическис решения при

t
4г/ (о„ -  ел:,)

и при

0 > 4г/ (о„ — £Xi) 
имеют вид соответственио

0 =  (3̂ ,_£ДС,)
4v

Ол ех.
г]Ь

(1.3.17)

На рис. 1.3.5 представлена качественная картина 
изменения геометрии пристеночной пленки во времени.

Из (1.3.17) так же, 
как и из (1.3.15) следу­
ет, что за промелсуток 
времени ~  Т толщина 
пленки изменяется при­
мерно на 0,4 её первона­
чальной толщины. Сле­
довательно, на такую же 
величину изменяется н 
коэффициент трения р 
при натекании Ичпдкости 
на стенку по с|)авнению 
со стекапие.м. Однако 
это изменение нами в 
дальнейщем не учитыва­
ется, и коэффициент тре­
ния выбирается некото­
рым средним.

1.3.8. Суммируя вы- 
щеизложенное, будем 
предполагать, что:

а) пристеночная пленка имеет малую толщину;
б) процессы, проис.ходящне в пристеночной пленке, 

в предлолееннон модели учитываются некоторым сред­
ним значением коэффщщента трения р. Время полного 
стекания пленки много больше .характерного времени 
макропроцесса;

Рис. 1.3.5
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в) граничные условия на смоченной поверхности 
сносятся с поверхности твердой границы на внутрен­
нюю поверхность пристеночной пленки н записываются 
в виде

«„ =  0; ^  =  (1-3.18)
о п

Граничные условия (1.3.18) при ^  асимпто­
тически переходят в обычные условия прилипа­
ния (1.3.1). В таком переходе есть аналогия с теорией 
теплопроводности, где граничные условия первого рода 
можно рассматривать как предельный случай гранич­
ных условий третьего рода [20]. .Аналогию с теплопро­
водностью можно продолжить и в таком плане. Извест­
но, что при исследовании распространения тепла в со­
ставных телах для объяснения разрыва в температуре 
на поверхности контакта, который вызван, например, 
неплотностью подгонки, наличием воздушных зазоров, 
но никак не следует из математической модели зада­
чи, вводится так называемый коэффициент термическо­
го сопротивления. Аналогично этому в нашей задаче 
коэффициент трения р в суммарном виде компенсирует 
не учтенные в постановке задачи эффекты в пристеноч­
ном слое жидкости.

§ 1.4. Краевая задача о движении жидкости, 
частично заполняющей полость

1.4.1, Если предположить, что сосуд неподвижен и дав­
ление газа над свободной поверхностью равно нулю,

то в связанной с сосудом 
системе координат о,Хь 
Х2, Хз, когда ось oxi ори­
ентирована перпендику­
лярно плоскости невоз­
мущенной свободной по­
верхности (рис. 1.4.1), 
краевая задача о движе­
нии жидкости, которое 
развивается из некото­
рого начального состоя­
ния

Рис. 1.4.1



и{х,  tn) = м", р(х ,  (о) =р'\  о̂) =
II происходит под дсиктвисм силы /,  имеет вид

—  +  и { \ - и )  — \ ' - п н - v/^ =  — ; 
d t  Re Fr

div и = Q для л: G Q;
a  d tp  „  -  . „H„ =  0, ----= All- для о;

д п

d", . . . .
=  —  +  (“ -v)  

a t

"" B oU o ‘ R,
= =  0 для x ^ y ,

(1.4.1)

(1.4.2)

(1.4.3)

(1.4.4)

(1.4.5)

(1.4.6)

(1.4.7)

где ^  2  'iycos {n, .V;) cos («, Xj)-,
C=1 J .1

П 3

-n-.„ = 2] (rt, X , )  cos ( t , „ ,  Xj)
C.-I /.Л

{ m =  2).
1.4.2. Будем считать, что жидкость совершает малые 

движения, т. е. предположим, что смещения частиц жид­
кости и их производные есть величины первого порядка 
малости. Проведем линеаризацию краевой задачи 
п. 1.4.1, пренебрегая величинами второго порядка мало­
сти. Линейная теория, кроме пренебрежения квадратами 
и произведениями скорости и смещений свободной по­
верхности, позволяет также с точностью до величии 
второго порядка малости граничные условия с неиз­
вестной свободной поверхности лд =  Я +  (̂-Гг, -г,ч, /) 
отнести иа иевозмущеииую границу Zo, уравнение кото­
рой есть

 ̂ лд =  Я,
Таким образом, в линейной постановке краевая за­

дача имеет вид

ди  1 I 7
d t  Re Fr

div и =  о для X 6 Q;

(1.4.8)
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«П = 0 ,
д U-,

д п
"ill- ДЛЯ д : б 5 :

2 дп^ — ^ (   ̂ 4--L 
Re d X. “  Во t e  R-,

djh dĵ  ^ р = о-
д X, dxi ’ д Хз дx^

(1.4.9)

(1.4.10)

м, (Я, X,. лгз, О =  v :  ->̂g2 o;
о t

J_

R .
дК

б х ‘
J _

R .

дК
dx'i

(1.4.11)



ГЛАВА II

ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ 
В ЗАДАЧЕ О ДВИЖЕНИИ ЖИДКОСТИ 

СО СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ

Известны различные методы приближенного и чис­
ленного решения задач MaTe\faTH4ecKoft физики, каждый 
из которых в конкретных условиях имеет свои достоин­
ства II недостатки.

Как правило, численные методы приводят краевую 
задачу к эквивалентной системе алгебраических уравне­
ний определенного вида. По определению С. Л. Соболе­
ва [37], такие методы называются прямыми. При приме­
нении пря.мых методов ис.ходная непрерывная система 
редуцируется к системе с конечным числом степеней 
свободы. Естественно, что при такой редукции долж­
ны сохраняться основные свойства задачи и решения.

Прямые методы решения задач математической фи-- 
знкн можно в основном разделить на два класса.

1. Методы, основанные на разложении решения 
в ряд по функциям, заранее удовлетворяющим опреде­
ленным требованиям.

2. Методы, основанные на дискретизации исходной 
краевой задачи и нахождении решения в конечно-раз­
ностном виде.

В работе Куранта [47] на примере для двумерного 
уравнения Лапласа было показано, что применение 
в вариационном методе кусочно-линейных базисных 
функции приводит к обычной пятиточечной конечно-раз- 
ностнон схеме.

Такн.м образом была указана фундаментальная 
связь между вариационными и конечно-разностиымн 
подходами в решении задач математической физики.

Поскольку основные проблемы механики подчи­
няются, как правило, некоторым варнациоины.м прин­
ципам, то естественно сделать попытку построить еди-
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иую сквозную теорию постановки и построения метода 
решения задачи о движении жидкости со свободной 
поверхностью на основе вариационных принципов и ме­
тодов, не налагая предварительного ограничения иа 
свойства жидкости (вязкая — невязкая) и харакетр ес 
течения (линейная — нелинейная теория).

В этогг главе сначала рассматривается применение 
вариационного принципа Лагранжа для постановки за­
дачи. Затем, следуя в основном работе Г. И. Мар­
чука [22], с помощью минимизации вариационного 
уравнения Лагранжа формулируются вариационная, 
разностная и вариационно-разностная задача о двпже- 
Ш1п жидкости со свободной поверхностью.

Такой подход, сохраняя единообразие в методологии 
постановки задачи и построения вычислительных про­
цедур, обеспечивает в то же время определенную 
свободу в выборе конкретного метода решения задачи 
с учетом се характерных особенностей.

§ 2.1. Вариационный принцип Лагранжа

2.1.1. Построение вариационного принципа для за­
дач днпамики реальной жидкости со свободной поверх­
ностью основывается на фундаментальном нсследовапип 
Лагранжа. Нами будут использованы конкретные ре­
зультаты, приведенные в монографии Дж. Серрина [36]. 
Известен еще ряд исследований, посвященных построе­
нию вариационных принципов для реальной жидкости, 
среди которых в первую очередь необходимо отмстить 
работу В. В. Румянцева [33].

Переходя к формулировке вариационного принципа 
для вязких несжимаемых жидкостей со свободной по­
верхностью, реология которых подчиняется уравпеппю 
(1.1.1), будем предполагать, что па твердых границах, 
взаимодействующих с жидкостью, выполняется условие 
прилипания

и [х, I) — О для X (■ S.

Прежде всего получим выражение для вариации ра- 
6t)Tbi 6Л| ,  проводимой впешпимп силами / и силами 
виутренпего трения, которые обусловлены вязкостью 
жидкости. Для упрощения выкладок будем предпола­
гать. что силы поверхностного иатяжеиия пренебрежимо 
ма.'пя по срапиеиию с иперциониыми и вя.зки.ми. В про­
зе



тивном случае во всех выкладках необходимо было бы 
учитывать еще вариацию работы Л ^

8Л-, =  f Лрп ■ oxds,

где

Если через бл:(л:, /) обозначить виртуальное переме­
щение жидкой частицы, которая в момент времени t за­
нимала положение х =  {хи Хг, Хз}, и если потребовать, 
чтобы 8х была непрерывной и ограниченной в области 
(̂  =  Q +  5 -f-2 функцией, которая, кроме того, удовле­
творяет условию

Ьх {х, i) ~  О для X 6 5, (2 . 1. 1)

.то виртуальная работа жидкости 6Л|, на перемещении 
бх запищется в следующем виде:

= ( f ,  b x ) d Q ~  ^ (.^y'-,\;7-r7x)dQ, , (2.1.2)

где у-8л: — тензор с компонентами doxj
дх:

- (у 8 х ) , . . ,

тензор напряжений
Р о;

Р — тензор давлений; а — тензор скоростей деформа­
ции с компонентами (1.1.2); (;) — скалярное произведе­
ние тензоров (первый инвариант).

Определим далее работу сил инерции на виртуаль­
ном перемещении б.т формулой

ЬА. Y da 
\ dt

, 8x)f/Q (2.1.3)

и в соответствии с принципом Даламбера приравняем 
нулю сумму

6 (Л 1 -f- Лг) = 0 ,

обозначив ее как вариацию некоторого функционала

8 / „  =  р
dll j \  , 1 ^— —/  -ох-!-----г/ ; ус-х)
dt / р

dQ. (2.1.4) 
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функционал /о уравнениями Эйлера имеет уравнения 
движения Навье-Стокса в форме Коши

— - - d i v c 2 r = /
dt р

(2.1.5)

и динамические граничные условия на свободной по­
верхности ■ ..

"пп ~  '•Л-, =  "л-j =  О-
Здесь п, Ti, Т2 — нормаль и касательные к S.

'  Причем минимум функционала достигается на пере­
мещениях бх, удовлетворяющих условию (2.1.1). Сле­
довательно, для того, чтобы функционал /о применить 
к исследованию движения жидкости, необходимо потре­
бовать, чтобы перемещения бх удовлетворяли еще ки­
нематическому граничному условию на свободной 
поверхности (1.2.2), а также уравнению неразрывно­
сти (1.1.4).

Эти требования к перемещениям бх можно ослабить, 
в частности, не требовать заранее выполнения условия 
непрерывности течения, если воспользоваться теорией 
множителей Лагранжа. Рассматривая уравнение не­
разрывности как голоно.мную связь, наложенную на 
систему, сконструируем функционал вида

8/  =

Q

du , - \  
dt  /

(/, Ьх) -  v(a; v-ox)

rfQ, ( 2.1.6)------dlvox
P

где л — неопределенный множитель Лагранжа.
В этой формуле член div б.г выполняет роль урав­

нения непрерывности, так как

—  — «(.V, /).
dt  ̂ .

Из (2.1.6) следуют, во-пс|П)ы\, уравнения движения
dll
dt

-  , 1 . 7
-  v y - / /  у / .  = / ,

которые совпадают с (2,1.,5), если /. имеет смысл дав­
ления (р), и, во-вторы,\,— динамические граничные ус­
ловия на свободной новерхностн. Присоединяя сюда
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еще уравнение непрерывности (ограничение по Лаг­
ранжу), получим таким образом из (2.1.6)

du VP -7
dt p
divи = 0 для x ^ Q \

- ^  +  2va„„=0;
P

(2.1.7)

(2. 1.8)

Олт.=з„^, =  0 для л:6 s .  - (2.1.9)
Следовательно, функции, удовлетворяющие услови­

ям прилипания на тверды.х границах (1.3.1) и кинема­
тическому граничному условию — на свободной поверх­
ности (1.2.2) II доставляющие стационарное значение 
вариационному уравнению (2.1.6), являются решением 
уравнений движения (2.1.7) и уравнения непрерывности
(2.1.8) при динамических граничных условиях (2.1.9) на 
свободной поверхности.

В заключение важно отметить, что вариационный 
принцип (2.1.6) сформулирован для некоторого мгно­
венного состояния жидкости, которое характеризуется 
определенными полями скоростей и давления, а также 
фиксированной конфигурацией свободной и смоченной 
поверхности.

§ 2.2. Частные случаи

Ниже рассмотрены частные случаи сформилуро- 
ванного вариационного принципа (уравнения), когда, 
во-первых, задача линеаризована и, во-вторых, когда 
жидкость идеальная, а внешние силы обладают потеи- 
цноналом II движение безвихревое.

2,2.1. Линеаризованная краевая задача о движении 
вязкой жидкости, частично заполняющей сосуд, приве­
дена в и. 1.4.2.

Вариация функционала, который свои.ми уравиення- 
ми Эйлера имеет краевую задачу (1.4.8) — (1.4.10) 
при т о и р со есть

5/ = —  , сх ) Н- V (з; у.ох) ■ div ох

-  (/, dQ 0.
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Причем здесь поверхность S +  2, ограничивающая 
объем Q, занятый жидкостью, совпадает во все время 
движения [/i, 2̂] с этой поверхностью в невозмущенном 
состоянии, II граничное условие со свободной поверхно­
сти Xi =  Я -f g(x2, л'з, t) сносится на поверхность 
Xi =  Н. Следовательно, заранее удовлетворять кинема­
тическому граничному условию на свободной поверх­
ности не нужно.

2.2.2. Предположим теперь, что силами вязкого тре­
ния можно пренебречь по сравнению с инерционными 
силами. Тогда вариация функционала (2.1.6) есть

dll , VM = 0. (2.2.1)3 / =  +
\d t Р

Отсюда при условии, что течение удовлетворяет нало­
женным на него кинематическим связям и граничному 
условию на 2, следуют уравнения движения

dll . ■̂ р -f -  г-----Ь —  =  /  для X eQ
dt  р

II динамическое граничное условие на свободной по­
верхности

р =  о для X 6 2-
Пусть теперь еще массовые силы обладают потенцно- 
палом

7 = V ^ ,  u  = - i x ,
II течение жидкости безвихревое. Введем в связи с этим 
потенциал скоростей Ф

и =  уф {x,t)
II потснционал смещений

А- =  О -

Тогда, учитывая,что
duи X  (V  X  « )  =  О и —  =  V  
dt

дФ
d t

юлучим из (2.2.1) равенство
(9Ф 1

d t
(уФ)= +  /^, ySTdQ +
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+  j ‘A^5'Frfs =  0,

из которого при условии

дп
О при л: (: 5

следуют уравнение для давления 
Р
Р

(?Ф 1 при л: 6 Q

= V Ф, 

(2.2.2)

(2.2.3)

и граничное условие на свободной поверхности 
/7 =  0 при л: б

Так как из уравнения непрерывности, когда и = 
следует

_  о для тс 6 Q,
то на свободной поверхности имеет место условие

4 т  +  7 Г  +  У =  о  п р и  X  6 2 -д t 2
Таким образом, вариационное уравнение (2.1.6) 

в случае потенциональиого движения идеальной жидко­
сти приводит к задаче нахождения гармонической 
в Q функции Ф(х, /), которая удовлетворяет на сво­
бодной поверхности условию (2.2.3). Причем, как сле­
дует из п. 1.4.3, вариации потенциала 'F должны быть 
предварительно согласованы с кинематическим гранич­
ным условием на свободной поверхности и условием 
непротекаиия на смоченной поверхности,

Очевидно, что если движения жидкости бесконечно 
малы и в этом случае выполняются соотношения

дФ при Х|
d t  d t д X,

то вариационное уравнение (2.1.6) своими уравнениями 
Эйлера имеет соответствующую линейную краевую за­
дачу, и не требуется накладывать никаких предвари­
тельных ограничений на варьируемые функции.

Кроме того, в этом случае следствием потенциаль­
ности поля скоростей является потенциальность поля 
давлений, т. е.

(х, /) = О при X (: Q.
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§ 2.3. Вариационные принципы Гамильтона и Бейтмена 
в задачах о потенциальном движении 

идеальной жидкости

Математическая формулировка задачи о потенци­
альном движении идеальной жидкости сводится к крае­
вой задаче, выписанной в п. 2.2.2.

Непосредственное решение задачи в общем случае 
представляет непреодолимые и математические трудно­
сти в сдязи с тем, что:

— на свободной поверхности заданы нелинейные 
дифференциальные соотношения;

— оператор задачи терпит разрыв на ЛТК;
— решение задачи разыскивается на поверхности, 

область изменения функции которой заранее не 
известна.

К формулированию вариацпоииых принципов, кото­
рые своими уравнениями Эйлера имели бы исходную 
краевую задачу, когда на варьируемые функции не на­
ложены какие-либо ограничения кроме требований 
гладкости, ограниченности, общего подхода ист. По­
строение таких принципов, по словам Д. Упзема [38],— 
процедура, похожая на эксперимент.

В применении вариационных методов к решению 
краевых задач нужно иметь в виду две стороны вопроса: 
во-первых, выбор вариационного принципа, который 
обеспечил бы построение наиболее подходящего функ­
ционала, и, во-вторых, выбор наилучшего для данных 
условий метода минимизации функционала.

Очевидно, кроме того, что всегда важиеСпией проб­
лемой применения вариационных .методов является 
обеспечение численной устойчивости задач линейной 
алгебры, к которым приводит тот или imoii метод ми­
нимизации функционала.

Наиболее широко известный при исследоваипи дви­
жения потенцноналы1Ых ньютоновых систем принцип 
Гамильтона не позволяет построить эффективные ме­
тоды решения иелиие|"п1ой задачи по тем же причинам, 
что рассмотренный выше принпип Лагранжа. Это вы­
звано тем, что заранее удовлетворить решение кинема- 
тическо.му граничному условию па свободиоГ| поверх­
ности в общем случае нельзя. В связи с этим здесь 
наряду с принципом Гамильтона описан принцип Бейт­
мена, развитый для задач динамики жидкости со сво­
бодной поверхносп.ю .Пшоком [30].
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2.3.1. В соответствии с принципом Гамильтона дей­
ствительное движение потенциальной системы за про­
межуток времени —1\ является экстремалью функ­
ционала /|, когда функция Лагранжа есть действие по 
Гамильтону (разность кинетической и потенциальной 
энергии)

L, =  7—П.
Однако если построить функционал по Гамильтону

*а
Л =  I  ( 7'-П) at. (2.3.1)

где

Г  =  - р
2 (vФ)^ dQ\

T l = j - p j  \ r. d̂s-.

то от функций, его минимизирующих, необходимо по­
требовать, чтобы они были гармоническими, удовле­
творяли кинематическому граничному условию на сво­
бодной поверхности, а условие на S должно быть од­
нородным. В этом случае при вычислении вариации h 
варьируется и область Q в связи с тем, что граница 2 
является неизвестной. Вариационное уравнение, полу­
ченное из принципа Гамильтона, имеет при этом 
вид [30]

8/ , =
л

—  +  — (v‘i')" d t  2
Kdsdi  =  0. (2.3.2)

В связи с вариационным методом, который построен 
на основе принципа Гамильтона для нелинейной задачи, 
необходимо отметить два момента.

Во-первых, экстремали функционала (2.3‘. 1), которые 
являются решением исходной задачи, должны быть 
выбраны из класса функций, удовлетворяющих кинема­
тическому граничному условию на свободной поверх­
ности. Это имеет принципиальное значение, поскольку 
это условие является очень сильным и фактически не 
позволяет использовать пря.мые методы для эффектив­
ного решения задачи в общем случае.
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Во-вторых, вариационное уравнение (2.3.2) не учиты­
вает кинематику растекания жидкости по смоченной по­
верхности. Это связано с тем, что в функционале (2.3.1) 
фактически не учитывается переменность области опре­
деления 2, так как принцип Гамильтона приводит 
к уравнениям Эйлера, которые дают решение задачи 
в окрестности 2о с точностью 0(6^^), т. е. с той же 
точностью, которая обычно достигается при исследова­
нии нелинейных колебаний жидкости в сосудах асимп­
тотическими методами.

2.3.2. Если исходная краевая задача может быть 
линеаризована, когда кинематическое граничное усло­
вие является только уравнением для определения сво­
бодной поверхности, можно построить функционал, 
аналогичный функционалу по Гамильтону, который сво­
ими уравнениями Эйлера имеет исходную краевую за­
дачу. Таким образом, минимизация этого функционала 
проводится на классе функций, на который не нало­
жены никакие условия (кроме обычных условий для 
миниминизирующих последовательностей).

Действительно, рассмотрим функционал

t, Q
Здесь 2о — невозмущенная свободная поверхность.

Пусть Ф сообщает минимум функционалу /[Ф]. 
Рассмотрим значение функционала для функции Ф-f-aii, 
где т] — любая непрерывная вместе со своими производ­
ными в Q функция, обращающаяся в нудь на границах 
интервалов [/i, /г]. При малых а функция Ф-Г ит) сколь 
угодно близка к Ф и, кроме того,

/[Ф] ^ / [ Ф -f ail].
Из определения вариации

/ [ ф - г н )  = 0
J o t - 0

dt. (2.3.3)

57 =
do.

получим
и

X

X [̂ds dt =  Q. (2.3.4)
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в  соответствии с основной леммой вариационного 
исчисления [14] находим, что из (2.3.4) следует таким 
образом, что уравнениями Эйлера для функцио­
нала (2.3.3) является исходная краевая задача о малых 
гравитационных колебаниях ограниченного объема 
идеальной несжимаемой жидкости со свободной по­
верхностью, когда силами поверхностного натяжения 
можно пренебречь.

Таким образом, нахождение решения исходной крае­
вой задачи свелось к вариационной задаче вида: внутри 
некоторого класса допустимых функциональных аргу­
ментов найти функцию, экстремальную для функцио­
нала I.

2.3.3. Принцип Бейтмена [45], сформулированный 
для задач газовой динамики, оказался и наиболее об­
щим вариационным принципом для задач потенциаль­
ного течения несжимаемой жидкости со свободными 
поверхностями й имеет для этого случая вид [50]

о/о =  8 I" I  pdQdt = 0. (2.3.5)
<. Q

Идейная сторона принципа Бейтмена строго удовле- 
■творяет всем требованиям классических вариационных 
принципов, рассматриваемых аналитической механикой.

Во-первых, в принципе Бейтмена так же, как в ана­
литической механике, действительное движение на ин­
тервале времени [Л, /г] выделяется из кинематически 
возможных как результат экстремальных свойств функ­
ционала (2.3.5). Во-вторых, пз интеграла Бернулли 
следует, что

(уФ)'  ̂ +  — const,
2 р

т. е. давление можно интерпретировать как кинетиче­
скую энергию единицы объема.

И, наконец, из теоремы Кельвина о миипму.ме энер­
гии [25] следует, что безвихревое движение в одно­
связной области происходит с минимально!'! по сравне­
нию с другими движениями кинетической энергией.

Используя выражение для давления в жидкости 
при потенциальном течении, покажем, что функционал, 
основанный на применении принципа Бейтмена

—  +  — (уф)' +  JXi d t  ' 2
h  =

Л Q

dQ dt, (2.3.6)
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своими уравнениями Эйлера имеет нелинейную краевую 
задачу без каких-либо ограничений на виртуаль­
ные изменения бФ, б̂ , кроме стандартных требований 
их непрерывности вместе со своими, первыми производ­
ными, ограниченности и того, что

бФ =  б  ̂=  О при t =  t\, (2 .
Варьируя (2.3.6) с учетом переменности Q, в силу 

того, что  ̂— неизвестная функция, получим

- f (ЗЗФ dQ +
П Q

J d t
Q “О

-f f ,]  SWs jdil = 0

ИЛИ после интегрирования по частям

( _ |  v 2 ф .8ф д > Q _ |

/ . у  1

<?ф , 1 , ,------ — (^ф)» -I-
2

d x j

+ Kds\ dt = 0. (2.3.7)

Так как бФ, б  ̂ могут быть выбраны произвольно 
II независимо, то из последнего выражения следует пол­
ная система уравнений и граничных условий для рас­
сматриваемой краевой задачи.

2.3.4. Функции Лагранжа в принципе Гамильтона Lj 
II в принципе Бейтмена L2 отличаются следующим 
образом:

Q
II соответствующие функционалы будут равны толь­
ко в том случае, если Ф есть решение рассматриваемой 
задачи, т. е. удовлетворяет законам сохранения, и если, 
кроме того, средними на интервале [/i, /2] значениями

интегралов I ---- dQ и — (Dds можно прене-
J d t  j  d t
Q i:

бречь [38].
Интересно отметить, что линеаризованная краевая 

задача следует из (2.3.7), если там пренебречь квадра- 
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тичнымн членами, однако принцип Бейтмена ие приво­
дит к правильному результату, если непосредственно 
в исходном выражении (2.3.6) использовать формулу 
для давления в линейном приближении

р_
Р dt  ̂ '

Вариационный принцип Лагранжа, обеспечивающий 
решение задачи для идеальной жидкости при более 
сильных ограничениях на вариации исходных функций, 
чем принцип Бейтмана, и при тех же ограничениях, что 
и принцип Гамильтона, имеет функционал, который 
в общем случае не приводится к функционалу Гамиль­
тона. Функционалы по Лагранжу и Бейтмену эквива­
лентны только в случае малых движений жидкости, 
когда свободную поверхность можно заменить плос­
костью.

В‘ самом деле, заменим в (2.2.1) — -Ьх по форму-
dt

ле
5,- du d 1 » 9Ьх- — =  — i u -b x ) ------

dt dt 2
и, интегрируя по времени на интервале [^ь /г], а также 
используя интегрирование по частям с учетом перемен­
ности границ области Q, получим

j  I  +  I  pbi-d's — ^  (M-V)X

X {и• 8,аг) dQ — _  f  .Ьх— —  - Ьх 
2 Р ,

d Q ^ t .

Будем предполагать далее, что
X =  уТ, оде = — у8Ф;

7 = v f / ,  u = - j x ,
и, кроме того,

8Ф =  0; 8х =  0 для и при t = ti, to. 
В этом случае

5 Г  =  ^  J  3 (у ф )2 й ? Р  +  у  f  ( v ® ) ^  S W s;

(2.3.8)
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I
(u-v)(u-bx)dQ =

Ivf/-^8TrfQ
4 '-I

V8T) ^ds-,  
a t

bcrds.

и (2.3.8) приобретает вид 
и

3/ == Г Ts (Г -  П) -  Г ̂ ’‘p - W d Q  -  Y  I  (V^)' SWs d t .

Таким образом, разность вариаций функционалов 
Гамильтона

/, = j V  -  П) d t

и Лагранжа

d tЫ -  8/i “  j  j  (уф)' 8Ws +  J  +  /г y^ds

л S ъ
обращается в нуль только при линейной постановке за­
дачи. Аналогичный вывод следует и при сравнении 
вариаций функционалов Лагранжа и Бейтмена

8 / - 8 / , j'.ff. £
2— Ч -2 /С -|--(у Ф )'

d t  2
K d s d t  =

Я
§ 2.4. Вариационный (проекционный) метод Галеркина

В этом параграфе мы остановимся на основных 
положениях вариационного метода Галеркина, который 
благодаря своей большой универсальности широко ис­
пользуется для решения краевых проблем математиче­
ской физики и В связи с тем, что для решения многих 
задач механикщ сплошных сред (в частности, задачи
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о течении жидкости со свободной поверхностью) он мо­
жет рассматриваться как способ реализации вариацион­
ного принципа Лагранжа.

Т. е. если при вариационном подходе к исследованию 
краевой задачи принцип Лагранжа можно рассматри­
вать как способ постановки задачи, то метод Галер- 
кина является естественным продолжением этого ис­
следования на этапе решения задачи.

2.4.1. Метод Галеркина решения дифференциального 
уравнения в частных производных

Lv—f =  0 (2.4.1)
при определенных граничных условиях, где v =  
=  y(xi, Х2 , ...)— искомая, а /(х,, хг, . . .)— известная 
функции, применяется для операторов L не обязатель­
но самосопряженных и положительных [26].

Если решение (2.4.1) аппроксимировать в виде раз­
ложения искомой функции v{x) в ряд

v(x) =

в котором элементы последовательности {шп} принад­
лежат области определения оператора задачи Da , 
и ограничиться в этом ряде первыми N членами

N

(2.4.2)
П=1

то решение задачи (2.4.1) по Галеркину означает орто- 
гоналпзацню невязки

вызванной заменой в (2.4.1) точного решения о (.г) при­
ближенным (2.4.2), к элементам соп(х) 6

В результате решение исходной краевой задачи за­
ел̂)меняется нахождением решения ah системы линейных 

алгебраических уравнений
N

п) -  (/. =  О (2.4.3)
Ш=>1

(п =  1, 2, ... N).
Важно отметить, что последовательность функций 

{ш„} выбирается в области определения оператора за- 
задачи А, т. е. функции ©„(х) в это.м случае обязатель-
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но должны удовлетворять кннематическ|Ы (главным) 
граничным условиям, в то время как динамические 
(естественные) граничные условия заранее могут и не 
удовлетворяться.

Метод Галеркина распространяется и на нестацио­
нарные задачи. При этом неизвестные коэффициенты 
fljW (п =  1, 2, ...N) в (2.4.2) нужно считать функция­
ми времени, а система алгебраических уравнений (2.4.3) 
заменяется системой обыкновенных дифференциальных 
уравнений относительно (/) (п =  1, 2, ... /V). Необхо­
димо при этом задать еще соответствующие начальные 
условия.

2.4.2. Между уравнениями (2.4.3) и вариационным 
уравнением Лагранжа (2.1.6) существует прямое взанмо- 
отнощенне, несмотря на то, что первые получены из чис­
то математических соображений, а вторые — из рас­
смотрения одного из основных принципов механики — 
принципа Даламбера.

В самом деле, достаточно в (2.1.6) положить
N

X
Л =  1

(W )
"л. Р =--

n~Ni
и воспользоваться соотношениями 

^ д I
Jmd

Л =  1

N

Ьх
л = I

д х
да!'п̂

ĈLfi ,

Ьа̂пт

(2.4.4)

(2.4.5)

чтобы получить совпадение (2.1.6) н (2.4.3).
Следовательно, вариационный метод Галеркина мож­

но рассматривать как метод минимизации вариационно­
го соотнощения Лагранжа (2,1.6).

§ 2.5. Построение вариационно-разностных 
разностных схем решения на основе вариационного 

принципа Лагранжа

Ограничимся рассмотрением линейной задачи в дву­
мерной нестационарной постановке. Все выкладки, про­
веденные в этом параграфе, могут быть распростране­
ны и на трехмерную постановку. Однако это потребует
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громоздких выкладок н не приведет к принципиально 
новым результатам.

Математическая формулировка рассматриваемой 
здесь постановки сводится к следующей краевой зада­
че (§ 1.4):

1—  V и
Re

^  =  0;
Fr

д а
T t
div и ~ Q  в обл. Q;

ди^  ̂ du2 
Redx:, ’ дхо дx^ 
dt

(2 .5 .1 )

0 ;

dt
=  м, при Xi =  Н\

о при д; б 5.
Вариационное уравнение (п. 2.2.1) для линеаризован­

ной задачи (2.5.1) тождественно совпадает с методом 
Б. Г. Галеркина, если воспользоваться определением 
вариации (2.4.5) и если решение разыскивается в виде 
ряда по координатным функциям, удовлетворяющим 
кинематическим граничным условиям. При этом необ­
ходимо еще добавить связь по Лагранжу — уравнение 
неразрывности

[ div и •Ьx^^dQ = 0

или
I" div м-ox, dQ = 0.
Q

25.1. Покроем область Q сеткой Q'‘ из одинаковых 
(длг простоты) ячеек к форме многоугольников Q,.-, 
iianpiiMC|), квадратов, треугольников и т. д. Определим 
в каждой ячеГнче (конечном элементе) функпии 2.,(х) 
так1 С, что они непрерывны в Q,, и обращаются в нуль 
)ia е.'о границе, а в вершине s П., =  1.

Эти функции обладают своеобразным свойством 
полюты в том с.мысле, что любая непрерывная в Q 
фунчцня (р(,г, /) .может быть аппроксимирована разло- 
жетем вида

'Нх,  О
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где q p s ( 0 — значение функции ф в s - m узле сетки 
в момент времени /.

Будем разыскивать решение задачи в виде

Ti(x, О =  (2.5.2)
S

р ( х ,  t) =
S

и пусть, кроме того,

ох = s 2 [ ^ i  (2.5.3)
S

После этого система алгебраических уравнений, 
полученная по Галеркину, определит решение задачи 
U\, U2 , р в узлах сетки s на линеале, натянутом на ба­
зис пространства кусочно-линейных функций Q.,. Эта 
система эквивалентна некоторой разностной схеме. Ба­
зисные функции Qs аппроксимируют при этом решение 
между узлами сетки, а выбор вида функций й., опре­
делит характер аппроксимации.

Таким образом, реализация вариационного принци­
па Лагранжа приводит к построению вариационно-раз­
ностного метода (метода конечных элементов) решения 
задачи (2.5.1).

Вариационный принцип Лагранжа позволяет пост­
роить и конечно-разностную схему решения исходной 
дифференциальной задачи. Причем вид разностной схе­
мы существенным образом зависит от топологии сетки. 
Для численного исследования конкретных задач рас­
смотрим два варианта построения конечно-разностных 
аппроксимаций исходной задачи.

2.5.2. Построим разностную аппроксимацию краевой 
задачи (2.5.1) с помощью вариационного подхода, когда 
сетка Q* является квадратной с ячейкой размера /г и ког­
да базисные функции Qj,(ic) принадлежат пространству 
Соболева . В дальнейшем будет видно, что для рас­
сматриваемой задачи достаточно, чтобы ЙДх) б J . 
Пусть область Q — прямоугольник

О ih X, Н- N =
Н

О <  /Л =  Х2у< 1; / =  0,1,... М; М =
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Выберем функции Qij(x) (в этом случае i, / — коор­
динаты s-ro узла сетки в прямоугольной системе коор­
динат о, Хи хз) в виде (рис. 2.5.1)

-= О), (2.5.4)

где
Рис. 2.5.1

1̂ ( - ^ l i )  ^

{X2i) -

Л

10 при 0 <  дг, <  Xii-i\
V
^о{Хи) при ^

= л
ш (->f1i) при Х и <  Xi-4.Xyi+i;
0 при <  дс, <  Я;

0 при 0 JCo JCoj — ll
V

“̂ 2 (Xtj) при X2J—I Х2 ^  Х2)\
Л
“2 (-«27) при Х2 j X2 -^ X2J+1 ',
0 при X-iJ+i ^  1;

V JCт - Х 71.

Xm l ~  X 1
т. ̂  —1

п (т = 1,2: 1 = 1, у).

Используя решение в виде (2.5.2) и учитывая
(2.4.5), получим из вариационного уравнения следую­
щую систему обыкновенны.х дифференциальны.х урав-
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нений относительно неизвестных функций времени

N - \  M- l

S  2  + l^m ij  - \ - P i j  Ч" f l j )  =0
/=1 y-1

(2.5.5)

(m =  1, 2; k =  1, 2, ... TV—I; / =  1, 2, ... M — l).
Здесь введены обозначения

Q,^Q,,dx,dx,; (2.5.6)
4 , 1 - 1

dij
' ' = 1

btj =  — —Re
>̂ I,/-l ■'̂ 2,7-1

dx\dx}
Q^idx^dx^-,

•̂ 1,1+1 - .̂y+i
___I'miy —

dQ„
dx„

dxidxn

(ni =  1, 2).
Учитывая свойства базисных функций (2.5.4), коэффи­
циенты b'lj с помощью формулы Грина можно пред­
ставить в виде

,к1 1
^  Re

r̂Klbij
. i l , l + l  Л-2,7 + 1

д
"дх

.il.i—1 1-2,7-1

buy+  ^2/7;

dQ,j
дх„

(2.5.7)

Коэффициенты (2,5.6.), (2.5.7) отличны от нуля толь­
ко при одновременном выполнении условий

<  1; I/—/1 <  1.
Из (2.5.7) видно, что для применения метода Галер- 

кина при выборе базисных функций достаточно ограни­
читься требованием непрерывности только первых их 
производных. С другой стороны, для того, чтобы удов­
летворить одновременно н уравнениям движения и ди­
намическим граничным условиям на свободной поверх­
ности, базисные функции должны выбираться из класса 
функций, удовлетворяющих (кроме названных выше
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свойств) еще свойствам полноты на свободной поверх­
ности.

с'“ - ̂mij
Ниже приведены значения коэффициентов а1}, b^ij,

afj иЬ\ц

Ч  i
к  — 1 к к +  1

j  \

1 - 1 А'
36 9 36

1
9

-Л ^
9 9

/ +  1 36 9
Л2
36

/ \
к — 1 к к +  1

1 -  1 1 1 1
6 3 6

1 2 4 2
3 3 3

/ +  1 1 1 1
6 3 6

Ьк1 /~>к1^\Ц

Ч  i
к  — 1 к ЛГ+ }•

J  \

1 -  1 1 2 1
6 3 6

1
1 4 1
3 3 3

/ +  1 1 2 1
6 3 6

к — 1 к к +  1
У ч

1 - 1 h

~ 1 2
0 h

12

1 А 0 А

1 +  1 /г
12

0 А
12
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пК1
'2ij

\  г
к — 1 к л: +  1

j  \

/ -  1 h h Л

12 3 12

/ 0 0 0

/ +  1 /1.
12

h
T

Л

_ 12

Уравнения движения (2.5.5) в индексной форме 
с учето.м значений коэффициентов, приведенных выше, 
имеют вид (например, для составляющей скорости U\)

4 • I 2 2 U\ij-\
---- U u j  ---- ---------------------------------------------------------------------------------- h
9 9 2 9 2

4  J_ ( ~r 1̂, i—l.y+1 I ^l,/+l,y-l
Fs i 2 2

__ J_ / ̂  + ~r _ 1̂, /4-1,y+1 — 2
Re [ V 3 ^  6 ' Л '

»l,f,y' + l +  ^̂ 1,1—1 4 + 1  , J_ _ U\,i+\j-\ —  2uuj--j -j~
6 '

h-
2  Uu.j-\-\— 2 и и у  +  , 1

3 1 ?

6 ■ /t*

h'^
, 2 , 

+ ?  i

1 P m . y  t-i — , 1 P i - ^ \ , j - \ — P i - \ j - \  ,
IF 2Л 2Л

+  f i j  =  0.
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Очевидно, что это выражение есть конечно-разност­
ная аппроксимация по пространственным координатам 
первого из уравнений (2.5.5) (для т — 2 получается 
аналогичное выражение) на девятиточечном шаблоне, 
если в узлах сетки заранее приняты следующие аппрок­
симационные выражения для функции q)(xi, хг) и ее 
производных:

4 2? (■*11. X,j) =  — (fij +  — 9i+hj +  ?/-!,/• I 2

X ?Лу'+1 +
9 ‘ 4 ' 9 ^

X ?(-l,y+ l +  <Pi-l-l.y-fl

dv
дx^

d'^
d X,

dx\

.r, .l-,i

.v,».V2y

x., = x.2j

3 dx^ 6 V ^x , d x^

—  4- J_ / 4_ .
3 d x.j 6 \ d X., dx-2

_}_ J_  / ^~У'.У-Н _j_ ‘̂ ^yyy-i
3 (3x5 d x l

d x '̂ Х , - Х ц  

X,= X2i

_  2 д^г-i 1 / g^yi^i.y .
3 d x.̂  6 V (3 x'  ̂ (3x?

Таки.м же образом выписывается разностный аналог 
уравнения неразрывности.

Чтобы завершить построение разностной схемы ре­
шения-задачи, нужно, во-первых, провести дискретиза­
цию искомых функций по времени, т. е. предположить, 
что

0 < ^  =  л т < Г  ( п ^  0,1,... —  ̂ ;

Uij{t) =  Uij(n-) =  l/ij\

Pij{t)=Pijin^) =Pu,
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II ввести разностную аппроксимацию производных по 
времени, например, следующим образом:

д t X

Во-вторых, необходимо осуществить разностную ап­
проксимацию краевых условии, что может быть прове­
дено также с помощью разложения искомых функций 
и их производных на свободной поверхности в ряды по 
базисным функциям

' 2/ + 1

У=0
]Q^dx, = Q- 

Re dx , '
•''2У-1

Г / Я9- Л о .
-   +  U2NJ~— -  dX', = о,

, , дхо ох.
м р 

2.• л ^

где Q.;(x2) — координатные функции, образующие 
полную на Е последовательность.

В индексной форме граничные условия будут сле­
дующими:

Л о п \ fi О л , rt
— Pnj +  — • + -f- — . Ялг,у4 1 +  Ps,j-l ^

^  }_ (PN+i.j + \ г PN-\.j + 1 pN-UJ-l + PX i-UJ-l
■ 9 \  4 J

■ +
Re

^ . U[,N+\J — Wl,W-l,y 
3 2h

. U) fj + \.j+\
2h

n 1 / 1  n
И | , Л 1 - 1 , У ч  1 J -  _  . 0 \ ^ N + \ . j -  \ —  Wl. /V - l . y -  1

2h 6 2h
O n  n 1±_ _ «i,;v, y+l — 4\ ^

::^0;

2h
N . j - \  I .  _  . W | . A I + I , y 4 1  —  И 1 , Л '  +  1 , 2 - 1  I

6 2h
I n  n

_ L  _ _  . И | , Л 1 - 1 , у '  +  1 —  4 \ . N - \ . j - \

6 2h
_  . 02.N+\,i
3 2h
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п \ п п 1

2Л 6 ■ 2/1 6

X/  « 2 , ^  +  1,/— 1 — » 2 , Л / - 1. У -1

2/1
0.

В-третьих, нужно задать начальные условия

й , 7 ( 0 )  =  i7i); pj(0) = p ‘lj.

2.5.3. Пусть теперь область Q покрыта прямоуголь­
ной сеткой h II проведена еще дополнительно ее триан­
гуляция, как показано на рис. 2.5.2.

Обозначим через Q,j объединение всех треугольни­
ков, имеющих общую верщнну в узле сетки (г, /), 
II пронумеруем треутольпнкн, составляющие Qij, от 1 до 
6 так, что

Qiy - ^ Q h -
ТЛ

Построим далее базис пространства неразрывных 
в Q функций, т. е. кусочно-линейных функций 2,;, не­
прерывных в Qij II таких, что они обращаются в нуль 
на границе Qij и принимают значение 1 в точке (Х|,-, 
xzj) — в узле сетки (/, /).
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Такими функциями будут [22]

1 ---- ^  {хи — Х |)  — — {xnj — X., )  для X  t  Qt)\
h h

=  1

1 -  -«l)h

1 +  -J- (Ĵ 2y -  X.^
h

1 -f T-(J^u — -̂ 1) +  -J- (•̂ -v — X2) ДЛЯ л: e Qo; 
n h

ДЛЯ X  f  Q j j \  

ДЛЯ X  e  Ql/,

1 +  -«i)h

1 -  ] - { x 2 j - x - ^  
h

ДЛЯ X C :  Q ' i j \

д л я  X  e  Qb-

(2.5.8)
Базис (2.5.8) обладает свойством ортогональности

вида

- ^ • - ^ r f Q = 0  при | г - ; г | >  1, I/ — / | >  1 
дх tti 3 Xtn

(а, р =  О, 1; m =  1, 2).

Проведем разностную аппроксимацию по времени
уравнении движения

/Л + 1 — - 1 , „ , др"+^—  V «Г — - —  Re дх^
= и'! - -  ; (3.5.9)

Fr

ы̂  + ' 1 д р'’+'
Re ■ дх .

II

и представим, как и в предыдущем пункте, искомые 
функции Цг"'*'', p ’̂ '*'' в виде разложений в ряды
по базисным функциям Q,j(^)

I J I j
Система линейиы.х уравнений метода Галеркина, по­

строенная на базисе (2.5.8) для уравнений движения.
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неразрывности и на соответствующем базисе для гра­
ничных условии на свободной поверхности, имеет вид

С̂ -̂У Л II =  Я',
где G'\ F* — векторы значений в узлах ((, /) искомых 
функций и правых частей соответственно, имеющие 
блочную структуру:

G* =

й Г '

уО'’ + '
fjn + \^  т

ph /т —

п 1

л-f 1 Uml2

Xmll
п

Хш12

л'’Рп
„ л  - I -1Pl2

(m =  1, 2),

где

Xi// — \ I u"j — prj y.'iij — j  ^2(/2,yrfQ.
<3

a матрица ||Л|| приведена на стр. 56.
Матрицы IHijII и IlSmijII па главной диагонали каждого 
блока — трехдиагональные остальные — двухдиагональ­
ные.

Элементы матриц 1|Л,;|1 и ЦВтоИ рассчитываются по 
формулам

к1a,j = Q, .Q 1 / д Qjj д Qij- д
Re V (? зс, (? л:, д Х2 д

_01 ^ п 01 2 ог®т0/ — I  ̂ ОСцу — ——dioy-;

dQ-

дх„
SO Re

pgj =  J  2^2, ds, = j' dQ.
'-U Q

Элементы базиса {Qj} для аппроксимации решения 
на свободной поверхности 2о определены на отрезке 
[xi =  о, Х1лг], имеют там непрерывные первые произ­
водные по Хт (т =  1, 2) и выбираются в виде Qj — Q.\„

dQ, dQи
дх„  dx„ •-их
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Если ввести обозначения
к1о-м К1 1 / к/

а Olj —  V 1 ijRe
К1 V«Jo)

где
„ '‘l _ 1 о .. о— \ ~и~к1 clQ\ ак1 

т i j

i -  1,2,... , V -  ] 
j  =  M  -  1

dx„ d x„

TO непосредственные вычисления приводят к следующим 
значениям элементов матрицы ||.4||:

К1Я О/у

Ч  i

j  \
к -  1 к к +  1

1 - 1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 0 0

к1■̂lij

Ч  i
к — 1 к к -f 1

j  \

/ -  1 0 1
Л-

0

1 0 2
/1'

0

1 +  1 0 1 0

к1^Mj

к — 1 к к +  1
j  \

/ -  1 0 0 0

1 1 2 1
Л-

/ +  1 0 0 0

Ги;

\  г
к -  1 к к + \

У \

1 -  1 0 0 0

1 1
2Л

0 1
2h

1 : 1 0 0 0
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V7iJ f.mij

i

j  \
к — 1 к к -f 1

/ -  1 0 1
2h

0

- 1 ' 0 0 0

Н - 1 0 1
2h

0

У \

к —  1 к к -1- 1

1 - 1 0 0 0

1 0 I 0

/ +1 0 0 0

Исходная краевая задача, выписанная в индексной 
форме с использованием приведенных выше значении 
элементов матрицы ||Л|1, имеет стандартный вид разно­
стных уравнений, построенных на пятиточечном (по про­
странственным координатам) шаблоне [3].



ГЛАВА III

РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ В ЗАДАЧАХ 
ДИНАМИКИ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ 
СО СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ

Конечно-разностные методы решения задач матема­
тической физики благодаря большой универсальности 
II хорошей приспособленности для реализации на вы­
числительных машинах получили большое развитие 
II с успехом применяются в различных областях механи­
ки сплошных сред, в том числе и в гидромеханике.

Однако для рассматриваемых задач динамики жид­
кости со свободной поверхностью уровень разработки 
теоретических вопросов и особенно опыт практического 
решения этих задаЦ разностными методами на вычисли­
тельных машинах нельзя считать достаточным. Это 
объясняется в первую очередь тем, что современная 
вычислительная техника не позволяет еще с необходи­
мой точностью исследовать нестационарные простран­
ственные задачи. Кроме того, исследование течений 
с большими числами Рейнольдса в настоящее время не 
может быть осуществлено из-за того, что еще не разви­
ты методы и алгоритмы, которые не вносили бы в ре­
шение искажений за счет аппроксимационной вязкости. 
Причем оценка ошибок за счет аппроксимационной 
вязкости в общем случае также ие может быть прове­
дена с необходимой точностью. В частности, для задач 
колебаний ограниченного объема маловязкой жидкости 
это является одним из ограничений для применения 
конечно-разностных методов.

§ 3.1. Разностная аппроксимация задачи

Проведем разностную аппроксимацию двумерной 
нестационарной задачи о малых движениях вязкой 
жидкости, частично заполняющей сосуд.
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Эта краевая задача (п. 1.4.2) имеет вид
о 1

V —  \Р  —  ,
ди _

' д t Rfi ' ' Fr
divи = 0 с обл. Q; (3.1.1)

Р -
2 д и,

Re д л:, 
д(, 
d t

0; ^  +  ^  =  0,
д Х2 д ■

=  и, на Ео;

«„ =  О, —  = ри, 
о п

на 5;

м =  0; р =  о (/ — /ц) (ч, X.); с =  Н  при t —to.
Заменим интервал изменения аргумента / 6  [О, 7] 

дискретной областью 0 : ^ t  =  n x ^ T ,  п =  О, 1, 2, ... s;
S =  —  (не смешивать с нижними индексами п, т, ко-

X

торые по-прежнему обозначают нормальную и каса-
дтельную составляющие, а --------производную по нор-

дп
малп).

Область Q =  Q-j-.S+Eo непрерывного Изменения 
аргумента х=^{х\, хг} заменим сеткой а>//, узлы кото­
рой х,у =  {л'|,- -X2j} также принадлежат Q, причем

о Хи =  /Л, i = О, 1,... /V; N = — ;
Л,

О <  X,, =  jh .  <  1; у =  О, 1, ... уИ; Л4 -
h:

Здесь т — шаг по времени; /г,п — шаг по координате 
х,„ ( т — 1, 2). В дальнейшем будс.м полагать, что 
h) =  li2. ' ___  __

Заменим-далее искомые  ̂ функции и{х, /), р{х, /), 
| ( х 2, /) сеточными функциями

и "/  =  « ( х , у ,  Лх);  p 1 j  =  p { X i j ,  лх );  'Jj =  ;  (x ,y ,  Лх).

Введем в.место диффереициальиы.х операторов------
дх„.

и v" соответствующие 
Д„ (т =  1, 2) и Л.

разностные операторы
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Таким образом, резностная аппроксимация исход­
ной краевой задачи (3.1.1) означает переход из некото­
рого линейного функционального пространс-^а Яо, 
элементами которого является решен^ге (J =  {u, р, 
непрерывных аргументов / 6 [О, 7] и л: 6 Q в соответ­
ствующее линейное функциональное пространство Я,, , 
образованное множеством сеточных функций

УЬ =  к ,  plj, ел.
в  пространстве Hh вводится норма || • ||/i, которая 

является аналогом нормы Ц-Цо в исходном пространст­
ве Яо. Например, сеточный аналог нормы в пространст­
ве непрерывных функций С  есть

II Г," lie =  max] (3.1.2)
-‘■«“л

Оценку близости решения исходной задачи Я к ре­
шению разностного аналога К," будем проводить 
в пространстве И,, . Для этого Яо отображается на 
пространство Я/,, и каждому вектору U  б Яо ставит­
ся в соответствие сеточная вектор-функция Я^, опре­
деленная на X (г “л , т. е. если — некоторый опе­
ратор из Яо в Я/,, то [34]

Uu = P ,U ^ H , .
Введем в рассмотрение определенную в Н разность 

2/, = Я/у Yij,
с помощью которой в норме пространства Н будем
оценивать близость 
задач

решении исходной и разностной

‘ л Ил =  II Я/, У,' J  Ил-

Естественно, что при этом должно выполняться условие 
аппроксимации нормы ||-||о нормой ||-||,  ̂ для любого 
вектора из Яо. Это условие (условие согласованности 
норм в Яо и И ,, ) имеет вид

Ч т | | - | | л =  1 М 1 о -
Л-.0

Введем следующие обозначения разностных 
торов [44]:

Л  =  +  Л з; ; Л „  со ■

опера-

I-
2Н

\ - п г = Е - Т
д

дх'1

Лт дх„
(ш =  1, 2),
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где
Т„,у{Хи Х2, ... х „ . . . ) ^ у { Х и  Х2, ... л„ +  Л, ...); 

7’_„у(д:,, ^ 2, ... дс„...) =  у (х,, л:,, . . . х ^ - Л ,  ...),
которые аппроксимируют дифференциальные с поряд­
ком О (/г^).

В этих обозначениях представим разностный аналог 
краевой задачи (3.1.1) в виде следующей двухслойной 
схемы с весами:

чи — +  (1 — “)м"] +  Л  +  (1 — °-)Р"] -1-Re

« 2 /  —  —  [ а ы З + '  - f  ( 1  —  а )  ц « ]  +  Д^[ар''^^ +  ( 1  — « ) / > " ] =  0 ;

Re
(3.1.3)

У/

Д,^и1+̂  Д  Д 2 Ul+'  ̂ = 0  в обл. Q;

= 0 ;
Re

Ды«+Ч-Д2И?+‘ =  0.
С, =  м^+‘ на Ец;

ы„ =  0, Д^и- = ^и^ на S; (3.1.4)
и~ иУ ,  р = р' ,̂ С =  Я  при  ̂— г‘о.

Здесь а — параметр Кранка-Николсона;

; Д ^ - Д ^  cos («, Xj) J- Д 2 cos (л, л'.̂ ).
у П Л  \ ----- у П

§ 3.2. Исследование устойчивости и сходимости

Для исследования устойчивости pasHoctubix уравне­
ний (3.1.3) по начальным данным представим их в ка­
нонической форме

I Л Г = . 0 ;  ( 3 . 2 . 1 )

R (̂ о̂) -  У'\ о <   ̂<  со,.
Поскольку устойчивость операторного уравнения 

(3.2.1) будет исследоваться в энергетической норме, 
порожденной некоторым самосопряженным положи-
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тельным оператором D, то введем в ра^ссмотрение 
в энергетическом пространстве Но оператора D ска­
лярное произведение

(м, v)o =  (Du, v)
и норму

\\v \\d ^ ( D v , у р .

Известна [35] следующая
Т е о р е м а .  Пусть оператор В схемы (3.2.1) пред­

ставим в виде
В =  D а%А,

где D — положительный самосопряженный оператор. 
Тогда если существует, то для устойчивости схе­
мы (3.1.3) в Н о,  т. е. для выполнения условия

II >̂'̂ ‘-41 о <11 Y'4\o  (« = 0, 1, 2, ...),

необходимо и достаточно выполнение операторного не­
равенства

DЛ-^D +  т ( а — i  ) D >  О, D 0.

Приведенное условие устойчивости определяет рав­
номерную устойчивость схемы по начальным данным, 
т. е. устойчивость к возмущениям не только начальных 
данных, но и вносимых на каждом шаге.

Представим (3.1.3) в следующем эквнвалентно.м 
виде:

"к — ^  h и?| +  Д, [а-р, f  р''| <  ~  =  0;
Re Fr

«2/ рЫ',, +  «31 +  Л. \^'Pt +  Р"] =  0; (3.2.2)

т Л , м , ,  +  Д^u1 +  - I -  / / , , « 3  =  0 .

Из (3.2.1) II (3.2.2) видим, что

Л

J - A 0 л ,Re

0 ЛзRe
Л^ Дг 0
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Е ~  —  А 0
/ Re

0 B - ^ l . V “'Лг
\ Re

\ 0

и что при а =  1 операторы А \\ В симметричны и имеет 
место операторное равенство

В =  D +  тЛ,
где оператор D есть

/ В О  О 
D =  О В О

V О О О
Следовательно, условия теоремы выполнены, схе­

ма (3.1.3) при а =  1 абсолютно устойчива, аппроксими­
рует исходную задачу с порядком следова­
тельно, решение (3.2.2) сходится к решению дифферен­
циальных уравнений (3.1.3) со скоростью 0(т +  /!̂ ) 
[34].

§ 3.3. Метод дробных шагов в линейной задаче.
Исследование устойчивости и сходимости

Метод дробных шагов [44] является одним из наи­
более эффективных методов решения многомерных за­
дач математической физики. Он заключается в том, что 
для некоторой задачи Коши

д V 
д t

== Z. (zi) ; D =  {T̂ i, ^ {x, 0) =

если оператор L представим в виде суммы операторов 
^ =  С| “Ь /г +  ... Л” /-pi

определенных в Во, когда выбрана некоторая разност­
ная аппроксимация задачи, например

Ч]П + \   qj7t
= Av7'H-i

где
I'

Л СЛ L, А =
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и разностный оператор Л определен в Яд, ставится 
в соответствие последовательность разностных урав 
нений

у«+1;Д . - и" A^v'n-hl/p .

^ Л  +  1 ---  ^ n ' \ - p — ]j р

Продвижение по времени на каждом дробном шаге 
происходит на 1/р часть т. Таким образом, с помощью 
метода дробных шагов удается заменить исходную раз­
ностную задачу эквивалентной ей последовательностью 
более простых, например, одномерных задач. Особенно 
важно, что метод дробных шагов не требует выпблне- 
ния условий аппроксимации на каждом дробном шаге 
как уравнений, так и граничных условий. Условия 
аппроксимации задачи должны выполняться в общем 
случае на полном шаге т [44].

3.3.1. Примени!^ метод дробных шагов к построению 
разностной схемы решения задачи (3.1.3) — (3.1.4). При 
этом используем расщепление уравнений Навье—Сток­
са такое же, как в [52]. В результате расщепления раз­
ностная схема (3.2.2) при а =  1 принимает вид

цП + 1,3 _  ц,1 1
--------------=  —  Л.а ь'/з.

Т  Re
/гя +1,3 1 _

------  =  — Л,и''+2'3;
Re

(3.3.1)

„л-и _  иП+2.3
= - Д п « + 1 11 =  ;; +  ^

Fr
= 0 .

Для исследования аппроксимации исходной разно­
стной схемы схемой в дробных шагах введем операторы

-4i =  Я -  — Л.; А 
Re *

— Р ____ л •
Re

/1 , Я; В, = В, = В,
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и представим уравнения движения (3.3.1) в виде

^3«"+’ =  Бзгг"+2 з _  т:ДП'’+',
откуда, нсиользуя свойство коммутативности операто­
ров , В„  ( т  =  1, 2, 3) и исключая промежуточные 
шаги, найдем

Здесь
=  Ви'‘ —

А =  Л1 • Л2, В =  В-
Таким образом

Tl’‘+'̂  — и"
=  J - Л и " - '  +  Д П ' Ч - '  +  д ,  

т Re
где R — ошибка аппроксимации исходной разност­

ной схемы схемой в дробных шагах
_  .̂ 2 .г .г2
R =  —  -f —  ЛДП'>+> +  ^  Л.ЛзДИ'ИЛ

Re  ̂ Re Re*
следовательно, ошибка расщепления имеет порядок 
малости не меньший, чем ошибка аппроксимации диф­
ференциальных уравнений разностными.

Дополним (3.3.1) соответствующими граничными 
и начальными условиями на каждом дробном шаге.

На 1-м шаге  ̂= ( я +  -^ | -с

= 0;

ди.n  +  1/З

дп
л  + 1  /3 для Xij^S .

На 2-м шаге  ̂ +  -^j х
о  г  л +  2/3

ГР -  3 ^  0;
Re Fr

-Ь =  0;
"^л  +  2 ,3  Г л  +  1 / 3 _ | _  +  д л я  X l j e ^ o -

3
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На 3-м шаге  ̂=  (л +  1) т

и Г ’= 0,
дп

Л 4-1 для Xn-eS;

2
1И+‘ -  —  Д,и" ■ * — ’—  =  0; 

Re ‘ Fr
4 -Д.,и'?+' = 0 ;

Гл [1 Гп 4- т«”+‘ для X i j  е So-
Краевую задачу на третьем дробном шаге сформу­

лируем относительно давления П, воздействуя для это­
го операторами Д\ и Д 2 соответственно на уравнения 
движения для ui и Ыг на шаге t =  (п4'1)т и используя 
уравнение нераз'рывности. Тогда получим

А Ц " + 1  =  1 -  4 -  Д 2 « « + 2 , 3 ) .

т
Правая часть уравнения Пуассона для давления 

корректирует невязку поля скоростей за счет того, что 
на первых двух дробных шагах уравнение неразрывно­
сти не выполняется.

Граничным условием для давления на свободной по­
верхности будет динамическое граничное условие

цп-и =  4-
Re

;л+1

? г

а условия на смоченной поверхности получим проекти­
рованием уравнений движения на нормаль к S

=  0.

На этом дробном шаге неизвестные скорость ы"’*”' 
II форма свободной поверхности выражаются через 
известные их значения и производные по времени на 
шаге t ~  (rt-f 7з) т. После определения + ’ поле ско­
ростей корректируется с помощью уравнений дви­
жения для / =  (п 4- 1) т.

Применение изложенной схемы расщепления к ре­
шению исходной разностнш"! задачи позволяет на пер­
вых двух дробных шагах использовать одномерные про­
гонки, а на третьем — метод релаксации, например, ме­
тод верхней релаксации Гаусса—Зейделя.

3.3.2'. Переходя к исследованию устойчивости схемы 
решения в дробных шагах, заметим, что компоненты
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скорости ti\ и ii2 связаны между собой только через 
граничные условия. Очевидно, что схема будет устой­
чива, если операторы перехода S ограничены на каж­
дом из дробных шагов.

Представим схему в виде
=  5,/:,

Yn + 2i?. ^  + ̂
К"+‘ =  Ŝ

Тогда условия равномерной устойчивости в некото­
рой норме будут следующими:

II >̂ "+'''11 <11 5 ,3 II-11 К" 11, если 115,з|| . :ч ;з> 0 :
II II <  II 52 3II • II II , если 1152,3 Ц <  Рз з >  0; 
l|}"'' + ‘ ll <115i|Mir-b^"*||, если | |5 , | К р, > 0 .

Исследование устойчивости будем проводить с по­
мощью принципа максимума [34] и только на первых 
двух дробных шагах, так как процедура Гаусса—Зей- 
деля, которая используется на третьем дробном luare, 
обеспечивает в нашем случае равномерную устойчи­
вость (абсолютную) вычислений. Будем предполагать, 
кроме того, что область Q имеет прямоугольную форму.

В соответствии с принципом максимума условие 
устойчивости некоторой разностной схемы по правой 
части

=  A iyi —  B i y,+i -  Cl У/-1 = Л

в норме пространства непрерывных функций С имеет 
вид

||<11с<^11Л1к,

если 8 =  min 3,- и 3̂ — Ai — Bi — С, >  0.
На первом ,^обиом шаге для изучаемой задачи 

имеем
1 +2;; В =  - 1, 2 ) .

Следовательно,
S 1,

II для внутренних точек области можно построить 
иерархию неравенств

. 1 . 3  Iи г. 11 "1; с
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« + J, 3 I c< | |« m llc  (/« =  1, 2; л =  1, 2, ... )
и утверждать, что на первом дробном шаге во внут- 
реннн.х узлах сетки схема абсолютно устойчива.

Доказательство устойчивости схемы на втором дроб­
ном шаге во внутренних узлах сетки аналогичное, и из 
него таклсе следует вывод об абсолютной устойчивости.

Учет краевых условий на твердых границах не вно­
сит возмущений в устойчивость. Покажем это, учиты­
вая, что в соответствии с методом Н. Н. Яненко аппрок­
симации граничных условий [44] в схеме дробных ша­
гов граничные условия можно точно удовлетворять 
через один дробный шаг, не нарушая порядка аппрок­
симации задачи. В нашем случае точное выполнение 
граничных условий на шаге / =  (n - f  7з)х происходит 
на границах Хг =  О, X2 — MI1 , а на шаге ^ = (л + ^ /з )т — 
вдоль границ xi =  0, X\ =  Nh.

На шаге ^= (п - |- ‘/з)т для компоненты «2 на грани­
цах имеет место тождественное решение

“2(0 — ‘l2iM — и,

а для компоненты на этих же границах после
исключения из граничных условий фиктивных точек 
с помощью уравнения движения найдем, что

Л  =  1 +  2 S ( 1  + р А ) ;  Д  =  С  =  0

и
S = 1  +

Кроме того
=  0 .

Для исследования устойчивости при /= (н + ^ / з ) т  
и Х] =  Л7г фиктивные скорости у в граничных
условиях исключаются с помощью уравнений движе­
ний так, что .

„ л +  2 ,3  ll\Nj

+  2$) -  ^  -К

1 +  Ц2 + тЛ Re 
3Fr Д - 2Ы

/ J
л + 2 , .Ч1,ЛГ-1,у „ л  +  1 ,3  ,4-INJ "|

Re ( и ; ,  -
" л 4 - 1  ,Ч

Fr

69



Следуя принципу максимума, получим из этих соот­
ношений неравенства

| л + 2 / 3 | ,  ^  1 | | , , "  +  '/ 3 | |  I ^  Р « .I UiSj II С - — II иINJ II С -V 7Т 1̂'
О по

(3.3.2)

I U2Nj ’^ II с  <  II II с  +  —  R " ,л Re
где

0 = 1  +

Rl  =  max
Гез

ЗЛРг ’
(̂ л4-1;з

Fr

Rl  =  max
Jgs

Воспользуемая еще тем обстоятельством, что реше­
ние задачи на первом и третьем дробных шагах устой­
чиво, и имеют место оценки вида

II С II HmNJ  || С\

II «mWy II С II II с; (3.3.3)

|1рХг)'||с<Л1||р)^у||с
указать такие Л1„>0, что

max|Rш|<^^m• (3.3.4)
nteio, г\

Тогда из (3.3.2) с учетом (3.3.3) и (3.3.4) получим для 
для компоненты Uwj'^

II —  II «шу ||с f  —
, о по

о по

I иш/^Цс ^  ^  II II с +  — Л1,
X
1л

и для компоненты Uwf^

| |c< | |«2w l|c+  —Л Ке
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|̂ U 2w ‘̂ llc -С II М2 У̂̂  ||с-|- —
ft Re

M"yjf||c <  II +  — М ,
h Re

Следовательно,

^^\NT lie ::;7 II “iw lie +  ^  ’o" ft ■“  0"
2/ix

II K2w/ lie < II М2Л:у lie + —— Mj,
ft Re

и условия устойчивости будут иметь вид для компонен-
я + 2 /3ты U i

1 т
ft ^ У - L ’ 

-га"
и для компоненты

JL < 5 £
ft " 2/г

§ 3.4. Оценка аппроксимационной вязкости

Получим приближенную оценку аппроксимационной 
вязкости, которую вносит в решение замена дифферен­
циальных уравнений разностными.

Оценку пооведем на исходной разностной схеме, 
учитывай, что ошибка расщепления разностных уравне­
ний не превосходит ошибку разностной аппроксимации 
исходных уравнений, и, таким образом, аппроксимаци­
онная вязкость, дополнительно вносимая расщеплени­
ем, по порядку величии не превосходит аппроксимаци­
онную вязкость, которая возникает при замене диффе­
ренциальных уравнений разностными.

Первое дифференциальное приближение разностных 
уравнений (3.1.3) имеет вид

1 /
d t  Re д х\

а п  , X dhi,„ , ft-
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X  ^  . J_ /
12 Re \(?x{ d x *2 

(/re =  1, 2);
(?«, Mj , / iV

+  0(т» +  Л̂ ) = 0

(3.4.1)

+  0 ( / r ’) = 0 .
/?д:1 (? ^2 6 V<^ f̂ d xl

Для проведения дисперсионного анализа предста 
вим решение (3.4.1) в виде

Чт — иЧпе̂ ‘+‘?т[-''‘+-’‘̂ ) (т — 1,2);
П =  п°е'‘/+''3„(л-,+хд

и выпишем характеристическое 
мы (3.4.1)

(3.4.2)
уравнение систе-

д 0

0 А

 ̂(Pi + Рг) [ 1 + — 1 i (Pi + Р2) П

=  0, (3.4.3)
где

А = а 1 Ь — (Р, + Р'.) 1 +  — Re ^  ^  12

Интересующее иас решение (3.4.3) при

есть

+  и ? ,

а:^ао( 1 + | - Р '

Р2=Р

Здесь ао — коэффициент зат}'хания в соответствую­
щем решении исходных дифференциальных уравнений

« о = - ^ ( Р ? + Р 1 ) .Re
Следовательно, аппроксимационная вязкость ли­

неаризованных разностных уравнений (3.1.3) пропор­
циональна физической вязкости и в коэффициент про­
порциональности сомножителем входит величина /1 .̂
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ГЛАВА IV

ЛИНЕЙНЫЕ ЗАДАЧИ КОЛЕБАНИЙ 
ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

§ 4.1. Качественные оценки процесса

Коэффициент зату.хания является одним из важных 
параметров при описании динамики колебаний жидкос­
ти, частично заполняющей полость.

В этом параграфе приводятся результаты качест­
венного исследования зависимости коэффициента зату­
хания от вязкости жидкости и амплитуды ее колебаний. 
При этом используются результаты главы 1, связанные 
с введением пристеночной пленки и учетом эффектов 
вблизи ЛТК.

4.1.1. Пусть маловязкая жидкость (Re 3> 1), частич­
но заполняющая сосуд, соверщает малые колебания 
под действием массовых сил с частотой, близкой к соо 
(частота собственных колебаний при отсутствии дисси­
пации). В этом случае для коэффициента затухания а 
справедлива оценка [42]

|а | <(00.

Предположение о малости колебаний здесь введено 
в смысле АЛ <  R, но АЛ б.
Средняя за период энергия жидкости Е связана с ее 
начальным значен1гем Eq соотнощеиием

Е --=
Если ввести в рассмотрение функцию диссипа­

ции К — квадратичную форму обобщенных координат 
жидкости, то скорость диссипации энергии выражается 
формулой [18]

dE 
d t
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а коэффициент затухания есть
Fа — ------.
Е

Задача имеет четыре определяющих параметра (R, 
j, V, Y ). которые образуют две безразмерные комбина­
ции — число Рейнольдса и число Бонда.

4.1.2. Рассмотрим вначале случай, когда силы вяз­
кого трения много больше сил поверхностного натя­
жения

pVWo
Т

»  1, (4.1.1)

и пусть, кроме того. R e »  1, так что вязкие свойства 
жидкости проявляются только в погранслое, толщина 
которого

/ V
V  ш  /

Кроме того, вязкие свойства жидкости проявляют 
себя еще в пленке над свободной поверхностью, когда 
амплитуда колебаний значительно превосходит толщи­
ну этой пленки

о,. V U )  <  ДЛ > 1/2
=  8,. X <  дл> 1/2

Здесь <  ДЛ >  
литуды

у / \ ^
-среднее за период значение амп-

т

<  ДЛ >  == - [ ДЛ sin uitdt = — ДЛ,

а АЛ — максимальная (за период) амплитуда коле­
баний.

Таким образом, предполагается, что увлечение твер­
дой границей жидкой пленки толщины б вызывает 
дополнительную потерю энергии колебаний.

Частота собственных колебаний вязкой жидкости 
при R e » l  слабо зависит от вязкости [42]

u i„[l-(Re)- ''2 j.
Поэтому в дальнейшем влияние вязкости на частоту 
колебаний не учитывается.

Энергия колебаний жидкости имеет порядок
Е АЛ >2.
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Пусть / — плотность функции диссипации F, которая 
в приближении погранслоя есть [43].

(д  и
/  ~  pv —

Ых.,
Для области под свободной поверхностью

Ып (4.1.2)

Для области над свободной поверхностью оценка 
для /2 получается в предположении, что в каждый мо­
мент времени существует равновесие между силами 
вязкого трения и массовыми силами. Это допущение 
основано на оценке времени стекания пленки (1.3.14).

Следовательно

о =  — V -—  =  р/5, 
д

(4.1.3)

Учитывая (4.1.2) и (4.1.3), получим оценки для дис­
сипации энергии в области под свободной поверхностью

dE,
dt

■ 2pv
Kc

и в области над свободной поверхностью
dE,
dt

•2р/-------------- 0̂

Суммарный коэффициент затухания
dE.

2Е [ dt  ^  dt
получает следующее окончательное выражение;

«. — а, 1 ^ 1 J , (4.1.4)

где

J L
- 1 / 7
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Точное в рамках теории погранслоя значеппс а [12]

А
^тп

К,п Q'mn -  т-) _
отличается от полученной оценки «i на константу по­
рядка 1.

В таблице 4.1.1 приводятся расчеты, которые пока­
зывают величину вклада пристеночной пленки в значе­
ние коэффициента затухания. Расчеты проведены для 
первого тона несимметричных колебаний жидкости 
в прямом круговом цилиндре (?̂  =  1.841).

Т а б л и ц а  4.1.1

^A|R 0,03 0,06 0,10 0.15

aju i 1,19 1,27 1,34 1,42

Очевидно, что коэффициент с-. , вычисленный в рам­
ках принятого уровня строгости, лишь грубо отражает 
реальную ситуацию. Нами не учитывается, например, 
тот факт, что толщина пленки будет различной при сте­
нании пленки и при натекании на твердую границу. Бо­
лее того, сама толщина погранслоя 6„c является в не­
котором смысле неопределенной, так 
с S

1.'2

ПС ~ 1 — I МОЖНО рассматривать б„
U)

как наряду
ЬМ/2

Поэтому приведенные результаты являются сугубо 
оценочными, а точное значение Ст может быть получено 
только в результате применения строгой теории или 
экспериментально.

4.1.3. Рассмотрим теперь другой предельный случай, 
когда силы вязкого трения меньше капиллярных сил

pvM„ 1.

При этом предположении толщина пристеночной 
пленки для «медленных» движений (п. 1.3.4) есть

Поступая как н в предыдущем иушгге, найдем, что 

dt
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II полагая

так как при

д  и

д  X.,

Щ
5у

pv«o <С 1 предположение о заторможен­

ности пленки силами вязкого трения не оправдано, 
найдем

d t  '
■ ЛЛ >  .

Таким образом

1 +  С-( ДЛ 13
(4Л.5)

где

с, =
1 3

р/)Л

Для оценки вклада пристеночной пленки в коэффи­
циент затухания в табл. 4.1.2 приводятся расчетные 
данные. Расчеты выполнены для жидкостей, у которых 
и окрестности ЛЛ ~  0,1/? безразмерный комплекс

'— <( 1, / ? =  100 см, / =  980см/с2, 1 =  1,841.
7

Т а б л и ц а  4.1.2

^Â R
7М1ЛКск:ть

0,03 0,06 0,10 0,15

»Т11.'1 0 1 1 1 .1Й спирт 1.27 1,34 1,40 1,46

.Листом 1,36 1,45 1,53 1,60

Вола 1.35 1,44 1,52 1,59

И здесь коэффициент лишь приближенно учи­
тывает влияние амплитуды и физических свойств жид­
кости на коэффициент затухания. Однако формула
(4.1.5) позволяет сделать ряд выводов качественного 
характера.

4.1.4. Важно отмстить, что добавка к коэффициенту 
затухания за счет наличия пристеночной пленки прояв-
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ляется как практически постоянная добавка. Действи­
тельно, из (4.1.5) следует, что

d In Я; _1_ £

d \n ^ 4 -

е =  с.
где

^ м у 'з  
R }  ■

Для значений е порядка 0,2—0,4, характерных при 
гравитационных колебаниях многих жидкостей с ам­
плитудами А/4/У? ~  0,1—0,2, получим, что

Аналогичная оценка имеет место и для а-
^ ^ у /8

R )  '

Поэтому ясно, что экспериментально установить за­
висимость коэффициента затухания от амплитуды 
колебаний достаточно трудно.

Однако существенным является то, что в коэффици­
енте затухания имеется слагаемое, которое зависит от 
амплитуды колебаний и проявляется при АЛ ^  б.

Приведенные рассуждения показывают, в частности, 
что неучет эффектов вблизи ЛТК является, очевидно, 
одной из причин систематического рассогласования тео­
ретических и экспериментальных значений коэффици­
ента затухания в раз [24].

4.1.5. Из формулы (4.1.4) следует, что когда силы 
вязкого трения много больше сил поверхностного натя­
жения, зависимость коэффициента затухания от вязкос­
ти выражается соотношением

а. • Д ,'2

Более сложной эта зависимость получается в дру­
гом предельном случае, когда

1 (4.1.6)

Коэффициент затухания (4.1.5) представим в виде
[1 + О — (4.1.7)
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где
u)i-2 ( 2 y ! Ч ^ A y ^ ^
R ' ' ' " Ы  i / ?  j [^0^

Из (4.1.7) имеем

d In a-f 
d\x\'i

откуда

1 ---- e,v-'«
1 3

1 + £ , V -i;e

a-, ~  v*-, к  =
1 f

1  3
2 1 -1-

■1 G

(4.1.8)

Зависимость (4.1.8) показывает, что при выполнении 
условия (4.1.6) и для течений с Re 2> 1 и ЛЛ/б »  1 
коэффициент затухания есть функция вязкости в сте­
пени k <  7г- При ЛЛ//?-^0 показатель k стремится к '/г 
как (АЛ/R)' * . Эти выводы следуют и из расчетных 
данных, представленных в табл. 4.1.3 и полученных 
для первого тона несимметричных гравитационных 
колебаний жидкости в цилиндрическом сосуде 
R — 100 см при ДЛ/R =  0,1 и АЛ/R =  0,2.

Т а б л и ц а  4.1.3

Жидкость Re p-J Uo
•f

R hA-0,1 ^iA-0,2

Вода 4-105 6-10-5 0,44 0,43
Ацетон 106 6-10-5 0,45 0,44
Этиловый спирт 3-10® 2-10-5 0,45 0,44
Жидкий водород 10' 6-10-< 0,43 0,42
Ртуть 10' 4-10-< 0,43 0,42

Из таблицы и анализа литературных данных видно,
pv Uoчто критерию <С 1 удовлетворяют в рассматри­

ваемой задаче большинство реальных жидкостей.
Экспериментальное подтверждение приведенных ка­

чественных зависимостей и оценок может быть получе­
но при достаточно больших амплитудах колебаний 
жидкости (ЛЛ/R ~  0,15) и в случае, если разброс опыт-

79



ных данных менее 5%. Результаты, полученные в этом 
параграфе, показывают важность учета эффектов в зо­
не ЛТК для выяснения механизма демпфирования ко­
лебании жидкости в сосуде. Наряду с выводами § 1.3 
эти результаты составляют обоснование предложенной 
модели течения жидкости в пристеночной зоне.

§ 4.2. О демпфировании колебаний вязкой жидкости, 
содержащей газовый пузырь и взаимодействующей 

с упругими элементами

4.2.1. Пусть вязкая жидкость в состоянии равнове­
сия заполняет кольцевую область Q (рис. 4.2.1), внутри 
которой находится пузырь с изотермическим газом.

Внешняя граница Q — твердая стенка, неподвижная 
всюду, за исключением некоторых частей S), опираю­
щихся на упругие элементы и свободных для радиаль­
ных перемещений.

Система может быть приведена в движение либо 
импульсом давления, приложенного к свободной по­
верхности жидкости, либо с помощью упругого эле­
мента.

Предполагается, что:
— система совершает малые колебания вокруг по­

ложения равновесия, ее движение описывается линой-
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ными уравнениями и граничные условия выполняются 
с ошибкой второго порядка малости на невозмущенных 
свободной и смоченной поверхностях;

— пузырь заполнен неподвижным газом, состояние 
которого полностью определяется уравнением

pw =  с, (4.2.1)
где р, W — давление и удельный объем газа; с—кон­

станта;
— движение системы симметрично относительно 

осей ох\, 0 X2 неподвижной системы координат о, Xi, Х2 , 
связанной с центром области Q.

Наряду с декартовой системой координат о, Xi, Х2 

вводятся полярные координаты

г- = х^~1-х1; 9=:arctg — .

Движение жидкости описывается линеаризованны­
ми уравнениями Навье—Стокса

Re
2 dv
r̂ - д в

X/ 2 ди
■'

д Р
дг

д и
I t
д V 1

-  I v‘v ----------- 1------
Р Р  д Q

и подчиняется уравнению неразрывности

0; (4.2.2)

+  i « £ .  =  o
г (?е

д и . и \ д V _  ^ 
дг  г г dQ

(4.2.3)

жидкость, уравнение ко-На границе раздела газ 
торой

г - ? ( 0 .  0 .
выполняются кинематическое граничное условие

—  =  ц при г =  г, (4.2.4)
д t

и условия отсутствия напряжений
„ 2 ди  да . d v  _ ,л п г\Р — + г  ------ •ц =  0 н р и г = г , .  (4.2.5)

Re o r  о й  дг
Граничные условия на смоченной поверхности н.ме- 

юг вид условий прилипания:
на неподвижных стенках ( г =  1, 0 С 5з)

« z= =  0; (4.2.6)
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на упруго опертых стенках (г 
« =  ■п =  0.

1, 0 6 S , )
(4.2.7)

Здесь К О — амплитуда колебаний смоченной по­
верхности 5i подчиняется уравнению движения упруго­
го элемента

$ -{- (о’с =  [i [ Pds.
5,

(4.2.8)

Начальное состояние системы {t =  0) определяется 
следующими параметрами:

и {г, в, 0) =  «0; v ( r ,  0, 0) ='П»; Р(г,  0, 0)
(4.2.9)

: ( 0 ,0 )  =   ̂(0) =  $ (0) =  $0 Р (0) =
в  этой краевой задаче безразмерные переменные 

и параметры введены по формулам
г' t ' Р'

г = ~ ;  ; =  Р ^ - —  ;
Гп Гп prlQ^о

О)' и'ш =  — ; и = ---- ; Re = Qrl

где Q — частота собственных осесимметричных ко­
лебаний газового пузыря в безграничной несжимаемой 
идеальной жидкости; Го — радиус смоченной поверхнос­
ти 5 i +  52 в невозмущенном состоянии. Штрихом отме­
чены соответствующие размерные переменные и пара­
метры.

Определяющими параметрами задачи являются 
г1, Гп, ы', V, s i ,  р', р'.

4.2.2. Решение задачи проводится методом дробных 
шагов. В соответствии с методом дpoб^Iыx шагов [44] 
и схемой его применения для уравнений Навье—Сток­
са [52] разностный аналог, аппроксимирующий исход­
ную краевую задачу (4.2.2) — (4.2.10) с порядком 
О (т -f й г -+- /I ё ), имеет вид:

1-й дробный шаг t =  (п -f- 7з)т.
г/Л-М,3   1 / 1 22----------(L _L А,«," + >/з +  -L  грН-1/3

т Re \ гг г,-
г 1/.) ,̂ П

— (л,'о''+'/з.
ReV

1
■Vnfb.'i ДЛЯ г, 0 б Q;
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( Р « _ р « ) _  + ^ 0 ;
Re ■

3 _j_ д^^^п+13 _|_ _L^n+i,3 Q д_дя Г =  Г,; (4.2.10)
Г1

уп+13 _  .ул+13 ^  Q ддя Г =1, вб5о;

„« + 1,3 _  „п _1 JJ, 'SP' 'hB----- ĈU=;«;

„ли/3 _  о для г =  1, 0 6 5,; 

ш" ^ у
В силу симметрии движения относительно осей ох, 

и 0X2 здесь II далее вычисления приводятся в секторе 
О <С0 С ’̂  2, а на прямых 0 =  0 и 0  =  л/2 задаются
в разностном виде условия вида ----=  0 , у =  0.

(?0
2-й дробный шаг t =  (п +  '/з)т

дЛ -1-2,3 __
=  ^А,Л'ИЗЗ;

Re
(4.2.11)

уЛ-|-23 — уЛ + 1 3 J / 2  \
=  —  ( .\_2г1''+2 з _j— - Д,и"+2;з I ддя г, 0 6 Q;

Re
Re

-  Д ,  W'- i 2 '̂  +  ( Р «  _  р п )  =  0 ;

 ̂ _|_ Д ^ и п  + 2 Л л_ J _  jjn+2,3 -  Q д д ^ ,

Гх
„ « + 2  3 _  ,у«+2 ■! _  Q д л я  Г =  1 , 0  6  5.J-,

„ « 3  2 3  ^  „ «  ^  ^  2 ]  Я ” /гн -  —

У€5, ^
О)-;";

х)«+2з^0 д л я г  =  1 ,0 б 5 , ;
3-й дробный шаг t =  (п 4- 1 )т.

Л р л  +  1 =  Д  м« + 2 3 ^  Д ^ у П + 2  3 л ,  _ L  „«+ 2 ,3  д д я  0  6  Q :
Ti

Я« 1 1 _  ^ , « + 1 --- Д|П" *' = о для г =г,;
Re

83



- Д ,р ^ + '  =

д^р«+1 =  0 д л я г = 1 ,0 Г :5 , ;
цП+1 — цЛ+2'3

ДЛЯ Г =  1, в е5,.

Начальные условия задачи сохраняют вид (4.2.9). 
В этих формулах обозначения разностных операторов 
такие:

. 1 а . \ „ дА, со ------ ----------; А., с о ----------- ; Д 1 —  ;
дг^ г дг  ■ г̂ - дв^  дг

п  1 dДо со---------.
г d в

На первом и второ.м дробных шагах задача решает­
ся одномерными прогонками по г и 0, на третьем — .ме­
тодом релаксации.

Поле скоростей на временном слое (n -f  1) т рассчи­
тывается по формулам

/ Я - И / л  +  ■’  :1

=  -

■)П 4-1 V ' л +  2,

которые являются третьей составляющей расщеплен­
ных уравнений Навье—Стокса и из которых с помощью 
уравнения неразрывности получено уравненне Пуассо­
на для давления в (4.2.12).

Условная устойчивость с.хе.мы (4.2.10) — (4.2.12) до­
казывается методом макси-му.ма в норме пространства 
непрерывных функций С.

4.2.3. Расчеты проводились для области О ^г,
^  Го =  1, о ^  0 ) я/2 на сетке 10X20 с шагом по вре­
мени т =  0,005.

На основании численного эксперимента установле­
но, что в рассмотренном диапазоне начальных условий 
и значений параметров Re, Г|, о). S|, р ко.1ебания упру­
гого элемента являются гармоническими с Л1)гарнфмн- 
ческим декрементом колебаний а.

На |шс. 4.2.2 показана фо|)ма газового пузыря в раз­
личные мсоменты времени (кривая 1 — — 0; 2 — / =  л; 
3 — / =  "/4 я) при Re =  1,5 • К)-"* и =  31, vS, =  У20Я.

.MnioBcimoe распределение давления в жидкости 
нрнведено на рис. 4.2..3, .Здесь Re =  250; г, =  0,5; 
Р =  0,5.
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Зависимость логарифмического декремента колеба- 
liini упругого элемента от числа Re имеет такой же ха­
рактер {|1ис. 4.2.4), как и при гравитационных колеба­
ниях вязкой жидкости в сосуде [2]. График относится 
к случаю Г| =  0,5; р =  0,5; =  31.

Влияние частоты собственных колебаний упругого 
элемента на декремент колебаний а при Г\ =  0,5 
и Re =  25 видно из графиков на рис. 4.2..5, где кри­
вая У соответствует р =  0,05; 2 - - р =  0,5; 3 — р — 1,27.
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Сильное влияние на демпфирование колебаний ока­
зывает размер газовой полости. Так, при Re =-25, 
0)2 — 3 1  ̂ р =  0,5 логарифмический декремент а увели­
чивается от 0,07 до 0,9 при уменьшении ri от 0,7 до 0,3.

§ 4.3. Осесимметричные колебания жидкости 
в прямом круговом цилиндре

4.3.1. Рассматривается задача о малых гравитацион­
ных колебаниях вязкой несжимаемой жидкости в ци­
линдрическом сосуде конечной глубины Н. Колебания 
развиваются в жидкости из состояния покоя под дейст­
вием начального импульса давления, приложенного 
к свободной поверхности. Эта краевая задача имеет вид 
(3.3.1). Причем рассматривается только тот случай, 
когда импульс давления возбуждает колебания перво­
го симметричного тона.

Вводится цилиндрическая система координат о, .V, 
г, 0  с началом в центре днища цилиндра. Ось ох сов­
падает с осью цилиндра и направлена против вектора 
ускорения гравитационных сил /. В силу осевой сим­
метрии течения решение задачи разыскивается в об­
ласти

0 < х< ; Я; о <г  <  1; 0  =  const, 
и на оси ох задаются обычные условия симметрии

д и п ^---- =  0; г» =  0; -----
дг  дг

Решение задачи проводится мето.дом дробных ша­
гов, и схема расщепления записывается в этом случае 
следующим образом:

1-й дробных шаг /  =  ( д -f 7з) "С.
5цЛ + 1,'3 J (J2̂ n̂ + 1,3

Re д х'  ̂ '
(4.3.1)

=  0 .

d t

~~d't

П« —

дг + д х

1

Re д х'‘

~Ft

=  0 .

для X, г б Q:

Re д X
-л+1;з ^  ,

=  0 ;

и л  +  Т З для X =  Я;
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цП + иЗ — Q̂ ---------- + для X =  0.
д  X

2-й дробный шаг t =  {п 2/3) х
^уЛ+2/.'i I / 2̂̂ л̂ + 2,3 I д +

dt г д г
^^л+2,'3 J f д2^п + 2;3 J (5^л + 2;3

( ? /  R e i c ^ r ^  г дг

(4.3.2)

2tjn+2;3

д  и " + ^ ' 3

~ а Т
(3 ИЛ+2,3

для .«, г б Q;

=  Зм"+2'3̂  -цп+з/з _  о для г = 1 ;  

=  О, =  О для г =  0.

3-й дробный шаг  ̂= (и + 1) X

dw"+' 5П''+1
д  t 

d v ’'+'̂  
d t

д  X
с)П"-ь̂

д г

П"+' —

у2П« + 1

(-n-j-I
~fT ~

- ^ - d l v  « ' ‘ + 2 / 3  д л я  X, r^Q\

д  и” + '2 d м'‘+* дv' +̂''■
V ,

Re д  X 
для X

д  X дг

(4.3.3)

=  0

Я;
д  и” '̂- 5 1 1 " + '
--------------=  р « " + ‘ , t / " + '  =  О , --------------- =  О  д л я  г  =  1;

д г  д  г
5и"+‘ 5П"+'— ----  ^  О, г»" и =  о, ~ —  = 0  для г =  0;

д г

цП + 1 ^  О, д  V''
д х

д г
511"+' 

5 л;
О для л: =  0.

При г =  {) в гравиеииях л краевых условиях возни-
0 „кают неопределенности вида —  . Эти неопределеннос­

ти устраняются по Лоннталю. Например, на шаге
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(га +  /̂з) т уравнение движения для компонен­
ты и заменяегся при г =  О уравнением

д t Re д г-
и т. д.

4.3.2. Ниже приводятся результаты некоторы.х рас­
четов, выполненных по прнведенпоГ! выше схеме на сет­
ке 20X20 (для И =  \ ) с шагом по времени т — 0,02. 
На рис. 4.3.1 показано влияние коэффициента трения р

Рис. 4..3.1

на форму свободной поверхности в пристеночной зоне. 
Кривая 3 получена для скольжения жидкости по стен­
ке без трения (р—<-0), к|ншая 2 соответствует р =  1, 
кривая I — это форма колебаний при полном прилипа­
нии жидкости к смоченной поверхности (р—>- со ). Рас­
четы выполнены при Re =  2,50, / / =  1. Видно, что
коэффициент трении р оказывает наиболее сильное 
влияние на форму свободно!'! поверхности только вбли­
зи смоченной поверхности на длине порядка (Re)
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На рнс. 4.3.2 н 4.3.3 изображены поля давлений 
и скоростей для случая колебаний жидкости с Re=10®, 
Р =  30 в баке, заполненном на глубину И =  0,5.

Влияние числа Re на декремент колебаний а видно 
из графиков, приведенны.х на рис. 4.3.4. Здесь кривая 1 
получена при р->-0, кривая 2 — при р-^ а; , кружками 
обозначены значения а по приближенной формуле для 
слабого [24] демпфирования (п. 4.1.1)

F'
Е '

учитывающей, «эмпирическую» поправку 
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Здесь

F' — up — j* u^ds\ ^  ~  j*

дФ
d x ; и

x = ff

дф  _Ш----  при Ж =  0;
d r  ^

дФ
№ ----  При г =  1;

д  X

(4.3.4)

Ф =  =  У1ЬШ; X =  3,83.XshA/y Уо(Х)

При Я > 1  из (4.3.4) для коэффициента зату.кания сле­
дует приближенная формула

а  ^ 5 , 1  ( R e ) - ‘ '2. ( 4 . 3 . 5 )

Кривая 3 построена по результатам расчетов методом 
дробных шагов, когда величина коэффициента присте­
ночного трения задается по формуле

(Re) 1/2
которую можно рассматривать как первое приближе­
ние к зависимости (1.3.10).
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Видно, что эти результаты достаточно хорошо согла­
суются со значениями а, которые вычислены по приб­
лиженной методике (4.3.5).

§ 4.4. Несимметричные колебания жидкости 
в прямом круговом цилиндре

Решение этой задачи проводится также методом 
дробных шагов. Однако непосредственное расщепление- 
исходной краевой проблемы в это.м случае не позволяет 
на каждом дробном шаге получить неявную схему. 
Кроме того, расчет давления на заключительном шаге 
потребует для достижения необходимой точности ис­
пользовать достаточно густую пространственную сетку, 
а это лимитируется возможностями вычислительной 
машины. Поэтому вводится предположение о том, что 
параметры течения в меридиональном сечении цилинд­
ра изменяются по закону синуса (косинуса). Этим 
приемом задача сводится к двумерной, и таким образом 
снимаются многие трудности ее решения.

4.4.1. В цилиндрической системе координат (х, г, 0), 
связанной с днищем цилиндра, линеаризованная крае­
вая задача имеет вид

д_и^
d t

1 , -  —Re д л
д 1
д Г  Re 

д и» 
д t

2 ^̂ r 2 д
Г- г- d 0

Нй
--------- I \ ‘U(t----------

Re г  г-
д и.
д х +

д и.
дг

; 2 д
Fr Re

д а ,  . д и.

А  i ! h

d О 
д

+  ^  =  0;

+ ^ ^ ~  = о-
г д в

(4.4.1)

f---------- '--О в обл. Q;

д
дг

д г дх  

-= и, = 0;

=  0 ;

=  0,

д 0
1 д 
г
д
dt

д в
д и» 
д X

0; (4.4.2)

=  и. при X = /-/:

а Ий
~ д7

fiHy при г =  1; (4-.4.3)
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^ д Ur г, д Ue о Аи. — 0; ----- = ----- --- ?Ин при д; =  0.
д X  д X

Здесь
д'̂  , , \  д „ 1 ^
д X- д г- г д г г- дВ^ гг

Начальные условия имеют вид (3.1.1).
Введение аналога давления л позволяет утверж­

дать, что внешние силы оказывают влияние на течение 
жидкости только через граничные условия, записанные 
через л, на свободной поверхности.

Будем искать решение краевой задачи (4.4.1) — 
(4.4.3) в следующем виде;

=  Ur {х, г, t) .sin 0; Ur = U r{x, г, t) sin 0; (4.4.4)
«Н =  U»{x, r, t) cos 0; Л =  ir (x, r, t) sin 0;

; =  /  (r, г*) sin 0,
T. e. в далы1е11ше.м будем рассматривать только колеба­
ния жидкости по первому несимметричному тону. Оче­
видно. что преобразования вида (4.4.4) могут быть про­
ведены в общем случае и для других тонов колебаний.

С помощью преобразования (4.4.4) размерность 
исходной краевой задачи понижена на единицу, и те­
перь се можно рассматривать как двумерную неста­
ционарную

ди..  1 , , ,  , д \ \  „
—  vf + т -  = 0;

о  X

и .  2U» \
д t

ди»
dt 7“  I V1 ----- - -г

д t
J_
Re
I

Rc

r}.V 
/.

f7 ’

Re 

V I  Ur
dU  „ 
dr

и»
r- r2 - ^ = 0 ;

r
dU, 11

 ̂=  0

I I -----1. _

d r  r

A  =
Rc (5 д:

d Ur 
~dx

Ai7-
dr

d Ur 
dr

0: dV.
c)i

U, =  0; d Ц» 
dr

в обл. Q\

—-----1----- --- U,
d X r

Ur п р и  X --Z H\

=  у Б н  п р и  г  1;
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и = 0; ^  ^  при X =  о,
о х  о X

где
т2 —

д х ^ ' ^  дг^ + - f -
1

Начальные условия задачи теперь 
щнми:

будут следую-

и {X, г ,  tQ) = U^{x, г ) ;  П ( х ,  г ,  ; о )  =  Ц О ( л : ,  г ) ;

Z(r, /о) =  У̂” (г).
Решение этой краевой задачи будем проводить ме­

тодом дробных шагов. Рассмотренная в предыдущих 
параграфах схема расщепления может быть применена 
только тогда, когда связь между составляющими векто­
ра скорости в уравнениях движения будет осущест­
вляться только через давление. Для достижения этого 
перейдем к новым искомым переменным и{х, г, /); 
t’(x, г, /); w{x, г, t) по формулам

11= и V  +  W = — U/ ,  V — W = Ue.  (4.4.5)
В новых искомых переменных краевая задача име­

ет вид
д и 1 „ 5 П----=  —  VfM —
д t Re д X
d v  1 \ ! д \ \  И
d t  Re 2 U /-  г
d w  1 „ , 1 / а  И И

Re 2 г
да   ̂ d v   ̂ d w  2w „  ̂ ^— +  — -----1-----= 0  в оол. Q;
d x  dr  dr г

(4.4.6)

II

d и

7̂
f 7

_  ^  ^  — о- ^  "
Re ^ дс ' d r  г

d Z+  i i _ 2 ^ = 0 ;
dr г d X - dt
d и . d v   ̂ dw  ри; —  =  Зг-; - -  = 
dr dr dr

=  и

2 ^  =  0;
d X

при Л' =  H\

1;при r

« =  0; —  =  
d x

d wIt»; ----3tt) при X =  0.
d X

(4.4.7)

(4.4.8)

(4.4.9)
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Через Vk здесь обозначены операторы
Л1 I л / «̂ \ J

vl  = д г дт \ г  ]
(к =  0, 1, 2).

4.4.2. В соответствии с принятой ранее с.хемой про­
ведем расщепление краевой задачи (4.4.6) — (4.4.9) по 
независимым переменным х, г таким образом, что:

1-й дробный шаг  ̂ =  ( я -f -^ ) -с

д 1
dt  Re д 

2 (?«''+>=’ 7."+’''’
Re d x  Fr

«"+' ■’ =  О при х = 0 ;
.̂уЛ+13 \

в обл. Q; 

при X — Н\

d t  Re d 

d X 2 \  (? г r

в обл. Q;

при X = Н\

d z)"+' ^

^  Щ ) П +  1,3

=  3x1''+' * при л: =  0;

1 6'^®.'"+'*
d t Re d X-

в обл. Q,

d w'' ' ' 1 / d 11"+'^ j- u;i + l,3

d X 2 \ dr  
d ш" + ' •’

при X --= / / ,

d X
— Зцу'' +' ■'

2 й дробный шаг t = \п-\-

d _  J _  f d-W'+'  ̂  ̂ J_
d t  R eV (?r^  r dr

при Л- =: 0.

?i'’+-'
r-

B обл. Q;

r>«'’+2' 
d r

= 3//"+'''̂  п р и г = 1 ;

95



д

д  t

цп+т?. _  Q Г =  0;
1 ^ 1 д  t)"+-

^  \ д ~ г -   ̂ "д г
в обл. Q;

— (5̂ « + 2 i при Г =  1 ,

д

~ d ~ t

щ«+2 3 _  о при Л =  0;
1 '* 1 д

Re \ г (?г
в обл. Q;

ĵ n+2,3 _  _  .ул+2;з при г =  1;
й ain+zs

4и)'*+2/3

<?г
=  О' при г = 0.

На третьем дробном шаге с помощью уравнений 
движения

d 5 П л И

d t d  X

d  ■»''+’ 1 Пя+1

д  t 2 1 д г г
d  ®)"+* 1 I d  П«+1 , П «+1

d t "  2  'i  d r
1

Г

и уравнения неразрывности формулируется также крае­
вая задача относительно аналога давления

212̂ ”+2; 31 ( д^2П«+1 = — \ — ------
т \ д х

7п+\

д '0«+2'3 7) j^n+2'З
+

П" Н =
Fr

t/lpiM
d r

d r  

в обл. Q;
2 ^ы"+2-з

Re d  X

d r

при A' = H\

П" ' — 0 при /' =  0;

=  0 при г =  1; 

d  И" ' '

d x
= О при А =  0.

Так как область определения искомых функций 
(/, е, W, II есть прямоуголм1ик

0 . ,л - .  /7; о : г < 1 ,  (4.4.10)
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то в выписанных выше краевых задачах заданы еще 
граничные условия нрн г =  0. Эти граничные условия 
формулируются исходя 113 условия регулярности ])еше- 
ння в области (4.4.10).

4.4.3. Расчеты колебаний вязкой жидкости в цнлиид- 
рнческом сосуде но главно.му несимметричному тону 
ироводнлнс!) для случая // =  1 на сетке 20X20 с шагом 
но времени т =  0,02.

Па рис. 4.4.1. проводится сравнение зависимостей 
декремента, колебаний а от числа Re, вычисленных по 
формуле [24]:

<1 =  5,78 (Re)-''2,-
учнтываюшей эмннрнческую ноп|1авку (сплошная лп- 
пня), и по результатам вычислений, оннсанным конеч­
но-разностным .мето.то.м (кружки), когда значения 
коэффициента трения задаются по фо|1м\ле

Р =  (Re)>'-.
П1)нведениые данные показываю! удовлетворитель­

ное согласование опытных п расчетных данных и подт­
верждают cocTOBTCxTbiiocTij предложенных математиче- 
екой модели течения вязкой жидкости в пристеночной 
зоне и методики оценки величины коэффициента тре­
пня р.

4. Заказ 6007
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