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Глава I. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ

§ I. Предмет теории вероятностей

есть и другая группа событий, 
что при данном комплексе условий 
и не наступать, и предсказать за-

Все события, происходящие вокруг нас, можно разбить на две 
группы - события детерминированные и события случайные.

Детерминированные события характеризуются тем, что при 
данном комплексе условий они либо всегда наступают, либо никог­
да не наступают. Например, при i I00°C и нормальном давлении 
вода закипает. С другой стороны, при этих же условиях она не мо­
жет превратиться в лед.

Однако 
которые характеризуются тем, 
они могут как наступать, так 
ранее,наступит событие или нет, невозможно. Например, при бро­
сании монеты появление герба на верхней стороне - событие слу­
чайное, при посеве семян прорастет данное зерно или нет - тоже 
заранее предсказать нельзя, проработает ли ЭВЫ без сбоя,пока 
решается ваша задача, заранее неизвестно. Это все случайные 
события, изучением которых и занимается теория вероятностей.

Но теория вероятностей изучает не сами по себе случайные 
события, а те закономерности, которые возникают при многократ­
ном воспроизведении опытов со сдучайным исходом. Другими сло­
вами, нас будут интересовать только такие события, условия для 
появления которых могут возникать бесконечное число раз. 
кроме того, эти массовые, так скажем, сдучайные,события 
ны обладать свойством статистической устойчивости. Смысл 
свойства будем расши^овывать на протяжении всего куроа. 
ка отметим, что теория вероятностей занимается изучением 
номерностей в массовых случайных событиях. В сочетании 
противоположных понятий закономерность - случайность и состоит 
главная особенность этого курса.

Возникновение теории вероятностей относят обычно к ХПувеку 
и связывают с комбинаторными задачами азартных игр. Именно они 
привели к задачам, которые не укладывались в рамки существующих 
тогда математических моделей. Азартные игры отличаются тем, что 
исходы нельзя предсказать заранее, κaj∏nιo элемент случайности, 
и ситуация может повторяться неоднократно^ массовость). Выдающи­

еся математики того времени заинтересовались этой нестандартной 

И 
долж- 
этого 
А^по- 
зако-
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ситуацией, предвидя, что в массовых случайных явлениях должны 
проявляться некоторые закономерности. Первые попытки обнаружить 
эти закономерности сделали Гюйгенс, Паскаль, Я.Бернулли. Вслед 
за азартными играми в сферу внитлания теории вероятностей попали 
задачи, возникающие в страховании и демографии. И долгое время 
теория вероятностей нв находила других приложений. Последующее 
развитие теории вероятностей связано с бурным развитием естест­
венных наук, в частности физики. Более точные измерения потре­
бовали изучения ошибок,возникаю1Щ1х при этом. Ошибки, как прави­
ло, случайны и не подчиняются индивидуальноцу учету, но проявля­
ют некоторую устойчивость. Так возникла теория ошибок, большой 
вклад в развитие которой внесли Пуассон и Гаусс, с их именами 
мы еще встретимся.

Следующий важный период в развитии теории вероятностей 
связан с именами русских ученых П.Л.Чебышева, А.А.Маркова, А.Ы. 
Ляпунова.создавпшх эффективные методы доказательства предельных 
теорем для сумм независимых случайных величин.

Современный период в развитии теории вероятностей начинает­
ся с установления аксиоматики. В 1933 г. вышла книга советско­
го математика А.Н.Колмогорова "Основные понятия теории вероят­
ностей", в которой была предложена аксиоматика, получившая все­
общее признание и позволившая охватить все классические разделы 
теории вероятностей. За последние десятилетия неизмеримо вырос­
ла роль теории вероятностей в современном естествознании.

Несколько слов о терминологии. Ках уже отмечалось, теория 
вероятностей имеет дело со случайными событиями. Здесь следует 
отвлечься от житейского представления, когда под случайным собы­
тием понимается что-то крайне редкое, идущее вразрез установив­
шемуся порядку вещей. Случайные события в теории вероятностей 
обладают характерными особенностями - массовостью и статистичес­
кой устойчивостью.

настоящее время методы теории вероятностей широко исполь- 
в науке, технике, медицине, социологии, производстве.

В 
эуются

§ 2. Алгебра событий

Событием будем называть любой факт, который может произой­
ти или не произойти. События будем обозначать большими латински­
ми буквами, например А, В,., и т.д.

Среди всех событий ваделим два крайних. Событие Л называ­
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ется достоверным, если оно наступает в каждом опыте. Событие
0 называется невозможным, если оно не наступает ни в одном 

опыте.
Над событиями можно ввести определенные операции.

I. Следование событий
Говорят, что событие з/ входит в событие -3 (обозначается

), если при наступлении события обязательно наступает 
и событие ?! .

Если событие состоит в том, что 
наудачу брошенная точка попала в об­
ласть А , а событие Ь -4 область 6 , то 
соотношение /с 5⅛ происходит тогда, 
когда область А целиком содержится в 
области Р),

Если С 8 и одновременно ,
то события Я называются эквива-

. Очевидно, что для любого события4OHTH1⅛M пли равными
имеет место включение 0 А

2. Произведение событий
Произведением событий и Й называется такое событие С , 

которое происходит тогда, когда происходят событие / и событие 
>⅞ , и обозначается С ~ -

&

fiυe>^C
и 3 называются несовместными, если <События ,yJ

3. Объединение (сумма) событий

Событие С называется суммой, или объединением, событий β 
и , если оно происходит тогда, когда наступает хотя бы одно 
из событий J или Я , с = яия .

Если события несовместны, то для их суммы будем 
пользоваться обозначением . Для сумм конечного или 
счетного числа событий будут использованы обозначения
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.UJ∣i ДЛЯ произвольных событий Λi и

zz л⅛*√ для событий попарно несовиестных.
к.

.Σ .
∙'=γ
События /у (i a∑,2...) называются попарно несовместными, 

■если для любых пар г hj At∩Aj ≈0 , i≠J •
Легко показать, что введенные операции над событиями удов­

летворяют следухкфш соотношениям:
= ми(ъис)>^ {β(∖'Si}(∖C.

АиЪ Я(\Ъ

{ли^)Пс (βf}c)u(3∩cl∙ (A^ι^)υc =(fiυc)∩(bucj.

= >?ПбВ/1С};
= л;

4. Вычитание событий

Событие С называется разностью событий А и 'Ь , если оно 
иаступает лишь тогда, когда происходит событие J и не происхо­
дит событие 3 , С J∣∖T> . Событие ji∖Jl называется противопо­
ложным событив А и обозначается Л

Через операции U п Q 
, выразить так;

β (y А ≈ (ji

связь между событиями Л и Л можно

или Z∕√f 
(94

или
/•4

и

Относительно противоположных 
ваемые форцулы двойственности

1»4
5. Полная группа событий

События л, , Aι Ап. образуют полную группу событий.

событий имеют место так назы-
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л.

если ,L∕ Jfi =_Г2..
««/ .
Собьггия A,,Aι,- 

местных событий, если
”, Лп. образуют полцую группу попарно несов- 

_______________ = JZ- . ’о есть если для tψi

9
6. Алгебра и 6^ -алгебра событий

Пусть _Л. -множество взаимоисключающих исходов некоторого 
эксперимента, на этом множестве задана система подмножеств ? , 
удовлетворяющая условиям;

1. пг с ? , , 0 6 Т ;

2. если -Йе ÷ и е J , то ЯПЪ ≤ 

y∣∖'bei . Я вГ . ⅛cT .

Множество Т называется алгеброй событий.
Алгебра событий Т называется в"-алгеброй, если из того, 

что Лг ^7 для
рл, г

Элементы <S^-алгебры заданной на множестве Л,называют­
ся случайными событиями.

Здесь уже хорошо просматривается аналогия между алгеброй 
множеств и алгеброй событий. Сформулируем эти соответствия в

i ≡ 1д2,..., следует^ что 
и ∕j°J∣i е Т.

Таким образом,пришли к следующему.

виде таблицы.

Функциональный анализ Теория вероятностей

Пространство Л Достоверное событие _Г2.
Пустое множество 0 Невозможное событие 0
Подмножество Л с J2, Событие
Сумма множеств Сумма событий
Произведение множеств Произведение событий
Непересекающиеся 
множества

Несовместные события

Разность множеств Разность событий
Разбиение пространства л Полная группа попарно не­

совместных событий
Алгебра или (? -алгебра Алгебра или б* -алгебра
множеств событий
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Имеется некоторое пространство элементарных событий Л. , 
элементы которого и) -исходы некоторого опыта. На этом простран­
стве задана некоторая -алгебра множеств 7 , причем элементы 
множества J есть случайные события. Пару (л, 7) будем называть 
вероятностным пространством.

Все теоремы функционального анализа, касающиеся множеств, 
полуколец, колец, алгебр и б*-алгебр,превращаются тогда в соот­
ветствующие теоремы теории вероятностей с плоскостью до термино­
логии.

В дальнейшем нам потребуется понятие верхнего и нижнего пре­
делов последовательностей событий

шр -≈ ∩ •

β{nι if'∙f J>n - .

§ 3. Вероятность случайных событий

Основной характеристикой случайного события является его 
вероятность. Имеется несколько определений вероятности, из кото­
рых рассмотрим лить некоторые.

I. Классическое определение вероятности

Пусть пространство элементарных событий является конечным 
и содержит п. элементов, то есть JZ = {uj,,/

Будем считать, что события ed,, являются равно­
возможными. Понятие равновоэможности является первичным и не 
может быть сведено к другим понятиям, а лишь может быть поясне­
но. Понятие равновоэможности будем считать связанным с симметри­
ей проводимого опыта, когда ни один из возможных исходов не име­
ет каких-либо преицуществ в появлении перед другими. Например, 
при бросании монеты, если она симметрична и однородна, то появ­
ление цифры или герба равновозможно.

Пусть некоторое событие Л ел содержит т < п элементов, 
то есть А - I4√, i •

Вероятностью события β называется величина

Это определение называется классическим определением вероятнос­
ти. ⅛yrHMH словами можно сказать, что вероятностью события
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наэывается отношение числа исходов опыта, при которых наступает 
событие J , к общецу числу возможных исходов опыта, причем все 
исходы должны быть равковозможными.

Классическое определение вероятности удобно проиллмютриро- 
вать на так называемой урновой'модели. В урне находится ша­
ров, из которых Л/ черных. Шары отличаются только по цвету. Но 
глядя, наудачу вынимаются два шара. Найти вероятность того, что 
вынутые шары черные - событие √ . Общее число возможных исхо­
дов данного опыта - число любых пар шаров, очевидно, что 
Число исходов,благоприятных для события^ rrt = , следова­
тельно , z* i

Несмотря на внешнюю простоту классического определения, 
решение задач сего помощью обычно достаточно сложно и требует 
хорошего знания комбинаторики.

2. Геометрическое определение вероятности

В своей идейной основе геометрическое определение вероят­
ности не отличается от классического. Единственное отличие сос­
тоит в структуре пространства элементарных событий Л- .

Множество элементарных исходов является непрерывным. Пред­
ставим себе, что из -Л наудачу выбирается точка, причем выбор 
любой точки равновоэможен. Событие М - выбор точки из облас­
ти Л . Тогда вероятность наступления события Я определяет-

где тлб означает меру области т/ 
(это длина, если Л. - одномерное мно­
жество,* площадь, если Л. - двумерное 

и Т.Д.). Проиллюстрируем геометрическое определение вероятности 
(2) следующим примером.

Пусть дан отрезок длины / , на котором случайным образом 
выбираются две точки-С и 3 . 
Считая, что выбор любой точки от­
резка равновоэможен, найти вероят­
ность того, что длина отрезка 
будет меньше л. ( й ≤ € ) - собы­
тие Л ,

(2)

.........

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



-io-

Обозначим через де координату точки - координату 
точки . Тогда множество пар чисел (х,у) заполняют на плос­
кости квадрат, сторона которого равна - это множество

-12. . Интересующее нас событие 
наступает тогда, когда /^-у/ ≤Λ. 
№ожество таких значений - это часть 
квадрата, границами которой являются 
прямые аг-ухО- и ,
Позтоцу

3. Статистическое определение вероятности

Основная трудность классического и геометрического опреде­
лений вероятности - это выделение равновоэиожных событий, обра­
зующих iφocτpaHcτBθ -Л. В реальных ситуациях такое выделение, 
основанное на свойствах симметрии изучаемого явления, возможно 
далеко не всегда.

В основе статистического определения вероятностей лежит 
опытный факт - так называемая устойчивость частот.

Цусть проделано п. опытов, в каждом из которых может насту­
пить иди не наступить событие Л . И цусть событие Л поступило 
в п. опытах (т i п.). Тогда величина

называется частотой наступления события Л . Построим график за­
висимости частоты А от /г '. Как показывает опыт, для подавляюще- 

' го большинства событий график этой зависимости имеет достаточно
характерный вид. Веди при 
малых п. на графике имеют­
ся нерегулярные колебания 
достаточно большой ампли­
туды, то с ростом п раз­
мах этих колебаний все бо­
лее уменьшается и график 
зависимости к. от п. при­

ближается к прямой. Это
α

горорит о существовании предела
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(3)

П . Этот предел и
вероятности.
моменты.

к которому приближается частота при 
называют статистическим определением

Необходимо указать на следующие

1. При гаком определении не видно никакой связи между р(Л), 
определенной статистически, и вероятностью события по классичес­
кому или геометрическому определению. То, что эти вероятности 
совпадают, выясним лишь в конце этого ιςypca.

2. В некоторых случаях нет устойчивости частот. Но это 
обычно трактуют не как то, что к этим событиям теория вероятнос­
тей не применима, а как то, что в основе изучаемого явления ле­
жит какая-то более сложная модель, чем изучаемая.

Есть и другие определения вероятности, но их-в данном кур­
се рассматривать не будем.

§ 4. Основные свойства вероятности. Вероятностная мера

Рассмотрим свойства вероятности, используя для этого гео­
метрическое определение вероятности

I. p(Λ} = j21±1-(≥=2 _ √ . 
Г пщ ' >

' rnΛ-tCji-)
Таким образом, вероятность достоверного события равна I, веро­
ятность невозможного - нулю.

2. Пусть √cS , тогда ро) < P(R) . Это следует из того, 
что Л-ГХ4 СЛ) ≤ , ив этом случае

в частности, так как 0 с Л с л.

pWi 

{2i ,то есть

, то

, то для любого события

3. Пусть J!∩R = 
ные, тогда =

->y>.e.i СЛ) f ry∣i-iCΛ)

события л и
Так как

несовмост-

-р(Л).

о s
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(4)

(5)

и вообще, для попарно несовместных событий '

р (ljii ≈ '>

Таким образом, вероятность есть неотрицательная счетно­
аддитивная функция множеств, причем y=>fjχJ = { ,

Вспо1линая понятие меры в функщюнальном анализе, можно ска­
зать, что вероятность />^2есть конечная мера с нормировкой 

= √ . Поэтоцу часто говорят не о вероятности, а о веро­
ятностной мере, заданной на вероятностном пространстве.

Тройку (-Л-, T,P ) называют вероятностным пространством с 
вероятностной мерой .

Поэтоцу все теоремы, касающиеся свойств меры, которые изуча­
лись в функциональном анализе, автоматически становятся теорема­
ми теории вероятностей с заменой слова "мера" на слово "вероят­
ность". Напомним важнейшие из этих теорем.

а) Теорема о полуаддитивности вероятности

Σ рсА^) pCjf),

^∙S∕^-

•«3
Ecj∏r ,

* ч
В частности ,

Есл1 <z β
>

б) Теорема о 
Р (1∣Λ∣ ifξ J

Р (iU-pJ∣n}

Л ()

> ■

МОНОТОННЫХ последовательностях

≤ 6tfr, inf

5≈ (<hι SUp (Як. );

= -й’Лг pCj∣n) ,

в) Непрерывность вероятности
Вероятность называется непрерывной сверху на пустом мно­

жестве, если из того, что Л следует = О.
Для того, чтобы вероятность была счетно-аддитивной^необхо­

димо и достаточно, чтобы она была непрерывной сверху на пустом 
множестве.
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и

, поэтоцу

Отметим еще некоторые простейшие свойства вероятности, ко­
торые полезна знать.

4. Если J , то рС&\ А J = рея) - р(Л).

Действительно, если ЛсЪ , то jf+ (^×J)

PC^J = РС^)-^ pCK∖A} • Отсюда и подучаем, что 

PCB∖AJ= pCBJ- p∞.
5. рСА -f-P(β). Действительно,

РСЛ)= рсл)-рел) -^-PCΛ).

6. Теорема сложения вероятностей

Выше было показано, что вероятность суммы несовместных со­
бытий равна сумме вероятностей, то есть если √∕}3=(2^ , то

= рСЛ) -f р(Я) •

Подучим теперь формулу для вероятности суммы совместных 
событий, которая носит название теоремы сложения вероятностей.

Начнем со случая двух событий / и ≡ .
рисунка,объединениеКак видно из 

событий -∕6∕S можно представить в ви­
де объединения трех несовместных со­
бытий
√6∕yS≈ J∖B -►гчл -и JJ∩% .

имеемТогда по формуле (5) 

f>CJKJΛ) pCJ∖^)рСЯ\А)-^р(ЛПЪ).

Для определения вероятности p(j)∖Ti} воспользуемся следующим 
представлением события /:

= АЬ ЛПЗ .

Отсюда

или

Аналогично

- pCA∖i) -ьрелпъ) 

рСЛ) - p(J)∩R).

Р(Я)^ p(B∖A)^p(A(∖b)∙, 
pQB∖Λ)^ p(S>)~p(Af∖t>). '

Подставляя в (6) формулы (7) и (8), подучим

« рС4) Ч- рея}-

ДЛо \ 
?■ к в и » 1/:,.

(7)

и
(8)

(9)
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Для п совместных событий теорема сложения имеет вид

(10)

' C∕∣А).
Докажем ету φopι<yj(y по индукции. Для />«2 формула доказана 

см. (9).Пусть формула (10) верна для некоторого п. . Добавим еще 
одно событие , тогда по формуле (9) имеем

.H'>∙- 'Л., ,

(П)

ПОЭТОМУf‰4 c∙f f
PiJ>b..nβΛι)) ^p(υ

• •• .

(12)

Подставляя (10) и (12) в (II),получим

что и доказывает теорецу сложения вероятностей.

I

§ 5. Условная вероятность. Теорема умножения вероятностей

является егоКак уже отмечалось, вероятность события 
исчерпывающей характеристикой.

Одиако так обстоит дело лишь в случае одного случайного 
события. На практике часто приходится сталкиваться со случаем, 
когда в каждом отдельном опыте наступает несколько случайных со­
бытий, то есть мы имеем дело с совокупностью случайных событий. 
Обратимся к примеру.

Опыт состоит в том, что монета подбрасывается три раза. Со­
бытие А состоит в том, что герб выпал один раз. Используя клас­
сическое определение вероятности, ∣> (jf) = . Теперь на базе
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нечетно. И пусть стало известно, что 
наступило. Что можно сказать о вероятности события 
случае? Очевидно, что эти события как-то связаны мея- 
следовательно,вероятность события Л при условии, что 
наступило,будет иной, чем без этого условия. Эту ве-

ЭТОГО же опыта рассмотрим совокупность двух событий. К уже ука- 
зйнноцу событию Р добавим еще событие -S, состоящее в том, что 

число выпавших гербов 
событие -8
Л в этом 

ДУ собой, 
событие р, 
роятостъ называют условной вероятностью и обозначают pCJ/Я) 
или Р^СЛ) .В нашем случае

рСЛ /Я ≠ ~g рСЛ) .

Теорецу умножения вероятностей выведем,используя классичес­
кое определение вероятности. Цусть некоторый опыт имеет л воз­
можных исходов, причем 2 из них благоприятны для наступления 
события Лу гп. исходов благоприятны для наступления события
3 и в А исходах наступают оба события J я & (т.е. J!∩A

По классическо»|у определению вероятности можно записать

∕>6WW≈ - !13)

Здесь = рСА) , А что такое 7 В определении вероятности
в знамеиателе стоит общее число исходов данного опыта. В сомно­
жителе в знаменателе стоит число исходов,благоприятных для 
наступления события Л , которое заняло место всех возможных 
исходов данного опыта, то есть наступление события Л мы рас­
сматриваем относительно только тех исходов, в которых событие 

как услов- 
•3 наступи-

>8 наступает. Таким образом,^ есть не что иное, 

ная вероятность события при условии, что событие 
ло. Тогда форцуду (13) можно записать

pCJ∩b)^ р(Ь) р(Л/Ъ).
Аналогично

pC4flb) = Р С^/Л)рСЛ}.

Тогда окончательно

pCJ)nA)χ=^ рСЛ)рСЛ/Л) pCB)-pCJ>∕Λ).

Эта формула называется теоремой умножения вероятностей. Из неё 
следует, что

р(Л/Л)^ PPP0Pλ ;
' PCR)

(14)

(15)

∕'''.'⅞2 7÷ с f> CJ)) г
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Сфорцулирувы теперь общее определение условной вероятности. 
Пусть задано вероятностное пространство (∙Λ , Т , Р ) и цусть Л и 
К'произвольные события из множества ? . Если p(,S)>O , то 
условной вероятностью события Л ∏p∣∣ условии, что событие -В 
наступило, называется

События и л называются независимыми, если вероятность 
наступления одного из них не зависит от наступления или ненае- 
туплекия другого. Для независимых событий

/3 р(ь/Ар(Я),
и тогда

p(jnH,)≈ pθ))-pcz). (16)

Перечислим некоторые свойства независимых событий.

1. Если событие Л не зависит от события jS , то и наоборот, 
событие 3 не зависит от события Л . Действительно, цусть собы­
тие J не зависит от события .8 , то ость p(J∕J>)∙= pd) 
Тогда теорема умножения вероятностей дает

р(Л/Я)рСА) pO>) pCR) pcs,∕j)pθ)).

Если pd)>o , 10 подучаем pC3)≈ pζA∕J) , то есть событие 
не зависит от события Л . Другими словами^ независимость 

или зависимость сдучайных событий есть свойство взаимное.

2. Если события У и 2 независимы, то независимы также Л 
\ Л vi Ъ Т 4i Л> .
Действительно, цусть Л независимы, тогда
р (л/А) Л- р(Л /А)^ Л- р(Л) Р (Л], 

р (^/л) =.1 - р(А/л) - p(A}^ р (ЗУ-, 

рСЛ/Л) Л-р(Л/А) ' ∕-pC^) р(лУ .

3. Для произвольного числа событий теорема умножения (14) 
имеет ^вид
p(PJi}=p(J,)p(jJJ,}p(JJA^J.y -...■ р(Л,

Если случайные события Х- независимы, то теорема умно­

жения запишется в форце

рСПА) ∏P(A-').

Независимость событий является очень важным свойством > 
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облегчающим проведение очень многих расчетов. Поэтоцу при постро­
ении исходных моделей надо стараться в качестве исходных элемен­
тов модели брать независимые события.

§•6. Форцулы полной вероятности и Байеса

Выведем теперь две формулы, играющие очень болыцую роль в 
теории вероятностей.

Пусть имеется вероятностное пространство (ji,T,P) и пусть 
^4 - полная группа попарно несовместных событий, то

есть

1)

2)

3) Σ и. 
j-4 <f

Рассмотрим некоторое событие , для которого известны ус­
ловные вероятности p(jt∕Hi) (∙^∙f,n и вероятности
событий И, - pWi) , <■-<?,...,∙^∙

Необходимо найти (полную) вероятность события 7 , то ость 
найти p(j>).

Имеем я

Все слагаемые, стоящие под знаком суммы,- попарно несовместные 
события. Поэтому, используя теорему сложения вероятностей и тео­
рему умножения вероятностей, подучим

pr^J≈ р (Z J∕}∏i) t Z Р(Н, )рСЛ/Н,)

или
∕>r√> = Σ p(J∕yi)pCHi}. [χ7)

ι∙∙t
Получили формулу полной вероятности. Этой формулой часто пользу­
ются в следующей ситуации: нас интересует некоторое событие . 
Относительно условий, при которых оно наступает, можно высказать 
какие-то гипотезы 74, //, попарно несовместные. Извест­
ны вероятности этих гипотез рСН;) и условные вероятности нас­
тупления события Л , если верна та или иная гипотеза 

полной вероятности дает возможность найти вероятность 
наступления события с учетом возможности наступления любой
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из гипотез.
Другой важнейшей формулой является формула Байеса. Исходные 

данные в ней те ха, что и в формуле полной вероятности, но до­
полнительно известно, что событие J наступило.

Необходимо найти условцую вероятность наступления гипотезы 
И- 1фи условии, что событие Л наступило.
' По

определению условной вероятности имеем

РСЛ)

по формуле полной вероятности, получим формулу 

∣>(J∣H,)pCH,) ■
Кй обычно применяют в следующей ситуации. Также 

событие и гипотезы об условиях его наступления^

Заменяя 
Байеса

(18)

имеются
^ ( ) - вероятности этих гипотез,известные до проведения

опыта,- априорные вероятности. Цусть теперь в результате опыта 
наступило событие Л . Факт его наступления несет нам информа­
цию Q гипотезах ¼, и эта информация вьфажается в изменении ве­
роятностей наступления гипотез - они теперь становятся равными 
p(∏i /Л) - послеопытными или апостериорными вероятностями. Фор­
мула Байеса как раз и позволяет найти эти апостериорные вероят­
ности и тем сашм получить информацию об условиях наступления 
события Л .

Тем самым формула Байеса становится основной для принятия 
каких-либо решений о гипотезах Н, по результатам опыта.

$ 7. Частная теорема об опытах. Биномиальное распределение

некоторое сду-
Пронзводятся ∕L опытов, в каждом из которых 

Сделаем следужнцие

Рассмотрим и решим следующую задачу. Имеется 
чайное событие -/ 
может наступить или не наступить событие √ 
предположения:

а) проводимые опыты независиш, то есть наступление или 
ненаступление события √ в каком-либо опыте не влияет на исходы 
других опытов;

б) вероятность наступления события •/ в одном опыте
и одинакова для всех опытов.
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Нас интересует вероятность того, что в и. опытах событие Л 
наступит ровно m раз - /’С/л). Эуа вероятность может быть 
вычислена по форцуле Бернулли, которую сейчас и выведем.

Обозначим через Л наступление события Л в i -м опыте, 
а через - событие, наступающее тогда, когда в п опытах
событие Л наступает ∣>f раз. Тогда имеем

(19)

Для примера выписаны лишь две комбинации исходов п опытов, ког­
да событие Я наступает т раз.

Замечая, что эти комбинации представляют собой несовместные 
события, подучим

Пользуясь теоремой умножения вероятностей и учитывая неза­
висимость исходов опытов, имеем
Afw) = P(∙Λ>)рСй^}'-. - РСЛг^)р(Л„.,}-...

Учитывая теперь, что pCΛ,∙)∙p и , запишем

P√w>= ∕>*'f∕-√^'"-f ....

Чтобы окончательно подсчитать интересующую вероятность > 
учтем, что слагаемые в (19) отличаются только порядком сомножи­
телей и всего таких слагаемых ~ число сочетаний из п. по 
/п , напомним, что Ся. ” nι'∣(t,7m)∣. ‘ Окончательно имеем 

Λ,(*<)=C"'∕>*ry-∕>∕-*.

Эта форцула носит название частной теореш об опытах или форму­
лы Бернулли.

Если рассматривать эту форцуду как фун1щию т , то она зада­
ет распределение вероятностей, которое называется биномиальным. 
Исследуем эту зависимость P^(>n) т т , Oimi,n , Рассмотрим 
отношение

_ ±iP*"2(±-p).
Р, C>nJ ~ (ħ-m-4)!h! P∙^ ^-Р

Это отношение будет больше I, если т < p(n-r∙f)-^ следова­

тельно, ∣∖Cff∣) возрастает, и при Д7 функция P^(m) убы­
вает, так как отношение . Поэтоцу график зависимости

Λ⅛ 
имеет вид, изображенный на рисунке.
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о 1 ^i-

I
I
I
I

I

) 
х!

Своего максимального значения 
Р,(»у) достигает при 

Λ7,= e^ti^ ~ -(J

Причем это значение называют 
наивероятнейшим значением би­
номиального распределения.

»
I

Х

§ 8. Локальная предельная теорема 14уавра-Лапласв

Формулой Берчулли для вероятности того, что в л опытах 
событие наступит ровно раз

л '

удобно пользоваться для численных расчетов при небольших значе­
ниях /> и '>ι , так как при больших /? и возникают трудности 
с вычислением , /к /,

Выведем для удобную приближенную формулу, пригодную 
для случая, когда h и /'-/>' велики.

Для этого воспользуемся форхулой Стирлинга

■ = п/гтгп= п 2TiH е

где

у,

∕<S,∕<75^^---- О при

Введем обозначения ∣p=Y-p

и рассмотрим поведение выражения Р„(т.) при/7—
Имеем

∕I∕7P> ' Сл-т)

= -4х !W!*'
<∕2τi ∖fn(,n~m) ( fr> J {t,~∕n)

Рассмотрим теперь предельное поведение отдельных сомножи­
телей, считая, что <? ≤ X s / , где й. и /-некоторые числа.

¼
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β>^‰^ 
поэтому е -- *

А—

откуда следует, что
-→'(∖∣ħι(h->v)

- ГГ^ (н. ~ ) =

имеем

Используя разложение 6ι (∙∕--i) в ряд Тейлора
A.(7∙'Zj'3f - o(∙2∙},

получаем

2 = - -г )) ~

- - хДЦ}{-х ■

о .

Раскрывая скобки, получим
^7 = - г - аг^4 → (2^^^-г-

-x*∙p-^ ^р О оС^},

так что при Л → >”* ^
асимптотически равно).

Итак,окончательно инеем

> ^^~Tħp∕•

Эта форцула носит название локальной предельной теоремы
Муавра-Лапласа. Далее строгая ее запись такова:

(знак означает

(21)

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



m∙* hр

(22)

-Z)-

Если а < ∙x ⅛ / ,

Эта форцула дает достаточно хорошев приближение уже для л 25, 
причеи совпадение тш дучше, чем ближе р та -∑ > При Р би­
номиальное распределение ħ,(^>) имеет симметрическую форцу. Однако 
при малых значениях биномиальное распределение приобретает 
асимметрическую форцу,и поэтому не следует ожидать, что аппрок­
симация экспонентой будет хорошей. Оказывается, что при болипих
п. и при малых р существует другая приближенная формула - фор­

мула Пуассона.

§ 9. Форцула Пуассона

Эта формула выводится в следующих предположениях. Число опы­
тов /1 достаточно велико (л —• <*« ), но вероятность наступле­
ния события в одном опыте мала />«- / . Обозначим ∖≈pn или

и подставим это в формулу Бернулли
A⅛,= с:(4-Г«--аГ.

«

Рассмотрим предел при л . Имеем

⅛>,,⅛γA)7∕-A^*"= ¼ λl—
= ι^-k↑. —

Вычисляя эти пределы, получйм

ħ'→

Окончательно имеем

, i∙^np .
/г>' *

(23)
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Эта формула и называется формулой Пуассона. Как функция >v 
формула (23) определяет распределение Пуассона, график которого 
приведен рисунке:на

для

-д
Отсюда при fir('''}~303p6iQ-

тающая функция, а при т>Х P,("<}- 
убывающая функция. Наивероятней­
шее значение числа наступлений 
события приходится на /и-елЛег бД/ 
Здесь же следует отметить, что

распределения Пуассона выполняется условие 

показывает расчет, формула Пуассона дает хорошее приближениеКак
формулы Бернулли при малых вероятностях наступления события, по­
этому эту формулу иногда называют формулой редких событий.

Ошибка от использования формулы Пуассона при п. ■ 5.10^ и 
f> > 10~^ составляет менее 0,01 %.
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Глава П. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

§ 1. Определение случайной величины

Вторым не менее важным объектом, который изучает теория 
вероятностей, является случайная величина.

Остановимся на понятии случайной величины. Очень часто ре­
зультатом опыта является не событие, а величина, число. И очень 
часто оказывается, что, повторяя опыты, получаем различные зна­
чения этой интересующей нас величины, несмотря на неизменный 
комплекс условий проведения опыта. Например, время безотказной 
работы электроприбора заранее предсказать невозможно и одинако­
вые приборы проработают разное время, то есть время безотказ­
ной работы есть величина случайная.

Таким образом, под случайной величиной будем понимать такую 
величину, которая в результате опыта принимает неизгестное за­
ранее значение, причем это значение от опыта к опыту меняется.

Перейдем к более строгоцу определению случайной величины. 
Основой всех вероятностных построений является вероятностное 
пространство (J7, J,P ), где л - пространство элементарных собы­
тий, У - б" - алгебра на этом пространстве и Р - вероятностная 
мера. Каждоцу элементу этого вероятностного пространства w 
нужно поставить в соответствие некоторое число. Так как от опыта 
к опыту «ц меняется, то и числа будут меняться, то есть получит­
ся случайная величина.

Такое сопоставление ω числу является функцией , опре­
деленной на -П. .Но рассматривать произвольные функции ∕6t*j) было 
бы очень затруднительно с математической точки зрения, поэтому 
на класс функций наложим некоторые ограничения.

Обозначим через 2 
- oi> < X <• + сю . Обычно 
вой оси строятся на так 
зующих <?• -алгебру % . 
ва вида ,
открытый. Поэтому естественно требовать, чтобы функции ∕6ω⅛e 
только отображали л. в й 
борелевскую алгебру Jb , 
жение

(л.п

мнохество вещественных чисел х , 
все математические построения на число­
называемых борелевских множествах, обра- 
Элементами этой алгебры являются множест- 
где √oζ∙,^. '> - отрезок, замкнутый или

, но также отображали -алгебру Г в 
то есть, функции совершали отобра-
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Такие фунгахии называются измеримыми; для них выполняется усло­
вие И в . Таким образом, случайная вели­
чина ∕∙fa>j - произвольная измеримая функция определения на (-∏,. ?) 
и отображающая J⅛..ZJ.BΛg..v⅞)-

Укажем опять на аналогию с функциональным анализом

^ункцион. анализ Теория вероятностей

Измеримая функция Случайная величина
отображающая (л , Т ) /
в { R )

Если не будет возникать недоразумений, аргумент ω у слу­
чайной величины в дальнейшем опускаться,
величины будем обозначать греческими буквами 
без аргумента .

И случайные
и т.д.

5 2. Описание случайных величин

необходимоеКак известно из курса функционального анализа, 
и достаточное условие измеримости функции имеет вид 
для ∣'ι множества 

fω.∙

{ω∙ '^(us} ⅛X ]

[ω∙

∣fu)j < тс j е

€

Т;

Ji 
Т .

(0)
∈

любок^ событию Т ставит в соот-Вероятностная мера Р
ветствие число определяющее вероятность этого события. 
Поэтому для любого т определено число PU∞' ^(‘*>) . Это
число зависит от а: и является основной характеристикой случай­
ной величины.

Дункцией распределения Pj(x) случайной величины 

называется функция
r^(x}∙≈

то есть fy(χ) есть вероятность того, что случайная величина 
примет значение меньше некоторого X .

Конечно, можно было бы брать другие множества из (0), но 
в теории вероятностей принято брать именно множества видд.
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•• 6^) } ■

функция распределения FfCτ) является самой полной характе­
ристикой сдучайной величины; описать, задать случайную величину 

Jr - это означает задать ее функцию распределения f↑(ι) . Все, 
что можно сказать о случайной величине, заключено в ее функции 
распределения. В дальнейшем, индекс f у F^(z) будеы опускать, 
где это не будет приводить к недоразумениям.

Рассмотрим основные свойства функции распределения Ffrj.

I. F(x) - неубывающая функция, то есть если 
то F(x,) ≤ F (‰) .

Действительно, если ¾<¾, ta с
и ПОЭТОМУ по свойствам вероятности

P({^v∙. f<r,i)

F(tp < Ff‰).или

2. F(∙χ) удовлетворяет следующим соотношениям

F(ql}^ι'bι F(∙x,)≈ О

Действительно, рассмотрим последовательность чисел 2r^∕-ι>o 
и соответствующую ей последовательность событий Λ = ∕'<> 
Так как всякие реальные величины принимают лишь конечные значе­
ния и значений равных "- ««э " быть не может, то . Поэто­
му

P∣ħ1F(x)=: eιn,p(J∙,)≈ Р = Р (0) ^^0.

Аналогично, взяв последовательность чисел ¾ ∕≈*∙ и соот­
ветствующую последовательность событий X,} ,
получим, что /-Я. , и ПОЭТОМУ

F(χ)^ Fιm Fe‰) рСЛ„)^ p(-e,Λ, 'Λ}
г —∕1→C~

3. функция распределения непрерывна слева, тс есть 
при xfα<,

Действительно^ возьмем любую последовательность ‰, f^∙ 
и рассмотрим события / и .
Легко видеть, что Л f и J>,'= -Р • Поэтому 

л — ∙~∙
F(r) - р(.^'п,Л„) рсл), F(r.}

4. Как известно из функционального анализа, функция Fcx) 
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(2)

определяет на боредевской прямой меру Лебега-Стилтьеса . 
Поэтому

= - Р J

Р( а 4j ≤ g) ≈ F(g*o) - Р(а );

≈ F(g) - РСа-^о); 

е g) = F(g■^0} - РСа).

В частности, вероятность того, что случайная величина примет 
значение^ равное х. , равна

PfJ∙=xJ>= Р (х ≤ j- i ∙i) = РСте θj - РС^ 1

40 есть равна скачку функции распределения в точке х . Отме­
тим, что если в точке X непрерывна, то Р(= = о.
Но это не означает, что появление этого значения для случайной 
величины является событием невозможным.

Как известно из курса функционального анализа, любая моно­
тонно возрастающая функция есть сумма трех функций; абсолютно 
непрерывной ⅞yHKi⅛iH , ступенчатой фучпщии 
ной функции Q('×-F,

Fcx) - FJ×)t- PjC^) Г, (X) .

В реальных задачах сингулярная компонента 
ется, ПОЭТОМУ будем в дальнейшем считать, что

Остановимся на некоторых частных сдучаях.
I) Имеется только ступенчатая компонента, 

пенчатая функция, имеющая скачки в точках , 
чем величина скачков равна д , д ,..., Д .
чайная величина называется дискретной случайной величиной. Она 
с вероятностью I может принимать значения из набора ∕≈>,rχ, -Ал}, 
причем значение х, принимается с вероятностью f>,∙ .

Обычно такие величины задают рядом распределения - табли­
цей вида

f^fτ) и сингуляр-

не встреча- 

Fs(×)^ Q ■

т.е. Рп)- счу-
, при- 

Соответствующая слу-

Р

воэможныв значения случайной величиныв которой перечислены все
и соответствующие им вероятности.

Отметим, что в силу свойства &'/и Гсх) ■= ∙f для вероятное- 
i <*«» 

той t Биполнено условие .
/■
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Примерами дискретных сдучайных величин могут быть числа 
наступлений события А в биномиальном распределении и распреде­
лении Цуассона.

2) Пусть F^Cι) содержит только абсолютно непрерывную компо­
ненту. Это значит, что F(x) может быть представлена в виде

A(⅛>= J p(J)c∕^
—

или, что то же самое, существует производная
р(х), Р'стс.) .

Соответствующая случайная величина называется непрерывной 
случайной величиной, а функция yθ<xj =. ) плотностью
распределения вероятностей случайной величины, для непрерывных 
случайных величин плотность распределения вероятностей является 
основной характеристикой. Отметим ее основные свойства:

в)

что следует из первого свойства функции распределения,*
б) J рмЫт = Ц

что следует из формулы (3) и свойства функции распределения (I), 
причем условие б) для плотности вероятностей носит название 
условия 'Нормировки {

в) P(Ωg f<∙A) = Jp<Tχ)0'τ

Действительно,
g

Γ(ξ) - F(a,) Jprxja'x - ∣prχ)(∕^ -

произвольного множества ∕<^∩3τo свойство можно записать

■ у) <7 ∈ - J^pcχ)cfχ .

Отсюда..в частности,

Р(х « !ра eii = p(,x)∆X - .
X.

Поэтому часто плотность распределения вероятностей р(х) опреде­
ляют как

-iin, .
i×→o

Примером непрерывной случайной величины может служить ррем) 
безотказной работы некоторого.прибора.
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§ 3. Многомерные случайные величины

Очень часто результатом опыта является не одна, 
несколько случайных величин. В этом случае говорят о 
векторе или многомерной случайной величине.

- мерная случайная величина определяется как 
ность а измеримых функций Дби? , ,
щихСл.Т) в к, ^), где - борелевская <Γ-алгебра в . 

Необхо^эшым и достаточным условием измеримости системы и 
функций является условие; / -г,,¾,≈'*-

{u) € Г.

Поэтоцу основной характеристикой м-мерной случайной ве­
личины Jr τr fb) является н--мерная функция распреде­
ления

а 
случайном

совокуп- 
отобрахаю-

Свойства функции распределения аналогичны
свойствам функции распределения одномерной случайной величины.

1. ■■■> - неубывающая функция по каждоцу из своих
аргументов.

2.
Xf ~→,

3. Свойство согласованности

-Чч. «
Действительно,

‰.J= <X'>.t

Таким образен, чтобы найти функцию распределения меньшей размер­
ности, нужно в /г -мерной функции распределения не интересующие 
нас аргументь устремить к + .

В частности, свойство согласованности позволяет находить 
одномерные асконы распределения случайных величин,входящих а

=■ С}'п ■■■) j* ) ■

4. Если PCχ∙,j...,x,) абсолютно непрерывна, то h -мерная

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



-35-

случайная величина Cf tt ***> J нвэывйвтся непрерывной

в этом сдучае можно представить в виде

F(‰, •• ∙,xJ" J • • ■ J
где

называется плотностью вероятностей «.-мерной случайной вели­
чины. функция pcx,,...,∙x^) обладает следуюпщми свойствами;

рст,,.... о;

J∙ - Jp^^b ■ **°P*"-

а)

pθBKKj 
в)

ъ ∙

если , то

€. Л) =

г) условие согласованности для плотности вероятностей
имеет вид

чтобы получить плотность распре- 
нудно -мерную плотность веро- 
неинтересующим переменным в пре-

То есть в атом случае, 
деления меньшей размерности, 
ятностей проинтегрировать по 
делах С- .

Итак, 
ления (функцию распределения или плотность вероятностей), 
но найти одномерные законы распределения всех случайных вели­
чин, входящих в систему.

Можно ли решить обратную задачу: по одномерным законам 
распределения сдучайных величин записать много­
мерный закон распределения? Оказывается,это возможно не всегда. 
В общем случав 1фоне одномерных законов распределения сдучай­
ных величин необходимо знать условные законы распределения. 
Введем понятия условной функции распределения и условной плот­
ности распределения.

Рассмотрен двумерную случайную величину ('∕> с функцией 
распределения и плотностью вероятностей •
Пусть стало известно, что сдучайная величина приняла значе­
ние , Найдем условную функцию распределения 
ловК5то плотность вероятностей /*/).

зная многомерный закон распреде-
мож-
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Обозначим через событие ∕∙^∙' , а через

3 - событие /и>; i ^fu) <•'

jω! <» J i

Тогда для случайных событий и -S имеем
∕>r√∕7ΛJ

Выражая вероятности етих событий через функцию распреде­
ления, получаем

Поэтому выражение (5) принимает вид

5/

(5)

Переходя к пределу при ∆j-γ о , “получт 

или

'>g

-Г^Су}

'Р ∙j

(6)

Дифференцируя по х. , лодучим выражение для условной 
плотности

(7)

Или,используя форцулу (4),имеем

Аналогично

рср/х) ≈

(θ)

(9)_ Plf

Форглулы (6), (7), (8) и (9) определяют условные законы распре­
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деления сдучайной величины Гфн условии, что другая случайная 
величина принимает фиксированное значение.

Формулу (7) перепиаем в вдде

который напошнает те<фецу ужожения вероятностей для случай­
ных событий.

Аналогично понятию независимых случайных событий вводятся 
понятие независимых случайных величин.

Случайные величины h, , }^ называются независимыми, 
если многомерная φyκxιvu распределения равна произведению одно­
мерных функций распределения, то есть

Если существует многомерная плотность распределения вероят­
ностей, то условие независимости случайных величин запишется 
как

pc×f,. ,A>≈ П р}, .

в этом случае условные плотности вероятностей совпадают с бе­
зусловными, что легко проверяется по формуле (7).

(10)

§ 4. Преобразование случайных величин

Рассмотрим следующую задачу: имеется И. -мерная случайная 
величина с плотностью вероятностей и
имеется ∕λf функций от случайной величины

.f.}.

'∕ι ! f∕∣J> (II)

л ~ ifh , ЦХ
где - некоторые достаточно гладкие функции. Необхо­
димо найти плотность распределения вероятностей /»- мерной слу­
чайной величины ■,

Остановимся на нескольких частных случаях этой задачи.

а) Пусть ∣r - одномерная сдучафая величина с плотностью 
вероятностей ∕>fWκ f / (f) , где / монотонно возрастающая 

φyHκiξHH. Требуется найти плотность вероятностей случайной вели­
чины
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Для монотонной функции X тл связаны однозначно, 
вательно,уравнение ∙f(-я.) можно однозначно разрешить 

сительно Jt :

JiβΛw нетрудно заметить, что
∕<x>.∙ lc∙>) = {со: f(cc) < y>(^)} .

Тогда очевидно, что

и,переходя к плотности вероятностей,имеем

P,∣S>-r^lf)-F,'(<rι,ι)V'∕^l~ Pi(4<i))r()!.
Если функция ff∙) монотонно убывающая, то

{ω. f (и) ifφj,

и поэтоцу

слвдо- 
отно-

(12)

(13)

Дифференцируя по , подучим

Л ■
Объединяя выражения (12) и (13) для монотонных функций,можем 
записать окончательно плотность вероятностей функции от случай­
ной величины

где функция обратная к функции ^∙) .

б) Пусть теперь случайные величины / и 
нотонной зависимостью ‘ 
решенное относительно χ , имеет

_____  ______ связаны нвмо-
- ∕(i) . Тогда уравнение ■= /(’з:), раз- 

-----несколько корней z-
Как видно из рисунка, 
в этом случае

∕ω.∙ lω!<∕,'φ≤ M<Uj)jU

U h∙ V» (#7 f

и для функции распреде­
ления имеем
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- J p^(×)J3L J ∕^(x)(∕x ~3

Дщффервкщруем по , тогда

....

Учитывая внак проааводной от функций можно записать

Λ'>.'≈ ■
/

Например, пусть Мj -распределение Коши и bsf∙i, 
Тогда уравнениеjz≡χi имеет два корня; з;=

Поэтому

в) Пусть раамерности сдучайных величин и совпадают 
и равны . Тогда имеем а уравнений (11)*

Л’ ∕,(>i.....j.) \

f,)∖

,t*)-
Цусть,кроме того, система уравнений

- ∕ι(-×,,...,ιe^)∖

≡ ∕κ(‰t...., •*«

может быть однояначно раарепена относительно '^ь- ,'^к. » то

****'„ ∙4∙

в пространстве 
надув область 2* плоцддью Да. 
будет соответствовать область 
связаны взаимно однозначно, то

Р(^ е Ъ}

выберем некоторую бесконе ло 
В пространстве' ей
площадью X) . Так как
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Еслм область 2 окружает точкуХ = '
а область Zl - точку . »о

Отсюда

Но,как известно из курса математического анализа, для бесконеч­
но малых областей

Л ■

ПОЭТОМУ окончательно
,^.1

(14)
Vi'...

г) Рассмотрим теперь случай, когда в системе (II) 
и ;б •/*»••» А “ дифференцируемые функции. Для того, 
воспользоваться предыдущим случаем, введем дополнительные слу­
чайные величины

^Λi≠∕

чтобы

= ∕h,<<∖b∙-
система уравнений

^z=

/л <п. 

чтобы

. (15)

разрешалась относительно л> . Свобода в выбо-
.ft, tκsΛxn быть использована для того, чтобы

однозначно
ре функций 
решение системы (15) имело н*'иболее простой вид.

Разрешаем систему (15) относительно переменных , i.

, у.,).

• /
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Плотность вероятностей р величин п
най/лем по формуле (14);

_ I c7< ■ ■ ∙t jnJ ‘
Проинтегрировав подученное выражение по переменным, 
найден интересующую нас плотность вероятностей

Pf ∣y∣ħ) ~ J...

Рассмотрим несколько примеров преобразования вида г).
Пусть имеется двумерная сдучайная величина (^ ,^ ) с плот­

ностью вероятностей

I. Найти
Вводим дополнительную переменную

Тогда разрешаем систему уравнений

/* ^^3 ■ 
и - -×

относительно i ;

з: с<.

У -
Находим р (2 а у

'^1 •с f \ >

X'^J∙

Интегрируя последнее выражение по и, подучим
0О *

* -* >β '
Интеграл, входящий в згу формулу, называют интегралом типа
свертки.

2. Найти j , если = у- .

Опять вводим дополнительную переменную
/• .

и разрешаем систему уравнений
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7 1

относительно χ∙, •

≈ г У ~ •
1" ^>l , ’ 1г

* Pi->J (2, и) имеет вид 

^)∣4∣ .

Окончательно имеем

P^(2)~ j∣u∣

введем таким образом.

— *Х»

3. Найти P^(i) , если 

Дополнительную переменцую 
ные функции имели вид 

Jr ≈r c,>j Cf

чтобы обрат-

или
у: ■= 2C4ii<^

Тогда

поэтому '

Так как С>< <217 ,

∕j, J i t∙>∕ J∣[iiΛif)ef ip

Аналогично

о.

§ 5. Математическое ожидание

Описание случайных величин при помощи функции 
НИЯ или плотности вероятностей является сашш полным, самым 

распределе-
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подробньш описанием случайной величины. Однако это описание 
достаточно сложно; уже простейшие преобразования - сложение, ум­
ножение, деление случайных величин-приводят к достаточно сложным 
преобразованиям плотности вероятностей, связанным, с вычислением 
интегралов. Кроме того, эмпирическое определение функции распре­
деления или плотности вероятностей случайной величины требует 
проведения достаточно большого числа ее измерений (несколько со­
тен).

Поэтоцу возникает необходимость в другом описании случайных 
величин, пусть не столь полном и подробном, пусть характеризую­
щем лишь некоторые их свойства, но зато более
простом и требующем меньшего числа измерений при опытных иссле­
дованиях.

Такое более простое, хотя и но столь полное описание слу­
чайной величины дают числовые характеристики случайной величины.

Эти числовые характеристики многочисленны,и по . функциям 
их можно разбить на несколько групп. В этом параграфе мы рассмот­
рим характеристики положения случайной величины. Их задача х 
указать число, около которого группируются значения случайной 
величины, так сказать,указать её наиболее типичные значения .

Из всех характеристик положения важнейшей является 
так называемое математическое ожидание случайной величины.

Определение I. Пусть заданы вероятностное пространство
(->^ • Г. Р) и случайная величина . Математическим ожиданием 
случайной величины называется число

А/ / ■= J ^(υ3)dp(m)^
л.

где интеграл понимается в смысле Лебега.
Для математического ожидания используют и другие обозначе­

ния - = Р .

Определение 2. Математическим ожиданием функции от 
случайной величины называется число

-О.
Продолжая таблицу соответствий терминов функционального анализа 
и теории вероятностей, можно написать
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функц. анализ Теория вероятностей

Интеграл Лебега

-Ч-

Катематическое ожидание функ- 
****^<^J случайной величи­
ны

Рассмотрим теперь вопрос о вычислении математического ожи­
дания. Его дает следующая теорема.

Теорема. Цусть случайная величина имеет функцию распре­
деления Тогда

где интеграл понимается в смысле Стилтьеса. В частности.

Доказательство I, Залети»/ прежде всего, что формулы (2)

(/окно записать в виде

c((.o)
' а, '

и т.д. Поэтому для любого множества 
p(^eħ)^ jdF^(τ) .

2. Пусть , где 6^'^ . Тогда, обозначая
√-y^√∕iJ {τ.e.^ есть прообраз множества jft ,
получим, что **

/dFf а) = PCf е βj = P(ωt,J)=

- J'J}(λ .
Поэтому теорема верна для^нкций вида ■" ■

3. Отсюда теорема верна также для простых функций вида

⅞CcXβ∕ij,

что легко доказывается.

4.∏ycτb  измеримая функция. Тогда существует мо­
нотонно возрастающая последовательность простых функций* ‘У
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сходящаяся к **®® имеем

Sn^^^^>}) t

j^∙∖ ≡ j(it)Jf} (») ≤ (^c×-)df^( (*■).

Повтор, пользуясь раза теоремой Леви, получим

— bib {^^(^M)dP(tc} ≈ j^hn^^(f(Λ')dP(u')

5. Для функций ^(-з.) произвольного знака, представляя ^(∙χ) 
в виде - ^^*^(x-) -^~(-^) , можно записать теорецу отдель­
но для ® затем, вычтя соответствующие интеграл,
получить теорему дяя^<х>,

Частные случаи

1. Пусть - дискретная случайная величина, принимающая 
значения л^,., ,,λ∙v с вероятностями PttPi,. ,p^ • Тогда ∕="<χ√ 
является ступенчатой функцией со скачками в точках ->;• , с вели­
чиной скачка p^■ . Следовательно,

9∣^j∣∙.-.•о«и» 4 ∙9∕ и '
В частности.

мм = Zx,f,, .

2. Пусть - непрерывная случайная величина. Тогда су­
ществует р1х):: Fd(×) и

' *« t>-a

В частности,
M{'fj JxpMc∕x .

3. В случае шогомерной случайной величины надо использо­
вать меру Лебега-Стилтьеса в Если ^-( - неп­
рерывная случайная величина, то
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В частности , *Γ

A7∕Λ√ = J... J2,- ’

Свойства математического ожидания

Все теоремы об интеграле^Лебега превращается в теоремы о 
свойствах математического ожидания. Запишем лишь простейшие 
свойства, которые полезны при решени.^ практических задач.

I. С’ , ( - константа)

Действительно, для константы функция распределения имеет 
вид

X≤C, 
X X

и поэтому

г,». [ ; .

lηlcj =

Это - обычное свойство интеграла Лебега

Л -Ч.
3. ■

dP(u)i ∣'∣∣>fi.

Отметим, что это свойство верно для любых случайных величин.

4. Если случайные величины ж ⅛ независимы, то

Если случайные величины и негфврывны, то из их независи­
мости следует, что ∏wo*V

в общем случае поэтоцу

P∣U∙^J = " * ∣^Ut!∣f'lPiP
5. Если то i ii Всегда ∣^∕^fr∣j.

Из других характеристик положения отметим лишь медиану случай-
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ной величины i определяемой соотношением

ре {■ < НеЩ) ≈ РС^ >

Для непрерывкой случайной величины это равенство принимает вид

J p^(ι4dv. = .

$ &. Дисперсия

Величина

Кроме характеристик положения необходимо иметь также 
характеристики разброса сдучайной величины, показывающие, нас­
колько сильно её отдельные значения могут отли­
чаться друг от друга. К важнейшим характеристикам разброса от­
носятся дисперсия и связанное с ней среднеквадратичное откло­
нение случайной величины.

Дисперсией 2> / случайной величины называется число

<r∕∕y = ∕W7
называется среднеквадратичным отклонением случайной величины . 

По общей форцуле вычисления математического ожидания функ­
ции от случайной величины момо записать

Если - дискретная случайная величина, то

если же - непрерывная случайная величина, то

Свойства дисперсии

Действительно, М {cJ-^

г. T>ietf

Так как . С

(С - константа)• 
и (С- NiCjf ≈ О .

<Γ∕e∕∙7 = ∕6∕6'∕Z∕ ,

, то
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Извлекая квадратный корень, подучаем 
(ΓRfj^∕c∕6^<H .

3. Если случайные величины ∣∙ независимы, то

Действительно^

- Hhir + С^1 - ≠ 2(jr

В силу независимости f^ к

Усредняя соотношение (1в), получим теперь

Извлекая отсюда квадратный корень, подучим соотношение для 6~{y-tpf

Следствие. Учитывая свойства I и 2, получаем

2>f^ ≠f√ = 7)∕∕y ;

4. "-δ∕f∕= ~ .
Эта форцула часто применяется при вычислении дисперсии. 

Так как
σ - A∕∕f> t - 2> -i-

то, усредняя, подучим

§ 7. Моменты

Математическое ожидание и дисперсия являются представите­
лями целого класса характеристик, которые называются моментами 
случайной величины.

Начальным моментом случайной величины порядка Л назы­

вается число , , I ,

v∙*>
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Заметим, что есть математическое ожидание случайной
величины .

Центральным моментом - го порядка сдучайной величины
С—»называется величина

Отметим, что ~

а ~ есть дисперсия величины - 2) .
Между моментами начальными и центральными существуют связываю­
щие их формулы. Например, усредняя

C'r-P7,f =

(t' -∕'√5

получим
•,

= Л/, -

и т.д. Аналогично, усредняя

≈ 3([-Р1,Ут, 5(}-∕rι^)nι

— (f -fn,f -A(i ~∕>∖fpι, ~∕mj∙∕n,* ~-∕>ι,)∏ι

получим 

и т.д.
На

менты порядка выше четвертого практически не используются.
практике и в большинстве теоретических исследований мо-

$ 6. Кривые регрессии. Коэффициент корреляции

Следующая важная группа числовых характеристик - это харак­
теристики связи случайных величин.
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Нанбодее полно зависимость случайной величины от опи­
сывается условной функцией распределения или условной
плотностью вероятностей рсх./^) , однако 
но сложно.

Более просто, хотя и менее полно эта 
ся при ПОМО1ЦИ условных математических ожиданий.

Условным математическим ожипанием величины | при условии, 

что вторая случайная величина * приняла значение ь , называ­
ется величина

или, в случае непрерывной случайной величины,

Кривая, описываемая уравнением

называется кривой регрессии от j .
Аналогично вводится понятие условного математического ожи­

дания величины при условии, что величина / =

Кривая, описываемая уравнением

называется кривой регрессии от . Эти кривые 1федетавляют 
собой некоторую среднюю зависимость от или от 

, так сказать, идеальну» зависимость, освобожденную от слу­
чайностей.

Отметим, что кривых регрессии две: ^=А//;^дуи i
они, Bθθ6ιqθ говоря, не совпа­

дают между собой. Отметим еще 
полезные формулы

/

которые легко доказываются. Например,
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Иногда ясподьзуст также понятие усдовных дисперсии

= -M{^ι !χj) "^p(^

которые показывают, насколько сильно отдельные значения случай­
ной величины могут отклоняться от кривых регрессии. Кривые, оп­
ределяемые уравнениями

2)∕^∕*y '' ,
носят название скедастик Если цушо описать степень за­
висимости сдучайных величин друг от друга одним числом, то обыч­
но используют коеДФициент корреляции.

Величина

носит название ковариации величин и . Величина

?______
называется κoe(¾amHe>jτM∣ 4'opp^⅜n⅝iH величин я .

Чтобы выяснить сшся ков4ф|циента корреляхцш^ из^гчиы сна- 
' чала его свойства,

I. 1^' i∙

Действительно,

∕S7Γ> '
Раскрывая квадрат и усредняя, получим

или 1 . Боря поочередно знак + и - , получим, что
и ? < i иди после объединения 12 I {
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2. Если ∙^ = C(^->-S , й о , то 2 ≈ -t,

но, в этом сдучав

0M{fJ

≈ О-

Поэтоцу

г = если

Действитель-

ΘCΛIJ

'2 = , то существуют такие й_ и Z

<7 > и ; 

О < о .

> t^-= а f-t3. Если _ -------- -----------------
-< V. Пусть 2 1. Как следует из выкладок, следующих после
свойства I,

По выражение, стоящее под знаком математического ожидания, не 
отрицательно. Интеграл Лебега от неотрицательной функции может 
быть равен О лишь тогда, когда подынтегральная функция равна О 
почти

или

что и

I всюду относительно меры ∕>('(v} . Поэтому с вероятностью I

_ 1.-^1

требовалось доказать. Аналогично рассматривается случай
- I.

4. Если случайные величины и независимы, то >0. 
Действительно, в этом случав

- H],∣<j) = о.
5. Можно привести пример, когда случайные величины f и 

связаны нелинейной функциональной вависимостью, но тем не менее
^=0.

Действительно, пусть f'∣j^}=o , 
Тогда '
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c<√∕, = А7 {[ О о.

поэтоцу ? ■ 0.
Объединяя все эти свойства, можно дать следуюоую характе­

ристику коэффициента корреляции. Коэффициент корреляции действи­
тельно является мерой зависимости двух сдучайных величин, но 
не всякой зависимости. Коэффициент корреляции описывает лишь 
линейную зависимость. Чем больше коэффициент корреляции отлича­
ется от О, тем сильнее зависимость между и приближается к 
линейной. Если 2 ■ О, то это не означает отсутствие зависимос­
ти между и вообще, а означает отсутствие 
зависимости. Нелинейная зависимость может быть 
сильная.

Если я 0^ то случайные величины и 
некоррелированными. Еще раз подчеркнем, что из 
ности и не следует их независимость.

лишь линейной 
и даже очень

называют 
некоррелирован-

§ 9. Характеристическая функция

Очень мощным средством при проведении исследований случай­
ных величин является так называемая характеристическая функция.

Характеристической фун1щией случайной величины
называется функция

Если у - дискретная случайная величина, то
f £/ I

если - непрерывная случайная величина, то
(Ч) = (z)e∕xL.

В последнем случае является преобразованием Фурье от плот­
ности вероятностей

Функция распределения f^(z) однозначно определяет 
Оказывается, что верно и обратное - одноэна<то определяет
функцию распределения Это соответствие дается так называ­
емой формулой обращения; для любых точек непрерывности функции 
fγ(z} имеют место соотношения

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



т.к

-54-

в частности, если f - непрерывная случайная величина, то

Этот интеграл называется обратным преобразованием ⅞∕pι>β.
Функцию , „

(uj = (и}

иногда называют иумулянтной.
Отметим следующие свойства характеристической функции.

fifiΛ любых

» l∙∙ р*э '

л
2. Если ^ = <7^*∕,τo (tt) (йи) , соответст­

венно
Имеем ' ' ..

Логарифмиоуя это соотношение, подучим соотношение дяя функций 
'∕^fz∕7 и 'Vf((f) .

3. Если J∙ и ⅛ независимы, то для / = / ≠∕'
" еоо””е’венно 4f(u)≈

Логарифмируя, получаем соотношение для .

4. Если существует 1с- й начальный момент, т.е.
t fθ существует -я производная от и

( Je'⅛√∕-7^J∣≤
I -“Со .tγ /4, t I . ал

ТО интеграл сходится равномерно относительно «..
Поэтому воэмохно^ючленнбе дифференцирование под знаком интег­
рала: = pc∕l-'j>)^{ Miij

м* •—

Так как
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Да льнейшие рассуждения проводятся по индукции. Если существует

и существует М/Н ∣∕ , чо

к '∙"5r. *”
и интеграл c×o}∣)tτcΛ равномерно относительно .
Поэтому 2f∕⅛j*∙∙e**fZf('≈M4θ≡Ho дифференцировать по и. под знаком 

интеграла и к, t^>
jt.-χ)'∙e fte)^

следовательно. √

JSflΛ нахождения дисперсии удобнее использовать не (UJ, 
Действительно,

Ψf<o);

ψf(0) 9'f"(0) .

Вообще величины

так что

называется кумулянтами величины . *

б. Характеристическая функция равномерно непрерывна по 14.. 
Действительно,

= J4. J∖e'^^L4lc∕rr×) 1,-Гг.

∣T4>Λ'
Ток как

-Г, г J
∣11∣'>Λ

t
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то для любого ε >o можно выбрать так, чтобы L^< ^∑ , Далее, 
в сиду равномерной непрерывности функции/вУ/ на интервале 
[ -jV, л/] h,> о такое, что И А <λ, f <
и поэтоцу У , Окончательно У h < 1,^

т.к. ht не зависит от U ^то это и доказывает 
равномерцую непрерывность . У характеристической функции 
много и других интересных свойств, но перечисленные выше свойст­
ва наиболее часто используются в прикладных исследованиях.

Итак, функция распределения и характеристическая функция 
сдучайной величины f связаны между собой взаимно однозначно. 
Кроме того, находить моменты сдучайной величины с помощью харак­
теристической функции даже проще, чем при помощи функции распре­
деления. Поэтоцу вероятностная задача считается решенной до кон- 

если ответ получен в виде характеристической функции и функ- 
распределения или плотность вероятностей найти в аналитичес- 
виде не удается.
Использование характеристической функции рекомендуется тог- 
когда приходится иметь дело с суммами случайных величин. В 

•этом случае вычисление интегралов типа сверток заменяется пере­
множением характеристических функций, что, несомненно, гораздо 
проще.

Заметим, что для случайных величин j , принимающих только 
неотрицательные значения, вместо преобразования фурье выгоднее 
использовать преобразование Лапласа и брать характеристическую 
функцию в виде ,

Для сдучайных величин / , принимающих значения О, t I, 
2 и Т.Д., часто используют так называемое 2 - преобразование 

или производящупфункцию

Свойства этих функций аналогичны свойствам характеристической 
функции . Главные из них - взаимно однозначное соответст­
вие с функцией распределения, простота работы с суммами незави­
симых случайных величин и при вычислении моментов.

Отметим еще, что для многомерной сдучайной величины
(/ъ.∙.,∫*) характеристическая функция

ца, 
цис 
ком

да.
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§ 10. Нормальные (гауссовские) случайные величины

Среди всех случайных величин особую роль играют так назы­
ваемые нормальные (гауссовские) случайные величины.

Случайная величина наэываетсй^ нормальной (гауссовской) 
случайной величиной, если ее плотность вероятностей имеет вид 

у (X - л j<

'Г

Иногда используют обозначение / =
Рассмотрим некоторые свойства этих величин.
I. Введем функцию χ

ςpfz)=x Ze^^√∕
' . -i>n

Входящий сюда интеграл через элементарные функции не выражается, 
функция 
ностей.

*7Vx>Ha3HBaβ'∙CH функцией Лапласа или интегралом вероят- 
Она имеет следующие свойства;

6>w Φ('χJ = О ;
X ∙→ —

πpHZ>3

График этой функции приведен на рисунке . Для нее имеются под-

а)

б)

в)

г)

робные таблицы ",ля значений 
S X < , Для л > значе­

ние можно вычислять по 
асимптотической формуле(г). 
Через функцию ‘А(^) выражает­
ся функция распределения 
случайной величины 

= j.
2. Находя характеристическую функцию нормальной сдучайной 

величины, получим , ц/х.

> -
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3. Находя и 2)//У

(и)- 10 ,

Таким образом, есть математическое ожидание величины 
а <r^ - её дисперсия.

X.

4. Пусть f - и • Тогда имеем

Так 
что
КИМ

с математичес-

имеем 
Г

U^.

как однозначно определяет /> , то отсюда следует,
есть также нормальная случайная величина 

ожиданием и дисперсией .

5. Пусть 1Л - Λ^(<3i,6^i) - независимые нор­
мальные случайные величины. Тогда для^®/-*-^

'l∣(al’О.И-

■= i (q,^ оJL! ■-

Отсюда следует, что сумма независимых нормальных сдучайных ве­
личин есть также нормальная случайная величина.

Интересно, что верно и обратное свойство, т.е. если сумма 
двух независимых случайных величин есть нормальная случайная 
величина, то каждое слагаемое есть также нормальная случайная 
величина.

6. Для вероятности попадания нормальной случайной величи­
ны ∣" Б интервал имеем
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tfxj≡ P,(rj~ ∙

7. Пусть Λ∙^∙≡tf*3fl", τ^=Q~56'. Тогда

P6fl-3<r≤∕ 6d≠3(Γ^= 4^(3)~ Q>(-S) .

Это вероятнорть настолько мало отличается от единицы, что можно 
утверждать, что событие -о /< является практически дос­
товерным. Это дает "правило трёх сигм ": нормальная случайная 
величина практически никогда не отклоняется от своего математи­
ческого ожвдания более чем на Эб*.

6. Вычислим еще центральные моменты нормальной случайной 
величины. Имеем ,i

в сиду нечетности подынтегральной функции. Таким образом, у нор­
мальной сдучайной величины все центральные моменты нечетного 
порядка равны 0. Для центральных моментов четного порядка имеем

В частности, ∙=∕5'<J''~ и т.д.
Отметим, что для нормальной сдучайной величины все куцулянты 

' порядка выше второго равны нулю.
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Глава Ш. СХОДИМОСТЬ ПОСЛДЦОВАТЕЛЬНОСТЕЙ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

§ I. Типы сходимости

Цусть нам дана некоторая последовательность случайных ве­
личин t∙∙ Одним из основных вопросов, который
возникает при изучении таких последовательностей, является воп­
рос о сходимости этой последовательности к некоторой случайной 
величине .

Однако в отличие от, например, математического анализа, 
здесь возможны разнообразные типы сходимости /Д f×∕ •

Определение I. Говорят, что некоторое свойство выполняется 
почти наверное, если оно выполняется с вероятностью I (или, что 
то же самое, не выполняется с вероятностью 0).

Определение 2. Говорят, что последовательность случайных 
величин Д сходится к случайной величине / почти наверное,

⅜→ t>∙
Эту сходимость обозначают так / или так •
Этот тип сходимости - обычная сходимость, как в математическом 
анализе.

Определение 3. Говорят, что последовательность случайных 
величин сходится к случайной величине по вероятности 
(обозначение > или д (tfn ; f>^∣m vs efto6tL∕t-

еМ) 'если

= О.
с*»

Определение 4. Говорят, что последовательность случайных 
величин ∕t, сходится к t в средне квадратическом (обозначение 

f , или /./'?»»./*■» ; Р.Г.т. vt in Uu

h∙→vΛ
В более общем случае говорят о сходимости J-* к / в среднем 
порядка к. , если ,

Определение 5. Пусть имеет функцию распределения
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и имеет функцию распределения Р(х). Тогда говорят, что /л. 
сходится к по распределению (обозначение ξ, —• если

в каждой точке непрерывности Γ(∞} . 
Введенные выше типы сходимости имеют свое полное соответст­

вие в функциональном анализе .

Функцион.анализ Теория вероятностей

Слодимость почти всюду
Сг'.идимость по мере
Сходимость в пространстве

Сходимость 
Сходимость 
Сходимость 
тичном
С: сдимость

почти наверное 
по вероятности 
в среднеквадра-

по распределению

Рассмотрим теперь соотношения между различными типами 
сходимости.

Теорема I. Из сходимости почти наверное следует сходимость 
по вероятности.

Эта теорема была доказана в курсе функционального анализа.

Теорема 2. Из сходимости в среднеквадратичном следует 
сходимость по вероятности.

Доказательство. Имеем

где β - j . Так как для aJ6∙ Ч имеет место
соотношение , х

⅛-t /

и, следовательно,
у 4 ,

в л
Учитывая, что подынтегральная ({ункция
при расширении области интегрирования 
расти, получаем

то

неотрицательна и поэтому 
интеграл может лишь воз-
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п/, /

Это неравенство носит название неравенства Чебышева.
Если , то и из нера­

венства Чебышева следует (при ■ 2), что > О »
j-!,-f!> т.е. Д f . ♦

Теорема 3. Из сходимости по вероятности следует сходимость 
по распределении.

Доказательство. Пусть τ∙β. <^∙

Это значит, что , . ∩

t,e. вероятность того, что отклонится от больше чем на 
меньше сГ .

Поэтоцу,беря некоторое произвольное X,можно написать
≤ р(^ <χ^ε) *∙<J'j

PC'f < х-г; ≤

или, объединяя эти неравенства вместе,
р <. X - С} - сГ ⅛ Р < λJ ≤ р(}■ <х * г √ ■* (?,

В силу произвольности ε к <f' , устремляя их к нули (при этом, 

естественно, Λ'→ρ*⅞ т.е. происходит предельный переход 
получим

А →
и,если » ∕Jf∕∙ <х> = rrx≠<9√≡ .то

-=∙,fx√≡ .ф.
Подытоживая эти теоремы, можно нарисовать следующую схему;

Основное содержание теоретических исследований по теории веро­
ятностей занимают вопросы сходимости случайных величин. Сово­
купность теорем, исследушщпс сходимость к так ваэываемогиу нор- 

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



-63-

мальноцу распределению^объединяют названием центральной пре­
дельной теоремы. Сходимость по распределению к так называемым 
устойчивым законам исследуется в центральной предельной пробле-. 
ме. Сходимость по вероятности изучает раздел под названием^^За- 
кон больших чисел*,’ а сходимость почти наверное-Осиленный закон 
больших чиселТ

Этих теорем очень много,и рассмотреть все их мы не в 
состоянии. Цоэтоцу ниже будут рассмотрены лишь некоторые наи­
более существенные теоремы этого типа.

§ 2. Центральная предельная теорема в простейшем случае

зани- 
Мно- 
схо- 
цент-

Среди всех сходимостей по распределению особое место 
мает сходимость к нормальноцу распределению вероятностей, 
хество теорем, иэучаю1цих условия, при которых имеет место 
димость к нормальному распределению, объединяют названием 
ральной предельной теоремы.

Если резюмировать результаты этих теорем, то качественно 
картина выглядит следующим образом. Пусть имеется некоторое яв­
ление, описываемое величиной . На это явление действует 
очень большое число случайных факторов, которые являются случай­
ными, но ;

эти случайные факторы дают аддитивные добавки к величи­
не X- , т.е. та величина , которую мы измеряем, равна д:
-t- -* . fΛ×t, , где ΔX,∙ - случайные добавки с про­
извольной функцией распределения^

Все эти добавки в некотором смысле равномерно малы, т.е. 
■ среди ∆X,∙ нет какого-то превалирующего слагаемого, которое оп­
ределяло бы главным образом величину ∣-'

все эти добавки не зависят или слабо зависят друг от 
друга.
При соответствующих более точных формулировках этих ограничений 
ЦПТ утверждает, что при ħ>> { будет нормальной случайной 
величиной. «

Мы имеем здесь дело с проявлением закона перехода количест­
ва в качества. Отдельные добавки могут иметь произвольную функ­
цию распределения, так что никакой закономерности в ∆-1, нет. 
Но когда этих добавок много, возникает закономерность, правда 
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дов'ольно своеобразная, вероятностная закономерность - сумма до­
бавок ∆x,∙ становится случайной величиной, распределенной по нор- 
мальноцу закону. Закономерность возникает из-за отсутствия вся­
кой закономерности!

Так как ограничения, при которых верна ЦПТ^довольно часто 
хорошо выполняются на практике, то и с нормальными случайными 
величинами приходится сталкиваться очень часто.

Перейдем теперь к более точным форцулировкам. Основой для 
исследований по ЦПТ является следующая теорема.

Теорема. Пусть последовательность функций распределения Р„(х) 
сходится к F(χ) в каждой точке ее непрерывности. Тогда последова­
тельность соответствующих характеристических функций схо­
дится к - характеристической функции F(x).

Наоборот, если при и непрерыв­
на при , то характеристическая функция некото­
рой функции распределения Γ(jlj и ttħι Γη (х) F(χj в каждой 
точке непрерывности Flxi , * —

Доказывать эту теорецу мы не будем.
Рассмотрим теперь ЦПТ в её простейшей форме.

Теорема. Пусть .- независимые одинаково распре­
деленные случайные величины с математическим ожиданием 
и конечной дисперсией <T"'= < - со . Тогда для функции
распределения fτ,(ΛJ величины

... К -

г,имеет место соотношение c∣∕∏F,('X.)^ CtιnP(h <z)=
т.е. //(Сj), ----- .

Доказательство. Как было показано выше, куцулянтная функция
/(имеет свойство

Ψ"ω)-≈-7)Ui.
Тогда разложение в ряд Тейлора в окрестности точки U = O 
имеет вид

Поэтоцу для случайной величины дуцулянтная функция имеет 
вид

= IQU - O(uη ,

Для величины ку14улянтная функция равна
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1О.пи. -

*'≡'' '
(и) величины равна

S'fn Ф "-

то куцулянтная функция

Переходя к пределу *7→t-∙ подучим, что

⅛fΛ'√≡ «Л///? =- .

ЧТО соответствует нормальной сдучайной величине с нулевым сред­
ним и единичной дисперсией. В силу предыдущей теоремы

J∖∕'(c,∕) т.е. >.) =

$ 3. Условие
в общем

Линдеберга. Центральная предельная теорема 
случае

Пусть теперь f^ι t fι ... - независимые сл5'чайные ве­
личины с функциями распределения математическими ожида­
ниями и дисперсиями ~ /К/ •■ Вводя обозна­
чение , , ь

∕e∙∙∙ л ∙f
будем рассматривать величины

• к„ я*, I а 21 ,
или, вводя величины t -

**-^ 6, • 
Отметим, что -

Важнейшим для выполнения сходимости к нормальноку распределению 
является так называемое условие Линдеберга, которое имеет вид

//Л7 1 = С ,

Λ-'o∙> ^ ,χ.∣j,∣ В,
Выясним смысл условия Линдеберга. Рассмотрим событие

К т !
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lτ-Qκ∕^ εβh

ся в равномер!
стремится

Рассмотрим еще отношение

6'-

Оценим вероятность того, что mA-∣ι I ~ I εBiι . Имеем 
/< <t*Λ

P(Uβ^) < P(J)^) =

= Z /.Л(г)< ∑-, •

t ' J∣t,Jtff
t.vi, при выполнении события имеет место

ε^н^^
Таким образом, можно сказать, что смысл условия Диндеберга зак­
лючается в равномерной малости слагаемых , т.к.

к нулю при л . 
, Имеем

∏03T0⅛v при выполнении условия Ливдеберга

ry↑a^ 1!L О 
n-→c∙^ ’ 7} ∙(f i

что также выражает равномерную малость /•«„ , т.к. 1. >>-h]∙
Докажем теперь центральную предельную теорему в форме 

Линдеберга.

Теорема. Для того, чтобы для независимых случайных величин 
i, ♦ h.∙∙',^ħ **θ°*o <×-)- 4>(×J и ,

А —* о*» \ л
необходимо и достаточно выполнение условия Линдеберга.

Достаточность. Для доказательства мы будем использовать 
следующие неравенства.’

к'*- √1 ≤ 1>1 ;
|е -∕-,Λμ 7-;

, лл /Л.Р.(е -√-zχ→*^∣≤ ⅛-,
∖e'*~i - t'χ * I ≤ X*:
1 (f∕,r∕rΛ7-z 1 (∕×∣<4},
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доказывать которые мы не будем.

1. Цусть ‰<2iJ= Так как
!c∕Γ (х)^ joc с//-'^„С1с)-0

*" -i∙ rfifi Fi^(xj - функция распре­
деления величины . Поэтому

= I У е;" (xj - J(x}-ia /х d∕-∖^ fχj ( <
‘ “МО

- t,'-y
Отсюда ∕jtax I Q.J4) -Ц о .

2. Рассмотрим (tz∕ ≤ Т , Тогда J I I

для всех Поэтому для lt,““«ем

в сиду неравенства ∕Zλ ∕∕≠∙xj-л/< а ‘

Но, как подучено в п.1, 
l⅛-'">-'H⅛'⅜'sf' 

ПОЭТОМУ 

ifc.(w-'∕s5-'⅛z⅛∙ 

'^^^ ■■ е«у

-κ>

Λ∙≈√

*

~ 2

Итак ,

I^J ≤ ~→^∙
3. Так как ∕⅛∕∕,,√=o и

Следоватольно,

Исследуем Рн . Имеем

iA∣ -iJ^'^-*-''-*-⅛

то

f∙ ■
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J∣χr'dΓ,.w 

1x1 <i

< t, ja'-iU∖.,(χj 
1x1«. t

ПОЭТОМУ

jx4f∙,^(×) <

∣χ∣ t

1X1 ii ∣χl^i

1Р„1 I Z J(<^-oj4∕-∖(χ).

в силу произвольности L и выполнения условия Линдеберга поду­
чаем, что [у’л/ —.

4. Поэтому
Ч'(ч)-^ -hf>1%(4) - - γ

h *о
что соответствует нормальноцу распределению с нулевым средним 
и единичной дисперсией, функция распределения которого равна 
Я'(х). Отсюда

<xj
k -→ <**»

т.е. имеет место сходимость по распределению к JV(O, !).

Необходимость условия Линдеберга доказывать не будем.♦ 
Рассмотрим некоторые следствия центральной предельной теоремы 
в форме Линдеберга.

Теорема Ляпунова. Если , ∕√,...,∫⅜, - независимые случай­
ные величины и для некоторого <Г > о

^,,∙ ZM∕∣t,-oj^''∕

при й —• t--> - ТО Р(1, <х)^Я>(Х) .

Доказательство сводится к проверке условия Линдеберга. 
Имеем , , ,,, j »< ,
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с В„ r.t 1 о,

О Λt I ~^1 J
Здесь использовано то, что в области интегрирования—» 

поэтоцу при любом положительном сГ
Jx--P√

Условие Ляпунова легче для проверки, чем условие Линдеберга. 

Теорема. Если J∙, независимы,
лены и имеют конечную дисперсию ∕'' = 0 / f« /

А →
Доказательство. В этом случае ■»

в СИЛУ

одинаково распреде- 
то

и

l×-ol'9f
того, что J(χ-ttj∖∕fi-M=. ∙Φ-

§ 4. Центральная предельная проблема

более общем сдучае ситуацию можно представить себе сле- 
обраэом: имеется последовательность независимых случай- 

..... ∕⅛.... Пусть 5ζ,= Z^>,∙ . Рассмат-
/ » 4

в
ДУЮ111ИМ
ных величин Д., ..... } ....
риваются случайные величины вида

где . -⅞u - некоторые константы и изучается сходимость по 
распределению этих величин при ħ — .Если через обозна­
чить величины ' ⅛ . так что ≈ , то ситуацию

можно представить себе следующим образом: имеется последователь­
ность серий случайных величин

Л*' >
h∙^ h^ f

hi, Ui> "*

Л* , flΛ jjn>,
. Рассматривается сходимость по рас- 

' при .
с t1∕fκ.hθ 

пределению величин
Здесь также надо ввести условие равномерной малости слага-
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(1)

емых; в общем виде это условие обычно записывают так;

следующимислучай характеризуется

(2)
с < -*-C<i ,

fv(^x, р (h^^∣>e) -→ о .

Но этот общий случай мы рассматривать не будем, а рассмотрим 
более частный сдучай ограниченных дисперсий. Если обозначить 
<Сл= » •«> 3’°’

ограничениями;

n<c∣,‰ —^о

Используя неравенство Чебышева, подучим

>ε) n,c^ -.0 ,
fiK∙tΛ ' i-* ittc<>, """ tι→t>^

т.е. из условия (2) следует условие (1).

Лемма. При выполнении условия (2)

ГА® ■

Доказательство. Имеем

. О .

I
I- /1 I ∫fe"'- У-∕'wΛrJ√∕i√'J≤ Т

отсюда следует, ⅞ro ^^*"

ISKi.n'
Поэтоцу^ начиная с некоторого ,все / | меньше 1/2.

Тогда

$/ъах I I <L- Aa⅛ ≤

~ е nia-x ^t>∙ ,~ZS ‘ *
Отсюда при вместо ¾∣>∕uy≡^ΣZ можно рас­
сматривать ч
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т.к. при л -* <>≡ обе эти функции сходятся к ОДНОМУ прадеду. 
Преобразуем выражение для Т.к.

то

β^'"~∕- ,u×)<fP-,, (*) =

1^- / ^'∕~"'∙*<∕⅜.⅛Λ

где

>'ux j .

— РО

K,(XJ-Z J
-»<до

Эти функции обладает следуюо^ши свойствами .'

I)

монотонно возрастает с ростом

3) V∕e'√×> = Z
к.^1 -a∙^

Допустим, ЧТО существует ~ . функция Z"6-2^J об­
ладает теми же свойствами, что и . Обозначим

J
,n т ■**
Теорема I. Каждая функция является характе­

ристической функцией некоторой случайной величины с нулевым ма­
тематическим ожиданием и дисперсией 6“ = ]/ X(x)>

Доказательство. Подынтегральная функция в выражении для ψff) 
ограничена по х: ^∕wχ .е -/-/ил .

х> '
и непрерывна по U . Поэтому '/'(и) - непрерывная функция, равная 
пределу сумм вида . -

Каждое слагаемое является логарифмом некоторой характеристичес­
кой функции, ПОЭТОМУ их сумма также является логарифмом некото­
рой характеристической функции. После предельного перехода в 
силу того, что ‘/'('иТ-непрерывная функция, б> также будет харак­
теристической функцией. ♦

Теорема 2. однозначно определяет k(x)⅛ наоборот, t(n)
о.ц1>означно определяет 'i'(u)∙
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Доказательство. То, что "×) однозначно определяет 
очевидно.

Дифференцируя выражение для ^(и) дважды, получим

в сиду формулы обращения эта формула вместе с условием K(-<^')=O 
однозначно определяет C(x). ♦

Теорема Э. Если слабо сходится к !^(×) , 'io^(ui->∙'Ψ(u),
Наоборот, если ^4ζ^(4) , то слабо сходится к

Доказывать эту теорему мы не будем. Теперь мы можем дока­
зать центральную предельную теорему в более общем случае.♦

Теорема. Цусть мы имеем последовательность серий независи­
мых случайных величин / i которых М

- D∕it,ηj и выполняется условие л»а<г )

⅛ С’ <■* . Тогда семейство предельных функций распре­
деления для величины ⅛ ≈ совпадает с семейством слу-
чайных величин с характеристической функцией вида ζ

,∕,C(X)

и lC(x) монотонно возрастает,
тогда и только тогда, когда ∕C(Xj , где

Эта теорема непосредственно следует из теорем I, 2, 3.

Частные случаи

I. Сходимость к нормальному распределению
Так как нормальному распределению соответствует Ψ(u)=-

ТО f'
--r∙(u) = i

Отсюда получаем, что

½J= I
I Т , если X -? 6>.

Таким образом, сходимость к нормальному распределению имеет 
место тогда, когда
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если z ¾ о ,

Покажем, что из этого условия следует условие Линдеберга. Дейст­
вительно, если л” = I то

± if.>'r,,<}>=

lλ∣->f <
г

к это и есть условие Линдеберга.
2. ГЬ'ассоновская сходимость

Распределению Пуассона соответствует характеристическая 
функция вида J 6<“∕J

е

τ.β.
У'(и} - iuX .

Первое слагаемое соответствует отличному от нуля математическо­
му ожиданию и роли не играет. Второе слагаемое получается при

/0,при

t У , при X >1 .
Таким образом, сходимость к распределению Пуассона имеет место 
тогда, когда

Л>>7
Λ7→ro

X < /;

× > I.(. I . «ели

§ 5. Усиленный закон больших чисел

Перейдем теперь к теоремам, устанавливающим условия, при 
которых имеет место сходимость почти наверное. Совокупность 
этих теорем носит общее название усиленного закона больших 
чисел.

Основой для вывода соответствующих теорем является так 
называемый
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Закон нуля и единицы (лемма Бореля-Кантелли)

Если для последов^ельности событий , -fι 
выполняется условие , то л.„) ≈ О,
Если события X, .. независимый 2LPJJn)-'=^,
то р ) ~≈ ■/.

t!~∙^ **» 
Доказательство. I) Вспомним, что

^'∕ħ iuυJtι = f} ил к .

Так как события &л~иЛ^, монотонно убывают с ростом К , 
то Pf 'frt . Тогда имеем

*≥O *

≤ г,/„ Z Р(л^ ■= о,

т.к. ряд РСЛ^) схаппйя.

2) Ниже будет использовано элементарное неравенство -∕-Λi≤θ.

^⅛LA∕>r-β∖Λz,J= p(∩(~Λ,∖Λj)-~^
«<3 **5∙rt

= ∩ q'л

где прик еняется условие независимости собь^й . Так как 
22 РСЛ>п) ■> то при любом а 2Z поэтому

Р(Р„)^О и, следовательно, P(Λ^)^∙f » Так как

Pffn St^∕i Лл = в/г. , то

P(Cι∕t,^∣jJκ ) ≈p(^∙^f J~ ^/»1 Р(^„) ~ 
"~* *'* **” t а

В чем смысл доказанной леммы? Вспомним, что событие ct∕mupβ^ 
наступает тогда^^огда наступает бесконечное число событий Л^^ , 
Поэтому если 2 Р(Лп) я Л,,, независимы, то с вероят­
ностью I, т.е. почти HagθpH0θ, наступит бесконечное число со­
бытий Хи ; если Р(Лц)<'>^ , то почти наверное насту­
пит конечное число событий X⅜ (т.к. Р(C∣∕t∙n<^β Л^,) ≈ О ),

Теорема. Цусть для некоторого <>√ ряд Л? Mufn~fl j 
сходится. Тогда

tt
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Доказательство. Обозначим через ∙Λι событие I•

1orfi,a по неравенству Чебышева *b, √∕< (/к!

рсл.)p({^^'ι∖.-ιι>ii)'

поэтому , ,
fpM

* Й-/
Отсюда P(Ciι>ιi^pΛħ}~O , т,е. , с вероятностью I най­
дется такое jy' что Кл >√Vζ события √∕>t но наступят, т.е.

i∕ ε с вероятностью 1 3∙f^

Это и означает, что с вероятностью I , т.е. ffl√Zζ∕
При использовании этой теоремы приходится брать 1с » 4, 

т.к. o6}imo расходится, а вычислять
достаточно сложно из-за наличия модуля.

Для подучения более глубоких теорем докажем сна­
чала так называемое

Неравенство Колмогорова. Если независимы, то

Kt,

Доказательство. Введем следующие события:
{ω,- lS,∣<t. ∣ζj <ζ,...,∣Sj <εi, 

∕SJ <e,}^2∣<ε.-, ∏j⅞f 5,
где (fr, - !'∩{hi}∙ '
Очевидно, что*'образуют полную группу попарно 
несовместных событий. Тогда, т.к. О

T>is,! = ∑ ЪЦ.! is.4ε^iP{ε,]i
hιsf ' «»е

посколы^ выбрасывается неотрицательное слагаемое. Далее, если 

обозначить ~

J =: kiiОтсюда
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∕±6h-N∕fjPH,

Й- ≠ ∖ξ,,,

2 ζ.τ, 2.^ .

Но A7∕Λ∕A*∕∙>^ т.к. в определении утверждалось, что 

I S^(-⅛ ε . Заметим далее, что yf< определяется лишь ∙■ > '∕t,
т.е. не зависит от ^^J- при • В силу взаимности свойст­
ва независимости верно и обратное, т.е. при не зави­
сят от . Поэтому

следовательно,
Л/ is,,^ 1 ∣ε^^'ι ".

Итак ,
л'

<Ч
откуда и следует доказываемое неравенство

∕)fΛιαx∕f /г

1<-kib

^Теорема Колмогорова (I). Если

∙z
К-у tk

Доказательство. Пусть, как и выше, ΣL(^k,- f-c]) и

j,ζ • Рассмотрим событие

= {ij.∙ /плл I 2 ≤ п <2 i'

^ t ↑∙ t сОценим вероятность этого события. Условие 
переписать так; ∕S'b∕ ⅞ ⅛,Λ • Так как с ростом л
чивается, то

∕ta.∙(SJ^fn, 2'^<h<r2^'^∙Jc{ωJ^J^ε2'^, 2∖n<2^"J,

значит.

∙∙4^^Λ,∙∙ независимы и

л —* ,
л-

можно 
ё?! увели-
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Далее с увеличением множества максицум может только возрасти 
Поэтоцу, расширяя область значений а , мы только увеличиваем 
вероятность того, что теп . Тогда

По неравенству Колмогорова

Оценим теперь ∑, . Имеем
J i.'Ki

f-,∑. J,ii,i.
∣r^

Меняя местами порядок суммирования, получим
/
Г’ '

t" -
f>'> »4 * (Ът 2* ■

i •

где jC определяется условием 2^' % » <2'' 
сумма легко

•>
∕>T^'∙

f •

Внутренияя
находится

-i'" ~-^r, '

f,"' /
Так КПК t<2' то —

’ г:!

y^' "

nt∙^ t ! ∙r, ’
сходимости последнего ряда ряд 
По лемме Бореля-Кантелли с вероятностью I 

; поэтому с 
, что для всех п > /у

0.гу ] Ytι >Л

У

I

/
т^Т

— . i
2Г> -‘ ~

I окончательно

П у г И, !
--- •

' 4
. Поэтоцу

такие схо- 
может насту- 
вероятностью 

'7 г; / < i

В силу 
дится. 
пить лишь конечное число событий ‰
I cynιecτByeτ такое УИ

К 2 > С'

Это и означает, что

/■ Z - - о . ♦
1^"* Y П ~^* i∙

Теорема Колмогорова (2). Пусть случайные величины 

независимы и одинаково распределены. Тогда для того, чтобы 
-■ 2. (к - P∣ii,i) С . необходи?40 и достаточно, ч'тсбы

т.е.
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<*з
J∣x∣cll-'(х) <существовало конечное А/ /f∙*J, то есть

'-"√O
Доказательство. При доказательстве этой теоремы использует­

ся очень интересный прием - так называемое усечение.

Достаточность. I. Рассмотрим величины 

/М/ < 1^; 

lf>^∣ > )с .

, ■= / ^^ > ®с®‘ 

(У у если

{X□ .

Тогда
О*»

Р (X) - z Je∕∕^<xj ,

'е i ι^z∣< е

∑ z j^∕∣'ω ≈ ∑z ] dPM=

- Zci Z J∕i^∣df^xjζ ! ∣x∣ c∣FCx)<c<>.

fι,∣iιl<lt∣ ~<^

Поэтому по лемме Бореля-Кантелли с вероятностью I отлично 
от лишь конечное число раз.

2. Проверим для величин выполнение условий теоремы 
Колмогорова (I). Имеем *

~ I л-^^■■∣^-(^i Z j ∣x∣c∕F(χJ.

44^

Отсюда

⅛ 22t-J , f ∣∣χ∣dΓ(^)=Z.e l∣χjdΓ(3jZ~ .

Для внутренней суммы можно подучить следующую оценку ; 

ь е zZr

<•* / "Т?
~- τ <^∙

r∙s^

t^l
поэтому

X 2 ∕∕χ∣df~(^J .
¢0
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Значит,. согласно теореме Колмогорова (I)

3. Так как д

и с вероятностью I Д_ отличается лишь конечное
число раз, то

Необходимость. Цусть - Mi}∖ij-
9

”-^0 .

-^∙ —» о

Так как ^ X∣-∙*

h ~ п 
события Д'» {t^-' 

леше Бореля^Сантелли отсюда следует, что

^Z ^ /) = ∑p(
н. i

и
По

то

∙^* _ Λ∑Z о
п л n~∙t ħ—
i wcτynBirt лишь конечное ЧИСЛО раз.

t

но

√ c>-

Однако, с другой стороны, '

в = ji^∣c∕F(χ) ≈ z ∣Mreχjj 
et∣^∣<f-^∕ <⅛∕A(√e‰∕

- 2L >
что и доказывает необходимость._ 

Следствие (теореуа Бореля), Пусть вероятность события/ 

равна р . Если производится /г. неэависикых опытов, то

h -^ ^∙'∙l .
где /п - число наступлений события л в л опытах.
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наступает ;

не наступает.

распреде-

Доказательство. Рассмотрим сдучайнум) величину 

I , если в t -м опыте событие Я 

О , если в { -м опыте событие 7

Тогда сдучайные величины независимы и одинаково 
лены, ∣^^,↑-bρ∣-C∙(∙∣-p)≈p п .

По теореме Колмогорова (2)

Эта творена в некотором смысле замыкает ∣φyr, который начался 
статистическим определением вероятности. Напомним, что статис­
тическое определение вероятности опиралось на опытный факт — 
сходимость частоты к некоторой величине /> , которая назы­
валась вероятностью события. Теперь этот факт является следст­
вием теорем, так же,как и то, что сходится именно к веро­
ятности, а не к какой-то другой величине. Если бы такого замы­
кания не подучилось, вряд ли бы можно было считать всю теорию 
вероятностей верной и не противоречащей опытным данным.
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ТЕОРИЯ СЛУЧАЙНа ПРОГЦ-ЮСОН
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Глава I. ОСНОШНЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

§ I. Ооредеяанив и описание случайного процесса

Случайные проЕКссы являются удобной математической моде­
лью функций времени, значения которых есть случайные величины. 
Например; число заявок,поступахщих в единицу времени на теле­
фонную станцию,являясь случайной величиной зависит я от време­
ни суток; расход электроэнергии в единицу времени - тоже 
функция времени со случайнти значениями; координата броунов­
ской частицы меняется со временем и принимает случайные значе­
ния. То есть можно сказать, что случайный процвсс-это семей­
ство случайных величии,зависящее от времени. Для более строго,то 
определения случайного процесса вспомним определение случай­
ной величины.

Пусть задано вероятностное пространство (-п.,Т,Р), Слу­
чайная величина — это измеримая функция,отображаю­
щая это вероятностное пространство на борелевскую прямую 
Рассмотрим теперь функцию,зависящую от двух аргументов 
ω е -Р., < <≡ функцию ) называют случайным про­

цессом. если при И / е' 7~ она является измеримой функ­
цией и) . Как видно из этого определения, при фиксированном t 

подучаем случайную величину, которую вазо­
вом сечением случайного процесса,или отсчетом процесса в мо­
мент / . Если зафиксируем <□ , получим неслу­
чайную функцию времени, которую назовем реализацией сдучай- 
ного процесса. Совокупность всех реализаций случайного про­
цесса называют ансамбжм реализаций.

В дальнейшем случайный процесс будем обозна­
чать * где имеет смысл времени.

Рассмотрим сечение случайного процесса в момент
/ а,) . Функция

Γfx,,6Λ P(∖(Ui<×∙J 

носит название одномерной функции распределения случайного 
процесса в момент времени . Если эафаксируем два момента 
времени и , го ъвроятаосп совместного выполнения не­
равенств f(i,J<Λ, и f(hj<-ii. задает двумерную 
функцию распределения случайного процесса
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и вообще, п сечений случайного процесса описываются п.-ие][«ой 
функцией распределения

Р(х,.Ь; ...,Λ∖,iJ =
Будем считать, что случайный процесс }(/) 

задано семейство функций распределения (I) для 
ТИМ, что функция Fχ,J.i ■ 

(I) 
задан, если 
И . Огмв-

ДО Дл^1&
удовлетворять очевиднш соотношениям» которые называют 
ВИЯМИ согласованности ;

∙,χ,,i,) = Fa.∕.,
f<. . Х„ к) ■= Р/У,.,Х.^ , 1.„ } , (3)

где ∣,,∣ι,. , - любая перестановка индексов 1,2,...,/г
для . Теперь можно сформулировать еще одно определение
случайного процесса.

Случайным процессом__∕JJJ, , заданным на множестве 7~ Z∕t ∕J,

называют семейство распределений (I), удовлетворяющих условиям 
согласованности (2), (3). Набор функций F fχ,,ι, , x∏.(,) 
для/г ≈I,2,... называют конечномерным распределением случайно­
го процесса. Явное выражение конечномерных функций распределе­
ния случайного процесса часто бывает неудобным для применения. 
Поэтому иногда случайный процесс задают плотностью распреде­
ления или характеристической функций.

Если р (X,, <;,.. , л„, i,) - л-мерная плотность распре-
деления, то

Яг а,.

÷Va,∕,,...,z,√J≡ J... J p^2f,.
При этом условие согласованности (2) принимает вид

*∙^ г-»
J... jp∕X∙,∕,,. - ∣^p∕f∣-t>)^!∣∣∙ ,

Характеристическая функция конечномерного распределения 
вводится,как для многомерных случайных величин

л; ./ е'
t **

J∙J
о» →**>

ζrθ

p C'×,. Л; ,Λ.,h}e∕x,.., (/X.,, .
(4)е
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До сих пор шла речь об описании одного случайного процес­
са. При решении многих задач приходится икеть дело с нескольки­
ми случайными процессами. Для задания, например, двух случай­
ных процессов . ∕<√√ и вводится конечномерная

- функция распределения размерности

^ι∣^∣t ■■■ —
p'i

Эта функция распределения в общем случав не обладает свойством 
симметрии относительно всех перестановок аргументов.

(5)

§ 2. Статистические средние характеристики случайных 
процессов

Как ухе указывалось, конечномерные распределения дают ис­
черпывающую характеристику случайного процесса. Однако во мно­
гих случаях представляет интерес более сжатая характеристика 
распределения, отражалцая основные свойства случайного процес­
са. Роль таких характеристик случайных процессов играют момент­
ные функция или статистические средние.

Средним значением случайного процесса (статистическим 
средним) Л’ ('/Уназывается математическое ожидание сечения случай­
ного процесса в момент времени i я обозначается

M{f (f>j - f J •* (6)
Сно определяется одномерной функцией распределения F(>,i) 
и в общем случае является функцией времени.

Дисперсией случайного процесса f(^) называется дисперсия 
сечения случайного процесса и тоже определяется одноме^жым рас- 
пределвнявм^,^^^^ jlT-

функцией корреляции случайного процесса называют ма­
тематическое ожидание произведения двух сечений случайного про­
цесса

MU(u∕a}∕ =

(8)
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сна определяется двумерной функцией распределения y.√,7
и в общем случав зависит от двух аргументов — √,, Л . Эту 
функцию βf (h,h) называют также функцией автокорреляции. 

функция ковариации случайного процесса -математи­
ческое ожидание произведения центрированных сечений πpoιecca 
в два момента времени

j⅛ a,4.)≈ .
При = = / функция ковариации дает дисперсию случайно­
го процесса :

Величину 

∕⅛ (4..

о;

называют нормированной функцией ковариации или коэф^-ипиентом 
корреляции случайного процесса. В общем случае коэффициент 
корреляции является мерой линейной зависимости двух сечений 
процесса / (4<) и ∕fΛj , то есть он показывает, 
с какой точностью одна из случайных величин ((4,) может 
быть линейно выражена через другую ((/,) •

Для двух случайных процессов вводится понятие взаимной 
функции корреляции или функции кросс-корреляции U,,h} :

Совместная корреляционная функция двух случайных процес­
сов ∕(∕j и опрвлвтется как фуактля 

все элементы которой определены выше.

§ 3. Стационарные случайные процессы

Случайный процесс ^(1) называется стационарным в узком 
смысле или строго стационарным, если его коне^шомерная фучлашя 
распределения инвариантна относительно сдвига всех моментов 
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времени <≈ -f,n тза Qjiκj и ту же величину 'С ;

∕7z,y,*r, ..

... К. и - .. .

Другими словами, статистические (вероятностные) свойства слу­
чайного процесса не зависят от начала наблюдения.

При п. =1 условие стационарности дает

Полагая Г ≈- , имеем

то есть одномерюе распределение стационарного процесса не за­
висит от времени. А одномерное распределение, как мы помним, 
определяет средние значения и дисперсию случайного процесса, 
следовательно, для строго стационарного случайного процесса 
среднее и дисперсия не зависят от времени

(∙t)^ ' cc-rtti- ;

<pf (И ’ .

При л =2 из условия стацисжарности (10) следует

Полагая Г «- , получим

рС^<.h ∙, ⅛.
Двумерное распределение зависит лишь от разности моментов вре- 
1лени ∕t,-iI , следовательно, функция корреляции стационарного 
случайного процесса зависит только от одного аргумента

■(II)

(12)

(10) 
поня-

В тех случаях, когда проверить выполнение условия 
для любого а. не представляется возможным, рассматривают 
тие стационарности в широком смысле, ограничиваясь выполне­
нием условий (II) и (12).
Случайный процесс назовём стационарным в_ широком смысле. ес­
ли его среднее значение и дисперсия не зависят от времени, а 
функция корреляции зависит лишь от разности моментов времена.

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



-tff~

Очевидно, что из стационарности в узком смысле следует ста­
ционарность в широком смысле. Наоборот верно не всегда. В 
частности, как будет показано в дальнейшем, для гауссовских 
cπy4aiiHUX процессов верно и обратное утверждение.

Два случайных процесса называются стационарно связншли, 
если их совместная функция распределения любого порядка (5) 
не зависит от положения начала отсчета времени.

5 4. Эргодические случайные процессы

Для стационарных случайных процессов кроме средних ста­
тистических характеристик! вводятся еще характеристики,сред­
ние по вре1лени.

В14берем - ю реализацию случайного процесса / б'У л бу­
дем наблюдать её в твчентг времени Т. Рассмотрим среднее по 
времени значений этой реализации

7—•.-<» . f

Здесь символом обозначено усреднение по времени, в от- 
ли’ше oτ^' - усреднения ро распределению,или статистического 
усреднения. Это временное среднее можно рассматривать 
постоянную составлякщую случайного процесса 
гично можно ввести временную функцию корреляции

~г

(13)

как
Апало-

(14)

Но даже если 
быть различными 
Исключение сос-

/ 
временные сред- 
того, совпадают

Заметим, что не для любого случайного процесса прпведетые 
временные средние имеют конечное значение, 
времените средние существуют, то они могут 
для разных реализаций случайного процесса, 
тавляют эргодические процессы, для которых 
ние одинаковы для всех реализаций и, кроме
с соответствующими статистическими средними.Случа^ый процесс 
назовём 3SθiSHi' • любая его статистическая харак­
теристика с вероятностью,сколь угодно близкой и I,равна вре­
менному среднему, полученному усреднением одной-единственной 
реализации за достаточно большой промежуток времени. Из эк­
вивалентности двух способов усреднения эргодического случай­
ного процесса по распределению и по вреглени следует, что нет

»
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необходшлости изучать ансамбль реализаций, которшл исследова­
тель jκaκ правило,не располагает, а достаточно одной реализа­
ции,заданной на достаточно длительном промежутке времени. 
Heo6xo∕ζHMiΛaι и достаточнш.т условиями эргодичности случайного 
процесса являзотся;!) строгая стационарность и 2) так называе­
мая метрическая транзитивность, состоящая в том, что любая 
часть ансазлбля реализаций случайного процесса, вероятнос­
тная мера которой отлична от О или I,yxe не является строго 
стационарной.

Стационарность является необходап.аол условием эргодичнос­
ти. Это следует из того, что временное среднее случайного про­
цесса не зависит от времени и временная функция корреляции 
зависит лишь от одного аргутлента; эти утверждения верны для 
статистических характеристик стационарного процесса.

Однако стационарность не является достаточным условием. 
Напршлер, процесс ^^^7, равный

является стационарншл, но не эргодическигл, если Ц ) -эр- , 
глдический случайный процесс и - непрерывная случайная ве­
личина ,заданная на всей числовой оси. Строгая стационарность 

Г^Уочевидна. Однако условие метрической транзитивности на­
рушено. Зыделгал совокупность реализаций которой
причезл 'д > ∕J J > . Очевидно, что эта
совокупность является строго стационарной, так как случайная 
величина / не зависит от времени. Другиказ словаз.ш злоя- 
но сказать, что к раз-точншл реализациязл процесса 4 ∕∕J до- 
бзв.тякл'ся pa3∙4i34HHθ значения случайной величины

Итак, если случа11ный процесс эргодический, то .любая его 
реалзгзация определяет свойства всей совокупности и поэтотлу 
результат усреднения по врекени,‘выполненный по одной реали- 
загии, совпадает с соответствующей статистической характери­
стикой процесса в любой момент времени, то есть

(Г) ≈ .
*:ояно ввести и дугие временные характеристтш процесса. Так, 
одномерная врезленная функш’Л распределения f-<xj есть сред­
нее вре.' я пребывания, процесса ниже уровня ас , что совпадает
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с вероятностью того, что значения случайного процесса в любой 
момент времени не превосходят ×- , т.е.

т

'Γ→ ***
-- г

(16)

ТЛ.6 Q('4}- Н • *
<t , I D < С) .

кая

Одноме^жая характеристическая функция определяется как 
среднее значения величины -е? , поэтому характеристичес-

функция по времени равна

(17)

'T^~* (>^

Основное преимущество временных средних состоит в том, 
для их вычисления требуется наблвдение за одной единствен- 
реализацией, чем чаще всего и располагает исследователь

что
ной
Поэтому формулы (13), (14), (16), (17) используются для экс­
периментального определения основных характеристик случайного 
процесса.

§ 5. йэмплексные случайные процессы

Реально протекающие явления, как правило, описываются слу- 
чайны1Л1 процессами, принимающими действительные значения. Одна­
ко иногда бывает полезным воспользоваться понятием комплекс­
ного случайного процесса

μi)→'τ^(∕) , 

который мокно рассматривать как двумерный случайный процесс, 
каадад компонента которого является действительным процессом. 
Конечномерное распределение порядка п случайного процесса 
задается Ук. -мерным совместным распределением процессов (i)

Среднее значение и корреляционная функция коитлексного 
процесса определяются следующими формулами:*

tfr.μn∖
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Здесь /■ означает комплексное сопряжение. Комплексные случай­
ные процессы удобны для описания радиотехнических сигналов.

§ 6. Функция корреляции и её свойства

соотношения воспользуемся неравенст-

(20)
и = /■ 6ΛJ . имеем

Для 
что 
Так

Перечислим основные свойства функции корреляции случай­
ного процесса (/,, к ) •

I. Функция корреляции является симметрической функцией 
своих аргументов А

(18) 
Это следует непосредственно из определения. Для стационарных 
случайных процессов функция корреляции - четная функция

RM - НС/,- 4.) т-Ь (19)
2.1И.(4„L}I $ .

Для доказательства этого 
вом КОши-Буняковского

≤ Ми‘ .

Обозначив и. = } а )

МЧ (h)} ≤ •

стационарных случайных процессов это неравенство означает, 
в нуле функция корреляции достигает наибольшего значения, 
как - R(4f,4,)^' k (о) , то

∣βCrj∕ . (21)
3. Если стационарный процесс не содержит квазидетерминиро- 

ванных составляпцих, то зависимость между и ∕<'∕)
при должна ослабевать и в пределе эти величины ста­
тистически независиш. Так как среднее значение произведения 
независимых случайных величин равно произведению средних я для 
стационарных процессов среднее значение не зависит от времени, 
то

И. СТ} ~ <4'->J Mi Ц.
Т" —♦ *≈**

Отскща можно выразить среднее значение процесса

Z*j ≈ >/ !i с
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Далее, используя определения дисперсии процесса,можно записать 
<Tf∖ )if(oj - R . (22)

Таким образом, дисшрсию и среднее значение процесса можно най­
ти,если известна его функция корреляции.

4. Функция корреляции случайного процесса является поло­
жительно определенной, то есть для V п. и действительных ,j,,

5. Функция взаимной корреляции стационарных и стационарно 
связанных процессов f(i) и <^(i) удовлетворяет соотно- 
шения/л

, тогда

(23)

6. Пусть

Таким образом, корреляционная функция сумглы случайных процессов 
равна сумме корреляционных функций плюс сумма всех взаимлтх 
корреляционных функцией. Для некоррелированных случаГДзых про­
цессов тлеем

2 . (24)

Наряду с функцией корреляции в теории случайных процессов 
широко используется понятие спектральной плотности.

§ 7. Спектральная плотность случайного процесса

При 
льзуется 
таточпо, 
есть

изучении неслучайных функцией весьма эй{е1:тивно пспо- 
аппарат Фурье-преобразования, Для его п|)именения дос- 
чтобы газадрат исследуемой фуниии был интегрируем, то

Тогда

(25)
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реализаций не выполнено усяовяе

образуют пару преобразования Фурье. Непосредственно применение 
классического преобразования Фурье к случайному процессу 
невозможно, так как для его 
(25).

Рассмотрим
чайного процесса •

л*  -ю реализацию усеченного слу- 
задаяного в виде

• Г

Эта реализация удовлетворяет условию (25) и, следовательно, 
можно записать Фурье-преобразование

-Ш.

Рассмотрим функцию

Найдём статистическое среднее

-г т

•т ~г

вательно,

Если случайный процесс / стационарен, по крайней мере, 

в широком смысле, то Д {^) ≈ ii (i~ и,следо­
вательно , f '• * f * '

/j∖c<-.

-т -Т,
Делая замену переменных и выполняя интегрирование, получим

7"
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Рассмотрим предел при 7~—-оо . Если предел правой части су­
ществует, то его называют спектральной плотностью мощности слу­
чайного процесса^или спектром мощностной обозначают

S7ω>- ei,y, -^1 ,

T∙→ιx> 2 7~

(27)

Тогда соотношение (28) принимает вид

**»

Несобственный интеграл от спектральной плотности вида
ω

= J S^u)e∕tf
— €>«

называют спектральной функцией случайного процесса, которая 
имеет достаточно четкий физический смысл. Если под /С/У 
понимать электрический ток и функцию можно предста­
вить в виде бесконечной суммы гармонических колебаний со слу­
чайными амплитудами, то приращения 
равно средней мощности рассеиваемой гармоническими составляю- 
щими, частоты которых лежат в полуинтервале .

Из (27). видно, что спектральная плотность процесса не 
является, самостоятельной характеристикой, а связана с корреля­
ционной функцией преобразованием Фурье, то есть

S"feυ}≈ J

' —. «л
Эти соотношения называют теоремой Винера-Хинчина для стационар­
ных случайных процессов. Как следует из (27), свойства y'<'<o√ 
определяются свойстваш функции корреляции Й-Ст) . Так, исполь­
зуя для формулу Эйлера, имеем

= !й.Ст).uJ i~c∕t~,

(28)

(29)

(30)
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(31)

Отсвда видно, что -функция четная. Из (29) следует, что
средняя мощность стационарного случайного процесса

J S(uj}c∕tO 

равна площади под кривой его спектра мощности.
Корреляционная функция βct∙) и спектральная плотность 

мощности как пара преобразования Фурье обладают
всеми свойствами,присущими этому преобразованию. В частности, 
чем "≡pe" спектр , тем "уже" корреляционная функция
процесса R(τ) и наоборот. Если случайный процесс эргоди- 
«еский, то в соответствии с (14) можно в (27) подставить вре­
менную функцию корреляции любой реализации этого процесса и 
таким образом находить спектральную плотность мощности по 
его единственной реализации.
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Глава П. КОРРЕЛЯЦИСННАЯ ТЕОРИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРСЦЕСССВ

§ Г. Сходимость в среднем квадратическом

Понятие сходимости, интегрируемости, дифференцируемости 
случайных процессов отличается от соответствупцих понятий в 
hfiTθMaτ∏4ecκoM анализе. Наиболее удобно и просто ввести эти 
понятия для процессов,удовлетворяющих условию V
которые называют процессами второго порядка,или гильбертовы­
ми процессами. Физически это условие означает, что процесс/6/7 
имеет конечную мощность, что выполнимо для подавляпцего боль­
шинства реальных процессов.

Сформулируем основные типы сходимости для случайных про­
цессов. Пусть случайный процесс зависит от неко­
торого параметра

Говорят, что последовательность сходится к
по вероятности при J'-г, , если 

что обозначается как в теории вероятностей

Говорят, что последовательность fi(i) сходится к /<^/7 
, еслив среднем квадратическом при г — 

Обозначение этого типа сходи?лости

= О .

или

то же c≡υ.'.oe, что и раньше

Напоьиим, что сходимость в среднем квадратическом 
сильная сходимость, чем по вероятности. На её изучегаи 
тановимся в дальнейшем.

Лемма. Если и

более 
и 00-

, то

(I)
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Доказательство. Для доказательства леммы рассмотрим
К выражению под знаком математи­

ческого ожидания прибавим и отнимем f∕, → ,
где для кратности опущены аргументы, тогда

Далее для всех трех слагаемых воспользуемся неравенством 
Коши-Буняковского (20). Для первого слагаемого, обозначая 
μ И 1^’ , имеем

По условию леммы и -определению сходимости в среднем квадра­
тическом каждый сомножитель в правой части стремится к ну­
лю при s,s' Sc « поэтому

rtfe-w⅛,о .
Для второго слагаемого, обозначая
имеем

Здесь ° ио условт лети,/^
так как ⅛ -.процесс второго порядка, следовательно.

Аналогично можно показать,” что

Тогда окончательно имеем доказываемое утверждение

На основания этой леммы докажем критерий сходимости в 
среднем квадратическом.

Теорема. Для того, чтобы Д при i-⅛,
необходимо и достаточно,чтобы при y-→s, и s''→s, су­
ществовал я был конечен предел

, (2)
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Доказатедьство. Необходимость. Пусть ff(ij—- f(∕) 
при г—.‰ . В качестве ^j√ ъозъч&ч (ij .
Тогда по только что доказанной лемме ~**"

-у*
'* X«

существует конечный

s.

Достаточность. Пусть при'х, х'-.х„ 
предел ∣^{
m i.i'∙.i,
Тогда

M{(KW--→ 

--- „ Л-^Л-2А ≈D,
X,r'→X,

то есть последовательность nt''J сходится. В силу этого по 
лемме Больцано-Вейерптрасса можно выделить подпоследователь­
ность, сходящуюся к ∣(ij'.

1,1».1,.1(1,.., (4)

Осталось показать, что вся последовательность f[(^) сходится 
к этому же пределу ^(i) , Используя неравенство (а ζ 
≤ 2q^∙^ 2^ , имеем

(iH{(t,-Sv)'S .
с учетом (3) и (4) получаем

M∕ftω-∕ft'ΛΛz7.°' 

что и доказывает теорему.♦
Следствие. Для тохч), чтобы , Z∕,'^. 

димо и достаточно

x,ι'→X.

, необхо-

i U) ft (∙^J> 

‘ ∙f — и *

(5)
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U3 предыдущих леммы и теоремы имеем

Ццесь - случайная величина с коночным вторым моментом 
Рассмотрим далее понятия непрерывности, дифференцируемости и 
интегрируемости в среднем квадратическом для случайных процес­
сов.

§ 2. Непрерывность случайных процессов

Непрерывность случайных процессов определяется по-разному, 
в зависимости от выбранного типа сходимости. Сходимость по ве­
роятности определяет стохастическую непрерывность процесса. 
Это самый слабый ввд непрерывности.

Случайный процесс называется стохастически непрерыв­
ным в точке , если

Стохастическая непрерывность процесса относится к свойствам, 
однозначно определяемым её двумерным распределением. С этим 
свойством встретимся при изучении марковских процессов.

Случайный процесс hff∕ называется непрерывным в среднем 

квадратическом в точке , если

Из непрерывности в среднем квадратическом в точке 
дует стохастическая непрерывность т<:'й же точке, 
вительно, из неравенства Чебышева следует

/ сле- 

Дейст-

в общемОбратное утверждение, как уже раньше указывалось, 
случае не верно.

Пример. Процесс Коши. Случайный процесс ^^б1$^назовем про­
цессом Коши, если его приращения независи-
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мы и подчиняются распределению Коши

Этот процесс - стохастически непрерывен, но не является непре­
рывным в среднем квадратическом, так как для распределения

Стохастическая непрв1»1вность и непрерывность в среднем 
квадратическом не означает, что реализации слз'чайного процесса 
непрерывны с веростностью I. Примером является процесс Пуассо­
на, который принимает целочисленные значения и является непре­
рывным в среднем квадратическом. В дальнейшем этот процесс будет 
рассмотрен более подробно.

Теореки. Для того, чтобы процесс /^^7 был непрерывным 
Б среднем квадратическом в момент /, необходимо и достаточно 
чтобы его фунгаотя корреляции была непрерывна в
точке √, .

Доказательство. Обозначим fs(iJ~ /f 
по критерию сходимости в среднем гаадратическом имеем

. Тогда

= на на а).
■г, i'- с.

(6)

А это, в свою очередь, есть не что иное,как условие непрерыв­
ности функции корреляции R(∕,,f,] в точке (i. ∕J∙'^ 

Следствие I. Для того, чтобы стационарный случайный про- 
а) был Heπpeι⅛∣BeH в среднем квадратическом,необхо- 

и достаточно, чтобы его функция корреляции была непрерыв- 
точке Т = О.
Доказательство этого утверждения очевидно.
Следствие 2. Если непрерывна для / / 7~,

непрерывна для 7,. / , ¢. 7^ , то есть
корреляции при совпадапдих аругмонтах 
при несовпадающих аргументах.

и β(∙ltj.)

цесс 
дпмо 
на

на,, } 
непрерывности функции 

следует её непрерывность
Доказательство. Так как Ha>,h) 

прерывны, то по критерию

то 
из

не-
сходимости

в
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Тогда по лемме имеем

• о '*
Следствие 3. Для стационарного случайного процесса из не­

прерывности jβfτ) в точке Т'-» О cnβτs3e4 её непрерывность 
для •

S25≡≡SΣθS⅛≤ΣS≤ вытекает из следствия 2.

'(i} ’ f∙ '∙'^∙ 
' г-» о

§ 3. Дифференцирование случайных процессов

Случайный процесс ∖(l) ди1Ыеренцпр.уем в среднем квадрати- 
3θθ!5°M ≡ точке / , если существует

~i(i)

S

Случайная функция / '(i) н.азывается среднеквадратической произ- 

BOSHOU процесса в точке i .
Теорема. Для того, чтобы процесс И1лел производную

в среднем квадратическом в точке i , необходимо и достаточно, 
чтобы существовала в точке ⅛ = /, = Z .

Доказательство. Через обозначим

Тогда по критерию сходимости (2) для существования производ­
ной f-7i} необходимо и достаточно существования предела

= L>∕>ι ГТ*:-------------------------- > i' S ‘

при i∕ itкоторый равен
Следствие I. Для того, чтобы стационарный случайный про­

цесс имел П1?оизводную в среднем квадратическом, необходимо л 
достаточно, чтобы — /2 (oj < c∙^-> .

иt'
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Доказательство вытекает из свойств стационарного процесса 
и предыдущей теоремы.

Следствие 2. Если для всех i ^,~Γ существует вторая сме­
шанная производная от функции корреляции при совпадающих аргу­
ментах , то существуют

A'λ

, то есть существуют первые и вторая 
при несовпадапцих аргументах.

к)
«'И,

для всех i,, е ~Γ 
смешенная производные

Доказательство. Действительно, сзлцествование 
при означает существование f . Обозначая

)
по лемме получаем, что существует предел

м ■[ 5 ∣(L)I ≈
X '→ о

р, na,-^ς,-fj - H(4,, К) К)- C∣∣rι ------— --------------- ≈ ---- ---------  •
r→t) *
Аналогично доказывается существование остальных производ­

ных .♦
Следствие 3. Если для стационарного случайного процессу 

существует R."(t') при 1? , то для всех 1“ сущест­
вуют и H"('f') .

-Очевидность этого утверждения не вызывает сомнения.

§ 4. Интегрирование случайных процессов. Закон больших 
чисел

Пусть случайный процесс и неслучайная функция ∕∕i)
заданы на интервале J • Разобьем этот интервал на п. 
частей точками - ,^λ-i так, что
< < К.. ~ , и обозначим 2) = Н/ ^ i∣∙-∣ I •

Случайный процесс интегрируем в среднем квадра-
существует и конечен
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(8)

о > - 1 ь
Теорема. Для того, чтобы процесс был интегрируем

в среднем квадратическом, необходимо и достаточно существова­
ния интеграла от^ег^ функюти корреляции

У У

который повышается в смысле Стилтьеса ,
Доказательство. Обозначим

и пусть ~ ^j-ιl
НИЮ интервала [(>,т] . ’ Тогда по1ритерию сходимости (2)

для существования интеграла (7) необходимо и достаточно су­
ществования предела

соответствует другому разбие-

— ———.. .^—1 i

1>.'b'→o 'i,'b'~∙c *•}'

- е,., ы., =

Г т
J fiU.V)cf f(l)ctfa'J , ♦

о

/а) ~ i .Под 

В среднем квадратическом ри 
или у i

а.

Рассмотрим частный случай, когда 
несобстве1шым интегралом

∙~∙

будем понимать предел 

Л2.

Для того, чтобы эти 

А/

интегралы существовали, необходимо
и достаточно^9уществования пределов

-н

Д' у *
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1?

(10)

Будем говорить, что случайный процесс ^(i) у^овлет- 
воряет закону больших чисел в среднем квадратическом, если

Теорема. Если f(iJ - процесс стационарный в широком 
смысле, то он удовлетворят закону больших чисел

тогда и только тогда, ко^а

χ-→ v>o ’ -Т

Доказательство. Введем процесс {{ ) - } (i ) - .

Тогда нужно доказать, что

Для существования этого предела по следствию из теоремы § I 
(5) и критерию интегрируемости (8) необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось соотношение

√√, ∕7⅛('<jj√z,√y.
Z, r'-→<-. с '

Можно зя1.1етить, что 

l∫∕<'α,m√∕,f ≤ }{

•г ' i>

Поэтому (II) имеет место
г г

(9)

= <9 . (II)

r'r'у г , ,

л С >■'о

тогда и только тогда, когда

⅛T∙ J

Так как стационарный процесс, то его функция коварна-
цяи Ci,^iι) зависит лишь от разности моментов вре?.юнн

βf, (-i^ - •
Тогда равенство (12) приниглает вид

J J βf- ~
7~^v- ' е с ’

спкуда после замены переменных и интегрирования получаем
ч

(12)
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, назывремих собственнымп '{исламя уравнения 
, называют 
функции

• Лл, / У φ)c∕τ о ,

§ 5. Разложение случайных процессов по ортогональным 
функциям

Пусть случайный процесс задан на интервале Le.τ]

с нулевым математическим ожиданием и функцией корреляции 
Рассмотрим интегральное уравнение

У -e(<f)<∕6Jt∕i = у (j3)
с

называемое однородным интегральныгл уравнением Фредгольма П 
рода. Из теории интегральных уравнений известно, что его ре­
шение существует только при счетном наборе постоянных

-¾ J*v

Фредгольма. Решение ¾' соответствунцее Л' 
собственной функцией ядра li(i,i) . Собственные 

всегда могут быть сделаны ортогональными, то есть 
y4(υy'√d√z ≈<Pn,M,

ГД® c4f∙∞0Λ K⅛0Heκepa. Так как ядро уравнения
функция корреляции P(i,i) , которая является положительно 
определенной функцией, то все й.-х? и по теореме Мерсера 
ядро »ложет быть представленно в виде ряда по собственным 
функциям е_.

Теорема. Случайный процесс f(i) может быть представ­

лен в виде ряда «.

Г

некоррелированные случайные величины с

(14) 
(13) есть

(15)

где

Доказательство. Рассмотрим свойства случайных величин /<.

M-∣ J∕(i)<C(Vd{}
так как . На^^деи коррвляи^оаииЪ моиет ∕*d;
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г

с о

с учетом уравнения (13) я условия (14) имеем

О

Отсюда видно, что случайные величины /«. некоррелированы и 
имеют дисперсию . Найдем еще Л///*/Л?/;

С

•= J β(i.s)φ,aJo'i = а)-
Докажем теперь основное утверждение теоремы. Рассмотрим 

предел .

/,л, M∕(frtJ=

= е,„^ eu.i∣-2ZMiiMi.i
H→ *-*∙

e,'jH i∣^a,i)' ∑- '
H∙4

I

Последнее выражение по теореме Мерсера (15) равно О, то есть

Можно показать, что зто разложение является единственным 
разложением случайного процесса в ряд по ортогональным функциям 
с некоррелированными коэффициентами.

Основное достоинство этого разложения, следовательно, за­
ключается в том, что оно позволяет вместо функции рас­
сматривать случайные величины /ж, .. J*, ,
которые некоррелированы между собой.

z
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ζ 6. Линейные преобразования случайных процессов

Представим себе некоторую систему, предназначенную для 
преобразования функций времени χ(i) . Функция , ко­
торая должна быть преобразована,называется входной функцией; 
преобразованная функция jL(l) называется функцией на выходе 
системы или реакцией на входную функцию.
(Математически всякую систему можно задать соотнопвнием вида 

Д- оператор,описывапций систему.
Система называется линейной, если оператор Д удовлетво­

ряет условию . II i
L(dX, f (16)

то есть реакция на сумму входных функций равна сумме реакций 
на каждую из входных функций и измешния входного сигнала в 
ι√fy5jpa3 приводит к изгленению выходного сигнала во столько 

хе раз.
Введем оператор сдвига во вралени с-»?

соотношением

Система называется однородной. если преобразование Л 
перестановочно с оператором сдвига, то есть

X(i - г) = .Ус ^(1) Sγ = L i-)∙ (10)

Такую систему еще называют системой с постоянными парамвтра-

В качестве примера рассмотрим линейное преобразование 
S-ll} ≈ ^∣U.u)x(uic∕i^, (jθ)

Пусть на вход систе1лы поступает снгаал в виде функции Дирака 
<i'(4-S) . Тогда ^(1) . Таким образом,

функцию h (1,1 J cπβ}iyβt понимать как реакцию системы на <f- 

образный сигнал,поступавдий в 1ломент л, 
импульсной переходной функцией системы.

k(i.i)-kU-s,).

Для однородной системы соотношение
- ( hli-≤)X(s)efs .

Интеграл τaιcoro вида, как уже указывалось, называется 
сперткой_функцкй__h(i)___ __________ .

и k(i.i) называют 

Если система однород-

(19) принимает вид
(20)
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Для однородных систем с интегрируемой переходной функ­
цией можно ввести преобмзование Фурье 

j ⅛ ∙∕*JW !j лωe^ .
Умножим (20) на и проинтегрируем по / :

е-я . , t><∙t-⅛ i
= f f e∕ic∕i •

■г

(21)

ной функции F<∕'ωJ 

ремеюшх

Левая часть есть не что hh∞, как преобразование Фурье выход- 
, а правую часть преобразуем заменой пе- 
, тогда

∙H∙

или ∣-lf∣∙ω)∙)ζa^) ■

TaιπiM образом, есть отношение Фурье-преобразований вы­
ходной и входной функций

11,. ,

(22)

функция H(t'>o) называется чЗстотной_характей5стикоЛ 

или коэ(!|фпциентом передачи системы.
В соотношении (19) реакция системы в момент времени t за­

висит от значений функции на входе как в моменты времени У < Z . 
так и в моменты J > t .В физических устройствах это неркпол- 
НИ1ЛО, поэтому для них

h(∕,i) ≈ О nχ)× ^ < ^ ■
Это услоете называется условием физической осуществимости сис­
темы. Для систем,удовлетворяпцих этому условию,соотношение (19) 
принимает вид i

* — »<<» 
а если система о^ородна, то

^(l)^ ] h и-s) τ(s)di ≈ h-, li)x(i∙ .

--° <>

(23)

(24)
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Если входной сигнал подается в момент времени / * О , чо 

(23) принимает вид /
^(i)~ Ji(^.s)x^S)c∕s . (25)

Остановимся теперь на случае, когда на вход линейной 
системы поступает случайный процесс ∕f∕7 с математическим 
ожиданием и функцией корреляции .
Выходной процесс ∣̂ (i) чокч 6∙3κ'i4 случайным

гл, л j:
— И"»

Найдем моментные функции этого процесса и

Сравнивая (2G) и (27),видим, что
> (28)

то есть математическое ожидание процесса на выходе системы 
есть результат воздействия оператора Д на математическое ожи­
дание входного процесса.

Если ∕ι( А стационарный процзсс и система однородна, то 

h(τ}ciτ^ fk(τ)dT -≈ = a<fiii. {•гэ)
—∙*fc*O *

функция корреляции выходного прюресса /У? равна 

jP√Λ, и-
r>, '"'"~ (30)

—

Мохчо сказать, что функция корреляции процесса iι(i) полу­
чается двухкратным действием оператора Л на ^каждый аргу­
мент функции корреляции входного процесса ^(1);

^(UJ =• к.к. (31)

Для стационарного случайного процесса и однород­
ной спстеглы имеем

л
Делая з.амену переменных и ^г.-∣^=ZJ
лучим

, ПС-
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Из выражений (29) и (32) сяедует, что если на вход одно­
родной системы поступает стационарный процесс, то на выходе 
имеем процесс тоже стациотрный, по 1файяей мере, в широком 
смысле. В этом случае можно найти и спектральную плотность мощ­
ности выходного процесса, а именно ;

Посю замены переменной 2' = имеем

Jβfωe-''"i72-≈

(33)

Найдём еще функцию взаимной корреляции процессов 
и (i) . По определению

= ∕A∕⅛,tM

илИуИспользуя операторную форцу имеем

. (34)

Если система однородна и входной процесс стационарный, то 
взаимная функция корреляция зависит только от разности момен­
тов времени

Таким образом, зная статистические характеристики входно­
го процесса и импульсную переходную или частотную xapaκτepιcτH- 
ку системы, можно найти статистические характеристики выходного 
процесса.

Рассмотрим применение общих закономерностей {2R),(3I)(34)
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ком входного процесса Ц)
По формуле (26) имеем

к частным случаям,
I. Пусть л//) есть производная в среднем квадрагичес- 
---------- ------ " I <ro есть ∣∣(i) = ■

L(nι^{iU} •

C'.Если процесс //6' стационарная, 'То . -
Функцию корреляции находим по дюрмуле (31);

e^∕ι..ι.)^ I.,, i,, f>,aM ~ ■

Для случая, когда J стационарш;й, получаем

(г) = - ∕iμτ-), 

то есть производная стационарного процесса - токе процесс 
стационарный, по κpaibιeii кюре, в широгом смысле.

НаЯ’дём спектральную плотность 1лощпост ’л πpcιecca на вы­
ходе. Для этого воспользуемся 'фэрлулами (33) и (22). По опре­
делению Фурье - преобразование процесса на выходе есть

O≤> , J

, ∏03T0∣kiy = .

Последнее равенство подучается пос® интехрпроваши по час­
тям, если I (-c^∙) - / . Тогда

Z'f∕A.'√= '*v>
Отсюда ∕-l(∣'∣^i ~

Таким образал, oπq3au∏ιι диффералщрования соответствует 
система с частотней! характеристикой ∕tj . Импульсная переход­
ная функция не существует, по её можно рассматривать как пре­
дельную характеристику 4^ (

г il'f∕ι t

о

при г" о , заданную в

, р1 <^∙

2. Процесса τι
{«ищальвами уравнениями с

связаны лпвейнвчп? дифф;-
тами

(25)
посTΓHHH1J1 и ’1 ;оз([ф!цйен

i
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*«/,;

' 77ё^->
тогда, когда процессЗти 

раз
уравненпя илйют смысл только 
дИ'Йеренцпруем в среднем квадратическом. Введем обозначения

Ml∣'ω] •= '* - •

Тогда уравнение (35),записанное через Фурье - преобразо­
вание, спреде дчет частстнуп характеристику системы

поэтому спектральная плотность мощности на выходе такой сис­
темы имеет вид ,г

Зная JjZ<tJ , по теореме Зпнера-;<ан'П'на могло наГ.тп ιΓi'Ki'-- 
1В:ю кор]1еляиип процесса на выходе спстег.ы.

г
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Глава Ш. ГАУССОВСКИЕ СЛУЧАПНЫЕ ПРОЦЕССЫ

§ I. f⅛oroMθpHθθ нормальное распределение

Важную роль во многих прикладных задачах играют случай­
ные процессы, конечномерное распределение которых является 
гауссовским. Такие процэссы возникают тогда, когда складыва­
ется большое число независимых или слабо зависикък случайных 
процессов примерно одинаковой мощности. В этом случае, как 
будет показано ниже, с увеличением числа слагаемых сумма схо­
дятся к гауссовскому случайному процессу независимо от того, 
как распределены отдельные слагаеггые. Остановимся на изучении 
многомерного нормального распределения.

Рассмотрим ге-мерную случайную величину или случайный век­
тор / *"* (Х/,.., Xh) . Введем обозначения: а'^= (ц,,.) -
- вектор математических ожиданий;К- штрица ковариаций, при­
чем t ∙,j- . Здесь{•?’"- знак

транспонирования.
Многомерная случайная величина Л является гауссовской, 

если её плотность распределения вероятностей имеет вид

' t' ,• <1 ‘ ' ∙'J
или в матричном виде

Иногда удобнее пользоваться характеристической функцией, 
которая в данном случае запишется как

Ч] 
или,используя матричные обозначения^ 

тле U''~. .
Рассмотрим частные случаи формулы (I).
Одномерное распределение. Для л = √ , обозначая

получим , ,
t<^ - — ' h <r* >

(2)

Jet

е .

и
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Двумедаое нормальное распредвяваие. r∖∙∙2. , Обоевачим
Kf^=S∙,^∖ . тогда

При 8ТОМ матрица ^обратная вовариатонной,принимает вид

/
(<f^≈

_________

______ _1!___
Si*∙U-∙2^)

Оксячатвльно 

j -<J,X¾-¾Λct,-⅛}ψ

где 2- хоэф^Ихиевт корреляции между случайными величинами х, 
и Лд .

Рассмотрим основные свойства многомерных нормальных слу­
чайных величин.

I. Сумма независимых гауссовских векторов есть гауссов­
ский случайный вектор.

Доказательство. Имеем п -мерный вектор У с характеристи­

ческой функцией , , г / /

и л -мерный вектор У с характёристичесяой функцией

Д w = ехр ‘

Тах как характеристическая функция суммы шзависившх случайных 
X. У величш раша пронзведенвю характеристических функ­

ций, то
(и) = - z >(√

^χ(∙4)- {io^if - 4^i

то есть вектор 2 распредежн по нормальному закону с вектором
математических ожиданий <7= и матрицей ковариаций
/г = yV, * . ♦
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2. Линейное преобразование гауссовского случайного век­
тора есть тоже гауссовский вектор.

Доказате)п>ство. Имеем ∕ι -мерный вектор Л , который пере­

ходит в-мерный вектор/с помощьв линейного преобразования, 
заданного матрицей 4 = ( к. ∣ J - ) <

У- АХ
или

■ J = '∙^'■

Вектор X имеет нормальное распределение с математическим 
ожиданием и матрицей ковариаций / , то ость его характерис­
тическая функция имеет вид (2).

Найдем характеристическую функцию вектора По опредэ тению 
• 't> я, Т,

, , ! f∑i∕∑.Ax∕
= м{(^ '^^' J к,. J>∙ *J =

J

Подставляя сюда выражение для получим

(и) = е.'хр [та '^∕∣''ι, - иr^!^A '■ц j =.

= егхр / t'aj^υ -

где (∕^=∙ Ай. и ky^= А . Отсюда видно, что /ч-мер­
ный вектор/-гауссовский вектор с матожиданием fl,, и матрицей 
ковариаций Λj, .♦

3. Совместное распределение любой группы котлпонент п-мер- 
ного гауссовского вектора также является гауссовским.

Доказатетшл*во. ПустьХ-/,-мерный гауссовский вектор. Рас- 
скютрим вектор X, составленный из части компонент вектора У, 
X = (×f, ∙^∕∙* J . 06o3HaψiM J,

-

**∙ 'κ'4
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Через обозначим вектор-столбец и, в котором все компо­
ненты,от личные от W,∙j , заменены нулями. Тогда

Уу' М{^ = ^^(й) ,
Далее

g^(y) = e∙xj3-{t'Q^i7-

откуда и следует, что/-гауссовский случайный Bθκτop.∙^
4. Если случайный вектор ∙ гауссовский и

случайные векторы / ...,и /*= ∕'Jr,.,,. <■*»?
некоррелироваяы по каждой паре своих компонент, то векторы X 
я Х" независиш.

Доказательство. В силу нексррелированности векторов X и 
X матрица ковариации вектора У имеет вид 

√<-∙λ ■

где К як'- ковариационные матрицы векторов / и У . Обоз­
начим .. .4⅛ J , lζ< Ь'г.,» ,

G • (Q,'^ , , где О, я^^ - математические ожи­
дания векторов Х'я X . Тогда

Перемножая глатрицы в показателе экспоненты, имеем

= exfir∙∣a,y,^o,'∙∣')-'v'k'ι∕,-ii'γy,j =

где и -характеристические функции
векторов )f* и Х''. Это соотношение доказывает независимость 
векторов,^

5. Пусть %fc√ J ) - последовательность Л.-
мерных гауссовских векторов с траьвтрами (/п к<.а) J ■ 
Если

∕∏f υt) —- т ∏ (а) ---
∙∙*',
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то последовательность распределений векторов сходится к гаус­
совскому распределению с параметрами (т, к).

Это утверждение очевидно, так как характеристическая 
функция гауссовского распределения зависит лишь от вектора 
математических ожиданий и матрицы ковариаций •

§ 2. Гауссовский случайный процесс

Пусть случайный процесс ^(.0 задан ft-сечениями ^f^i<)∣∙∙∙
• для которых известны математические ожидания 

= Q ■ , > ■ f ” *®1трица ковариаций
: ) причем

Случайный процесс /■(/} называется гауссовским^.ияи нор- 
бсД” ®го л-мерная плотность распредедения вероятнос­

тей является гаусссвской (I) для Ил. . Все свойства гаус- 
- совских процессов вытекают из свойств многомерных нормальных 
случайных величин. Перечислим их в приложении к случайным про­
цессам и назовем дополнительные.

1. Гауссовский процесс стационарный в широком смысле яв­
ляется стационарным и в узком смысле. Обратное утверждение, 
как уже указывалось,верно всегда.

Доказательстм этого факта вытекает из 
распределения и определения стацио1юрности. 
бы процесс был стационарным в узком смысле, 
НИЯ условия

p(n,^ iX^.k-^r∙)
Для процесса стационарного в широком сшсле

P'Jf (I) '* О - f∙>-'"i i

Для гауссовского процесса многомерная плотность распределения 
(I) зависит только от математических ожиданий сечений 
и матрицы ковариаций то есть с учетом (3) можно записать

Отсюда видно, что при переходе к моментам времени ,
ι>-f,!i у плотность распре де дения де изменится. <>•

2. К0эф(1)ициенты разложения гауссовского случайного про­
цесса в ряд по ортогональным функциям есть независимые нор(«- 
лъные случайные величины.

вида полотности 
Действительно, что- 
необходимо виполне-

для и ■
верны соотношения
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Действительно, учитывая свойства 2 и 4 многомерных нор­
мальных случайных величин и то, что нозффвцишты разложения в 
ряд некоррелированы, подучаем указанное свойство.

3• Центральная предальнан теорема для случайных процессов. 
Пусть дана последоватв дьвость суш случайных функций

t Ч

я выношены следущие условия:
а) при фиксированвом а случайные величины

)взаимно везашсиш при любых 
и имеют конечные моменты второго порядка, причем
М(i)!}- о (i).i

б) при h→ корреляционная функция

сходится к некоторому Дедалу
в) суммы

Лл,
⅛ → «»- ! 

при каждом г 
детворяш условвю Линдеберга, то есть для о

УДОВ-

где - функция распределения случайной величины

Тогда случайиЛ прохесс сходится к 
rayc∞BcκoMy случайному процессу с нулевым математическим ожи­
данием и корреляционной функцией *

Приведенная теорема непосредственно вытекает из централь­
ной предельной теоремы для сумм независимых случайных величин.

4. Стационарный гауссовский процесс с нулевым математи­
ческим ожиданием и независишми значениями (отсчетами) называ­
ется белым гауссовским щумом. Характеристическая функция этого 
процесса имеет вид
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,и корреляционная функция

Отсюда видно, что средняя мощность 
мая соотношением (31) гл,1, бесконечна, 
процессы реально существовать но могут,
ная математическая модель часто используется в прикладных зада­
чах.

этого процесса определяе- 
Следовательно, такие 
Тем не менее эта удоб-

§ 3. ВинеровскиВ случайный процесс

значениями, примером кото­
особый интерес представляют

Кроме процессов с независимыми 
рых является белый гауссовский шум, 
процессы с независимыми приращениями. Остановимся на одном из 
таких процессов. Так как приращения процесса ^C∕) 

независимы для моментов ю конечномерное рас­
пределение принимает вид

∙ I,} pc∙r,. h). (4)

Случайный процесс называется винеровским. если при- 
харак-ращения процесса подчиняются нормальному распределению с 

теристиками

о.
И с вероятностью i •

Многомерное распределение винеровского процесса имеет вид

(5)

Покажем, что производная винеровского процесса есть белый 
гауссовский шум. Так как приращения процесса (i) являются се­
чениями процесса , то очевидно, что процесс

- гауссовский. Найдем его функцию корреляции, используя 
формулу (31) предыдущей главы .
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Функция КО^фвЛЯЦИИ ∙pSBR8L

2<r4i4-t,∣ Л__ _ 2lL

— J t если 

i ‰ , если

Л>Л; 
i 1 > ^г. ,

ТО есть βf ~ к J
ся единичной функцией

* L I, если

Если ВОС пользовать—

X < с
х.>, о 

то функцию а,,к) можно записать в виде

⅛fAj.>)≈Λ /а,-к).
t

ё fj 1 1- _ ^/1. j )
Тогда

Тем самым показали,что производная винеровского процесса 
имеет некоррелированные отсчеты.

Отметим еще, что винеровский процесс является моделью 
броуновского движения частипи, перемещающейся под влиянием 
случайных ударов молекул жидкости.
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Глава 1У. МАРКСВСКИЕ ПРОЦЕССЫ. даСКНЕТНЫЕ 
ЦЕПИ МАРКОВА

§ I. Определение марковского процесса

Марковские процесс», или процессы без послэдействия, являют­
ся удобной математической моделью для многих реально протекаю­
щих πpoιsccoB. Представим себе систему* которая может находить­
ся в различных состояниях,и пусть эволюция её во вре1вни носит 
стохастический характер, то есть состояние системы в момент 
времени в общем случае не определяется однозначно состояниями 
системы в предыдущие моменты s<t . Тогда состояние этой сис­
темы можно описать некоторый случайным процессом • ≡≡~
данньА! на интервале [^,Т] и принимаицим значения из мно- 
κecτBti .

Пусть заданы л отсчетов этого случайного процесса f(^∣∣), 
• ■ моменты i, <ii <... < i. Рассмотрим условную
плотность вероятностей

. р(ХьЬ: ... ∙x.Pn}
(I)

, т.е.

Случайный продесс λ('«'Уназывается марковским, если его ус­
ловная плотность распределения (I) не зависит от значений про­
цесса в мо1«нты i,, i,, in-x * а определяется лишь
значением ≈

Эту условную плотность вероятностей называют вероятностью пере­
хода системы из состояния , в котором она находидесь в
момент времени , в состояние ‰ в моьюнт -1» >
и обозначают

p(^^n∣ IР (^>4 'f∙' > , (3) .

Рассмотрим многомерную плотность распределения процесса 
.0 учетом условия марковости (2) её можно записать в 

виде

Р pCx4Jx,∣iJ∕iCτ,,4,)^ ∙<4)

Огсвда видно, что начальное одномерное распределение p(x,.i,) 
и вероятности перехода р (×'.f'), -1 погао-
стью задают марковский процесс.
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Вероятности перехода удселетворяют двум основным соотно­
шениям.

1. Условие нормировки

∫∕)6x√,∙x'√'j√χ ≡/.

2. Уравнение Колмогорова-Чепмена. Чтобы получить это урав­
нение проинтегрируем выражение (4) по некоторому промелу точному 
значению oc,∙ , например ¾, :

C другой стороны, по формуле (4) имеем

p(×i,bιχ,, ∙fp.. pet,,K, . pct,, :с„ ∖)pcx,, 4,).

Из сопоставлэния этих выражений видно, что

уравнение и носит название уравнение Иэлмогорова-Чеп- 

(5)

марковские процессы можно разбить на классы в зава си- 
структуры множества значений случайного процесса X^ г 

Это
мена.

Все 
мости от
интервала набяхщения Т,

Пусть множество состояний X дискрето и множество Т 'то­
же дискретно, то есть система может переходить из одного состоя­
ния в другое в дискретные моменты времени. Множество состояний 
X может быть конечнш или счетным. Такие марковские лроиессы 
называются дискретнаеи цепями >⅛скова. Например, множество X 
- классы средней школы - дискретно, переход из одного K7∣acca в 
другой происходит в дискретные моменты времени - в конце учеб­
ного года, то есть тоже дис1фетно.

Если множество состояний X дискретно, но система может 
переходить из одного состояния в другое в произвольные Моменты 
времени из множества Т, то процессы^опасывапцие поведение та­
ках систем,называют дискретными ьвркавскими процессами. Напри­
мер, X.- число заявок^поступаппих на телефонную станцию, Т - 
время поступления заявок-непрерывное множество.

Если множество состояний X непрерывно и система перехо­
дит из состояния в состояние в произвольные моменты времени из 
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множества 7", то соответствупцие процвссы называют непрерыв­
ными марковскими процессами. Например, координата броуновской 
частицы принимает значения из непрерывного множества X и 
переходы происходят в произвольные моменты времени.

К изучению этих типов марковских процессов и переходим.

§ 2. Дискретные цепи Маркова. Определение и 
классификация состояний

= I t 

проис-
, ко—

Пусть случайный процесс {(i) , описываиций состояние не­
которой системы, принимает целочисленные значения .
из множествах конечного или счетного, то есть f (■() 

. Переходы из одного состояния в другое 
ходят через равные промежутки времени / Z'- / / = / 
торые назовем шагом.

Условные вероятности
= ■= Лл √

образуют матрицу вероятностей перехода из 
другое в момент времени

Если вероятности перехода f>n,(it) 
мента времени it ра ,

ι',k 6ΓΛ',

одного состояния в

не зависят от мо­
то дискретная цепь 

Маркова называется однородной с матрицей вероятностей 
да за один шаг

пере хо-

гда л - число 
этой матрицы

Такую матрицу

Э ж менты

состоя-

состояний систеш - конечно или счетно. 
p∣∣^ и удовлетворят условию

называют стохастической иди мармовской.
Набор вероятностей J

называют начальным распределением, которое определяет 
ние системы в начальный момент времени.

Дискретная шрковская цепь полностью задается вектором 
начального распредежния (5 и матрицей переходных вероятностей 
за один наг Р .

В конкретных случаях для описания цепи вместо жтртиу
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указывает 
над стрел- 

, то

исподьэуют направланный граф, вершинами которого являются сос­
тояния системы, а стрелки от одной вершины к другой 
возможные переходы между состояниями системы, число 
кой задает вероятность этого перехода. Если ■= с> 
стрелка не ставятся. Например, .X'r fc, /.2);

рассмот- 
за про­

В дополнение к одношаговым вероятностям интересно 
реть вероятности перехода из одного состояния в другое 
извольное число шагов. Эти вероятности удовлетворяют рекуррент­
ным соотнбшениям 

которые легко получить,используя формулу полной вероятности. 
Обозначим через А событие, состоящее в том, что система за 

шаг перейдет из /‘-го состодаия в/- е, через Z4 - со­
бытие, состоящее в том, что за л шагов система перейдет из t~ro 
состояния в t- е. Тогда.

/) <' /4 ? ’ p.k ,
отсюда

Записав это уравнение для числа шагов mt-n, 
nons'VΛii уравнение Ko∏MθΓopoBa-%∏Mθ≡ дяя дис1фетных 
схих цепей

се) 
У т, 

марков-

д.. р,-,,

κoto^ позволяет определить вероятности перехода из 
состояния в другое за произвольное число пвгев. Этими (форму­
лами удобнее пользоваться,записав их в матричном виде. Так, 
формула (6) при л = / в матричном виде может быть записана

При этом уравнение (7) принимает вйД

p(m∙^n} •=■ Р”- Р**'.

(7)

одного

(8)
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(9)

Заметим, что матрица для 1оя& стохастическая. 
Перейдем к классификации состояний. 
Состояние / называется не существ еяным, если существует 

такое состояние j , в которое система может перейти за конеч­
ное число шагов л , но не может вернуться в * - е ни за какое 
число шагов, то есть

∣y∙(tn)=θ Ум.

Все остальные состояния существенные. В дальнейшем ос­
новное внимание уделим существенным состояниям.

Состояния i и j называются сообщающимися 
если существуют лик такие, что

p,-(n)>D и
Очевидно, что из соотношений Г ∙-→ к и сявлзвт
и в частном случае имеем /'к и —∙i , сле­
довательно, • L , то есть система может вернуться в сос­
тояние г .

Все существенные состояния можно разбить на кшссы, 
которые состоят из смбщающихся состояний и ни из одного 
состояния данного класса нельзя перейти в состояняе другого 
класса. Такие классы называют неразлоящмыми или замкнутыми.

Проведенная класс^>икация позволяет привести матрицу ве­
роятностей переходов к каноничесгому виду. Для этого выделим 
замкнутые классы и перенумеруем их * отдельно выделим несуще-

j⅞ - матрица версятностей переходов s-ro нервзлохямого клас­
са, ; 3j - матрица вероятностей перехода из
несущественных состояний в j⅛- й класс; £. -матрица вероятнос­
тей переходов по несуфственным состояниям.

Рассмотрим один неразложимый ктасс ,J* . Для K<fсу­
ществует Z7 , что ><? . Ispβ9 - обозна­
чим множество числа шагов Л , для которых
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Наибольший общий делитель этих чисел называется периодом сос- 
тоянщ t и обозначается <τ^∙ .

Теорема. Все состояния одного неразложимого класса имеют 
одинаковый период √.

Доказателсство. Так как / и j е , то существуют 
такие /п и п, что

Обозначим а - периоды этих состояний. Рассмотрим

Р,у(”^*P,j'(n)pj∙(m)>О, 
следовательноy∕n + Λj 6 М,- , то есть кратно o^∙ . Возь­
мем теперь вероятность возврата в <,*- е состояние за число ша­
гов ∕w*∕7*≥o'∙ , где г - пел» число:

Ру (т Ы) ⅛ Pj.∙

Отсюда следует, что р
как
что
НИЙ

и c't√∙ кртноУ. . Так
___ , . Аналогично 11101013^показать, 
Отсюда получаем, что У- -d- для всех состоя- 

' J

ца I чжм / У/ ' '
⅛ ~ любое целое, ‰ c∕^∙

данного класса.
Следовательно, период состояния есть характеристика клас-

са.
Если df='/ , 'SQ класс называется апериодическим, или 

эргодическим.
Пусть √- период класса J*. Несмотря на слоогаость перехо­

дов внутри класса, можно обнаружить некоторую цикличюсть в 
переходах из одной группы состояний в другую. Покажм это. Вы­
берем некоторое шчаяьное, состояние и введем следущие 
классы:

под-

п -а. O(ntct!d) 

/) е -!(p^cd ^∕)J∖

n∙κd~l(tnc(∕ .

/

Очевидно, что / 4 4 * <5 ^*^ ^y-∕ • Покажем, что
один шаг система переходит из подкласса в .
в и так далее. Пусть •' <> р ■ >О . Надо пока­
зать, что у • Так как /е Ср • следовательно^

за 
из^у
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• Тогда за число вигов d-∕ =
(тс(/ с/) система переходит в класс Cf>^t » 

есть д и . Поэтому подклассы Cf,(f).eyΓ∕)
Ha3UBaOT*∙^m∣KHB4ecκHMH подклассами.

Из пр1ввденкых рассуждений видно, что матрицу вероятно-

Заштрихованы элементы матрицы,отлячные от нуля.I

Рассмотрим некоторой подкласс . Если в начальный мо­
мент времени система находилась в ζ , то в моменты времени 
t ■= ^ г , 2 ≡ (О она будет находиться в подклассе ζ∖.

Следовательно, с каждым подклассом иояио связать новую 
марковскую цепь с матрицей вероятностей переходов (fi,- ldi, 

j',∣"ε ) I которая будет нерваложимой и аперяодифской. Поэ­
тому в дальнейивм при рассмотрение предельшх свойств вероят­

ностей ∕>,y0ι-) можно ограничиться только эргоднчоскими классами.

С учетом проведенной классифиишии все состояния марков­
ской цепи можно расположить по следующей схеме.

U^μκΛU4 i't'tt.
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§ 3. Классификация состояний марковской цепи по 
асимптотическим свойствам вероятности

Введем вероятность

∕z^∙ o>-∣ Р ({×^ ^// γ, -1 V Л 
того, что система попадет из /-го состояния в у- е впервые 
нал-м шаге. Тогда вероятность

л * г

мояно рассматривать как вероятность того, что система,выйдя 
из /-ГО состояния,хотя бы один раз побывает в у‘- м.

Через обозначим вероятность того, что система,
выйдя из /-го состояния, не менее л раз побывает ву‘-м сос­
тояния. Очевидно у в общем случае. Если су-ТОЯНИЯ. ОчвВЛДНО , 

ществует предел '

из <-го состояния,побывает ву-м бесконеч- 

назовем возвратным, если ,Я

то система, выйдя 
ное число раз.

Состояние / _____
невозвратным, если <z

Возвратность состояния означает, что система,-вышедшая из 
/-ГО состояния,рано йот поздно снова вернется в это состояние, 
но после возвращения эволюция системы как бы
начинается заново.

Теорема I. Если состояние / возвратно, то ^.∣∙ f, и 
для невозвратных состояний ~ , то есть

л * - f ’
о” t О, если /,*, < f •

Доказательство. Для доказательства воспользуемся ({орму- 
лой полной вероятности. Через обозначим событие, состоящее 
в том, что система,выйдя из ι -тс> состоянот,вернется в него 
не менее л раз. Через /4 обозначим событие,состоящее в том, 
что система,выйдя из /-го состояния,впервые вернется в не­
го на Аг-н шаге, причем Н^- систе?ла выйдет из /-го состояния 
и в него не вернется. Очевидно,что

Л' - [
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События /А** , 6 ^∙∙.} юсовместны, тогда по фор­

муле полной вероятности имеем

Подученную рекуррентную формулу применим (п-О раз, поду­
чим

<^>∙ f,((' •• ≡ C∕>γ •
пределу при л—-оо 

д*_Г1,есля ∕.∙≈^∙, 

t О, если 
образом, если <* - е
I система побывает в

Переходя к имеем

состояние возвратно, то с ве­
не м Оесконечное число раз.

Таким 
роятностью 
если же состояние невозвратно, то с вероятностью I систбш 
побывает в нем лишь конечное число раз.

Теорема 2. Несущественное состояние невозвратно. 
Доказательство. Пусть ю- несущественное состояние, это 

значит, что существуют такие жги , что ∕¾√ , но
для Vn, и (и) ■= О , Отсюда следует, что ^e,∙ .
Далее воспользуемся φcp∣ξyxofl полной вероятности. Обозначим че­
рез событие,состоящее в том, что система,вышедшая из сос­
тояния (*,вернется в него бесконечное число раз. ∣*4 - событие, 
заключающееся в том, что систеив нат-м шаге окажется в *:-м 
состоянии. По фор(фгле полной вероятности инеем

*

Так как , то

Поскольку p,∙((f^}> и » то j⅞∕ 1 .По предыдущей тео­

реме принимает лишь два значения, причем значение строго 
1лены11е I только одно; . А это возможно лишь, когда
fιi<i » "^0, есть состсяние t невозвратно.♦

Так как отыскание функции довольно-таки сложно,
то для определения возвратности состояния полезна следующая 
теорема.
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ΘCTb

< со . то ;

, то √ .

Теорема Э. Состояние д-возвратно, если ряд ZLp,∖∙(>^) 
расходится, то---

если ^∕*∕>  6λJ

*
^ Следовательно, значение зависит от поведения ряда 

,Λ∕^>∙<'λJ . Так, если этот ряд сходится, то /„■ < 
что соответствует тоцу, что/- невозвратное состояние , а.

если
Доиааательство. В осасау доказательства опять полонена 

формула полной вероятности, %pes .>4' обозначим событие , 
состоящее в том, что система^выйдя из состояния / за п. шагов^ 
вернется в него,быть монет,не впервые, /4- впервые система 
вернется в исходное i-' е состояние нак-м шаге, /4 - систе­
ма,выйдя из /-го состояния,в него не валяется, тогда

По формуле полной вероятнжти имеем

Aj√Λj-=

Суммируем обе части этого равенства по !

∣t∙∙i
Меняем местами суммы в правой части и переобозначим перемен- 
нув суммирования во внутренней сумме, тогда

суммирование по /с и учитывая, что p, ∙(c)^ ,

Tp,γ(<4 ' f∙.-

Выполняя 
имеем

Огсвда

4/
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если этот ряд расходится, то /•>' i , тогда - о 

состояние возвратно.'^
имеем два сообщающихся состояния и одно 
второе возвратно тоже.
Пусть состояния /” и^ сообщающиеся, тог- 
такие, что ≡
возвратно. Рассмотрим вероятность

да существуют ∕w и ∕z 
и пусть состояние /

Суммируя по , имеем

или

Но ряд,стоящий в правой части,расходится по условию теоремы, 
следовательно,расходится и ряд ≡ °° теореме 3
состояние возвратно.

Сформулируем как очевидное сяедупоэе утверждение.
Теорема 5. Если состояния t 9j сообщающиеся и / воз­

вратно, то /у* ≈ , то есть система, выйдя из /-го состо­
яния, хотя бы раз побывает ву*-м состоянии.

Доказательство этого фштв довольно громоздко и здесь не 
приводится. Найти его можно в [.2 3 и Ub'3 .

Теорема 6. Если состояния / и у’ сообщающиеся и возврат­
ное, то • то ^сть система,выйдя из /'-го состояния.,
побывает bJ'-m бесконечное число раз с вероятностью I.

Доказательство. Повторяя рассуждения теоремы I, можем за­
писать

Переходим к пределу при /г» —* *×* , тогда

Л' •
Так как / - возвратное состояние, то по творена 47'-тоже воз­
вратное *= . По предыдущей теореме ~ >
следовательно, •= /. ∙*^*

Если у невозвратно, то
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∙≡ б> , 
∕ι→t∙*> 'У

Доказательство. По формуле полной вероятности можно запи­
сать

Суммируем пой и меняем местами суыш в правой части, тогда

Так как у’ невозвратно, то ряд в правой части сходится, сле­
довательно, сходится и ряд 2?/’ (’’) • отсюда

Р,'— О .∙^
h-→K'∙t' </

Покажем теперь, что свойство возвратности состояния яв­
ляется свойством всего класса. Рассмотрим марковскую цепь с 
конечным числом состояний Х ' ≥^∙

Теорема_8. Вое состояния апериодической неразложимой це­
пи возвратны.

Доказательство. Предположим, что все состояния невозврат­
ны. Тогда в силу предыдущей теоремы и конечности множества 
состояний HλκeM

/ - Cim ∑ 
J≈∕ V

Из этого противоречия с®дует, 
невозвратными.

Пусть возвратно, аj' 
i, и у сообщающиеся и 

состояние тоже возвратно.
Таким образом, все состояния конечного

~X it't>ιр, (ħ) = о . 
J Ч ИЧ: rJ J

что все состояния не могут быть

произво льное
возвратно, то по теорепе 4 у’- е

состояние. Так как

эргодического клас­
са возвратны. Невозвратные состояния возможны только при беско­
нечном числе состояний.

§ 4. ¾HaπbHiJβ вероятности

Рассмотрим апериодическую неразложимую марковскую цепь 
с конечным числом состоянш!. Покатем, что для состояний такой 
цепи существует финальное распределение вероятностей.
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Теорема. Для апериодического неразложимого класса (e∕=∕J 
с конечным числом состояний для Ку* существует

~ ^∣' t
д

не зависящий от ι, и носит название финальной вероятности 
ι*-ro состояния.

Доказательство. Так как рассматривается один класс, все 
состояния которого смбщающився,и период κ≡cca d--f , 4q 
существует τaκ∞ V, что для всех p,γ(h)>θ,
Докажем, что с ростом и п ,р(п) может толью
убывать, а - только возрастать. Воспользуем­
ся для этого уравнением Чепмена-Колмогорова

Поскольку правая часть неравенства не зависит от i , то спра­
ведливо

i * 0 !L. ∙ У

Аналогично можно записать

следовательно,

mth p^^ lb) tyut, ,

Для доказательства существования предела z*∕>77 D ∙()t) О 
докажем, что //лй>х A∙√rtj-. Рассмот- 

/' ' V t V
рпм разность

Заметим, что разности под знаком суммы могут быть как положи­
те льны, та к и отрицательны. Введем обозначения

Дк = ^∕5*i∞

= p,∖(^)~p4
Покажем, что X й.^ = 7“ y*∙ * . Очевидно,

Γ'fc о Ис

^lp-.ω-pc.∞j -
где ≥^- те значения 2, для κoτopjχ выполнено (II),и г~- для 
которых выполнено (12). Обозначим

(-Π)

(12)

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



-133-

(13)

Как ужо отмечалось, все s > > о . значит.

Таким образом, i для всех ι и k , следовате-
тедьно ,

≈ h < Рt> (14)

Теперь возвратимся в явтересущщеВ нас разности (1д/. ИмеемI ¾√-j-= I ∑ f', p,∕^-^ι-1 ≤∑ Л‘ - 1-

Учитывая соотношения (13) и (14)/Продолжим цепочкуI p,- (n) - S h,j, ( ∈ [, I pfjCħ-i) - p-tj'

Так как правая часть не зависит от < и к, то неравенство 
верно, если возьмем экстремум по / и к. , т.е.1 ∕7∣ft<t f∏J - ptj(>') I ≤∙ j /палPj(∕>--ЛжлД (∙"--1J∕ A
Рассматривая это равенство как рекуррентное, используем его 
раз, тогда

Переходим к преде ду при h и t>o . Так как

для λ<∕^ ' о при → , то имзем

/ Д - "'∕>ιΛ∕(>7j — ,
I J f. у Л —* ⅛ ∙^~> 
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что и доказывает существование продельных вероятностей .♦ 
Финальные вероятности определяют вероятности состояний сис- 

теын при бесконечно долгом блуждании и не зависят от того, из ка­
кого состояния система начала свою эволюцию. Для однородных це­
пей Маркова финальные вероятности не меняются со временем, поэто­
му можно сказать, что они определяют стационарное распределение 
вероятностей по состояниям системы.

В системе с бесконечным числом состояний финальные вероятно­
сти существуют, если состояния образуют один возвратный класс, 
т. о. для ∙×∕ i , и определяются как

Финальные вероятности являются наиболее важной характеристи­
кой марковской цепи, поэтому остановгался на их вычпелегаш.

Теорег а. Пусть для марковской цепи со счетным ьиояеством 
состояний к матрщеИ пероходшле вероятностей Р ^ (р,- ■ ) 
существуют пределы

р,- (h) и,

тогда !) ^Ti,p,- \

2) или все или ,Ξ

3) всли 'Ji,∙0 , то стационарного распределения не сущест­
вует : если Л" √ζ∙ = / .то набор (;^ образует единст­
венное стационарное распределение.
Локазательство. По теореме '/ату из функционального анализа и 
оптюделению вероятности имеемV

Р,:
f f V

То есть для любого состояния j'

Пусть для некоторого у, вдполняется строгое неравенство

h -• »>4

получили

t ' * V гг—>'<»'

тогда,су1л.111руя по у’, , шюом

а J- ' " ‘ J~- ■'
~ТГ,
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Полученное протипорочие доказывает, что для И ф1П1альные • 
вероятности удошютворяют уравнению

Тем сшлшл доказали yτBeιameιπiθ I .
3aι.∙oτi'.t!, что предцдущео соотношение 

z -го состояния переходит в j'- в лля 
ло ι∣4U'0B ГТ- , т.е.

верно, если систека из 
за ггроиэвольное чис

<IG)

0τcκwn, переходя к проделу при < ~* ****

ИЛИ ЛЛЯ J
'Л. ■ 
τj е

Такг.м образом, доказали утверждение 2 .
Теперь поиа-жегл, что если ^Jr∙-∙f , то у]ли>нения (15) одно­

значно определяют финальные вороятностп.
.Пусть =( <j, . )-(}иналы11.'е вероятности,отличные

бора Л' -{7/, Тогда, поскольку (16) равносильно
могло 33∏'.ιcaτb

Переходя к щ^еделу при тлеем

9'-/* f μjιj*

от па­
сть).

Последнее соотноиенпо с учетом ^Σ, - 7 дает ≈ • •
ураннения __ '

I ∙r∙j ↑j •

(

(17)

оллозначно онредолята ф::нал7,нне вероятности. <>
По-яи /■ ■= с И/’, то cooτneτcτBi'i3i'3u'i ьпасс называется возврат, 

вы;; нул<>пч1л , ocj∏! ^∑, 7i ≈ , то ij∙ιaec назыпаетсл поло:а;тол1.!!о
! '
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возвратншл.
Если тлеем возвратны!! нулевой класс, то в нем не устанавли­

вается стационарное распределение вероятностей и процесс' проте­
кает в одном направлении.

До сих пор мы рассматривали вероятностные характеристики 
дискретной Марковской цепи. Теперь ознакомимся о основными вре­
менными характеристиками.

§ 5. Среднее вреги перехода из несущественного 
состояния в эргодический класс

Обозначил множество состояний к -го эргодического
класса, 7“- множество несущественных состояний, ∕n,∙ - среднее 
время перехода из ! -го состояния, 7^, в < - й эргодичес­
кий класс. 11а!1дем это врся.

Систеш за один шаг может перейти из г'-го несущественного 
состояния в некоторое состояние j Sχ, с вероятностью p,j∙ 
тогда время перехода равно I. Если хе система за первый шах' пе- 
реГщст в другое нссу11!ественное состояние Т с вероятностью 

, то среднее врегля перехода в эргодический класс будет 
равно (I + ∕77j-и окончательно тлеем

<^7 = ^'∙ г: р,е
JCi∖ <> бетбе Т

2. р,. ÷ 2. >^\р;ц = 2 р,-; 2 б^ер.б ■
iC4j ieι (ет pQτJiJ ест

Редая эту систогу уравнений относительно , найдем
среднее время перехода из несуществелшого состояния в к. - й 
эргодичесга!.'! класс.

гк;ли нас интересует среднее время перехода в произвольный 
эргодичес!Д!й класс, тогда эту систему уравнений удобно загалсать 
в матричном, виде. Обозначлш ∏y^∙∙(∕n,,. ,τtp, ,<∕j^K)∙

Учитывая, что в этом случае . ∑Z Л/ ■“ / пг.,еем
J( τ∣^i •

или ■= СТ- Р.) ‘

Последнее соотнапенио п определяет вектор среднего времени 
перехода из иес)тр,ественного состояния в эргодический класс.
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§ 6. Среднее время пфехода из ∞ стояния в состояние 
внутри класса ■

Пусть <' и - множество состояний одного класса.
Через обозначим среднее число шагов,необходимк для пе­
рехода из /'-го состояния ву‘- е.

За один шаг система может из /-го состояния с вероят­
ностью перейти в/- е состояние, тогда время перехода 
будет равно I, и оно будет равно ∕÷∕Mty∙ , если за этот
шаг система перейдет из ' -го состояния в некоторое к - е. 
Тогда по формуле для условного математического ожидания имеем

'^∙T'' P∙J

или

(18)

Введем матричные обозначения

с о
с f>∙>., ... υ

о о

гцв г- число состояний данного класса.
В матричном виде уравнение (18) принимает вид

Л7 - А' ■
Отсвда получаем

м ≈ (1 - Р)"(е рр).

Эта формула определяет искомые средние значения времени 
рехода из одного ∞стояния а другое.

Выясним теперь, что представляют собой элементы мотри- 
, отлпч1ше от нужй. Для этого уравнение (18) умножим 

финальную вероятность / -го состояния и про сум отру ем
(

гр».

(19)
пе-

цы
на
по

Jj rr<j ‘
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Перешпвм βτo уравнение с учетом формулы (15)*

vttcynβ тпосредственно получаем
*

Jj ∙^J

Таким образом) среднее время возвращения в
исходное состояние обратно пропорционально финальной вероят­
ности этого состояния. Это,в свою О'®редь,значит, что сре­
днее время возвращения в положительное вовратное состояние 
конечно, в to время как для нулевых возвратных состояний 
оно бесконечно.
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Глава У. ДЮКРЕТНЫЕ fUPKCBCK<E ПРСЦВССН

§ I. ОпХйдвленпе и ос но ин ие свойства

Продолжая изучение шркозских πpoιec∞B, рассмотрим слу­
чай, когда ынсжес.во значений случайного процесса у
дискретно ,(_Х'-счетное или конечное) и процесс изменяет свои 
значения в произвольные моменты вре1.йни (Т- непрерывно).

Процесс у/) называется дискретным марковским процес­
сом. если для Mθ∣ΛβHTCB f < i' выполняется условие

∕θ <fsJ’k) и))

где <y'<f U' . Вероятность - это вероятность
перехода из z'-ro состояния вj- е. за πpoκεxyτcκ времени

Если вероу'тность ∕>y√Z,Z> згависпт лишь от разности 
моментов врелвни

Л;('/,/7=/’/б/'-/>=4;УгЛ

то марковский процесс называется однородным.
Тагатм ооразом, модно сказать, что однородна дискретные 

марковские процессы полностью задаются mτpιme∏ переходов 
p(∙()^ (ij , ,j(. j, пекторал начальных состояни” 
Qpcι - PCili>hjJ . Используя 11срмуду полной вероятности, 

моыю на"1ти ьерюятности состояний в льх5ой moj.bht зре;.кнп

PjU)≈ ,

Стмет1;м свойства переходной версятностп . 
lj ppC7)^,o ■,

З). уравнение Чет.;ена-Кол1логорова для дискретных марковских 
процессов 

Для однородных процессов этозравкенпе прпнплает вид

^1) условие стохастичвско{1 непрерывности процесса

С., И '^→,. > '4 L о > ■
2то условие означает, что с вероятностью I система (или
цосс) не изменит своего состояния за бесконечно малый проме- 
syτoκ пр5ьюпи 7--0 . Следует отметить, что стохастическая

(2)

(3)

про-
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однородного дискретного марковского про-

непрерывность но означает непрерывность реализаций случайно­
го процесса. Это тем более очевидно в данном сдучае, так как 
множество значений случайного процесса дискретно., т.е. реа­
лизации разрывны, тем Не менее условие стохастической не­
прерывности выполшно. Это происходит потому, что разрывы 
каждой реализации случайного процесса происходят в случай­
ные моменты времени 
дет именно в данной 

Сформулируем и 
роятности pij('i')∙ 

Теорема I. Для 
песса равномерно непрерывна по /■.

Доказательство. Рассмотрим при
h>0 . Используем уравнение Чепмена-Колмогорова (3).'

в последнем равенстве использовано условие стохастической не­
прерывности. С другой стороны, имеем

-∣∙lp,j(υ ~

и вероятность того, что разрыв произой- 
точке / , равна нулю.

докажем несколько теорем относительно ве-

- ∙^ltι,ι p, ∙ (1- ij

У

Сравпивая подчеркнутые выражения^подучаем доказываемое 
утверждение .О

)С вероячаость вернуться в исход­

ное состояние строго больше нудя для всех 2 > θj 
p,γ(iJ>O.

Доказательство. В силу стохастической непрерышости 
нагдем такое А >o , что для t' 2 ⅞ А,
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Пусть t

p,∙∙ ({)> D.

произвольно. Всегда можно найти .такое >t- , чтобы
, торца

Теорею 3. Если для некоторого 
то и для У i

Доказательство вытекает ®посредственно из урашения
Чепмена-Колмогорова

ξPij, а

причем строгое неравенство вытекает из теоремы 2.0
В общем случав произюльного i удовлет­

воряют дифферентльным уравнениям Колмогорова, для вывода 
которых сформужруем без доказательства еще 

процесса со
две теоремы, 
счетньы множест-Теорема 4. Для шрковского 

вом состояний существует предел 

4→0 ■

хотя и может быть бесконечным. 
Теорема 5. Для инрковсного 

существует и конечен предал 

имеют смысл плотности (интенсив- 
' - -ве-

процесса со счетнил множест­
вом состояний

Величины
ности) вероятности перехода, т.е. h -г- O(i,)
роятность того, что система перейдет из z-го состояния в 
у - е за интервал [i, i-^J∣) . Эти величины называют инфи­
нитезимальными параметрами. Из определения следует, что

∙(ih О , так как

J

J ^1 •>
Последнее соотношгние делим на Д п переходим к пределу при

или
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(4)

О и окончательно имеем

J

и

§ 2. Дифференталыше уравнения Колыогорот

Матрица инфинитезимальных шраыетров Q(i)≈ 
j'j∙eY) позволяет найти вероятности p,j(T,i) та.'яя 
'y-l∙r"C • Рассмотрим уравнзние Чепмена-Колмогорова 

-=∑,p,jl T-kΛ)p^. (t,i).

(П o66TΛ× частей этого уравнения отнимем 
разделим на Л- ,*

Переходя к пределу при h о , получим

Эта система уравнений носит название обратной системы диффе­
ренциальных уравнений Колмогорова. Для однородных марновских 
процессов она принимает вид 

c7∕>y (Т)
= f >'.xA∕<∙≈'J∙ (6)

(7)

Совместно с начальньми условиями

∕∕^>=-⅞√o.''ζ∙'''
система уравнений (6) однозначно определяет вероятности пере­
ходов однородного марковского процесса.

Обратимся вновь к уравнению Чепмена-Колмогорова 

Pij∙M^kl^ ∑Pj, (т.ijp,∙ (-L,∙l-l,i.

Проделывая преобразования, ашлогичные приведенным выив, не­
трудно получить

(8)

В оттппие ст (5) здесь вероятно ст и переходов определяются 
инфинптезяшльньили парометрш.«1 в момент времени I > f • Эта 
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(9)

система уравнение называется прямсД системой дифференциаль­
ных уравнение Яопюгорова, Для однородных марковских процес­
сов прямая ся стена уравшннй имеет вид

Бела к этой систеж добавить начальные условия (7), то 
Ду опреявияются однозначно. Причем если число состоя- 
нш сне темы конечно, то реоення прямой и обратной систем 
урашеннй совнадавт. Для снетем со счетным ннолеством сос­
тояв удобнее ретать обратнув систему уравнений.

§ 3. Фпаювые верояпосп

Нокяо шжазать, что дн сястемы с коючнш числом сос- ' 
таяний существует

не завясжий от«', который называется финальной вероятностью 
у'-го состояния. Другими словами,при бесконечно длительной 
эволипп в сметеw устшавливается стационарное распределе- 
нае вероятноеτet,∞ зависящее от ^жмени. Урашения для вычяс- 
леняя фпвальвых версштностей получим,переходя к пределу в 
уравнениях (6). Тогда с учетом того, что о
имеем

⅛^ >

≡ √
(10)

(П)

Сжстаиа урашевай (Ю) ∞bmθciso с усковэеы норюровкя 
(Ы) одаозвачво ощхявхкет финальные аероатаости.

§ 4. Срехвее время перехода из одного состояния 
в другое

Через Ту обозначпи среднее время перехода из/-го сос­
тояния в у*- е. Так как оереходы из одного состояния в другое 
происходят в щюизвольные моменты времени, то за время j∕ 
система может перейти из /-го состояния в у - е с вероятностью 

и в ссстонние,отличное от y'-ro,c вероятностью

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



-144-

(12)

( ∆i) к j . Тогда,используя формулу для условного 
матвматипеского ожидания,имеем

ТУу = 4 ιf • р.. (∆i) Т, ‘ i-∆i)piL (И) •
'' ' J ∙'

Из определения инфинитезимальных параметров можем запи-

p,∖∙(ii)∙ %-,Δ-∕ * / .

Подставляя это в (12),получим

⅞∙ (13)

Делим все уравнение на л/ и переходим к пределу при с 
имеем

∙ J (14)

Из этой системы уравнений можно найти среднее время перехода 
из /’-го состояния в/- е, если j / . Найдем еще среднее
время возвращения в z'-β состояние. Из (13) при ∕≈* имеем

■/?/ р.1 .

»■/ ∕∣∣

После несложных преобразований,переходя к пределу при z∣∕-1>, 
получим

' 9>.∙ '
∙^t

Отсюда с учетом (14) находим, что 7/,- ~ среднее
время возвращения в исходное состояние- обратно пропорциона­
льно инфинитезимальному п^метру этого состояния.

§ 5. Процесс разт.шожения и табели

Так называется однородный шрковский процесс со счет­
ным множеством состояний, когда из некоторого состояния л 
(к ■=■ с, i, ... ) за время л i возможен переход лишь в
состояния лгч- / j г--/ , а из нулевого состояния пе­
реход исзмокен лишь в первое. Такие процессы хорошо описы­
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вают задачи в области биологии, физики, социологии, массового обс­
луживания.

Пусть рассматриваемый процесс стохастически непрерывен и сущест­
вуют конечные величины ру для всех . у’, Из определения процес 
са рождения и гибели вытекает, что для некоторого состояния i от- 
атчны ст нуля лишь три параметра ; •

Обозначим и . Тогда

Лл/ O(∙i}∖

В силу условия (4) ^∙. следовательно,

fi,∙,∙CΛi) = θa∕J.

Еслл состояние процесса интерпретировать' хак число заявок в 
некоторой системе массового обслуживания, то А,-4^ с точностью до 
<9(4÷ ) есть вероятность поступления новой заявки в систему с <' 

заявками, а -*∙θ(ti) - вероятность окончания обслуживания заяв­
ки и ее ухода из системы за время Л .

I⅛HM8H и обратная системы уравнений Колмогорова в данном случае 
имеют вид

габели.

Отметим, что для существования решения прямой системы уравнений 
(15) нужно ввести дополнительные ограничения на параметры J,∙. Под 
робнее об этом можно посмотреть в [zj •

HaitoθM финальные вероятности для процесса рождения л 
Уравнения для их определения имеют вид

'-К Л f ^τ^,ρ, ~О \

(17)

• 9

(18)

(19)

1⅛ л)авнения (18) галеем *∙ . Пачагая *'≡-∕' ,пз
•’О’чнм '

(17) по­

шл: J. √5√∕ ‰ .
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Далее по индукции получаем
•77 _ J<*■.■’ )'-■< <-г

∕t. -.-∕>,∙ • •

Постоянную величину найдем из условия нормировки (19)5

г.Л- г 1

Отсмща

Здесь возможны два случая!

Z

В этом случае фтаальные вероятности существуют и равны

Jt> • J∕-< (■{ -t 21 ^j* )

тогда «о и финального распределения не существует. Это озна­
чает, что эволюция системы протекает в одну сторону, при этом но­
мер состояния все возрастает.

Рассглотршл еще одну особенность, которая возникает в процессах 
чистого разложения, связанную с временной характеристикой.

Пусть
НИЯ i

" о . 11айдем T,∙^ - среднее вретля перехода из состоя- 
в состояние л. . Система (14) в данном случае тлеет вид

” ^∣' h'n ~'' ^1* ~ ~ t

Отсвда

'1 я '>*ι» Л'

расснатривае1,1нй процесс чистого разгяожения πpoτeιtaeτ вТале как
одном направлении, то, как показано выше, ф’инальныо вероятности 
не существуют ,п врегя возвращения Ь исходное состоязио
Тогда у

к
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Далее,полагая /=4-2 ,,,.j

—* j

, получшл

Рассютрим среднее время перехода в состояние с бесконечно боль­
шим номером, то есть

'*** j
≡ T,c^ = 2.Т.’

Здесь опять
I) Ec≡ ряд Z.4∙,

возможны «>О у два случая, связанные со сходюлостыо ряда, 
расходится, то это означает, что в состоя­

ние с бесконечно большим номером система перейдет за бесконечно 
большое время. Этот ^хучай вполне разутлен.

2) Если же ряд 21 ∙f. < • это соответствует тому, что сис-
/»!* J 

тема за конечное время переходит в состояние с бесконечно большим 
номером. Физически это означает, что в системе возникает лавино­
образный процесс или "взрыв". Для биологических аистем это 
соответствует эпидемии.

Заметим, что сходимость этого же ряда важна для существова^шя 
решения пря1лой системы уравнений Колмогорова. Так, если этот ряд 
сходится, то каждое решение р, (t) пря1лых уравнений является не- 
вероятныл, то ость Xp,^C∙i)<-^ при некотором i . Эти и другие 
особенности процессов размножения и гибели можно найти в f 2 ] .

§ 6. Пуассоновский процесс

Рассмотршл процесс, реализации которого представляют собой 
неубнваицую ступенчатую фушсцию, причем 1ломенты скачков опреде­
ляются моментами ∏0βBJιθH∏H некоторого события. Тогда значение 
П]юцесса в момент времени i есть число событий,появившихся 
за время L^, i . И пусть для этого процесса выполнены следую­
щие условия.

I) Олсутствиэ последействия. Число наступлений события 
в некотором глтервале не зависит от чг.сль наступлений события 
на ∏I>yrπx ненересекаквдгхся с шил 
Ы'л процесса (j(h) - /

интергглах, то есть прираце- 
кезавпсли пр.: .
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2. Стационарность. Число событий,наступивших на интерва-
1к) I зависит от положения этого интервала на числовой 

оси и от значения процесса fθκ.ι) , а определяется полностью 
длиной интервала .

3. Ординарность. Пусть p^(h) - вероятность того, что на
отрезке длины к. наступит ⅛ событий. Для l>-→c> определим 

вероятности следующюл образом;

p^(k}J⅛ -^оСк), X > о

P>Ci>] ^oCk)',

pιcl^) оси ддд JC ≡ 2, 3

Друпплн словами, ординарность предполагает, что за время X --^O 
мо).:ет наступить не более одного событ1ш, то есть, реализация 
случайного процесса изменяется скачком на одишщу.

Покажем, что этот процесс с целочислсннш.ш значения!!!! , 
удовлетворяющий условшпл 1-3,является, во-первых, марковсгапл, 
во-вторых, приращения процесса//подчзпшются 
распределению Пуассона.

Для доказательства первого утверждения paccι.ιoτpιπ.! совмест­
ную вероятность того, что в три последовательных момента вре­
мени значения процесса были соответственно

при УСЛОВ1Ш ‘

Р( k∙tj f(h) - kjti Р>) - (20)

Используя условия отсутствия последействия и стационарности, 
шлеей
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Аналогично можно показать, что для любого п. и

' ' e=i
Таким образом, получили, что многомерная вероятность сос­

тояний процесса раша произведению вероятностей переходов 
Ptt-k.-., ≡3 состояния в состояние ∕⅛
за время ∕c~ie-^ ) ≡ 8*о огфедедение однородного марков­
ского процесса.

Покажем τeπq)b, что вероятности пэреходов p((τ)^ 
~ распредедение Пуассона. Пусть m≈.Q-P.
Расолэтрим p^(τ∙>-k) > С учетом условий 1,3 имеем

или

р»(г) (■/ ~•

Разделив на ⅛ и перейдя к пределу при 4 —• о , имеем

/».7г;

Это дифференциальное уравнение есть не что иное как уравнение 
Колмогорова для цепей чистого размножения. И совместно с на­
чальным условием

(21) 
однозначно охфеделяет вероятность того, что за время Г не 
произойдет ни одного события в виде

_ Jt~
/и ΓJ = «*

Для определения уО^, r∙f) воспользуемся непосредственно 
уравнения/ли Колмогорова для πpo∏eo∞B чистого размножения

Pf^ 17^J ~ Pfb (т) Pp>-!

с.начальиши условиями
А, (C} Ткпя 2,... .

Для решения этой систеш дифференциально-разностннх 
уравнений воспользуемся производящей функцией

(20)

(22)

(23)

- (24)

(24)
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(26)
'?г-

^ιΛ0MHM (23 5 и (24) наЛ^*^и сумкяруем по Аб . Тогда

Ci^c,x) . [21}

3 последнем уравнении учли начальное условие (21). Решением 
сравнения (26) с начальным успошем (27) является фукнция

(rCτ,χ) е

(28)

(2S} 
(V,

Равложим экспоненту в ряд, тогда

* О
Сравнивая формулы (25) и (28),видим, что

Таким образом, приращения случайного процесса f'-') 
задапцие вероятности переходов, подчиняются раппределению 
Пуассона, а сам πpoι⅛cc ∕∕VJ называется пуассоновским процес- 

сом-
Нетрудно найти статистические характеристики пуассоновс­

кого процесса. Очевидно, что
А?, г rJ = Z^ >: А ∕ εj - λ .

Отсюда Д -= - среднее число событий в единицу
меня или интенсивность наступления событий.

Даже

(30) 
вре-

<υ = JГ .

Для описания пуассоновского процесса иногда удобно 
пользовать временные соотношения.

Через обозначим время между появлением t-∙t
i-VQ события, то есть 3i, ∙∙ ^,∙~ • ДРУгими
словами, i∙ есть время пребывания процесса в состоянии 
Тогда для описания процесса ^(4} достаточно задать coBhεcτ^ 
ную плотность вероятностей ∕⅛<Λ, • НайдеАл
явный вид этой функции. В сиду отсутствия последействия 

к.
• p(i,, . Пp(2,∙} .

Найдем вероятность того, что время глехду двумя событиям! 
будет больше ?■, то есть время пребывания в /'-• сглтоянии

••

ис-

и
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больше 'С;
p(i >г) f}jT) .

С учетом формулы (22) имеем
-=^ J∕>(i)di - J3JV) ■=

ра)у

' Jlf

Огсвда

Таким образом, чремя пребывания в одном состоянии подчиняет­
ся экспоненциальному ааноцу. Отсюда среднее время пребывания 
в одном состоянии равно

Пуасетновский процесс наиболее ≡poι,o используется при 
описании входных потоков заявок в системах массового обслужи­
вания.

§ 1. Црилохение πpouec∞B размножения и гибели

I∙ Сбсдуживание станков. Пусть/и станков обслуживаются 
бригадой, состоящей из У рабочих (j <λ7J .

Когда станок выходит из строя, он немедленно обедуживает- 
ся одним рабочим, если не все рабочие заняты обслуживагаем ра­
нее вышедших из строя станков,или ожидает ремонта, если все 
рабочие заняты. Станки обслуживаются в порядке, в котором они 
выходят из строя.

Сделаем следупцие предположения. Каждый работапций станок 
может выйти из стрюя за время//, ∕*dι'J с вероятностью 
Ла / * С (&»■) неэависдаО от момента / и времени работа. Анало­

гично, если станок в ремонте, то с вероятностью -* 
рабочий закончит ремонт за промежуток [i, незави­
симо от продолжительности ремонта до момента i . Стенки рабо­
тают, выхолят из строя и обслуживаются независимо друг от дру­
га.

Если через обозначить число неисправных станков в дан­
ный момент (как ремонтируемых, так и ожидапцих ремонта), то вы­
ход из строя одного станка означает переход в состояние 
ε окончание ремонта одного станка c∞TByτecτByeτ переходу в сос­
тояние Ё. Таким образс«, имеем однородную марковскую 
систему с конечным числом состояний ’Л
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вероятностями перехода

(∆l) O(i∩ t-C,∕,.,∕}i.∕,∙P∣^ К-‘1

Рк t,4

Pkt-ι

(∆i)-= Р/^й4 -^c4'λ4), 

(gj,) - ^jl,λ4 c(λ4K

1 i к r,∙

J s /■ У /и;

0Сл4) , t * jf.

Используя предыдущие обозначения для цепей размножения 
и гибели, можем записать

> ■ f

i fn .

С, < к i'i 

s

Тогда финальные вероятности

л = ,
всегда существуют и равны

г <

■я. ‘ [/’ Ze.44Γ-Ze.^^^--'(W. C^i,,
Сти формулы могут быть использованы при расчете нпи<$олев 

выгодного соотношения между числом станков и количеством об- 
служивахщих рабочих в ксялфетных производственных условиях.

П. Телефонная сеть. В ряде случаев возникает такая же 
схема,как выше, но л) = с^» . Такое положение имеет место,
например, на глеждугородаоЯ телефонной станции,обладающей 5 
линиями связи п обслуживающей неограниченное число абонентов. 
Номер состояния системы в данном случае показывает число або­
нентов, требующих обслуживания в данный момент. Если их число 
больше 3 , то они становятся в очередь и ожидают свободной ли­
нии. В отличие от предыдущего примера будем считать, что ве- 
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роятиость того, что за время л/ πoτpec⅞yeτ обслуживания один 
абонент,равна ‰∕ *cfΛ∙t) и не зависит от числа абонен­
тов, стоящих в очереди. Режим обслуживания абонентов такой же^ 
как и вшое. Тогда имеем

⅛> и,

Ч. >, s.∖
Для cyuιe ствования финальных вероятностей в та к ей системе 

необходимо сходимость рАда

⅛ / А < S S*^ ^^
Ci-)"J -=",
/

ТО есть условия λ<P . При этом финальные вероятности опре­
деляются фор:.1удами

/

Эти и другие 4>□pavλu могут быть использовани при ^юделирэ- 
ванкп систем массового обслуживания.
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Глава Л. НЕПРЕРЫВНЫЕ МАРКОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ

$ I. Диффузионные марковские процессы

Рассмотрим еще один класс марковских процессов, который 
характеризуется тем, что множество состояний Y. является непре­
рывным и время перехода из одного состояния в другое тоже изме­
няется непрерывно. Такие процессы образуют класс непрерывных 
марковских процессов, являющихся широко распространенной моделью 
реальных процессов.

Сдучайный процесс fd) называется непрерывным марковским, 
если для моментов времени l,i', i е Т , причем <?< i '<s <∕, 
и любых действительных выполнено равенство

Причем условная функция распределения бу7 называется
марковской переходной функцией. Задание этой ф^етщи и вероят­

ности начального состояния полностью определяет марковский про­
цесс. Если существует производная , то

F (ч. t.y) - ] р (ч. ×,i.u I .

Очевидно, что марковская переходная функция удовлетворяет 
следушцим условиям:

1) для У является вероятностной ме­

рой, то есть
pa×, &, ;

PC4.χii,y) = ■/ ;

Piт 1~ (ч,хi i,y} ~ С

2) для и С? 5 i' < и < ■/ F(4,×,∙ {у) удовлетворяет урав­

нению Чепмена-Колмогорова

f( и. •»/ = J F(i', 2 ; !,y) х; ч,? )

(2).

(3)

(4)

(5)

или
'p(i∙,y, = J<'.i)∕3t'f<, г,

з) условие стохастической непрерывности в данном случае 

запишется с вида
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' О , у > л. •

Это условие требует, чтобы вероятностная мера была сосредоточе­
на около точки, из которой (фоцесс начинается.

Если марковская переходная функция зависит только от раз­
ности моментов времени /-s , то такой процесс называется одно­

родным марковским процессом

Р (s,×i FCt-i, - F(r,v,∣f} .

Лдя однородного марковского процесса уравнение Чепмена- 
Колмогорова принимает вид

FCFCs.x,iJ 
или для плотности вероятностей переходов

/>6 Γ√ S, 1; φ Х;31^ .

Среди непрерывных марковских процессов особуо роль играют 
так называемые диффузионные процессы. Это название объединяется 
тем, что они являются математической моделью движения частицы 
в процессе диффузии. Кроме того, они могут быть использованы 
как предельные модели для дискретных процессов, описывающих био­
логические явления,такие, как изменение численности популяции 
биологического вида или концентрация гена в популяции.

Марковский процесс называется диффузионным, если его пере­
ходная функция P(s,×∙, t,y) удовлетворяет следующим условиям.

1. Для Hf>t' и >'* равномерно по i'< i имеет место
равшство '

lf-×ι>( ,
Это условие^требует, чтобы вероятность того, что j[ fV- ffrjpε, 
была бы величиной более высокого порядка малости, чем ) .

2. Существуют функции и f('c.χj такие, что

сс а. (8)

г'бл, ≠-.- i.!∕) -

причем xj называется коэффициентом сноса .или переноса, а

(9)
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/гг,х) - коэ(Мициентом диффузии. ΠjS! некоторых ограничениях на

F"(∙s.)e^ f,^) задание коеффициентов , i(>∙'.x) полностью
определяет марковский процесс. Сформулируем эти ограничения и 
подучим прямое и обратное уравнения Колмогорова.

5 2. Обратное уравнение Колмогорова

Теорема. Пусть - непрерывная ограниченная функция 
такая, что Mi^∕a>χJ = dj F(i.× ∙. )
имеет ограниченные непрерывные производные по первого и вто­
рого порядка, а функции ii<⅛χJ и непрерывны. Тогда
^∕<'s,x) имеет производную по и удовлетворяет уравнению^

_ ? ч ft, ×) ∙iu fs.x) , / f,. ? ^t< ал)
(10)

(П)
причем

√∕>e и а, χJ = 4'('*J -

Доказательство. Докажем соотношение (II). По определению 
функции

-t ] i.yj - J [Ч’!)/)- .

Разобьем область интегрирования на две области:!^-»/ и
∣jr-∙x)≤ ε, для некоторого . Тогда с дпетом {7} и ог- . 
раниченности функции имеем

/ггу, -х) , Cf(χ) jl4'tyj ~<∕Yχj]^∕Ffs,×,i,yJ ∕,⅛)-
∣!f∙^t>t ιj-χ∣<i ''

-< J[ t.y) .
ал Последний интеграл стремится к нулю в сиду непрерывности 

при Z-*^ . Тем самым доказали (II).
Далее, по определению функции i∙^) Ufs,χ) есть

условное математическое ожидание функции ЧУу) по состояниям 
процесса в момент времени Z∙ при условии, что фиксировано 
значение процесса в момент времени s< t , есть

Рассмотрим три момента времени ^≤Λ', <\< и используем 
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форк^улу полной вероятности для условных математических ожиданий

z∕fi.y) = a,)-xj =

= h{f'H4'(U^j)∣y(sJ-2∕∕{(^∙,)^^}- l^∣∙{i^O-^i)∕iCs,) 

или ,
U(S,Λ)≈ (13)

Из обеих-частей равенства вычтем u(s,×) и область интегриро­
вания разобъем на две, тогда

/<(s,ι } - (HΛ ∙
(Г f ’

= jL'^ ~t∕rs^)]c∕^ F(S,,x -u^f.,×}]c∕ς(Ъ ,

1-^ '×> * f ∣i-^∣^i

В силу ограниченности Цfs,μ,j и свойства (7) второй интеграл 
стремится к нулю при х» → . Разложим функцию в ряд
Тейлора в окрестности 3 ■» х: 

где
V I 2>ifYs∙,3t^ι

Подставляя это разложение в (14),имеем

L⅛,0 -
'' ∣Λ∙-i∣it (i'-*7<A'

Делим обе части уравнения на и переходим к пределу при
J^^ . Предел правой части существует, так как верны условия

(8), (9), следовательно,существует и предел левой части. Таким 
образом, полз'чили доказываемое утверждение

hχ т"

Следствие. Пусть ∕~^^(y-3) , где ‘

тогда „ J ψ P(3∙, Л-; 1^)^

/' P(s.y.t,^)=Ph(∣J<3∕S(3)^>}--F(S,r.- ∕,3j.

j>i
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Следовательно^для функции P(ζ,x '. подучим уравнение

которое носит название обратного уравнения Колмогорова.
Если существует производная t то

она удовлетворяет уравненшо

_ (16)

этих дифференциальных уравнший полностью описывает по- 
диффузионного процесса. Здесь следует заметить, что для 

однозначности 
де

Решение 
ведение

решения необходимо задать начальные условия в ви-

ДЛЯ

Z∕∕*t 
^-∙ t 

уравнения

для

'- О , 

(15) и в виде 

р(!,х; l,∙β - J'Px - у) 

уравнения (16).

о

§ 3. Уравнение Фоккера-Планка

Теперь получим прямое уравнение Колмогорова, которое явля­
ется сопряженным к обратному и еще называется уравнением Фок­
кера-Планка. Для вывода этого уравнения необходимо существование 
производной от марковской переходной функции Ffs.>^,∙ ,
что является довольно жестким ограничением.

Теорема. Пусть имеется диффузионный процесс, для которого 
существуют и частные производные

Тогда для H∕>jf и

уравнению
l>Ca{∕.v)p(tχii.!,)) , (17)

которое называется уравнением Фоккера-Планка.

Доказательство. Пусть неотрицательная непрерывная
функция такая, что для некоторого промелогтка значений
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выполняются соотношения;

И'Га) Rt∣i)=D.

Рассмотрим интеграл <

По уравнению'Чепмена-Колмогорова ^(s^,∙J ∙^ih^) можно пред­
ставить

Подставляя это в (19),с учетом (18) получим

i7 J^-^лЬу) •

Разложим функцию P(j() ъ ряд Тейлора в окрестности точки

Так как ограничена, то в сиду (7)

4 I оСл^;

∙^^ij-sf∣cε
Тогда в квадратной скобке (20) с учетом разложения (21) получим

-P*(∖∣) J-if∣P(^>^. i

_ l^-H<t ∣i-↑∕ι'∙ε
Следовательно,Bbij)axeHHe (22у принимает вид

7- ^zz>-jP(i'.y^. J∣i-∙fifif∙ll! ^■^ti.г)^i ч-

- J∣^ -∙εrp(^.!f. i^Ahi)<^i. ■

Переходя к при ^∕-o,c учетом (8) и (9) имеем

J 4^'- '*- •

∖

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



-160-

Интв^гралы берем по частям, тогда ,

Окон’чательно имеем

'^^"∣ζ, d , 1 ^4etι.∙^)p.×.i.^pu..

ι>^

Так как на промежутке знак не меняет, последнее со­
отношение может быть справедливо только тогда, когда 

5∕Vυ. <,>J ,а.

Что и требовалось получить.♦•
Таким образом,получили уравнение Фоккера-Планка, которое, 

дополненное начальный условием
p(^,×i h}f) у- >■■), 

одноэ1!ачнс опраделяет функцию для Р" ^>s. .

§ 4. Некоторые частные случаи уравнения Соккера-Планка

I. Пусть коэффициенты <’^/,^7 и не зависят от I :
O(∣f) и (N,^) P(}) • В етом случае имеем ста­

ционарный случайный процессии плотность вероятностей переходов 
зависит только от разности ∕-s ≈ Т , тогда уравнение Фокке­
ра-Планка принимает вид

с начальным условием }(-f,(у'•
Если при τ∙→ιχ∙ существует предел 

зависящий от начального состояния, то его называют стационарной 
функцией распределения, которая может бить найдена из уравнения 
(22),если учесть, что при <--→ t- 'У . Тогда= г>

и
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где

, то

< •» 
постоянные и <*,. найдем из условия нормировки j 

и граничного условия '∙'*

Ес ли, кроме того, и

то есть стационарное распределение является нормальным.

2. Найдем условие, при котором марковский процесс является 
гауссовским. Запиаем условную функцию распределения нормального 
стационарного процесса с Л7//<'<'?/ = <? и функцией корреляции

-C√H :
у _ (J -

- ------— е
Ц-'/И- (^-/ги-»}

Найдем коэффициенты d∕'j> и для данного распределения. 
С учетом условия стохастической непрерывности марковского про­
цесса имеем

(23)

— (⅛Λ'τ 

1'-»»

=• -i-∣>f∣ 
Γ→c

Если
Hf(.)> , и тогда

й(у)^ _

/ p∙"____
~ -r^ ~ J ii-(τ'>i-i') '^∙'^

- ∙6∣>∙>f (∣i(rj ~ у R fcj j

Z(,Λ- ь., ≈
I ** £-

f± (- r'-6∙^P^) ∙' ,у'=
т

fi(t}Y) =-2∣r^ п ‘((^').

(Т) непрерывна в нуле, то ∕^∕c)=o , так как 

и . Зтот случай

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



-162-

малоинтересен.
Пусть терпит разрыв в нуле, тогда эти коэффициенты

отличны от нуля. Найдем теперь частные производные,входящие в 
уравнение Фоккера-Планка;

")г ~ -2/1.

Р ∙if∙ L∕-∕>>(T)

Подставляя это в уравнение (22), получим

-∕JlI1. / √gfrjx - з: - Я(т)^)] _

- _ [е(г)~ 1
/-рчг/ ■ S'^(∕-∕i∖r))

Так как выражение в квадратных скобках отлично от куля, 
то функция (23) удовлетворяет уравнению (22), если

/> Vτj (Г) R 'fCJ .

E⅛HHCTBeHHbn4 решением этого уравнения, удовлетворяющим 
условию i^(b) ∙i , является

/) , -∕⅛√∕r∕
R(T)

Таким образом, нормальный случайный процесс с экспонен­
циальной функцией корреляции 
процессом.

3. Если 

является диффузионным марковским

, то

∙2<Γ'Z~

Похучили закон распределения вннеровского процесса^с которыт.’
уже встречались.

и
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$ 5. Допредельные модели диффузионных процессов

Рассмотрим реальные процессы, которые достаточно хорошо 
описываются диффузионными марковскими процессами.

Представим себе частицу,совершающую скачкообразные движе­
ния по оси X . За время 4/ частица совершает скачок на вели­
чину t S с вероятностью , причем скачки совершаются незави­

симо друг от друга. ЧерезХ(Т) обозначим координату частицы в 
момент времени Т , ч^зез big, - скачок частицы в - й момент 
времени. Очевидно, что

X(r)^ Zλ×^ , •
κ-∙∙t '

Найдем среднее значение и дисперсию положения частицы в
момент

(24)

или

в

Г:
M∙∕ о ;

*■

пределе при 4i-→O возможны несколько случаев.

а) Если с'’’—»о медленнее, чем лi-*O , то

то есть положение частицы в момент Т задано с бесконечным 
разбросом, что для реальных процессов невозможно, поэтоцу этот 
случай не представляет интереса.

б) Если быстрее,чем -→ о , то 2∕Z<'r√y →0,
что дает в пределе детерминированный случай, тоже мало интерес­
ный.

в) Порядок стремления к нулю одинаков для <f* и л/, и
пусть , тогда i)iX('r)j—Т-З

конечная вештчина. На этом сдучае остановимся. Рассмотрим раз-

I, i K∆i i
для которых имеем

А//А(Л) - X (4,)} ≈ О ;

К (К) - X6∕jj = В-

Тогда в силу центральной предельной теоремы можно эаписеть
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- ⅛. 
z-Λli,4,l

√

∕xι ) = --------- -
' VirRlK-i,i

И все разности по предположение неэависиш. Следовательно,поду­
чили в пределе винеровский процесс. Остановимся на особетюстях 
траекторий этого процесса. Как уже определено гше^ приращеше 

'~~~ . ^-*C> , <f —о .

винеровсхого процесса непрерывны. С дру-

--  _ _5---- -- - ±
∆i -∙o ’

; не существует. Можно сказать, что траекто-

процесса за время л1 есть (Г≈∖fβΛ∣ и при Λi 
to есть траектории 
гой стороны,

Λi

Выбирая oi~

то есть производная
рин винеровского процесса ни в одной точке не имеют производной. 
Это утверждение верно для всех диффузионных процессов.

Таким образом, сдучайное блуждание частицы описывается диф­
фузионным процессом с Λ∙=c и /• <i . Более общий случай марков­
ского процесса можно получить, если считать, что скачок ≠ f 
происходит с вероятностью /у"» и скачок -∕' с вероят­

ностью Д » . Тогда

Если при этом (/■=//?л/ , то получим

P'∣∕ XerJH ,

» » подучаем, что

M{X(rij≈Λ*T.
При этом 'j)iX(rli'∙ βT^ при ∆∕~'0 и получаем диффузи­
онный процесс с коэффициентом сноса Л и коэффициентом диффу­
зии & .

В заключений этого параграфа докажем лемму.
Лемма. Пусть [(i)- винеровский процесс с нулевым коэффи- • 

циентом сноса и едини'ашм коэффициентом диффузии. Тогда для
O≤ ic <... <■ iħ'

если Piu×∣ -1;1 -→ о

Ррк&затеяъсч'йо. По определению сходимости в среднем кзьд-
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ратическом нужно доказать, что

Так как

- нормальные случайные

Обозначим ^^,∙∙=

винеровский процесс, то ()(∖i,∣- -------__________
величины с нулевым математическим ожиданием и дисперсией ∣h,∕~^∙^∙ 

hi},i-11(10...1-∣i'-∣∣' ii.,-∣i,

1'^ i,*j находим,используя сзойство четных моментов 
нормальных сдучайных величин А/∕∕∙^*∕≡^*∙-∕2∕*<Γ** , тогда

Отсюда

Тогда
2 а.,,- .

Т ∖
2) h'.i -' 2 Σ О,^,- J,)^ , 

теперьРассмотрим

A7∕α,- r)^j2Mh∖>i г =

2) ιi∙J - Т*- г τΛl<sf.ii∖,2^ ∑(h.,
2. 2~ ‘^^h.^∣~h^

Так как > конечно, то при n∖uιc ∣(ι∙,∣~fil ‘ М ia>∖-T)^j→c t

что и док831П)г.ет сходимость i*, —-Т ≡ среднем квадратическом.

Замечание. Если диффузионный процесс имеет коэффициент 
ДИ'И’УЗии €(л, I) , то можно показать, что

Z∕>,. .∑∙' j'yh.ι)dl.
и → I -Э * ’ 4>

Рассмотренние выше диффу'зионлше п^юцессы тесно связаны с 
понятием стохастического интеграла.
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Глава УП. СТОХАСТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ. СТОХАСТИЧЕСКИЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

В ряде случаев важную роль играют интегралы вида 
/ i)df,

где ψf ∕ - несдучайная функция, случайный процесс, 
эации процесса в o6ιηeM сдучае являются функциями неогра­
ниченной вариации,и этот интеграл нельзя понимать хак интеграл 
Стилтьеса или Лебега-Стилтьеса. 
зионныП процесс, то не ясно,что 
чае.

Интеграл вида (I) называют 
ли /('^7 - диффузионный процесс.

Что хе понимать под df∩) в диффузионном случав, выясним, 
рассмотрев два определения стохастического интеграла.

(I)

Рвали-

Если,кроме τoro,∕6<2 - диффу- 
понимать под √y∕yy в этом слу-

стохастическим интегралом, βc-

§ I. Стохастический интеграл в форме Ито''

Разобьем интеграл (б*, точками О = ..

пусть d » f>ιa× - /;■!.

Рассмотрим с^^мцу

х <=P(∣(ι.),tj[∣(<.-.j-l(t.->].
Если при А → о существует предел в среднем квадратичес­

ком в-1 Т

'∙∙> й,
то он называется стохастическим интегралом в Форме Ито.

Так как диффузионный процесс недифференцируем ни в 
одной точке, то интеграл Ито обладает свойствами,отличными от 
свойств интеграла Римана. Покажем это отличие на частном при­
мере.

Цусть надо вычислить интеграл

.V 7= yfKf7-)6r7j√Λτ7 ,
}

где }(t∣- винеровский процесс, с нулевым средним и единичной 
дисперсией. Если этот интеграл понимать как интеграл Римана,
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” ]≈ jb<t>-∕ω]eJ(fn∣.∣∣N).

Л.
Но так как - недифференцируемая функция, то интеграл 

вычислим как предел интегральной суммы. Для этого разобьем об­
ласть интегрирования на //частей.точками 5 = /^ < i,<...< it,-,^^ - 
Обозначим

<•6

ZL∕(^f)-= ■ 
'^и

-С**/

тогда f(i,∙)~f(sj≈ 'Σ-°κ » ** "” определению интеграла Ито
имеем

J — т,

■= i. /'. ∕h.
и -•^^

Чтобы вычислить ету двойную суыцу, воспользуемся соотноше­
нием

zE4r= ∑ <f∕-<χ<√Γ<rj. 
' t*'<, t-0 t ∙c∙

Отсюда

,-.6 >^'i∙

ζ, fc.∙∙i, «*

Переходя к пределу при Λ∕"-∙ , второе слагаемое по лемме § 5
главы У1 сходится к ∕^-s',h интеграл равен

-j ≈ Z 3, '

Сравнивая это выражение с интегралом Римана, видим, что 
они отличаются на величину за счет нодиффорен1Ц1руемости
траекторий винеровского процесса ^(^)∙ При решении прикладных 
задач обычно имеют дело с допредельными моделями броуновского 
движения, которые сбладают непрерывными траекториями. Поэтоцу 
желательно иметь такое определение стохастического интеграла, 
при котором его значение было бы устойчивш по отношению к пре­
дельному переходу от процессов с дифферв;нци|1увмыхл1 траекториями 
к винеровскому процессу. Таким определением является определе­
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ние в форме Стратановича.

§ 2. Симметризованный стохастический интеграл

Цусть имеем разбиение интервала интегрирования точками а ≈ ig < Ь Рассмотрим сум»(у

Σ k)[fU∙J'f(<0] • (2)
'' t-с

Если при /«'йх7/,«^-/,7-'С>существувт предел в среднем 

квадратическом, то он называется стохастическим интегралом в 
форме Стратановича,или симметризованным стохастическим интегра­
лом,и обозначается

Это отличие в аргументе подынтегральной функции обеспечи­
вает необходииую устойчивость стохастического интеграла к пре­
дельному переходу.

Рассмотрим связь интеграла в форме Ито и симметриэованного. 
Предположим, что подынтегральная функция ,дифференцируема
по первому аргументу. Тогда,разлагая ее в ряд Тейлора в окрест­
ности точки 7 (//7 , имеем

f,∙J^

Подставляем это разложение в сумцу (2) и переходим к пре­
деду при √V ;

■»... = ']г^> f(f(,,A)d{.
i 'г't

Верхнее выражение имеет место для броуновского движения с 
постоянны:.' коэффициентом диффузии и нулевым коэффициентом сно­
са, ( см. ленку § 5 главы УЗ), а нижнее-для белее обцего слу­
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чая броуновского движения с учетом замечания к вышеупомянутой 
лемме.

Так как симметризованный интеграл больше отвечает приклад­
ным задачам, а интеграл в форме Ито более удобен в преобразова­
ниях, то решение конкретной задачи можно проводить с использова­
нием представления Ито, а затем по форцуле (3) перейти к симмет- 
ризованному интегралу.

Если (((/), ^) не зависит от f(∕J , то интегралы совпа­
дают.

§ 3. Стохастические дифференциальные уравнения

Многие реальные системы эписываптся дифференциальными урав­
нениями вида

(4)

или в форме дифференциалов -

■= aθ∕,i^)c∣{ . (5)

Если ^(∙t) - входной сигнал-есть винеровский процесс, то 
дифференциальное уравнение называется стохастическим.

Решение уравнений (4), (5) определяются интегральными ра­
венствами t

причем второй интеграл является стохастическим либо в форме Ито, 
либо в форме Стратановича; значение процесса ^(4) в на­
чальный момент времени.

Покажем, что процесс является марковским. Действитель­
но, распределение вероятностей ^/^Упри 4>4„ при заданном зна­
чении зависит лишь от и но зависит от прошлых значе­
ний ^У$У 5'√'τ<e. , как видно из (6). А такая независимость от 
прошлого является основным свойством марковских процессов. Поэ- 
тог.1у процесс л//У полностью описывается коэффициентами сноса и 
диффузии.

Будем считать, что f(4)- винеровксий процесс с нулевым 
средним и единишым коэффициентом диффузии^ и интеграл в (6) по­
нимаем в форме Ито. Тогда
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После усреднения имеем

)∆i,

то есть - коэффициент сноса процесса Найдем ко-
эффищиент диффузии

■+2 G(fω.{) о( л().

Усредняем и получим

/^7i('ιa^Λ∕hfUi)

Таким образом, коэффициент диффузии 1фоцесса 
разен

Знание коэффициентов сноса и диффузии позволяет записать 
уравнение Фоккера-Планка для переходной плотности вероятностей, 
которая однозначно определяет поведение процесса //Л
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Глава УШ. МАРТИНГАЛЫ

Исследование зависимостей между сечениями случайного про­
цесса осуществляется разными способами. При исследовании ста­
ционарных случайных процессов основным показателем этой зависи­
мости была функция корреляции,и все выводы делались на основа­
нии свойств этой функции: непрерывности, дифференцируемости, 
интегрируемости.

В теории марковских процессов основной характеристикой за­
висимости сдухит переходная функция, которая полностью определя­
ет эволюцию процесса.

Сейчас остановимся на процессах, для которых изучение зави­
симости основано на исследовании свойств условных математических 
ожиданий.

Напомним понятие условного математического ожидания. Пусть 
имеем два сечения сдучайного процесса 7, Л ,
и предположим, что одномерная плотность распределения существует 
и zj > о . Тогда

если этот интеграл существует. Очевидно, что условное математи­
ческое ожидание М{f (b)!есть функция от « , то 
есть значение процесса в момент .

Рассмотрим теперь процесс ), заданный многомерной плот­

ностью р (>^∣,∙t,i ■■■, • ’Ф” 0’°“ всюду определены услов­
ные математические ожидания.

Процесс называется мартингалом, если существует

и не зависит от предшествующих значений процесса
Мартингалы можно рассматривать как модели безобидных игр. 

Так, если описывает состояние капитала игрока в момент
4, , то по определению мартингала средняя величина его капита­

ла в момент /л../ при условии, что в момент Z¼ ои располагал 
капиталом , равна независимо от того, хаков был его
капитал до момента .

Рассмотрим несколько примеров мартингалов.

I. Бинеровский процесс с нулевым коэффициентом сноса и
единиш’.кн κceφιiι.ιy∣eHT0M ддффузии. Найдем условное патематичес-
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кое ожидание значения процесса в момент , если в предыА/и1Ий 
момент времени ~ijt-∙∣ значение процесса фиксировано
/ (h., J = -
MU∣c 1л^., М {[t<‰-, 3/^-, } =

здесь учли, что приращения винеровского процесса независимы.

Пуассоновский процесс , который начинается в нуле, 
(eJ- С . Если рассматривать центрированный процесс

получим мартингал.

Рассмотрим процесс [ (i]^ начинающийся в нуле ,
о нулевым математическим ожиданием О , независимы­
ми приращениями и

М - F (^J- С ≤ .

Тогда процесс fX^J- - мартингал. Покажем это. Найдем 
М{j∙.

м{(/ XiJ-F(v)∕^ω J=

f ■+ - F(i) .

Последнее соотношение есть определение мартингала.
Случайный процесс И) называется субмартингалом. если

Λ7∕Λ∕⅛-,y⅛ ¾., ,
и супермартингалом, если

∕^∕Λ∕Λ-J⅛ ¾.z.
Очевидно, что если f(^J- субмартингал, то 

супермартингал.

Лемма. Пусть Uf∙) - выпуклая функция и - мартингал. 
Тогда, если существует математическое ожидание Z∕∕∕Z'∕√7 , 

^U(∖(∕)) - субмартингал.

Доказательство. Утверждение леммы вытекает из неравенства 
Иенсена для математических ожиданий случайных величин
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если - выпуклая функция. В нашем случав

По определению мартингала аргумент функции в правой части 
равен , то есть име«1

M∣4(i,..>n,4tti utι,! ;

’М i t.., ∣i> i>' ■■*■
Основные соотношения и свойства мартингалов исследуются 

для случайных моментов времени^связанных с моментами достижения 
процессом некоторых заранее заданных значений. Их на­
зывают моментами остановки, или марковскими моментами. Эти инте­
ресные вопросы остались за пределами этого курса.
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