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Введение

Новейшео развитие квантовой теории поля - теоретической ос

новы для описания фундаментальных взаимодействий элементарных 

частиц - характеризуется развитием и углублением значения прин- 

цппов симметрии. Например, модель Вайнберга-Салама (теория элек- 

трсслабых взаимодействий), квантовая хромодинамика (теория оиль- 

них взаимодействий), различные способы дальнейшей унификации 

этих теорий (модели Большого объединения) - вое основано на оио- 

томатЕчеоком использовании принципа локальной калибровочной инва

риантности. Успехи калибровочных теорий общепзвостнк: многочислен

ные экспериментальные подтверждения квантовой злектродинаглики и 

модели Зайнберга-Салаыа, впечатляющие теоретические результаты, 

связанные о открытием явления асимптотической свободы в неабеле

вых калибровочных теориях. Хотя в настоящее время наука не рао- 

пслагает пцгаяглЕ доказательствами и пользу квантовой хромодина- 

заглочатальные теоретические свойства и.гибкость в при
дают основания падэятьсяна ей справедливость при описа-

МИКИ, ээ

ложеииях

НИИ сильных взаимодействий.

Более того, современная теория фундаментальных взаимодейс

твий не сводится к калибровочным теориям Янга-Миллса,а ставит 
и решает другую, но менее фундаментальную и гораздо более труд

ную задачу построения квантовой теории гравитации. Современный 

подход к этой последней проблеме заключается в том, что ее нель

зя решать в отрыве от общей задачи унификации всех фундаменталь

ных вэапмодейстЕпй. Такие унифицирующие модели уже созданы и ха

рактеризуются ноЕили,еще более фундаментальными симметриями, ко

торые лежат в их основе. К последним относятся теории суперграви- 

таыаи и суперструн, которые требуют састематичеоксго развития 

прг.нцилов локальной супсрсил^етрпи, рзпараметризэционной иипари- 
3
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антЕоотж и т.д. Такхе фувдамввтадышв теория являются чрезвы

чайно олохнкыБ и выеют в качестве характерных меоштабов рассто- 
явяя порядка пданховохах ( I0~^ см , ор.диаметр протона - вое- 

го около Ю~® ом),

Cθ8τotQ' оуцеотввыяым является оиотвматичеокое иэучпнке оа- 

нях оимметриа, их структуры в вааик1х:вязей. В частности, сами 

локальные калибровочные симметрии теорий ЯнгаЧ4иллса еще недос

таточно изучены. Одним из моищнх инструментов изучения кванто

вой теория является ВКВ-метод, хвазиклаосическое приблиаение. 

Отоцда вахпость изучения клаосичеокой динамики калибровочных 

теорий и гравитации.

Современныо уняфшхирующие модели обычно фор14удируются в 
выоашх размераоотях проотранотва-времени (d>4), что приводит 

к проблеме компактификации. С этим разделоы овязаны многочислен

ные исследования решений классических уравнений движения калиб- 

теорий, гравитации в оуперхф/авитации, которые, с одной 

обеспечивают унификацию фундаментальных взаимодействий 

еотеотвеилым образом и, о другой стороны, могут в 

объяснить многие овойства (ззической картины мира, 

размерность проотранотва-времени.

Здесь мы изложим основные черты гласоической динамики тео

рий fiHra-f.1rjuιca и гравитации.

рэвочных

стороны, 

наиболее

прпнщша

например

4
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⅞ I. Дагранхиан клаоончеокой тоории 

Янга-(Лвллса

Уравнение движения поля

в 1965 году де Впттсж продлохвно опЕоанве калвбровочннх 
полей на основе использования идеи КалупыЧСлойна [1.23. 

Начвеи с примера, позволяющего довольно просто и наглядно ввео- 

ти электромагектное пода. В пятимерном простраяствэ-временв 

определим дойотвае

С Л,
» .«кгде К = 3 *'∙χ⅝ ~ cκβJWΦ кривизны} - пятимерная

метрике; - аналог ньютоновской постоянной, размерность
(L) . Топология пятиыерного пространстве - прямое 

пространства Минковского на окружность S радиуса
произведение 

X , ооответ-

ПИД

(1.2)

разлохена по пятой коор-

(1.3)

+ ).

е

ствующее ьырежение для метрики имеэт

Каздая κoιmoaoHτa метрики может быть 

динате в ряд Фурье:
4<*3

<'Λb L— а Ав
n⅞-oα

Если предположить, что частная производная*σ∕⅛ac^ - вектор 

Кйплиш'а, т.е. метрика не зависит от пятой координаты, то по- 

лучм! стандартную размерную редукщи.'. Это равноценно тому, что 

при подлгансЕке разлсженпя (1.3) в выражение для действия (1.1) 
г

'4 иртогрлровании ГС эс удераизоется лпп'ь нулевая мода. В резуль

тате получается следзтоп^ев действие:

5
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S=-,⅛s). (1.4)

Если выбрать вакуумное значение скалярного поля Ф ров

ным единице, то параметр г совпадет о радиусом пятого измере

ния. 'L∏OH, пропорциональный **°∞θ заме
тить, соответствует U(O - калибровочной сикметрии, т.е. мак

свелловской электродинамике. Если мы выберелл преобразование сис

темы координат пятимерного пространства следующим образом;
/«■

X = ОС

X = X

+

то ооответствоыно получим калибровочное преобразование

Лг
в рассмотренном примере многообразие 5 тлело довольно прос

тую структуру. Изучим теперь фоновое многообрезие, которое пред
ставимо в виде прямого произведения , где В

компактное риманово многообразие. В этом случае процедура, t>ea- 

лизованная в предыдунен примере, может быть проведена для опре

деления неабелева калибровочного поля в . Будем слодовать
работе Сз] и выберем мотричеокий тензор в базисе локального 

прямого произведения

/о +<J./ 3∕MV .

в виде

(1.5) 

Здесь б - метгичес.чиЯ
6

тензор в
г*л rς

• θ 7 ■ttn ∙^t∏ JH'K
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метрика на группе В> . Для определенности выбвр«-1 rpyω∣ySU6Z) , 

тогда - структурные константы rpyιπuιj - вектор 

потенциал-калибровочного патя. Соответственно для у имеем
41 √ ∕h V И

3
(I.6)

Потребуем вьшолнонм следующих условий; ≈≈

греческие индексы

полагаем, что

символов

группы

xθHiιocτa

принимал» значения 0,3 , а латинские, кроне 

у , изменяются от 4 до 6 (для выбранной 

). Величины определяют тензор нагря-

халибровочного поля следующим образом;

метрикиsuw
≈'∙ z,=

r∙ '' г Jgc г * (1.7)
л.

Поскольку метрика невырождена ∙≠

из курсе дифференциальной геометрии известно, что существует и 

одинсгвенная связность, симметричная и ооглаооваш1ая с этой мет-
А

рикой. Эта связность в некоориишатном базисе

4,5,6 ) о метрикой задается формулами
a.d

Γfe ≈ т (¾ Ij "Ч i,∣ - fe) 

(а ■ 1,2,3,

где Cg - κo3rfψnι∏iθHTH ко(лмут81яонных соотноявний для покоор

динатного базиса

ГД * '1 с А

3 базисе локального- прсизЕоднал по -.апранленаю

πrH∙.∙,oro произродэнпя коитл;'Тйцио1пше κos I»! ицяенты пряшихают сло»-

7
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jyrfsχsiQ значения;
к с..

к

к

(I.9)

Гг.

*^Γ 
Γ**^ 
>⅛

^С, о у
oL-С - о .'^∣tΛ √

Учитывая соотношения (1.8) и (1.9) , душ сшлволов Кристог^феля

находим явные выражения ( где Г-сзязность в В х М4 ):

-i<S' у:! )i“Г* I КС а л '

г‘ :/!' ÷∙3 ^∙' •) +
' pv я \. [^ ''' v'^r∙ '

Здесь г; иСк - симЕслы Кристс^феля соответстЕонно прост-

Р.ранотв о и

в некоордЕнатном

е ,—

(I.IO)

с метриками и , 

базисе имеет вид

Тензор Римана

О?г.

<> е J -Г Г ÷r *^lc •

CooτEθTQTBθHHC ДЛЯ тензора Риччн,
Риманса ∣^αe^^tt6r ямаем
тг г. *f''*

Rκ"'<≈Λ'!⅛Vi3 3

' 8

лвляххцегосч следом тензора

“Г

С г 
в. 6с 6 A∙t

(1.12)
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где тензоры Риччи и f^∣uv-πaH пространств &

в соответотвенно, ≡ - ковариантная пронэнодная,

определяемая условием.'

'*■ Г

Из выражений (1.12) и (1.13) найдем скалярную кривизну:

(1.14)

Это представление интересно 

яиана поля Янга-?.1иллоа 7
странотва-времени R м

’А

тем, что 
. _ t

в величины

оно является суммой лагран-

кривизны

Яа
вого пространства, которая может быть связана

членом. Такигл образом, действие в пространстве f

четырехмерного про*

- кривизны групго-

0 космологическим

может быть проинтегрировано по групповым степеням свободы, в ре

зультате чего мы придем к дэйствию в четырехмернотл пространстве;

(1.15)

!;сслад;>ом свойства сю.с.'етрил Лагранжиапа поля кнга-ч'лллса отнс- 
о
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сительнО калибровочных лреобразованай:

(1.16)

Вектор-потецциал опрэделяотся соотношением , тд/дГ «
- генераторы группы SU(⅛∙), удовлетворяющие коммутаци

онным ооотпошенцям:

Т •Если функция 1 ^*∙ε' •,

линейном приближении по θ

(т.е. ш рассматриьаеи ипфипите- 

зимальше преобразования) , то, подставляя явный вид ^C>∙) в 

, получим

Таким образом, мн можем связать ливейянэ изменения поля 

' с линеЗнныи изменениями параметров в группе 

<‘=4
л.S — - "9 6>

ГТ.е

тензора

- ковариантная производная. Иополь- 

калибровочного поля (1.7), видам,

'>
а а

Здесь К> 1

зуя явное вырагАОние

что при калибровочных прообразовэнаях (1.16) он прообразуетоя 

по закону

j~∕' -3‘^> -i
V 3 .

Отсюда следует, что и лаграглиан hθjui Янга-Миллса, oπpe,".e.'UKMn{'
10
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соотношением

■~р 1. т т~
Г' > (1.17)

при калибровочных преобразованиях (1.16) преобразуатоя оле.чу-

ЮП1ИМ образом:

яи

>

т.е. яЕ.ляетоя инвариантом относительно поворотов в групповом 

проотранотве. Аналогично можно проворить инвариантность лагран

жиана поля Янга-Мпллоа (1.18) относительно лороацовых псворотоь 

в пространства Минковского.

Испосьэуя лагранжиан (1.17). несложно нейт'и уравнения движения 

поля Япга-41иллоа:

УрзЕнения

= О 
ЯМ

∖'^jc' J
(1.18) удобно записать следуищол образом:

(1.18)

∙J'^ (Т.19)

Здесь ток,отсяпяй s правой части выражения (1.19), обуоловлоп 

взаимодэйствием с заряженшил полам. При исследовании решений 

уравнений Кнга-’1иллся может оказаться полезяытл представление 

уравнений черэз потошщэль поля и их производюге (лд будем ио- 

пользопнть келибрсвочное условие ~

II
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(I.20)

Явное выражение урапнений Явга^идл<|а (1.20) через потенциалы 

поля показывает, что эти уравнения нолинейные и в обз|вм

случае чрезвычайно сложны. Полияейнооть, приоутотвупцая в урав

нениях, приводит к оуцеот’венно новым типам решений полевыд урав: 

некий,отсутствующих дяя уравнений 1Хаксвелла. К атим эффектам нуж

но отнести оушеотЕлванве топологическп нетрввиальных решений 

(1.20), оамодействие полей Янга-Миллса, а также возможную сто

хаотичность.

§ 2. Тензор энергии импульса в инварианты поля 

Якга-Ииллоа

):

Решения уравнений Янга-4Лвллса и их общие свойства можно 

иооледовать из знерготичвоких оообраиениН (на опнове характерис

тик плотности энергии и плотности Воктора Умова-Пойтинга, кото

рые выражаются через тензор энергии-импульоа 

τ-⅜* Л
Ъ'. /

Как видно из (2.1), мы получили канонический тензор 

пульпа, который из-за наличпя опина у поля Яиг8-4Лпллса оказался 

неоюлметричным. Для построения оиммет1зчного тензора эноргии- 

пгтульоа кояно госпользоваться методом Еелпн^нтз илп >⅛!3τonc∙∙ 

12
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Гильберта.

В курсе лекций по теории отнооительноотв А.А,Логунова показана 

эквивалентаооть тензоров зноргии-иыпульса Белпн^^анте и Г.1лъбвр- 
ta{4]AiH лагранжианов, содержащих производные от поленцх функ

ций вплоть до третьего порядка. Мы будем вопользовать метод 

Гильберта для построения симметричного 

Переходя к криволиьойньм координатам и
Л*тензор 2 » получим лагранжиан

тензора ^нергии-випу.чьаа. 

мотричеокийвыдоляя явно

rf--÷ΓV'>"7'.-“■ I 3 Г' r'°∙к (2.2)

Тогда ошаютрвчный тензор определяетоя ооотношенвем

(2.3)

После учета соотношения 'Ъ
симметричного тензора энергии-импульса имеем

дая

Г*
(2.4)

изучении КХД в ряде олучаов 6HBao"∙ удобно 

о хорошо изученной КЗД. Мы также воопольэуемоя такой 

аналогией и введем векторы цветового влектричеокого и магнитно» 

го полой:

При 

анало1'Ша
проводить

о.

- F *

о
л

-В’’

-≡i

-⅛ι
о

А.

(2.5)

13
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(2.6)

В терминах вектор-потенциалов для напряженностей хромоэлектри

ческого и хромомагнитного полей получим

K∙-v< -'3<-3εe ⅞=⅛^ .
ct а ⅛ а. A<t 'g с.

(2.7)

Из соотношений (2.7) для хромомагнитного поля можно увидоть, что

i 3(У (⅜ “А j •

Поолоднао ооотношонио указывает на возможность существования от

личной от нуля плотности магнитного заряда. Как будет показано 

ниже, у уравнений Янга-(.1нллса (в отличие от уравнений Максвелла) 

существует новый тип специальных решений (монопольные и диогаша 

решения), для которых магнитные заряды отличны от нуля.

В электродинамике инварианты электромагнитного поля (Ътяо- 

ситольно лоренцовых преобразований) определяются как коэ^рипи- 

енты характеристического уравнения

f>(Λ) )' • о (2.8)

Соответствующий характеристический многочлен при этом тлеет вид 

рО) ~ - д'* + (Е - е.

тогда коэйициенты можно записать через свертки:
14
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(2.9)

≈^-√E-fe3.

-i У -= (≡ •

, <r∙
в геоиетрви комбинацию ÷ Я называют дуальным<~⅛v '
тензрром Т .' Второй инвариант может быть записан через

дуальный тензор следующим образом;

=-(Ej3..
1'"^ (2.10)

^ведение цветовых степеней свободы, очевидно, оохраиит приведен

ные инварианты (относительно лоренц-преобразоваыий). Чтобы полу

чить ооответствукше инварианты в КХД, надо добавить цветные оте- 

пеки свободы, что, очевидно, реализуется заменой Е~> j
b^^*⅛ • Ьмеоте о тем за счет появления новых степеней

свободы мы, в отличие от КЭД, мохеы определить новые инварианты, 

через которые должны выражаться вое наблюдаемые величины, завися^ 

щие от половых переменных. В общем случае для группы таких

инвариантов будет девять, которые выражаются через величины!
-4.-« -α-→e

= Е Е - Rs в •,. _ I'-4.(i

' Х У'''
А'^ 

i---M.*J7

Выпишем эти инварианты: 
4e⅛ L •, i fcv L 

к J" i кк’’ •> ∙ir ■,

(2.II)
с/ъ

3 
).

bt J

√,

15
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tx означает взятие следа в матрице по цветовым инделоам 
Заметим, что К. 3 - поевдоокаляр, а Ьо L

показать, что дуальный тензор 7^^ 

из неабелевых полей с учетом тождеств Якоби для

но также
- скаляр. Мож-

, построенный

коммутаторов:[[т..т,1ЛЬ[Йт.иЬ([т.Л1,т.1 = о

ИЛЛ структурных констант

»**
(с

t л» 
лК ζC

группы! 

f

удовлетворяет уравнению движения (1.19):

Т I. . л J «

πpBcoθjj3He4HθM пред-В- записи через ковариантпую проЕзвои»ую 

отавлонли получим ~ ’ й.
Используя дуальный тензор поля 7^ 

г
тензор энергин-ямпульоа поля Япга4.1пллса (2.4) прообр)азуем сле

дующим образом:

Е

я инвариантн (2.12),

»'г .
- i∙ J ) 

о J .
(2.13)

Это представленне жлоет красивую сгселетричную cτpj∙κτypy и 

может быть пспользонано при изучонаи некоторых спецпзлъных релс- 

ни’’. ..равнопий лвпженля поля Янгз-Ииллза,

В бывает удобно при исследованпп сво'ств влектроглагавт-

него пода рагтенвать котлпононти тензора знергил-ямпульса ногоз 

вектора нзгпискегаюсгп. Для коигг.нент тензора эпергпи-г.оля .iπra-

поп ИО'^'ЧИМ

16
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∑T.=τ. -≡*i(<÷⅛')!
Т., ≈-E° е" + s. т„ ιj I <1 4 Ч ”

Как указывалось выше, 

такой поля является вектор 

поля. В нашем случае

ч
в электродинамике важгюй характеряо-

Умова-Пойнтинга - плотность импульса

«. С
Е β

κ⅞ к

§ 3. Топологическая классификация полей. 

Число Поптрягана-Чженя-Саймоноа

I
V

Наряду с обычными величинами, характеризующими поле, такими 

заряд, энергия, плотность импульоа, важной является характе-как

ристика, учитывающая граничте условия. Этот факт окажется весь

ма существенны».! при рассмотрении топологически нетривиальных про

странств. Как показано выше, лагранжиан поля Явга-4<>иллоа может 

быть получен из ооотвототвуюцей геометро-динамической конструк

ции, что указывает на возможное существование ненулевых тополо

гических характеристак поля. К такшл характеристика!.! калибро 

вочннх полей относится понятие плотности топологического заря

да, причем последнее может быть выражено в терминах классов Пон- 

трягнна-Чженя-Са1Ь.1онса С 5j • Соответствующие характеристичес

кие классы можно определить посредством равенства

гдэ л

d*t(l÷⅛T) =λ Γc> .

’атрпчнозначнач 2-'opra,

17
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ооотвегстзуипюя связность ~ 1-форма , а связь меж

ду этики φoptιeMB определяется обычным образом (для поля Янга- 

Ыв-ллоа):

Тогда царактеристическве классы определяются

Ci ...л7; = бь ‘̂',

τβκ :

(3.2)

Из свойств калибровочных преобразований 
а также г-форыы 5^ следует, что

тензора

-i
СИ

«

л

таким образом.

лым

Можно показать,

-•» ■ 

что величина ) с„

С.

всегда является це- 

>- компактное -ыер- 
подмнсгообразне без гранипу (т.е. 2к - цикл) в изМ^*8 , 

целое число будем называть числом Понтрягина-Чхеня-Саймоноа, 
дяя группы S0можно ввести также

числом в том случае, когда

вое

Это
Наряду о формой (3.2) С;

степени 2. и. на базе М;

> ^,<^z
(3.3)

1Я
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βfn)~ числовой коэффидиеят, выбираемый из условия нормвровки; 
'∙∣∕r∣<*^ И*’1
XL'- , -I “ полилинейная форма от и. кооосиммет-

рических матриц 1^*^’• ■ • »
л rt 0^ I А iко'горая будет определена нлже. Пусть с ≈

~ 2-формы в ∣R- о координатами^^, ... , , тогда

Для примера можно рассмотреть группу при атом у
нао будут характерястичеонпе клаоон Cj^= t%T я Xg .‘При 

условии, что связность симметрична и согласована о метрикой^для 

четырехмерного риманова многообразия о получим

(3.5)

Я

(3.6) .

Аналогично вводятся харадтериотические классы ηpyππκ Spf*'), 

а также других групп. Что касается групп S0(^) и I.Jf'') , то 

для них никаких других характеристических классов, нс эквивален
тных приввценлнк выше С;, и Tfi, , построить нельзя.

Разберем еще один поучительный пример. Пусть '

= 7»о1ос“Ло1х - папряженнооть магнитного поля в об-
ласти P∈ IR,^ , Р* \х« (где х, для определенности 0), 

а в точке x□= ° имеется особенность. Выберем сферу Р , 
которая может быть определена как ч'’» X, ( *" - ≈∖ )’’’ >о ..

1ч
В этом случае

S*^

где 8. - целое число. Из этогс 1)бзультата слз}:уат:, что поток

19
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r∙ в-м&гнятного ПОЛЯ через сферу Ь не обязательно до.хлен быть ра

вен нулю. При этом, как мы уже знаем, можно о тензором кор

ректно связать вектор потенцпала поля. Такшл образом, теоретиче

ски предсгазывается (впервые это было сделано в IS3I году Ди
раком) существование магнитного монополя в КЭД{б] . Очевидно, 

что аналогичные рассуждения, основанные на изучении топологичес

кой структуры пространотва,в целом правомерны и для более сложных, 

рассматриваемых в настоящее время,теорий калибровочных полой. 
Например, выберем над сферой S расслоение о группой SUfi) 
или SOG), Поскольку S**∖**≈ =R** , используя вектор-потен-

циалы (связности) над , мокко задать расслоение над

Ь . Будем считать, его расслоение тривиально ( = о

и выполнены граничные условия

)

0.7)

3
Здесь функция g(χ) осуществляет отобрагюние сферы о лучей 
й & ζSLi(i) или SθW)≈s .

Соответствующий топологический инвариант расслоения - оло- 
мент (Г, (в) - гомотопический класс отображения.

В результате для S(X'^'Jможно определить два характериотичео- 

ких класса, в то время как для SU(*-) (или SO(V, c которой 

она локально изомойна) такой класс один:

3Lf )c∕x*^∕l ;

''' ÷⅛,⅜].

(2.8)
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5 4. КашброЕсчнив уолокия.

Необходимость выбора калибровки

i

При выводе уравнений движения поля Янга-Миллоа (1,20) мы 

потребовали выполнения дополнительного (калибровочного) условия 
на компоненты вектор-потонциала Ъ о . Цель, κoτopyj мы пре

следовали, налагало это условие - снятие функционального п^юизво- 

ла при решении уравнений движения. Строго годоря, посла вывода 

уравнения движения поля (1.19) можно было поступить одним из 

двух способов. Парный способ состост в нахождении множества всех 

решений уравнений движение! поля, а затем в устранении функгио- 

на.тьной неоднозначности решений путем наложения на множество ре

шений таких условий, которые не противоречат уравнениям движения. 

При этом, вообще говоря, однозначности может и не быть, посколь

ку такие условия (мы их будем называть калибровочными) могут 

сужать класс решений уравнения движения поля. Второй путь состо

ит в том, чтобы снять требование согласованности условий с урав- 

нениями движения. Формального запрета на выбор калибровки или 

указания на ее явный вид нот. Поэтому как в ХЭД, так и в КХД при 

вычислении различша физических величин используют разные калиб

ровки. Одаако следует отметить, что получаемые при вычислениях 

наблвдаоные физические величины не должны зависеть от выбора ка- 

либрозочпых условий. 3aι.ιoτHi4, что выбор той или иной калибровки 

определчетоя лишь удобством решения соответствусшей ([щзичеокой 

задачи. Пере’шслим некоторые из калибровочных условий, часто 

используек1п при рассмотрении различных вопросов:

при получен!’’; уравнений Янга-{.;и."лса мы использовали лоренцеву 

калибровку 0’ ° ; гах;лльтонова пли времопная калибровка-

θ : а1’..л;альная калгбренка - ~ о ; Лоновоя калибров-
Г* ”5*i'u - ^D - о , 1суло!1ОЕская калибров;;j -V
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Иопользование калибровочных условий важно для устранения нефиэи- 

чеоких степеней свободы при проведении процедуры канонического 

квантовакня и при переходе от а1ункгшонального интеграла в гамиль

тоновой форме к фейнмановской ковариантной форме.

§ 5. Решение уравнений движения

классического поля Янга-Е1иллоа

Уравнения движения полей Янга-ДДиллса имеют вид

» (5.1)

ковариантная производная; 
τ''*∙J - ток, природа которо-

зто может быть сумка токов и

где 3μ tc^∣-'
j'*J' - тензор цветового поля;

го но фиксируется (в общем случае 

полей материи). Изучение классических свойств теории Янга-пМиллоа 

проводилось различными авторами. Первач работа 1962 года Икеды 
и Миячи { 7 j была посвящена рассмотрению уравнений Янга-}.1иллоа 
для группы SUM , несколько позже Лус (1965 г.) tθl обоб

щил их результаты на более широкий клаоо калибровочных оим1^етрий. 

Общим выводом этих работ явилось указание на возможность сущест

вования кулоноподобных решений. Такие решения имеют довольно 

структуру и о момента их нахождения к ншл почти не обра-простую

щалнсь.

5.1. Сферичеоки-ошлметрнчные решения

Рассмотрим с(11ерзческл-ся1.мвтричн>;е решения (5.1) в группе 

Аналогично τo^^y как это делали !1кеда и Миячи,
*τп правой части (5.1) рзвшал нулю, J

поля выберем сферпчоски-сиьолетричнуп,
22
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, а для потегииолсЕ

не ззЕяслиуа от времени
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подстановку

(6.2)

г*
Тогда для компонент и | в сферической системе координат 

уравнения Янга-Миллса примут вид

*И >3≡ ^f^*^=°U5.3)

.0. 5. Г7 _
(5.4)

OOOTBΘTOTDΘHHG ДЛЯ уоловмя калибровки (кулоновской) получаем

— -»■ 7 f ’» j Л ,и
(5.5)

где I*'*’ - постоянный вектор в цветовом пространстве.'

Используя (5.5) из (5.3) и (5.4), найдем

(5.6)

и

(5.7)

Легко видеть, что из (5.6) следует ооотношение

(5.8)

Уравнение (5.0) можно переписать в матричном ваде

23
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где явный вид матрицы А 

/ φfυ 

-%{∣z

слодующиЯ!-.(I/
φ(χ)/1 = -√l)*
определяются из условияСобственные значения матрипы

= о ,

т.е. они однозначно опреде-ляются функцией φb) и ∏6κτopot∙ tτeτo- 
його пространства , Более точно через тр» величшш:4>jf∣)

/ ' 3 '
и 2.( решение с выражается однозначно. В общем

случае ото будет система векторов, повернутых друг относительно 

друга при различных значениях t . Если рассмотреть частный 
случай ∫ -о и ^l^ei ’ получи:., о ,

J∙i ■

Т.е. рассмотриваеьше реисгая р-равпений Янга-4.!пллса кулоноподоб

ны. Этот результат можно обобщить на любую раз:'ерпость группы, 

т.е. на болыша расстояниях необходимо учгтывать соответствую- 

шео тензорное поведение потонпиала в цветовом пространстве.

Несколько иные решения уравнений Янга-Ккллоа могло найти, 

используя следук'щий вид потеютлалов поля :

(5.?)

Подз’.'эпоБка СС.С) пперсые бхпэ использована при 

(прс’'.ои:!ал колхбро?’ка) Bj 
/лулил и Зи {ю] . а T3fcc<5

При ΠCr,CTC!>.O∏rf! в ураВН'ТЧ'ЛП

■?■)

Янгпм П?сг'\’!Т-ъо
1VSKOM и -\су L∑∑A "
Jf.9) her!∙^<r∣o ло..?учить ■.рзонгчил
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для и f6ι) ;

τ"f' = о;

(s,ιo)

(б.II)

(5.12)

Иопользуя замену иерекенних (переходя к новому масштабу г* ), 

получим уравнение

Здесь , {’К?)

Очевидно, что оиотема 

воряищие соотношению: ∣ 

t с, + е 
и "члотая" калибровка

Рассмотрим решение линеаризованных уравнения (5.11). Они 

оказываются следующими:

Приведенные решения (5.12) указывают на быстрая рост я оотхилля- 
ции компонент ∫(J) п зэвиоимоотн от параметра у (если вернуться к 

исходным переменным, то это означает п увеетчеиие оо1!1>дллпла с 

возрастанием расстояния z ). Вели вновь обратиться к уравнениям 

(5.11), то можно заметить, что возможны "резонансные" решения, 
пржодгапие к росту С . Такая ситуация .для отандокарпых уравне- 

ιιπfl резко усложняется при учете временной зсвисимсоти ь вектор- 
потонцлалах (5.9). Отмеченный рост решений J('ζ) может привести 

к отсутствию УСТОЙЧПВ1ПС нестаапопарных решений или возникнове

нию стохаст/.чкости. 11осл9дне? наблюдалось, напр/злер, з работа 

Γκi. 25

, а штрих означает проиэводруп по f . 
(S". и) имеет поотошезче решзния, удевлет- 

а) о и } б) f≈β и

Гешениа типа а) вакуумное при ∫--l 
при { ≡ -I.
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5.2. Плэсковолноаые решение уравнений

ЯнгаЧЬллоа

E 1Э77 РОДУ Коулменом било показьно , что плооковолно- 

BKθ рошевня ypasεθB2β ЯМ (5.1) оушоствуст (даже при нулевом то

ке), в они морут быть продотачлены оледуюащм образом:

(5.I3)(<f)∖ .
' в f"

Здесь - фаза волны; -пространственно

подобные 4-векторы, характеризующие поляризацию волны; -изо

тропный волновой 4-ввктор; я*3≈ (∙Iλ^) » f iκ*) = о
(.4^) ■* произвольные 01фаниченныв

функции ^0 .

.α аЛ

Функции п (∣p) а выражении для можно устранить калиб

ровочным преобразованием, зависящим только от , Это является 

следотвием того, что после наложения калибровки Лоренца

Г
мы пеполносты)' устраняем возможный произвол. За9летим при этом, 

что при ограниченной плотности энергии полей ЖЛ и постоянном 

направлении вектора Умова-Пойнтияга решение вила (5.13)
да '

является единственна, по модулю Л C<f). НапряхеиЕОСть папей

ЯМ, определяеглач . имеет вид

Несколько позже в ряде работ Г i∙t-Λ6 ] иоследогалиоь волнсвие 

pe.aeκ3j. уравнений ЖЛ в подотанозках;

2в
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-< = o,
мы υ8ccMθτpHM аиззц.срвлжаонний в ρa6υτβx [27,29jt

■ sr÷√*>∙

Соотрвтструющие уравнения для функций ∣f'<) вкевт вид 

к ÷ *ft" ^з'?^

(5.I5)

(б. 16)

л^!я первой подстановки, я

—яяя второй подотанозкв. Если для | 'ffι, ?» пслокить 

то при этих условиях получим
• •

(5.17) 

V

, где 's - единичный лектор?* ≡, 

уравнение 

i*3'j^-° .

t 1. „ t
Здесь разно для первой подотановкя и Xif -для второй.

Из последнего уравнения легко получить

(5.18)

Откуда следует, что f /4 ιζ ) • величина .(о -

анергия, пэроносимая волной. Если обозначать частоту 

то получим реиепиэ уравнения, вырахеомое через функции Якоби:

∫6-*. (5.19)

Строго говоря, ми не перечислили всех решений уравнения
(5.16). Так, напржлер, полежим ∙Γ = cj√κ6i / . Г - =Ъ

∙''' ' 'l'^∙'i ^∣TV-^C∙f,'=C
27

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



при этих УОЛОЕВЯХ наЛдом, что

(5.21)

Т.О.,
n

Можно

далее

-Су»мС^Г ; ■— c^^jt - ровюние (5.16).

поступить и так. Положим, ∫ ~ •= V(^-}
необходимо решать задачу

V⅛} + - О,
(5.22)

»

атхялчк, методом обратной задачи рассеяния, иапршлер так,как 

это сделано в работе •
При выводе уравнения для функции ∫ мы воопользовалиоь 

О.ДНИМ из условий

= о
9 (5.23)

которое в обоих случаях приводит к тому, чтоЕ?4 1« (5.24)

т.9. Ебктсры f - коллинеарны. Для напряженности хромо-

Електрлческсй и хромомагнитной кошюнзнт поля полни получим (мн 

раосмотрил первую подстановку)
а. • а. L Й (

; Ь; Λ∣,

25

(5,25)

4 - . ε ε:>>( kg,. е-:.г.
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Очевидна, что векторы Е и ортогональны в обычном и
“■ I

цветовом пространствах. Плотность энергии πojm, переноошлая вол

ной, имеет вид- ке. ∙*⅛ )ч ÷ρ
в удовлетворяет уравнению

2jiΓ + dc<r∏ -=- ε = о, 
'bt •'в

и Т.К. ~ °
Необходимо указать, что в адвабатичеоксии пределе, который в на-

/ *■ S∙шем случае соответствует выполнению условия Н ь J √⅛' Л1 , где 

т. - масса кварка, или ограничению на напряженность ^рэетового 
поля ∣ε^j<<K'*'∕^ (здесь ≡ -критическое

швингеровокое поле), для малых промежутков времени по сравнению 

о периодом колебаний поле зслны может быть аппроксш.шровано пос

тоянным полем. Аналогичное приближение можно использовать при 

реосмотрении длишщх волн с тем хе ограничением на амплитуду вол

ны. Следует отметить, что в КЭД интенсивно развивался метод опи

сания процессов во внешнем поле, разработанный в работах В.И.Рп- 
туса а А.И.Нииишова [18 , ISj . Способ описания был основан 

на том, что практически любое на бистро меняющееся электромаг

нитное поле в системе отсчета, связанной о релятивистской части-* 
цей, имеет вид cκρβaιeι∏ioro поля ElHjtl = lni . Зависимость от 

поля в окончательные выражения входит через паракатрн»
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е также У*3,4,5,6, определение которых дано в £19 , 2θ]. 3

упсмянутых работах показано, что данный метод пршлекам для про
извольного постоянного поля 3^^ , если параметры

малы по сравнению с X ’j. л. «д;
В этом олучао ^тд процеооов для пшрокого класса полой описызаот- 
оя однщ; параметром X . Учитывая оказанное, приблнжоние решений 

уравнений пооредотзал постоянных полей может оказаться по

лезным в ОБЯЗИ с возыахностью получения на их основе э$->ектов, 

обусловленных основным состоянием КХД.

Рассмотрение возмояности существования п.>1СокоЕолиоЕых решз- 

кий уравнений ЯМ о нулевым током в группе для несколько

более общето вида потенциала было проведено в работе О.П.Бацу- 
лы Е В.П.Т^оынина [2l] , которые для вэктора-потенциала исполь

зовали следующее Еырахэние:Л' (b.26)√F
i I Т « ч.Н г / J ~ окэляриыэ функпли; f, -- р > о .

+
Здось

Релогаая,

носительно одновременных пресбразоЕанчй поворота в цветовом и 

координатном пространствах. Рыпнием кемпоненты хромоэлентрэтес- 

кого и хромомагнлтного полей, ооответотвушпе зектор-потэьщиа- 

лам (5.23);z". Е* . √÷6p∙ y'-JH),(S∙-н'.л:) .
с:. i аШ >' V о; р ∕∖∣^ >

' 30

9

опраделяемыэ зектор-потогафалсм (5.25), инзарпаптнн от-
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÷∙⅞τY∕-^'-∕r J') ■■
Р

i ^:ц ' ⅞ " ⅞.< *

Ясная зависимость векторов E.^ и Й. от импудлоа позволлет 

установить, что в общем случае неабелсвы олосковолновые решения 

не являются поперечными, т.к.

Используя калибровку Лоренца - о . т.0. Т = J
" ∖∕f *

уравнения Янга-1.111ллоа запишутся в выражении через скалярные функ
ции , J следующим образом:

]” 

f⅛-f)⅛ ÷(p.<∕ji'÷P⅛[ι4⅛∕] - 

÷^p4⅛)'÷⅛j[^÷(⅛)*]
Отсюда видно, что эта система существенно yπpoDiaeτcH, если
жить ∣⅛-У -о или = , где d~et,u^f , Такие условия,

очевидно, следуют из четвертого и первого уравнений. Рассмотрим 
случай ∕∕ = e<vV , тогда получим следующую систему' уравнений;

(pSfυj∙'∖ fCΛ√.)J<X"-≈ о ;

VJ - о

»

>

подо

при яти уравнокпя их'.еют оледушие решения :

31
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χj = l если

< о .

Отсюда следует, что амплитуда и волновое число связаны соотношени

ем

Такого
тЬ -'Г .

вида соотношения характерны для нелинейных волновых уравне-

НИЙ, а 

сивной
сама связь напоминает дисперсионное соотношэние для мас- 

чаотицы. Последний результат послужил основанием для наз

вания такого вида решений нелинейными пассивными волнами.

Вычислим теперь для указанных решений:

х.’[((>:♦ F*)X'**ift*o'J×* Ji

**' 3*”

Для плотности лагранхиана можно найти следующее выражение:

• j ‘ '∙ •
Заметим, что действие для найденных решений бесконечно, т.к.

S = f vjjt У √W) - ⅛ +Vt)},

где ψ(4)- CH,(∙ti^) j и вклад этих решений,пропорциопаль- 

ныйв^^в фе1Ьвлпновский интетфал мал. Однако оушеотнуют решения 

при о , например Jf~-K≡o

вольная функция, для которых S ≈ о

32

, J=∙J(ρ⅛} - произ-

. Вактор-питанпиал имеет
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вид

Вклад этих решаниЬ в фойнмановокиС интеграл оравш’л а τeij кото

рый дают тривиальный решенм -≈ о , учитываемые по теории 

возмущений. Дня найденных решений . следовательно,aι∙o не-

распространяющиеся волны. Топологический заряд,им ооответотвую- 

щий;

∙= о ,

что указывает на еоз1дохнооть интерпретации данных решений как 

"вакуумных". Заметим, что приведенные решения интересно сравнить 

с решениями (5.15) я (5.33), (5.34) и (5.43), поскольку аожпто- 

тики перечисленных решений уравнений ЯнгаЧЛиллса, поввядимоцу, но 

гут быть использовен? rττ 'шгзании различных моделей вакуума, а 

также при обоуждении своИотв адронной материи при отолквовеяки 

пучков выоокоэлектричеоклх частиц.
В работе Ковача [22] проанализирована возможность оущеотво- 

вания плосковоляовых решений уравнений ЯМ без тока для гтруппн 
SU(s) • Следуя этой работе, рассмотрим евклидово пространство 

и зададиь! вектор-потенциал следующим образом:

aQ.. ^(<f) iU.L.∕lf^)^ 

и

где = t , ,

33

(5.28)
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се αJ> 
тензор поля

X Г'
3x3.
Е . .

имеют вид

, Н - неиз-

QJ , βQjUj поло

• ∙√<2J.=^∙⅛
'■ “"'У '■ ¾ i'>- •^ ®‘

Ь^и Q^g 3«овлетворяют коммутационным соотношениям:

[ L д, L, ] * L, 5 [1-., ]=t )'

Отметим, что вектор-потенциал и

гдеТ*^ для ιpyπ≡ ∙S(Xi) - матрицы

Функции г
вестные скалярные функции, зависящие только 
жить z^τ=β=2)≈E=J'xG=o ,томы придем к более просто

му результату, который имеет мео. о для группы . Калибровоч

ное условие Лоренца приводит

1)' + l∖'∕ι,
к уравнениям .•

г
-С ;

(5.29)

≈ о

»

Здесь штрих означает производную по φ . Используя калибровочные 
условия и полагая, что 1) = и Е = , придем к следую

щей нелшейной системе дифференциальных уравнений на неизвестные 

скалярные функции :

-q,(CGH + И + Т(л J) ~ о ;

√-(q∖1H⅛ ■= о.

34

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



i В тривиальном случае группы SU(∙^) , О

Легко видеть.

труднительно, 

ленные методы

, и^с .
что решать систему (5.30) аналитически весьма за- 
поэтому целесообразно развивать качественные и чио' 

изучения нелинейных систем такого вида. Важным от

правным пунктом исследования рассмотренных систем могут являться 

граничные условия.

5.3. Решения уравнений Япга-Ниллоа о током

Если к лагранжиану, опиоываице»лу систему калибровочных по- 

, обусловливающее вза-
— Л

этого тока неизЕвотны,

лей, добавить слагаемое 

имодействие, то в уравнениях ЯМ в правой части появится ток J> . 

В общем случае ни структура, ни природа 

но мы полагаем выполнеными требования лоренцевой ковариантности 

уравнений Я!.' и можем предположить следующую форму зависимости от

Г

е τ∙β∙ - л “ Λ,,^∙ 6 g
. (5.31)

•ГЧтобы ток не нарушал ковариантности уравнений ЕЛ о нуле

вой правой частью, Рассмотрим, как он изменяется при калибровоч
ных преобразованиях вида 3^;^ ~^a^e.‘^^g - пара

метр п^образоваим). Тогда получгол √ "*

требовать наличия решений ураваений 
л гЕ.1 без тока вида = о , то величина тока L°J доляяв 
f' Г

быть равна нулю. Такшл образом, ток в правой части может тлеть 

вид 

(5.32)
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Еоди ограничиться в данном представлении только первым слагае

мым, то соответствующий лагранжиан и уравнения движения поля мо

гут быть идентифицированы, например, с массивным кашбровочным 

полем ЯЫ. Что касается природы генерируемой массы поля, то раз- 

ЛИЧ1ШМН авторами она связывается о непертурбативными эффектами 

КХД, такими как отохастичнооть. Таким образом, если параметр 

3e>o > то он может быть связан с аффективной массой глюонного 

поля. Заметим, что для КЭД имеется ркалогия в физике твердого 

тела, когда у фотонов в сверхпроводнике появляется эффективная 

масса. При ав<о аналогичная связь между выражением для тока и 

потешпзалами поля наблюдается при описании сверхтекучести. Пос

леднее приводит к отличному от нуля вакуумному состоянию. Наряду 

о описанной аналогией,указанием для определения явной завиои- 

мости тока от воктор-потепциала поля, по-ввдимому, может слу

жить наличие а вакууме глюонного конденсата, значение которого

(; 23-26].

и ранее, потенциалы зададшл следующим образом:

вычисляется на основе правил сумм и экспериментальных результа
тов

Как

И.Ш

(5,33)

где

На вектор-потенциал наложим калибровочное условие 

ι>√Γ

которое ввиду антисимметричности тензора 
следующее;'^. О или,в нашем случае,"σ. = сР Я г ' 4 л

энергии поля и эектор Умова-Пойнтинга имеют вад

Sj - единичный вектор в цветовом 
σ

пространство
(5.34)

S 3

переходйт в

Плотность

τ≡ О

36
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г

Подстановка явного выражения вектор-потенцаалов в уравнения ЯМ 

оовмеотно с калибровочными условиями приводит к уравнению для 
функции /(^t) :

I

I

(5.35)

Очевидно, что это уравнение тлеет стационарные решения, опреде-

(5.36)

т.е. ∫ = o

01 знака ае
известно

в завксвмооти

ляеыне из уоловия:

я . Решения

могут быть как действительными, так и мнимыми. Как 
f 27] , чисто мнимые поте1щиалы возможно иопольэо- 

опиоании глюонного поля, но с другим, навели при дейо- 
±

, знаком хромомагнитного поля.

вать при 
твительаом значении функции -Г

♦ ®
Ранее мн указывали на ооответотвие уравнений ЯИ при постоянных 

неабелевых потенциалах и уравнений для конденсатной волновой 
функции Ψ в теории сверхтекучести Гинзбурх'а^андау £28] . 

В саком деле, при найдем

- 0.

Откуда сле,дует, что при ] =. мы имеем ооответотвие, ес

ли положить п, - число чаотиц в почти идеальном боэе-газе, рав- 
пнм (≡f>o} • Замет™, что уравнение для функции ∫ft}

но?п1о получать,формально используя вариационный принцип из лаг-

раткиана вида
37
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(δ.37)
i г' ,

или, учитывая зависимость функции J только от времени, получи)

Соответствующая классическая механика для полей ЖЛ при ае = о \ 

была раоомотрена нами ранее. В этом случае явное выражение для 

плотности энергии поля определяется выражением (здесь 

использована вторая подстановка для вектор-потенциала

и далей ' 

поля ’

Эе>о за-

(5.38)

а вектор Умова-Пойнтинга ∏j равен нулю. 

Решение уравнений (5.35) для функции ∣ft) при 

писывается следующим образом;

Как и ранее,Cλ(cl∕^} - эллиптический косинус, t *
]6(⅛iJl∙ период найденного решения oπpsl 

деляетоя через полный эллиптический интеграл первого ^oaaJ^(^)

(5.3S)

Если в полученных выражениях (5.38) и (5.39) перейти к предел)) 

"безмассово 

, при i :
I

ее → о , то мы придем к изученному ранее случаю 

го" ПОЛЯ, в другом предельном случае 
φyιuα∏w ∫(t} ш/еет вид "уединенной" волны t

С
(5.40);

38
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Отрицательные значения Эг раосматриваютоя аналогично. при этом

получим

(5.41) «

где

Выбор второй подстановки (5.34) для вектор-чютенцнала 
к тому, что уравнение для функции ∕(i} имеет вид

приводит

(5.42)

и потенциалов. Так, если

т.е. отличаетоя заменой от расомотронного выше.
Вектор ∩ ∙ ≈ о , как и преаде,

4
Далее проведем некоторое обобщение решений, выражающееся 

в том, что от ∫(tJ мы перейдем к рассмотрению ^('f) , где φ∙⅛*,

Ото можно ооущеотвить пооредотвом преобразований Лоренца для 
аргумента функции ∫

‰ " /1 ж
Г'

'последнее приведет к

Это указывает на то, 

рассматривать ниже, не являются лоренц-преобразованием получен

ных ранее результатов,а представляют собой новые решения ..Та-

, а.

наличию отличной от нуля компоненты , 

что потенциалы которые мы будем

КИМ образом,имеем

'Тогда для тензора поля (1.7) имеет место выражение

(5.43)

(5.44)

-(∖. r^ - pp⅛3' * 3 г,,. ∣>.K f .
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~ зе I ’ О .
I

*

Уравнение (5.1) в данном случае приводится к виду

- Г )т "^3 J^
-*- г'Умножив (5.45) па р г , получим

(ω-F'jrW-∙p*f÷f3*F*∫'-г

(5.45)

(5.43)

Уравнение (5.45) имеет структуру, аналогичную с (5.18), однако 

в (5.46) Д ухе не имеет смысла плотности анертаи. 

Действительно, из (5,46) получаем

Другими словами,

= <2-F

Вектор Пойнтинга для потеюталов (5.43) отличен от нуля;

Поиск решений уравнений Янга-{Диллса с зависимостью потон- 

В них получены ре- 

В (5.45) он ЯЕЛЯ-

цизлов oτfjχ велся в рабо’тах [21, 27, 29^ . 

шения (5.1) без тока, т.е. для случая ae≈o, 

етоя постоянной величиной.

Для вектора Умова-Пойнтинга найдем

где а - постоянная; у», ≡ о

Уравнение (5.46) решается точно так же, 

ствительно, пусть , -аг>о

дится к виду

ιtaκ и (5.18). Дей-

. Тогда (5.43) ириро
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} (5.47)

≈ 1 i

Воспользоьавпшоь результатом £29], для ⅛(P*3 найдем

- ■-^^• ■*

3∣pl ТгТЛ
Здесь = б, ^∙ + ^∕∖ΓsΛ 2 .

Не останавливаясь на случае о , ae<o , приведем
<t —>⅛результаты, когда и>—p<°, эе>о , Имеем 

ifr*J V%≈⅛^ΛS'7'*

1*'], y^c,C×,^J ^cfC*Cx,^) .

Таким образом, (5,48) является сингулярным решением уравнения 

Янга-Миллса, т.к, при Сл(х, о оно расходится. Случай э₽<э , 

ω^0 иссле.цуется методом, аналогичным рассмотренному.

Дли плотности энергии найдем выражение

т - «о О 4. 1 ]*-
f(u√-p<9 , •

соответственно лля вектора Умова-4Тойнтинга получим

п →ι∙^(∙->'IZ⅛>'fr■
''*f I- vSVv7Kjn<...<)√ ’

где
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Вырахение для тока, о которым было проведено pθqiθhbθ урав

нений ЯЫ, является наиболее πpooτHf4 как с точки зрения калибро

вочной, так и лоренц-ковариантной структуры. Если в разложении 
-г'»- для тока не ограничиваться лишь первым членом, а удер

жать второй, то соответствующий этому виду тока лагранжиан нахо

дится при изучении связи чисто калибровочного поля о хип’совс- 
ким триплетом калибровочного поля, как это показано в [ю]. 

При этом потенциальная энергия была 'такой, что нарушалась локаль

но-калибровочная симметрия (ом.(5.6)).Явный вид лагранжиана сле

дующий;

(5.49)

Джулия и Зи установили, что при воостановлекии калибровочной 
оиг.олотрии tfn,λ∙^o и y^∕λ < о да! статических полей нулевая ком
понента вектор-потенциала Л* допускает интерпретацию как трип- 

т можно 

Используя

лет глнимых хиггоовоких полей ≡ наоборот,

рассматривать как мышдое калибровочное поле I
Jα''

J∕
Для тензора

в виде

^T∣vιo получим следующую формулу;

(5.50)

i

Соотг.етстчующее уравнение движения для функции такое : 

42
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(5.52)

Стационарные решения находятся из условия

Решение, зависящее от времени, запишется следующим образом: 
hz. е.

"∙=∙≡≈* 
ι∙Λθ г 4(Uκ,*√∕4Aε ^S∕S∕3 - .
Решение (5.53) довольно простым образом может быть получено моди

фикацией ухе найденных решений.

5.4. Решения уравнений Янга-Миллса в мнимом временя

я i
Последование свойств постоянных решений ⅛, , найденных на

ми ранее (см.С5.36)), удобно провести, используя решение (5.1) в 

ингалом времени. В этой связи таесто рассмотренного выше лагранжи

ана введем от.тичающииоя от него на постоянную!

(5.54)

Как известно, такая замена не отражается на уравнениях движения.

но энергия спстэми сдвигается на постоянную

Тогда решение для "нового" лагранжиана получается простой заменой

<fS< - 5≡∙¼J* 5 эе’'+ё/з —>

зтой заг-ено будет чувствг.телон лишь предельный переход к реше-

д типа "уа.тиненно'.;" волны, ’егдо видеть, что реа-тиэущт
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решение о нулевой гнергвеМ = о , но отвечают физически раз

личным состояниям. Решения, связывающие эти различные состояния, 

находятся довольно просто в евклидовом пространстве, переход к ко

торому осуществляется в комплексной шюскооти;

Указанное преобразование (5.55) не затрагивает вида вираже-
А,

НИЯ для и ковариантной произведной. Тензор энергии импуль

са имеет вид

'∣MU - в. Г '' of^'' *

В силу чего уравнение движения пршлет оледующуп фирму;

I ÷≈m4 Г’о .

(5.55)

Здесь 4 =<Jf∕jτ . 3S>° , Т - ti , соответственно анергия

равна = l[j∖√-∕f-√∕y ] .
Мы пришли к задаче, подробно исследованной вработах [^17, ЗО], 

где, в частности, обсуадаетол классическое двоение скалярной час

тит; единичной масса в потенциале:

•

Соответствующее решение, удовлетворяющее ° к начальныгл ус
ловиям; R'τ→ = >1)^ дается формулойf∞-t∣∣∕I(if∕f(--r.)χ
Суть решекш (5,5С) в евглидовом пространстве для (5.1) состоит в

том, что его асимптотики- постоянные потенциалы

(5.56)
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Z=-f⅛'r'(°-''°∙°J'

, . н ,—. , (5ζ57)
.

Ранее такие вектор-потенциалы вводилась в серии работ {^3I-34] 

без обсухдений их связи о решениями уравнений ЯМ. Это решение 

обладает положителыилл евклидовым действием (для одномерного про

странства )и описывает туннелщровяние между двумя нетривиальными 
вакуумами, существующими для потенциала {∕f√'Jπpπ ∙X>O. 

Плотность действия имеет вид

5.5. Постоянные однородные поля 

как решения уравнений Янга-Миллса

Определение постоянных однородных (трансляционно-инвариан

тных) полей для неабелевых калибровочных теорий но является 

столь тривиальншл, как в теории электромагнетизма. Это обуслов

лено тем, что тензор поля при калибровочных преобразованиях век- 

тор-потенциала

= 3 J(x,x + Sx)

преобразуется к виду

, , что постоянное поле может

когда вектор-потенциал в общем 
г 

образом:

Такя'л образом, мы видим 

бк'ть получено в том случае, 

о.иучае представим следующим

I" С (5.59)

вектор и тензор.где o∣^ ” j'p.vj - постоянные

Хак . лдпо КЗ птиееденного представления вактор-потенциала, по-
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cτoHiumβ поля можно задать двут.'я различными калибровочно-неэк

вивалентными способами: с помощью абелевых линейных по координа

там потенциалов и с помощыо неабелевнх постоянных потенциалов.

Заметим, что такая неоднозначность задания полой предусматрива
лась еще ВУ и Янгом [s] .

В первом случае, например при

Идчеен абелевы линейные по х потонниапы, которые 

понентноо абелево однородное поле

f ≡ff ’ 
)р V 3 J р и f

задают 0Л11ОКОМ-

?лы

(5.50)

Во втором способе имеем ∙f^, = о ,

(например, 

раньте), которыо

= оV 
неабелевы постоянные потештиалы О, 
НИЙ Я1.1 -? ~

Jo t

jιoe поле

решения уравно-

указанные нами задают о;аюрод-

С 
аp< V (5.51)

группе sυ(i) πocτor.iffluθ иоабелеЕЫ Eθκτop-

(5.52)

Очевидно, что в

потенциалы в изотопическом пространстве могут быть класс::ьнцп- 

рованы в соответствии с собственными значе!;ия1.;и матр:’ь-ы .

γ..=-<√ .
где а, в ≈ 1,1.3f'4>,<,λ,4 . Как видно из cpaEiieniiH с элсктродп- 

намнкой (абелевой Ufl) теориеП) и соогвотсгвулеще.ё задаче/, -jκ∣c- 

cπ''.κ□!uiB полей (см. 5 2, 1ор.^’лу(2.3)и пигз), в ноабеловом 

rιocτorHκux пело" оказывается более

Очнтая, что С6ЫЧ1ШС способы за; оная 

хорошо известны (с:.:., гоример.

случае лаке класск. кк-ация 

сложной к содержательной, 

постоянкю; абелоитх полол
33'\ ),]'ассмстр;зл некоторко возт/слностп -алзнлл -оло.': 

собственшл'и значенпялн! матрша,’ . ".ы привело:;. тз;з;о способы
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при условии, что равен двум и трем,
a)∏yoτbλj<o ,λ^>o ∙∖≈∙° «0.3. матрицы ∖t , тогда

(5.63)
t

определяют хроыоэлектричоокое поле;

jj''.-ξ'∖EΓ.
б) При λ, >0 , λ^> о , λj = o имеем

4%(o.O,√AΓ,^J> (5.64)

получим

г г
f

≡ б’ - Т^' tij =≡^'∕^ )

= Е,’ ■ ТЛ- < ---^^: ;
воли ot- - о , то вектор-потенциал определяют постоянное хромо

магнитное поле.

В том олучао, когда = X , получим

я) > ∖"*° ’ '
=(7Д ‘

s∕if ≈ (о. <=>.'∕^t) \ ξЕ.’ V-^v}

-r°^ r~r~r

ОЯ
/ч

л' *

(5.55)

(5.66)

4"
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iξ ~ , 7^ =-=-V>>,,>, '>

ξ ≡B, .

S.6. Взаимодействие полей

Янга-Миллса с полями Хиггса

Рассмотрим некоторые обаще свойотна решений уравнений ЯГ.1, 

которые следуют из ограниченности энергии. Симметричный тензор 

энергии-импульса имеет вид (2.4)

т =-y'"
7>f

т т
√α > (5.67)

видеть, что ’* ° . Если для пространства

от условия, что его размерность - четыре а поло-

, то при рассмотрении аоставленнс® задачи

будут полезными величины:

причем легко 

ш откажемся 

жим ее равной и.

Т,. = 7*" г”'≡J ко л

Очевидно, что условие конечности энергии системы означает сле

дующее:

i‰A ≈5<J 4λ⅞c

∏opθ⅛oι∙! в ц -мерном пространстве к п.-мерной полярно! спстпмо

48

(5.68)

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



координат:

ar, = tcΛiφ, ; χ. s zci>2∣∕>. П ι^∣f> ■,

п-1

X --г ∩ <f. ,
j*'

(5.se)

где

-Л п
Таким образо1л, у ~ х.

J Xiχ"''clt Jψζ .
что для сход1;к)ости интеграла (5.68),

ВИЯ конечности энергии, пеобходятло выполнение неравенства

п-г > [о,4л] .

, а гломент объема равен

Отсюда оледупт,

г.е. удовлетворения уело--

(5.70)

не име-ГТ* Одновременно требуется, чтобы компонента тензора Г 

ла сингулярностей по X и φ. ((-<й^), при которых соответству

ющий интеграл расходится. Далее, предполагая решения уравнений 

Я.1 достаточно гладкими (вместе со своими производными), получим 

следующее условие для поведения тензора поля на бесконечности:

к/ —⅛л (5.71)

Ззтлетим, что условие гладкости регаений,строго говоря^ниоткуда 

не оче.дует (необходимо лишь убывание не бесконечности в отиут- 

отвне опнгулпрностой). Это условие оопряхено с тем, что мн вг 

уь'еем искать решения олоята пелипейннх задач в общем виде и из 

своего огнта предполагаем яекоторыо фиэичооки разут.'нно свойства 

у рещонп‘1 уррвноний дгилеппя в тензора по.ля.

|!сследуеи статистические ропония ypat'∏θi!n(i JΠ.I о kohb-,πo4 

nucprπoi' в статистической калибровке. Уравнения двтг’.няпя (υ.[) 

нрир^тт вид
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(5.72)

/•Умножая это уравнение на , получим

Вычислим величину

то{9’х[ЛХ-з5;(Л;)-

-о.

(5.73)
О

во

P'≈ ,sΛ∣ej≈ ⅛o,
^<4. g-0L

т.о. t,-J. -О , откуда о учетом калибровочных преобра- R
зований получим справедливость равенства (5.73) для статическо

го решения в любой калибровке.

Далее рассмотрим выражение

z Я ∣∙p \ Т* 1

во

, то.

следовательно,

- *∖--5'X,),

а т.к. решения не зависят от времени, то / Т ∣ (±)

₽ β ’
‰>τ 1=0в

И, следоватедзно,
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= Т а ÷τ , ИЗ (5.74) по- й в
лучаем

=5Л[т;-т\р

0 учетом доказанного выше 5й>. )/ X = о , откуда имеем

')J (b.75)= о.

Равенство (5.75) при n≠⅛ верно только при =(? » з 

при л - 1^ тензор поля необязательно должен быть кулевым. Том 

самым доказано утверждение, что для теории поля ЯнгаЧДиллоа без 

взаимодействия о другими полями нетривиальные статические решения 

существуют только для пространства размерности 4. Золи мн хотим 

построить статические решения в пространствах иной размерности, 

то необходимо проводить учет взаимодействия полей J34 о магериаль- 

ними П0ЛЛ,1И.

Перейдем теперь к обоужденив некоторых моделей КТО, учитывающих 

взапмодейстЕие полей Ж.; со скалярным полем (модель Хиггса).

В этом случае явный вид лагранжиана

* i им. , (5.76)

Потеясиа.". - полином степени не выше 4 (это условие на

лагается для того, чтобы хаантованная теоряч была геренормиру- 

еиой), .для простоты скалярное поле выбрано действительным.
Положи.; bfφ)-ζA(y , тогда леп:о видеть, что

Ufφ} и при ∣γl X ∖∣r^y^∕χ , н этот потенциал низет либо два 

минк]лу1.)а на денствительнсй осн ∣if) (г.рп >о ), либо
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один (фИ piVa «.«^ ).

Далее, если опродедкть класоичоокий EaκyyfJ ιcaκ решение, 

обеонечивающее ^^инимум енергии полей для рассматриваемой модоли, 

то, учитывая самооогласовьнные решения уравнений двпжэния нолей 

ЯМ и Хиггса;

(5.77)

I

г
возможные статичеокие решения для хиггоовского сектора ι 

, ∣∣∣*'∙⅛ 11 ∣∕'"*( и"" - единичный вектор в
А-

(5.7а)

получаем
аφ О

ком проотранотве). Очевидно, условие постоянства √' 
можно ослабить, заменив требованием отреллчокия φ*" к 

тоянпим решениям при HβoιψaιmoH∏oM возрастании t . 
пришли к тому, что ∖Jnf∕λ ~ мнажостьо вакуумов, а выбор

фиксированного направления в изотопическом пространстве нарушает 

группу симметрии Выбор такого направления - спонтанное

нарушение симлотрии. Заметим также, что здесь мы имоом доле о 

понижением оигллетрии при переходе от единственного неустойчиво

го минимума в нуле (для ) к неедипствашюму устойчивому
минимуму при κ∖∣^∕X 

шения симметрии (т.к, в
Рассмотрел одно из

иэотопачео-
при V∙t

aτiiλs псо-

Птак, мк

, что носит название спонтанного нару- 
итого ми приходим к rjjyιιπe U(i) ), 

проотнх решений уриЕНопи»^ Я!.1, имешцих 

приводятих к нарушению сдаолетрии.монопольную структуру и
SU(A)~>U(O “ оамодуалышй монополь Богомольского, Прасада, 

Соммерфилада С37J . Сначала вибером удобную калибровку, /ля 

вектор-нотенциалов поля возьмем подстановку о виде (5.9), Тогда, 

как отмечалось ранее (ом. форлулу (3.7)), мо/ло построить такую 

(Ьупкпда , что вектор (папрарленний вдоль рэдпуса
вектора ц*’ 1 л третья h30toπii4oci.-∣h ось будут !!aiιn п.;льиы 
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в каждой точке проотранотва. Это дополнительное условие будем 

называть унитарной калибровкой. Положим t

(5,'Z9)

(δ.θθ)

где единичный азимутальный вектор в оферичеокой

оиотемо координат: Cι, θ∣φ> . Преобразование (3.7) приво

дит к следующему явному выражению для компонент воктрр-потенци- 

ала;

О —«

Выражение для сингулярно вдоль нити направления ,

в силу чего эта калибровка иногда называется струнной, т.к. об
наруженный п 1931 году П.Л.М.Дираком [б J в КОД монополь имеет 

характерную оингулярноогь для потенциала вдоль струны. Более то
го, ∙=--^ ia может быть поотавлен в соответствие век-

3 !L
тор-потенциалу монополя Дирака, если положить . Перей

дем к построению монополя БПС. Энергия оиотемы запишется в ви

дег ё - 5Л {ё\ в ÷ C¾ √Λ
"вJuifl вок'гора В КЗ тождеатна Лкоби и ковариантного ди1*|юрен- 

нироваиия следует ( 5 β > о , потребуем также выполне

ния условия

где "vt - однничниП вектор ∏ιioιUHθli хюрмали; J
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площади.

Используя эти свойства, поело интегрирования (5.81) по частям 

получим

+(tφ*) , (5.33)

т.е. 1 . Это приводит к уравненишл кервого

порядка (условие Богомольного)
— <». — ос
в = + l)φ (5.84)

Условие (5.84) соответствует ранее сформулированному услоряга 

самодуальности

β>--E∖,

(5.15)

которое с учетом его ясного выраадния в подставовке (5.9) и яв

ного выражения (5.17) и (5.18) приводит к уравнениям;

- Г = (f∕r •

с учетом соответствия Дг.уляя-Зи и соотпощечея

______> (и. ∖∣f^Λ
О' t -•> c<>

придем к асимптотическим решен:1ям (при t→>*>) ураспеияй (5.. 5): 

∫ -^}p7κ ∙⅛3 ;

-1 + * 3 ,
(5.68)

при κoτopι.∙χ, очевидно, достигается граиипа Богомольного для 

онергли систег.я;

Перейдем к рассмотренкл монополя Полякова-' Тхуфтэ [5. .

Как и ранее, выберем подстановку в виде (5.9) и воспользуемся со-
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OTEΘTOTBHΘM Д ХУЛ11Я"ЗИ, тогда

• л = »
(5.87)

f

(5.ω)
= ° f

\ а - ∣'∙∙O∕r ■

JΓ
Переходя к переменной t ’ е , получим уравнение поля;

∕-f+ (i-e")f - Г -

где к* = > штрих означает производную по f . Как видно,

система уравнений поля (5.8й) оло}!сна, но можно ее упростить. Во

ли в каждом из уравнений пренебречь взаимодействием (последнее 
можно осуществить либо при налагая условие t(t)→o ,

либо при t-→βo (f→°β) , полагая 1 . τ∙κ∙ эти требо

вания следуют из необходнмооти ограниченности энергии оиотемы', 
то получен;ше уравненп для каждой из функций fft) и ∙f(''tj - 

извеотные уравнения Эыдена-фаулера [3S] . Повтому можно 

ожидать, что существуют решения (5.88), удовлетворяющие гранич- 

ннм условиям:

(5.89)Rυ *

йг
√ ’

------> I+Ce^^^ i f(jrj----- - C<e∙^"

Класс функций, в которых описываются такого вида решения' есть 
произведение функции Якоби на степенную функцию.

Такны образом,

Q z • где параметр обусловлен нелинейно
стью и при малых X мал, в то врехч как при i →'*∙ , i8. *-^∙ .

I Отмэчснпаг! возможность описания решений и ffτ) , по-вади-
j мотлу, обуслсЕлена сшжс рпей задачи, определяемой типом нелиней-• 

j кости теории, а также выбором подстановки (5.а). Результаты роше- 
I 5Ь
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НИЯ системы уравнений для Pft) и с задан1шмн выше гранич- 

нытли условиями, а также подстаноска асимптотик (5.89) в облас

тях о и «о (по г ) πoj{a3Heaeτ, что хиггсовокое пола отли

чается от вакуумного решения оледутацим образом г

l'f -√*'w*'∕3 I

(где ооответствешю отклонение от вакуума

калибровочного поля
-9>"t∕∕Γ

Точное решаниа .для монополя Полякова получить но удается, 

но лажа приведенные результаты указывают, как изменяются реше

ния в эавионмооти от расстояния. Б нуле оудоотвует постоянное 

1салибровочное поло и отсутствует поле Хиггса, при больших рас

стояниях исчезает калибровочное поло п появляется хиггосвское 

пола, т.е. при i имеется кондоноат

“ масса DβκτopHux чаотпи.

В результата гли получапм покотороп реианиа модолл "заино - 

Λθflcτbj'Do∣nx палой ЯГ1 и Хиггса, но утпор-хлонпа, что это - моно

поль, ап;а гражловроманно. того, чтобы убедяться я этом, пэ- 

райдом п унитарную (струпную) катибросчу.

Опрадалпм тензор поля (в обозначениях Тху'Ьа);

------- , 2 „ ιP 3) ω if

K'^>τθ√ll∏ пороходит в BIl6]'4iΠ10a ПОЛОТОПОВТГО г TO!13θp 

! 56
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I
3

в

T.θ

ч
СоотЕзтстзенко ?/нитарной калибровке будет

7 =
Г''

и т.к.

то = - ≡,p 

полэгический ток

⅛f∕j≈ , τ.θ. имеем монополь. Используя то-

(5.91)

который сохраняется Э •= о з силу антисимметрии тензора

® отличиа от нетероЕокого тока, для которого условие 

сохранения выполняется как следствие структуры лагренхиаиа или 

уравнений движения, получим топологический заряд

к = — •^3!∙ J
(5.92)

Энергия монополя Поляковв-Тхуфта конечна, а ее значение имеет вид 

(с использоваяием кошьготерша вычислений)

где σVε 

случае при А → о 

решение систеглы для

при АбС^,'*5) . Укажем, что в предальком 

и постоянных m и имеется пнтерэсное

функпдй и о единичгал! тополо-

гичооквм зарядом

∫(τ)- , Ma{Fχ f⅞κ∏) - 1 .

Это решение д;1я. мокопол'т По.ляксвз-Тхуфта в пределе Прасада-Сом- 

мо^Т'Пльда (сравни с (5.8G)1.

Выше га рассмотрели топологпчески нзтргвиалыыэ решечл^! -
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монополи. Их появление в теории,скорее, необходимость, чем эк

зотика, т.к,, напршлер, ^орэшо извеотно о квантовании зарядов 

в КЭД и КХД, что указываот на их тесную связь бл1згодаря опон- 

такно»ду нарушению (полупроотой) группы симметрии. Заметам, так

же, что в теориях большого объединения (ВТО) существование мо

нополя может привести к физически наблюдаемым εφ,JeκτaM - несох- 

ранекию квантовых чисел (папрачер, катализу распада протона - 
8$фе.кт Рубакова' [40} ). *

5.7. Самсоогласовенйяо решенял уравнений 

движения :<алабровочинх πc>j∣θβ и полей Хиггса

Выше мы Hoκaεa√ffl, что пза»о,:одейстпие полей .¾! с полями 

Хиггса может приводить л топологически нетривиальным структурам - 

монополям. Поэтому представляет «нтерэс поиск точных решений 

соотЕЗТСТвуюших уравнений движения. κajiB6poBθ4iικx полей, взаимо
действующих с нолями Хиггса. В литература [41] рассматрталаоь 

задача наховдения самосоглзсовазшых решений нелинейной абелевой 

электродинамики со опипарншли часищами в киральном пределе со 
спениа.иьно внбранныл типом нелинейности ,-4., :

г

HθBκf член не меняет конформной инвариантиооти сяоте?.ш, ъозво- 

-"t∙eii находить решения, связанные друг о другом специальными 

: ‘ I НИМИ преобразованиЕН:. среди найденных рекепий известно
. ■ <ие в нвде плоских во,5п Ψ -У-е ,■ отвечающее постоянному

, где «р. - постоянный 4-вектор. х\н;ы10- 
; ■ . j.j знйя 6ibτκ получено дач задачи .'.ч-Гления спинбулихх чао- 
м”’ xpov3M3ΓιffiτπθM поле frpyππa 5fJ6⅛'-) ), задзн.земом ι.jcτc -

поташцыалами, обладотдимп сфорпческой еижсррие; . В этомя:
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I случае влияние внешнего поля сводится к изыенеаию диопероиенвогв 

соотношения для энергии "кварка".
I) Нахождение решений для Ll(i) калибровочпнх полей, взаимодейот- 

вутацах ос скалярными частицами.

В данной часто мы будем изучать оистеьш, описываемые следую 

щим модельным лагранжианом»

+⅛Pf(5.93) 

где - 4-вокгор пстенциал»Т/6^}-по

тенциальная энергня заряженного скалярного поля .

&/ Модель Ч>
В этом случае функюм U(φJ имеет выражение

∪fφ)=-{κH4φ∣^'+7λiΨ∣* . {5.94)

Такой вид функции LΓ интерэсен тем. что вакуум воля оказывается 

ненулевым 1 I = . Аналогичная модель рзссыатрввэетоя, нагри- 

мер, при получении вихревых решений типа Гипзбургэ-Ландау в тео
рии сверхп! ОЕодикости второго рода ( [25] ), а также при постро

ении струнпих решений в абелевой модели теории flj<i [42 j. Уравне

ния, ооотпетствугощие лагрантлану с потонцпалом и опиоываюшие ди

намику поля, имеют гид

□ РЛ J φ - φ* )φ) -

(5.96)

Будем искать реяепдя (5,9

Д =П α6ψ}v√e ■, 
Г Г

где ψ ∙≈ зс , р > .

^S), (5.96) в водэ 

φ≈∙u(4}c κ>,∕e
(5.SZ)

- Г
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Z ~ фаза скалярного поля φ . Зоспользогавшись каляброакой 

Лоренца « о и подставляя (5.97) в

лучим следующую систему уравнений;

Ji*''u∕jθ*' « fi + Tα*'}-u -/-и"’ >

(5.95) 3 (5.S6), E0-

(5.98)

tθL∕4Q*'
(5.99)

Здесь θ = ψ С р/'*’) 

ти решения;

I ч, а параметр v

. Анализ (5.98) п

равен

(5.99)

√e*-
позволяет най-

a(β)^t'^βe . (5.100)

Здесь ■>
,J% (o,-s^Λ3 , а при f=-^,

. Если >)*= (, то С = о и поле

нетривиальное

мы полага-при J - d 
ом о . Если >) = (, то С=о 

Заметим, что .для λ(P)-o существует 

фушщий при любом :
= ( ^u*-Γ ) •

При ρ-i спетому уравнений

риватъ как аналог задачи о движении ч плоскости материальной точ
ки единичной массы с o6oθ!!iθHκi'Mh координатами a(θ) н нРЛ Здесь 

фвза 0 играет роль пара;.:етра, сп}1занного с временем. Потенци

альная энергия определяется выражением ,

а траектория частицы щлеет вид дуги эллипса i .
Проданы 9^—«1 и 9*'→<≈≈> описнаают случаи виро;р”ен1И1 эл

липтической траектории в прямые α∕⅛)-o и ⅛f(5J = с ооответ- 

стЕонно. Значения о. = о

М3 потенциала U

отоутстнуэт. 

решение для

г%го-,».и.

(5.98) и (5.99) мслаю рассмат-

u-H∕i> я'^лиэтся точками M).HSιy-

. ΓaκτiM образом, kh!∙57k. ^’езрпи ∙ιpιι ао-
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пользовании подстановки С5.97) остается Е1'ропденншл Л11шь по от
ношению к пзЕООТному вырождению вакуума потенциала (5.94)* Введе

ние новых степеней овобо.цк, сьчзонньк о электромагпитшл! полом, 

в данном случае не изменяет структуры классического вакуу1ла. Для

= о , что ооответотЕует предальному случаю окрещенного по- 
jui(eW)'=O ,∣t∣-(Hl ,2 при точное решение вида

(5.Σ00) существует только при и имеет вид

i,(θ)--∖jTdθ , , (5,102)

где Λς - произвольная поотоянная.
6/ Модельiin- Гордона.

РасомотриА тепзрь несколько иное nιιpaacojiHθ для потенциала
*в модельном лагранжиане

(5.103)

Известно, ∖,4'3^∖ , что в отоутотяие калибровочного по.ля для

декстЕптельнсго φ потенциал (5.103) приводит к точно решаемой 

задаче - уравнению ■ Гордо.ча + . В атом

в бесконечном наборе 

могут быть

о электромагнитным

а решения

Переход к

полем

точек

опреде-

полямеаряженным

в общем случае онж'

случае вакуум явдчется вырожденным
<$'r5'(i∙Λ∕w∕∕Γ , ∕J-O,±i,...

i глены лишь по модулю i'^'∣'^∕4y
А. φ = φζ'

мает это выражение.

Уравнения движения, полученные из (5.93) о учетом выражения 
(5.103), перостагат 6ι∙τb чнвариантншдп относительно замены 
<^→⅞+2'li'<*'∕∕7 , ∏φ*^*<*∙^*ypaBH∙HJUι двви*-

НИЛ принимают вид
∕ υyjθ*' - ∙½v-M ;

(5.i04)
61

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



(5.I0b)

В пределе скрещенного поля fτ.e. 

ходит я одномерное ураЕне.чле

= - 9^ 'W

при
*• V

® J уравнеш1е uepe∙

(5.x06)

При этом уравнение (b.l05) оодэржит Функцию к(®) а качестве па- 

раметра. Используя солитонное решение = из

(b.I05) можно получить соответотвувшее ек7 решение для некторно-^ 

т потенциала. Решение о граничными условиями α(±°βj = o oooiHg∣ 

тотвует локаллзованным электромагнитным возмущениям конечной энв 

ргпи. Полученное нетриЕиа^1ьное решение будет описывать самосогла 

сованное распространение зарплэнного солитона и связанного о ним 
электромагпитпого возмущения вида окрещенного поля E±HJ≡hlwl 

зависящего от Лазы Θ . В o6oiθm случае (г'/О решения (о.104) ин 

ют довольно сложный вид. Взаимодействие котлплексного поля φ о 

электромагнитной волной приводит к значительному искажению фора 

для поля φ

2) Волновые рзшеидч клаооичэокдх уравнений движения поля 
йкга-л’.'.длчоа i в группе SUW J, взаимодействующего 

дублетом хиггсовских бозонов.

Рассмотрим решения классических уравнений движения 

/в группе J, взанмодойствуищего о изодублетом

о пзо-

поля ял

ХИП’СОН- 

оких бозонов, в качестве исходного выберем следующий лах^анжиа!

f' \ ГТ φ j - V(if>)
(5.IG7)

- неабелов тензор поля; - ковариантная
- Eθκτop-πoτeHi{Ban*,VfM>)--ψ lΨ∣÷^∣ψi .

Здесь 

производная;

Запашем урапненпл дзипеши г.о.’ы для новых Функции, которке св,-за 

гы с ИСХОДНЫ!?.!! слсдующихз! соотношения!.!?.;
&2
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я а I
Л=> 4 ≈

^Lk

∙,ψ ≈fa-7>3 •— ', Ч - ьектор-столбсц км ,

(5.109)

(5. ПО)

1
; Параметр v

Система з'равнений (5,109), 
[даяжение классической частицы о 

' коорцикатами Ф и Х , где θ

эффективное 

ιuιθGκoατ2 с

соответственно равен vr .

(5.по) опиоыааот 
/ F массой f∏, ≈(τ∕>∣3 в

играет роль времени. Потенци
альная энерт'ия частицы =^φ**∙+

,полная энергия § ∙≈∣φ + i ⅛ UfΦ, J являтся ≡τer-

,ралом двоения для сиотемы уравнений (5.109), (5.110). Πo.χ∙4θH∏ue

уравнения имеют несингу.пяоные волновые решения, выражаемые через 

функции Якоби. Аргумент .функций Якоби содержит переменную θ-θ÷θo 

fθ~ произвольная постоянная фаза/. Явный вид решений таков f⅛43i

(в,III)

, а параметр

, что соответствует интервалукэмоняется в пределе ( ; i Ц
( л > 3 по . )(pyroθ решение!

(5.112)

р1тя коэ^ициентов имеем вырадения: -i'(i .
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, а парамзтр иоменязтся в преде
лах ■, cooTEθτoτEθHno £1 . Решекие (5.112) при
,х

v→<*> переходит в решение для поля Ш типа решений, полученлых в
14, 16, 27] , а при - а вакуумное /конденсатное/

решение двя поля Хиггса X = iV = i-]fi∕i , При ,

где S"*^<<i , решения (5.112) представляют собой малые воз

мущения на фоне конденсата Хиггса и пертурбативного вакуума тео
рии ЯМ. Эффективное действие VΛ для эллиптических волновых ре
шений в нулевом, клаооичесЕОм приближении равно W = S∕fi'τj, 

где L,*T - характерный размер и временной М!тв1фал системы,
которые обычно полагают достаточно большими, 3° - клаооичеокое

действие на траектории. Усредняя выражения для классического дей

ствия, соответствующего решениям (5.IiI), (5.112) по большому вре

менному интервалу Т, где г - период функций 

Якоби, получим

ПРИ ;

ПРИ

X 
где C5Λ)dγ . Из фор7ЛЫ (5.113)

продел H*'-Λ,(∕ι + S" при опиенваот особент’.ость
в поЕсдеппи элективного де1:стЕ;1я "W^ I

*S*-O С. 1
Используя частное значение π>yπκuπii бХ в точке е ≈ УЗ

(5.из)

(5.∏4)

вэдно, что

*
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МОЖНО 0 учетом =Z^(7∕∕3')'⅛C5,«г = получить C"≡∣9,f⅛ .

предел при jpmW fi-δ)⅛0fi'*) в этом олучао

~ , т.о. действио в данной точке

- нопрерыЕяа.ч ^функпия парамэтров на решении (5.113), йглепшачоя 

неаналитичность при оопрово-кдаетоя сйлькьпл ростом эьш-

литуды и частоты данного решения уравнения движения системы по

лей Я4 и Хиггса, который приводит к тому, что CH0TθNra иерехо.дит 

на другое клаоспчеокое решение, имеющее меньшее дейотгие. В .-■ре
деле Я = о для де:1отвия получигд значение j , а при

соответствующее действие равно •

Весьма штересным является численное пс следование оастемм 

уравнений поля, описывающих взаимодействие калибровочного поля 

Ш.1 и поля Хиггса:

*''' ⅛ » 3
Ф +ЧС <? + = О; (δ.II5)

fφ∖-,)λ∙ - о.

Как видно, решение этой нелинейной систе-лы определяете.? енэрги- 

и параметром √ . Напр.’алер,
в плоекооти ( Ф, Г ) шлоют 

отвечают колебаниям оистеын ом-

находтцммиоя в отношэнил 2:3 ■;

6ujιε 90 (см. рве.

обоутчдаетгя вопрос о

[12, 45 - 48 1 .В частноо'^а.

ей (или начальшпла уоловиями) 
при и √^■=ч^;

место фигуры лг.ссажу, которые 

занных маятников с частотами,

3:4 я 3:2, в последнем случае разность фаз 

1^,6,в,г).
В последнее ггеик в литературе широко 

неинтегрпруемоота уравнепкЗ jΣZ 

о это? ноэинне ргсематривались такие pouiθ!∣ιuτ уратчепий ¾i, кэг 
могюполь Зу-Янх'а п глпск.-еолно> ые реаенм [12, 48 [.

Иэлпчпе θ'''θxficrB4iιocτn аттсри связ’.тзи: с тозт.Оу.поотьл об%-
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яснония κQG⅞atuuβBτa цвета. Строго говоря, доказать, что дивами- 

чсокоя оизтеиа обладает такшл ововствои,как цтохастичнооть, о иа- 

теиатичеокоВ точки зрения означает построение соответствующей ме

ры. Чиолешше экоперимевты компьютере, которые активно прово- 

дятоя при изучении нодвнейных систеи Яь) г наотоящее время о целью 

обнаружения стохаотичности, могут с?1ужить основанием для аналити

ческих иоследований в этой области. Так, например, численное изу
чение приведенной систиш при и ⅛>⅛ 10 сильно зава-

оит от метода вычнеленЕЙ (разностной аппроксимации и т.д.), что, 

очезидно, является недопустикшл (т.к. результаты должны быть ус- 

тойчиви по отношению к выбору шага Ентегрировапля и методов сче

та). Б данном примере соответствующие ιcapτH Пуанкаре^ которые 

обычно приводят как доказательство стохастичности системы при
= I; 0,75; 0,62; I0^^ ( ) (см. pπc.2-5)Jeщo не

дают полной уверенности в тоы, что в системе тэется стохаотич- 

нооть. Кроме того, рассмотренная система обладает 
рееннм свойством при ё ≡ (2 [2>)' -I] линии 

Γiθκθτ оказаться, что в этом случае система кро?лэ 

ГИИ имеет дополнительный интпг1л1л. Известно, что 
[493 , пытаясь доказать отоугствиб интегралов для

задачи - волчка, получила интегрируемый случай. Таким образом. 1лы 

видим, что строгое доказательстве иимтрируемости системы урав

нений fθ>∣ - сложная математическая задача, решить которую в общем 
Енда затруднительно ^5<э] . Однако прадставляется иптересуши вы

яснеть область изменения физичес’ж параметров , гу,

н т.д.. при которых стокастичкость п cE∙'TPne проятляетоя слабо.

3 такте установить промэж;уток времени , в точение которого

розможно использование попятил клаоси часк'.г: рошенпй .цля уравне

ний ШД, Псслед,:ео. чо-?И1''!мему, может быть голаэпо при оОоужде-

довольно 0HTΘ-

УРОЕНЯ-ЭЛЛНПО

интеграла энор-

Коваленекая

класскчеокой

кай пролеосов, праксходяг'ат, за мриол^! ;:о.;ес?нк'’
г-- лТ .

63

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



⅛
9

в

9

9

«
9

9

• •
9 «

• 9 9 •

Рис, 2

4>

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



5.8. Инотантонянв решения уравнений Якгэ-ТЛиллса

Под "инотантонами" будач понимать лскалнзованнне рзшенпя 

.аооичеоких уравнений движения паи в евклидовом пространстве 
t→bX , xi-x ),∏Mθroαωe конзчное действие ^511.

Прежде чем обоудить конкретные роиения,заметим, что в § 2 

•азывалооь на самодуальные конфигурации полей Ш, яв.тяэтцпеоя ре- 

типли атих уравнений. Эти поля в евклидовом пространстве овязэ- 

ооотяооеныам
е.

ответотвенно получим
.∣M4 ,К -3^ .

.огда для плотности лагранжиана в евклидовом пространстве клеем

i'∏ι7*' i S=⅛jτχ7'j*≈

Учитывая явное выражение для дейотвия, получаем неравенотпс

т.к, ~ . Таким образом 1лы придем к неравено^тву

Отоют оценка для ешшядова дейотвия предотавима * жкпа

прачек к рвенотиу мн праходш а случав оамсдуалънкс (аптвовмоду- 

ольнкх') полей. Учитывая топодогяческуп классв'^икацип полей }ul (си.
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φopκyπy(3.2) при С >2 и соответствующий пример (3.8))и аявче- 

иие топологического заряда

получим, что

находим (действие минимально)

s

ИНС1
(5.117)7' '

∙i.Q. инотаятонксе действие. Випишем явное реяение для иястантоков.

Положим

•• >

тогда можно построить тензор

V* '' ' ⅛"' ) t 'tap ,

т.е. - самодуальный тензор. Ь этих обозначениях
^χ-tχχf^) ≈ г^" ; ^-i-(χ+-^)∕z ;

t (х t* )∕t .

Теперь калибровочное поле можно записать ток:

(5.110'

Из требования яопечности энергии следует, что вектор-потогдяал 

Mo∙∏ιo искать в виде

а, ’ f , 
г 6 77.

'"З - 7 то '•
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где функция в (5.119) о 'и регулярна в нуле,
причем Фушщию β(V подберем тек, чтобы выполнилось 

услорие самолуальноогп.

Пычиоля.ч явное выражение для тензора поля через вектор-потен

циал, получим

\ - Ч» ’л V :)11

т -irAβzl2t fi

Отсюда для следует уравнение

,4'-∕√J-⅛)

с rpanH4HfΛω условиями: χ-∙∙a*>
уравнения (5.30) пмоет вод

X -t
1'
t х х ')7 
∕s> А .

= о (5.120)

Решение

(5.121)
I

Тенеор папря-гдо а - параметр, определлпщиЯ размер инстантона.

жонности поля дтя инстантона ш’еат вид

7 =? -≈2zi
'■ру) и 4

Для антиинствнтона C2=-I спответотвующая ф-орг^ла получается из при- 
ведекчого роиекпя заменой ”* ••

^L ■=• — t
⅜4 i4 •

i.i3∏40vK∏f! смясл инстантона

3.''', сгту (рэноо f.ιu разбирали 

с:.'. (5.4)),

- рете:и!я, приводясиэ к туннельнс^гу 

ату ^oз^.^cx^^ocτь ,‰Vi постояннье: поле;";;

'7Z
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5 б.Уравнения движения клйосичзсксй частидн с иэоспиаом

В первом параграфе были выпиоакн яв'ше выражения для символов 
I Кристо^г^еля, используя которые,нетрудно получить уравнение движе- 

i НИЯ частипк по геодезической

Js

л 
<U “У ~ о (6.1)

С учетом (1.13) найдем

/

(6.2)I и и +∕∣.. а Ji4T 
ds 1^0 y∣i

fЗдесь с и и ТА ем , что Т - вектор в изотоничеоксм про-

отранстве. Тогда для дваженля этого вектора в изотопическом про- 

отранстэе модно виписать уравнения

(6.3)

Приведенная пара уравнений (5.2) и (б.З) для векторов и я • опи
сывает двЕяенле хлазоичесхой чаотапы о изоспином. 3a!*βτm, что эти 

уравненпя можно получить несколько нянгл споообом, вычиоляя комму

таторы ооответствушид диаа:лич9ских переменных (как зте было сде
лано в оригинальной работе Вонга f52] ) и переходя к квазикласси- 

чеспому приб.’1пженяи (строгий переход к квазиклаосикэ-очэнь плодпап 

задача, т.к. зеобходшло использовать аппарат тракторно-когерентгеа 
состояний, разЕИТ!лй Еэцавяо в цикле работ [53-55] ; уорсдненпе по 

любО|Лу jφyi'θi.∙y во.шово.’.лу пакету может привести к физически певор- 

нону результату ).

Опиыом еще сдач способ получеягя классичоских уравнений ,∙tbπ- 

частИ1(ы с изоспгном, основанный на выборе классического де”- 

и ГфС.ДДО'СОТЯКЙ в

частзш, отвечаюдее простган-

жепнл
СТРИТ такой частзнн р рвд-э S ≈bj, ÷ +S 

Г -.'’ТL ' о
СТР

, где 5-дэ;:стЕг.е госсигното.
С

.ДГИ'ТЭпТ!!"' ТДСТСРОГО За:)ЕДЧ ;
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Т осботвенвоа вреия. Спиновая часть действия, отвечающая за 

аожн-орб1У'альву1э связь, шлеет вид

(6.5)

где - гиромагнитное отношение; 

дуальный тензор поля. Злагаемое 

изоспина]

>

5 - 4-вектор опина; -

- кинетическая часть действия

(6.6)¾ = ∫L.Jt ≈∫fT..θ⅛)Jt ,

где Tj≡T<tw-0 •» Т =Т^ ÷T, +Tj 7∣φ-=^l^∕τ^ .
Вывод кинетическое части дойствия S⅛ основан на аналогии движения 

иэоспина о динамикой вектора намагниченности в ферромагнетиках 
[53"1 . Так же кэк и вектор HaMaι∙BH4θHiιooτH, изоспин представим 

в качестве симметричного волчка о одной за:чрепленной точкой и 
глазными моментамя инерции ^=β≡0 , а С / кинетЕческан 

энергия равна = ∙^C (∣~f> t<⅛θ ■* • Величина
^кяч ~ функция угла нутации θ и обобшенных скоростей ψ »> ψ. 

Т.к. угол .. пиюБпеская переменная, то сохраняется соотеетот-

Eyιrw.I*. обобщенный импульс

Эту поотоягдую поптавигл в ооотввтотняп о велЕчиной' изотопичеокого 

спина частицы Pφ Т . Г'могто функхщи .ldHi)f∏rτ впе-
,704 Л’.ньппэо Ряуса ^59]
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(6.7)
σ г а dt

Таким образом, вектор изоопина Т имэет величину 1T∣=T* Pψ

- eβ∙M⅛ и направление (б, Ч>) , опраделяемэе иферичеокимя уг

лам в и ⅛f . Варьируя действие

= JR-Jt ≡ ÷ ζ'T'e*4.θ J<p , (6.8)

полз’чиы ураЕнение движения изоопияа. Задетим, что-»С п
S к -х ω » *v , рдд _ малый угол. Тогда инеем

Т.О., в силу произвольности вектора «>» >

s1j X ГЛ « О ,

Вариация S⅛ дзет

=τs SS,, -го* 
----- = -I θ <ф .t

0г1<уда

Учптигая яркое ныраяенпв ДЛЯ fi∙ (6.7), Получим

---- * о.

'sTC 3J.*.9C∖ θ С ГРП’ El'
/ S $4 - \

роктора ( -—тг * ''∙ )
< ь о. /
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Варьируя

дает уравнение (после перехода к собственному времени) 

л$^,паЯдем

1лЛ л ~Γ^^ г/

(5.9)

(6.10)

проверить, что введеиноо действие

калиОровочно инвариантпкн.

НвОЛСЖНО

является

Для доказательства утверждения о калибровочной инвариантнос

ти действия достаточно проверить соответствующее утверждение 
д ля . Перепишим -5’̂^ в виде

Т <м&
^2 “ зрт θθ≡ < θy> ~ орт сферической системы координат 

в изотопическом пространства , Локальное инф1инитезкмальное 

преобразование ведет к 1феобразоьани]о потенциалов

/>“ + и)‘.

'°"1 (}Гд; Г“ ,fω^ ГХ‘

+

соответствующее изменение равно

⅛ =Г=
а для общего изменеык действия πo√τy4i∣M
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Учитывая, что T^∕T2'∙tT^^~ ∣T∣^~ nθ о$эрв,получш

dτ = UlfJ, 8∙S'≈ Jl'√^√∙3√r = fc∕(fS).

Т.о, вариация действия выражена через интеграл ст полного 

ди1Йеренщ1аль, а псэто^ду не варьируется при выводе уравнений 

движения. Отсюда получяч следствие: неаоелеьн частицы >9' = 

ш калибровочно инвариантны, как и действия

абелевой частица в ХЭД, Полученные выше уравнения можно запи

сать для частицы, имеющей спин к изоспик, движущейся в супер
позиции абелевых и кеэбелезых полей [S0 j:

Г=-(С.П)

- (f-x}с-^ и

здесь % - гиромегнитяое отношение; ∖ζn√

’ Тайс" структурные константы цветовой грун- 

^“5 fM'∕^ '-θb3θP абелева поои. Соответствен
но и " неабелевы и абелевы вектор-потенцпалн поля.

Легко видеть, что уравнения (б.II) имеют ковариантный вид. 

Эти уравнения могут быть записаны в иной форме, если вместо 

четырахвектира спина 3 использовать тензор спина
S"' = -ε*"'*⅛ S,^ ; s- S^∙, 

тогда полупим следующие уравнотм (для упрощения в (6.11) 

мы πoxexiQi F √ » 0) :
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(6.13)

rf

■охдо чем перейти к решению уравнений для кпнкретних

• что они имеют оледуюшио иптегралы движения:

'Γ*' =Т,^ *^T⅛ ■♦•Тд’' - ■, S*^ - ;

полей, заме

се.14)

§ 7. JteiLT-oιικo тслаосической поабелевой

частицы в цветовых полях

Решение уравнений двоения классической изоспиновой частицы вг 

внешнем неебелевом калибровочном поло может быть ∏Hτepecnω.ι πq сло-

дующим причинам:

I. При описании взаимодействия елмошх квантовых систем весь

ма полезно иметь некоторую достаточно простую и физически нагляднум 

молель, которая вместе о тем, несмотря на свою простоту, мелет ис

пользоваться при ко1шретннх расчетах. Как известно из КЭД, таким 

способом описания квантовых 3dιφθKT0B в ряде о-г/чаев является квази- 

классический метод, который, в свою очередь, оперирует с по11ятгем 

классической траектории, т.е. решешцелп глэссическпх уравнений ,дгк-

хеши.

2. В 5 5 и: рассмотрели решения полевых уравпонпй Л;. Леыото- 

гые аз зтйх рошоний, напргалер поля, опроделяеьд^е постояшяпл по-
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'гвнциалами, используются в качестве мололи вакуутла, а другие явля

ются следствием существования петриваальнкх полевых объектов. Поэ

тому возникает необходимость более детально обсудить характер даи- 

нения взоспиновых частиц в полях различной конфигурации.

3. Отметим также еще один аспект этой задачи, который обусло

влен возможностью существования в адронном вещество при высоких 

температурах И плотностях такого фазового состояния, хак кварк-глю- 

овная плазма. Известно, что при описании плазмы также гироко ис

пользуются классические методы.

Учитывая сказанное, раосмотрнтл рещения уравнения двихенип 

изоспиновой частицы в абелевых и ноабелевых коафнгух>ацша полей и 

установим характерные отличия в дсижении частицы.

Исследуем решения клаосичес1снх уравнения движения изоспиновой 

частицы (без учета опина) в постоянном одиородно.м хромомагпитпом 

поле, направленном вдоль третьей изотопической оси (такая конфигу

рация поля предлагалась, нанрилер, Савьиди в Матинянэм в качестве 
вакуума [βl3)∙ известно, вектор-потенциал, определяющий это 

хроу'омагнитное поле, можно записать следуящщ’. образом: 

где ≡ ( ¢. ж-И , о , о ) или о ), tq*h

этом тензор поля в обоих случаях голеет отличными от нуля одни и 

те же компоненты:

∕j C*tH) ~Hf

уравнения движения имеют вид 
⅛-∙-> ⅛'-a*'-4 >

jτ 4 г ^∣^ ° f
Qικyra vco дгит1'’ниэ по траектории в обоих случая:: зедагпя 

(7.I)

» о

(7.2)
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тгомомагпитнопо ПОЛЯ будот определяться адоросткми

и, -а}9.1(лЗг-tfo) у у α)= j∕∕i'Γ3l А»

пли в явном виде траектория такова;

X,-X° + а - fi.a>i(ωZ-tfi,)
(7.3)

JOOTEΘTC7BΠHHO

’ротыр осьТ^

.т;инй в первом

лют себя слвду’г-адл образом;

видим, что проекция изотопического вестора на 
сохраняется, а в плоскости (Т, ,*T^ ) вектор изо- 

и во втором случаях задания хромокагнитного поля

т; ¼ 1Тд - eχ∕>⅛ н [г. + ~ + A^,2(wγ-⅛⅛ )- ι^(αzc)]|. J

Πp≡cΛθf∏iH3 результаты показывают, что в задаадом способе задания 

поля (7.1) траекторное (7.3) п иаоспиновое (7.4), (7.5) дзпкеичя 
отделяются. Отличие в изоспиновом дв.таокии {7.i") и '(7.5) может 

быть компеноЕровено калибровочным преобразованием, которое не за- 

трепньеот гроекторного движения.

Зададил теперь хромомагнитное поле псстачннкми неабелвЕЫ!-и1' 

потепциачамн

(0,^3,Vζ ,^) j • ("∙θ)

В этом случае отлччльс.'я от нуля будут оледуппие κotj∏cnβπ.τti т^епзора 
поля;^ - Н . Вводя параметрψ≡ ^Tj(√)dt',

получп*.! четпрехцмпульса вырахенле, которое удовлетворяет 'при 

еада;п1с;.; поле) сг.сгоме уравнений двплзшш чаегппн I
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4^(o)aoiiψ + )

и^~ 4- Vj[0)C0<Lψ
(7.7)

пли 'Wj^-=⅛'^<a>4φ' ; <√J; 4>*ψ^~ Ψ ; <1^(0)^ 5 -

Из предстаилепных реиюниа (7.7) видно, что оущеотвуют начальнна 

условия (О j≈ о , при которнх траектория движения частицы 

замкнутая. Оттлетим, что движение в иэоопиновом пространстве доволь

но оложнъм образом запутано о траекторным через параметр φ∕fcj≈⅛-≠fr), 

Из соотношений (5.14) следует, что параметр φft) удовлетворяет 

следующему ураннэнпю;

• Я.
⅛∣> = ω’ [Т -TJφ)-T√φ)] , (7.8)U) = 3— ,

где величины "Т^^з интегралами’ связаны

г *Т?≈ 'И fo> — Т —----------й.,3 i,J ив

Легко заметить, что уравканяе (7.8) аналогично уравнению движе

ния глаосаческой частицы без изоспана (в КЭД) в поле волны с эллип

тической поляризацией. Вектор-потенциал, определягощиП эту вочну, 

;1редстав.гчется следуюяпм образом:

Урарненке (7.8) - пнтеп’ал двахепия для ’’рляиопия

Это уравнение молот быть лацдсно, исходя из фунгаши Ло?})ажп: 

÷ ⅛[τ∖--r>) -∏,*⅛)] ,
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Значение действия при 3tom,S= τ , для рассматриваемого 

лагранжиана на классической траектории совпадает с построенной вн- 

ше изоопиновой частью действия классической частицы
Ψ _____________ ■

знак 1 определяется проеошей вектора*^ аэоопвна на третью 

изотопическую ось. Это действие удовлетворяет уравнению Гамильто

на-Якоби
(3Sλ∖(-¾sλ'.√τ⅛)

Ч'гг / kT)φ 1

Волн в (7.3) λ = λ^χλ^ , то получим

4- А = о

где . В действительном времени

уравнения (7.10) можно записать через эллиптические 

рическве функции

ψ- Л ≡ 20Л.С1й.п.

Я fc *.).
Вели сделать замену в (7.10) Т -⅛i,t , то решение

НИЯ имеет вид

φ - + агс4<.п

(7.10)

X pθDIΘiUIΘ

И тригоноыет-

{7.II)

этого уравне-

При i получим

Ц; — ~ h Cnn.t..
(7.12)

Легко видеть, что при £-,« угол может ιιpum⅛"jτb слвдупиуе
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предельные значения: 2T ÷ S" или <?* . Используя явное выражение 

для интегралов (6,14), получим, что вектор изоспжна в мнимом вре

мени за бесконечно больиое время,от - o> до + оо , может пере

вернуться на угол S,T^ .
В случае -λj для опиновой части уравнений (6.И) получим

f
{7.I3)

i

.
1<(ы получили, что частота осцилляции спина определяется величиной

, которая связана о взмевением изсспяновой компоненты

В случае задания абелевого хромомагнитного поля вектор 

спина также является осциллирующей функцией, а частота осцилляций 
определяется величиной Т, .

По аналогии с хромомагнитным полем хромоэлектрическое поле 

можно определить посредством постоянных неабелевых потенциалов:

Это поле направлено по третьей изотопической оси я имеет отличншли 

от нуля следующие компоненты тензора поля;

т-; = -7-f -.

При этом задании поля решение системы (6.11) можно выразить через 

гиперболические функции следующим образом:

-и, 5 -]∕i∙^ ^CΨt-o} ; •,
(7.15)
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√Z
)∕⅛*¾^9 j t Как видао из решений (7.7) и (7.15), 

движение частицы в хромомагнитном и хромоэлектричеокоы полях в 

импульсном и изотопическом пространствах связаны нелинейно. В 

общем случае это приводит к неправомерности независимого рассмот

рения движения частицы в этих пространствах для полей, определя

емых неабелевыми потенциалами.

Рассмотрение движения изоопиновой частшщ в хроыоэлектричео- 
ком поле, определяемом абелевыми потенциалами -fl ,Л 

приводит нас к решению
= \л(а )ckψ ■+ (^oj ψ ;о 

<4

гч
(7.16)

где Ψ + 4,
вых ПОЛЯХ линейная по ооботвонному времени, в то время как .идя 

абелевых полей в силу нелинейных колебаний вектора изоопина на 

ре мы имеем функции Якоби:

'С -- 1 (Со л Ч с, ч С, X 4 X

X = exp(ψ+S') ; [l + <4^(oj + t4j(oJ } ;

ς→t^τ^-x⅛-⅛o.)√f)Vv⅛)]-
Для спиновой части уравнений (6.11) получим

>f≈ ⅛- у

о

84
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πβ-
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; ■

$ ■* S' С, erp(-φ)

Учитывая связь функций Якоби с модулярными группами £62] , можно 

надеяться, что уравнение Зонта имоет соответотвующув оиь«втрию, ко- 

найти юс новые точные решения.торая позволит

Перейдем теперь к рассмотрению более олояной конфигурации 

внешнего поля, определяемой постоянными неабелевыыи потенциалами;

. (7.19)

В ЭТОМ случае отличны от куля следующие компоненты тензора поля; 
зг= -Λ" = -36∖4

. - э “ ≈ - э √∙τv.

положить л I^ о , то получим хромомагнитное поло,

- хромоэлектричеокое. Для ноля (.1-13) интег-

= -Н;

Если в (7.20) 

а при А j о 

ралы движения имеют вид ffc.(A).

Если воспользоваться параметризацией

М '*-'∙ - (Ξ c4< 'О* пл лл X р - Ссу у

(■и «л**" - Е у|* 4» ! •= Е ex∣χv ft 'V(

(7.20)

(7.2I)

0 1 J
’ Р .

найдем еле»

то при начальных импульсах и анергии, равной нулю, |з 
При этих начальных условиях для функций <∙-ftv и tβi'o∙ 

дующее явное выражение через эллиптические функции:
б Т: 4 С о J__________ jЦ.г»,
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где

Проведенное вами раоомотрение показывает, что в случае абелевых по

лой движения в траекторном в изотопическом пространствах можно рас

сматривать независимо. В то же время для полей, определяемых, неабе- 

лэпнми потенциалами, такая процедура оказывается неправомерной. За

метим также, что для конфигураций полей, задававьтх вектор-потенци- 

алами вида

о ; fi. ift9, (7.23)

классические уравнения движения имеет интегралы

(7.24)

∏°∙ г. zи соответственно для второго случая, т.е. при = <?; л. - ε ц ∣(tj 
'' J ’ 

получим

и = йУо) - [>r,5≈ j (7.25)

При обсуждении решений уравнений ЯЛ наряду с плооковолновыии реше

ниями, для которых фактически и рассматривались классические урав

нения движения, были указаны также (физически интересные решения как 

монопольные. Поэтому перейдем к решению уравнений дватония класси

ческой частицы в поле монополя. В настояиое время в литературе име
ется довольно большое число публикаций [^бз] , в которых исследу

ется дват.ение классической частеш. в. поле монополя. Зададим поле 

следуюя.ймн Т’^нтор-гогеннизлами:
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(/.26)

Тогда для напряженности хромоелектричеокопо и хрононагиитного поля 

получим

- = (taj∕τ i- (tω I’(υ∕t^X»

Соответственно уравнения движения примут вид 

м (7 ≡ + C*7, Hft, ] V ") ;

откуда для вектора изоопина найден уравнение

(7.27)

Воли положить ^(г) s о , т.е. шеен магнитный монополь, то 

fij

Далее, воли ∫(χ) ■* о при х-»с« , при

( л."’’ 3 - tOrvU (7.20)

т.е. проекция вектора изоопина на направление движенш будет сох

раняться. В атом хе случае ≈ о уравнения движения (7.27) мож
но записать таким образом: „/,

^⅛,i'(td∑i[⅛,sKτ.-)√'C^5Vv

≠' 7(.1-OV^.⅛.-U.
Рассмотрим частный олу’1аИ ('(г) ιC-tl∙ J(⅛) ≈ о • тогда получим 

диш напряженности полей
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Это поле описывает дион о электрическим зарядом и магадтным

зарядом . Уравнения движения в этом случае имеют вид

эти уравнения имеют интегт?ал

мгновенная проекция, как ука- 

л сохраняется. Первое из

Если положить в (7,29) J , то

двилония С л дТ З’» con√∙ , τ.θ. Bθκf6p изоспина прецессирует вокруг 

единичного радиус-вектора к ■^‘Х/т. , а 

зивалось выше (ом. (7.28)), на вектор

уравнений (7.29) в том случае интегрируется. Если ввести обозначе
ние - а. С , то полученный интеграл движения β=7 4 γ 

соответствует энергии пробной частицы в кулоновском поле о еффектив- 

шм зарядом . Знак зависит от знака хромоэлектричеокого 

поля я от проешхии вектора изоопина Эффективная пстенциаль-
л

яая энергия и + уг при Q < о , тляЛ - момент им-Цт1 I ’
пульса пробной частицы, имеет нетривиальный минимум при JZ∕ о , ко

торый отвечает замкнутым локализованным траекториям в поле (7.26). 1
При <jy<j -1 огдвлвняв иэоопияового движения от траекторного затруд- j 

нителыю, а само движение частицы носит более сложный характер. В 

частности, для неабелевого хромомагнитного поля,
Л<*- α∣<i (i~ff∙4)те.нциалами , Я. -z п —-⅛—

с ги Кения является энергия частицы G = -j- 
момент J - >"Γx,v ] 4 G- j)κ (п Д ) 4

-”4 в.
доние вектора изоопина на себя Т

Обсудим теперь движение изоопиновой частицы

который зададим вектор-потенцналом вида

. 88

определяемого по- 

, интегралом двв- 

, полннй угловой 

скалярное произве-я

»

поле инстантона.в

] (7.30)
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здесь у “ размер инстантона, а топологический варщ ; оо-

ответствупший тензор поля имеет вид

'^0k " α⅛V3' J'' "У ∙ ate^∕3^ ∙>

' Рассмотрение движения частицы будем проводить в евклидовом прострея- 

отве. r,θ.
i- i t 3

>^ ■= ’Г, ÷ ≡'t + *3.

Тогда
*

Л ^^ + 1?

А

d, 
«л

вапишутся следуидим образом!

(7.31)

»
)

VV1 V*
>

уравнения движения в явВом виде
∙⅛fCL^ _ d у

~ ^ dt

Ках видно, исследование системы (7.31) в общем виде затруднительно.

Однако можно получить следующие интересные зависимостиι

σt
= ±-4pYl≠v^^f-υ-,∙T)∕Γ3t**p*∕ ;

(7.32)

момопт

Вместе с тем из приведенных уравнений следует, что движение в поле 

инстантона оказывается довольно сложной поверхностья в координзгп*; м 

и изотопическом проотраиствах. Так, например, полагая "Г, ="^11.■= о . 

найдем из (7.32) и (7.33), т.е. это

поверхность второго порядка. Далее, если ввести угловой 
fv^≡rvιj^x,x2 ,то уравнение для изоспина запишется в

⅛M- P⅛y (⅛1'.⅛'T i >-ΛJ ).

вале

(7.34)
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поле инстантона под

случае движения чаоти- 
ие отдаляются друг от

Полагая , получим , т.е. npoθκι∏w уг

лового момента на третью ооь сохраняется. Если при этом потребо
вать сохранения (или ), то оэхраняетоя и Mχ (соответотвевно 
М4 ) в выполняется ооотвовение

Приведенные решеыш в ноле монополя в в 

тверждают оказанное ранее о том, что в общем 

од в изоопиновом и траекторном прэотраыстве 

друга.

Ын обсудили решения классических уравнений движения для веабе- 

левой частицы в плоской метрика. Однако в ряде случаев, например 

при исследовании задач гравитации, бывает полезвыы провести соот

ветствующий учет влншшя гравитационного поля на движение частиц, 

имеющих иэоошш. Таким образом, мы видим, что область использова

ния классических уравнений движения для частиц о иаоопгном может 

(⅛ιτb сущеотвенно расширена. Учет же воздействия х-равитационного 

поля может привести к физически ветрпвиальшш последствиям.

§ 8. Реоенвя урааневвя Дирака в Клейна-Гордона-Фока 

в веабелевых полях различное кснфигурациа

История развития КЭД показывает, что изучение квантовых урав

нений Дирака, Клейна-Гордона-Фока (КГ%) и Шредингера является важ

ным этапом как в построении полной теории, так и в решении конкрет

ных задач. Одним из замечательных примеров в этом направлении мо

жет являться теория синхротронного излучения, построенная А.А.Со
коловым, И.М.Терновым и их учениками [б4] , которая основана на 

использовании точных решений релятивистских уравнений Дирака в по

стоянном в однородном магнитном поле. Особый характер приобретает 

знание решений соответствующих волновых уравнений в квантовой хро- 

модинодике. Это обусловлено тем, что в нелинейна теориях, каковой 

является, например, модель Янга-{.'иллса, применение пертурбативных
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методов весьма ограяичево и может привести к "утере" физически ив- 

тересних гффектов. В рассмотрении различных коафигураций полей мы 

ограинчимся неабелэвымв полями. Бначаие решим задачу для постоян

ного хромомашитного поля, заданного иеабелевнми потенциалами. В 

цатях болииеВ общности выберем группу SO(i) , тогда для потенциа

лов поля имеем

(8.1)

где α≡A,...,y ~ '
Для уравнения Дирака в общем виде имеем выражение

- I

(8.2)

где oΓ^=yo^ > P^)f'> - матрицы Дирака, а Д<. - матрицы Гедл-1.!ан-

на. Решение этого уравнения будем искать в вице плоских водя 
ψ≈ψfp)ex∕)-f-iEt + ip * 5 . где ψ ’О'л .+β*'4'e)- триплет

кварков; таким образом,ψfp) - поотоянныый бяспинор в координатном 

пространстве и триплет в изоспиновом пространстве. Подставляя такой 

вид решений для спиноров φ а X , получим уравнения

[√ - 4 J Jφ = о ;

Для третьей компоненты волновой функции ⅛ получим уравнение, ко

торое совпадает о уравнением для свободной массивной спинорной 

(S ≡ 1/2) частицы. Соответственно опектр энергий для 
триплета ( Ψa , Ψ⅛ , Ч'с ) примет вид [ 65 ]

Вд „ = p''∙*∙ ⅛V⅛ Pι)*' I

Е = Р 4 •

(8.3)

компонент

(8.4)

' L , > I ∙)*T
Здесь Г» -О'!!!"* ■“—2 - эЬ’ективнат масса частииы во* V Аги
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/

а. X

, для ≈ 

описываемый компонентом волно

цветовой волной, находясь в 

. Если же спиральносгч рав- 

“ Pft ~ ε =
'^а > ) следующий

ле. Заметим, что аналогичное выраженге для массы получается а КЭД 

при решении задачи о движении электрона в поле плоской электромаг
нитной волны [бб} . Таким образом, мы убеждаемся, что аналогия, ко

торая была отмечена при решении классических уравнений движения изо- 

спиновой частицы, имеет место и на квантомеханическом уровне. Соот- 
ветотвуицая волновал функция представима в виде - 'f' б ≈ 

≈ Ψ(p)β'3cρ (t рр S~P∣-^ - квазиклаосической дейст
вие. Укажем, что постоянное хромомагнит^ное поле калибровочным пре

образованием можно привести к виду

= (О) oi,∞ιj ■, -J√-r ∙,o 3 

(о; , θ 3

'> ->≡>) }

Эти потенциалы определяют поле двух плоских цветовых волн эллипти

ческой поляризации, распространяющихся в ортогональных направлениях 

друг относительно друга и имеющих сдвиг фазы У/Х. , Приведенный 

результат и объясняет замеченную нами аналогию. Обсудим теперь 

"утяжеление" массы частицы более подробно. Легко видеть, что этот 

эффект связан со спиральностью чаотипы. Так, например, кларк, опи
сываемый компонентом волновой функции 4д ≡ имеющий спиральность 

= - I, не взаимодействует с цветовой волной. В саком доле, вы
бирая четырехимпульоы в виде pp,= (ε,o,o, р) , для » - I, най- 

1 в. '
дем рд = . Соответственно кварк,
вой функции 4'β , не взаимодействует

9 2.
спиральном состоянии 
∞ ’ I и - I. то pj =

энергетический спектр триплета кварков 
[67^; ≈ кю* ÷ I рР ;

А 1 I - л V 1 а. I. .. i л,
Ч Р Л ' \ о ∙t ■
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с* с* I I 1Р ( ,
Спекрт энергий и tθ ∏p∏lρl-*o и ~»1 лмеет лишь два разлил-

* ⅛ А I
1ШХ значения , за общем случае таких значений

Е - четыре. Это указывает на возможность вырсждония спектра. ?а-
Р г

.летим также, что при ε = o имеется также лишь два значения t, , 

Наличие такого вырождения в общом олучае весьма затрудняет постро
ение волнового пакета, т.к. πpH∙lpl^*° происходит "переотройлса* 

спектра энергии (8.5), которая, очевидно, соответствует перестрой

ке симк,етрии, а соответственно и должно происходить изменение на

бора базисных волновых функций, по которому отроитоя волновой пакет. 

Раоомотрение скалярного уравнения ЮТ приводит к спектру, который 

имеет значительное сходство о рассмотренным выше о тем лишь отлп- 

что имеется вырождение по опину. Так, для триплета (⅛ ,φ^ 

спектр энергий одедуищий ;_____< г icħ√JrFА.в

Z r∣ . λ, ÷ λjL-*λj \

чиэм,
Ψc )

t

Существенншл отличием найденного спектра для постоянного 

ного неабелева поля, задаваемого постоянными неабелевыми 

алагш, от абелева задания является его непрерывность. 

Перейдем теперь к рассмотрению уравнения 1Сга:

(8.6)

однород-

потешщ-

(8.7)

где = 5 группы S(J62) ∏p∏-

соединенном представлении в полях, которые задаются поте)щиалами 

вида (5.15). Тогда решение этого уравнения будем искать среди функ
ций, представимых следующим 06pa30M!ψ^=ψV'^X°'f'6'**'P*}∙ После под

становки в уравнение ЮТ явного выражения для потенциалов поля и 
волновых функций получим уравнение для функций φ f⅛) ;

[G⅛ . (g.β)
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Рассмотрим уравнение (8.8) в простейшем случае |р| - о , при этом 

придем к хорошо известному уравнению

C⅛ (8.9)

где ω¾) = ** "*^ f J . Это уравнение гармонического осциллятора о пе 

ременной частотой. Подобное рассмотрение такой системы проведено, 
например, в {б8] . Тах как функция {(ij - периодическая, то в обще» 

случае имеют место и неустойчивые решения - параметрический резо

нанс (если параметры попадают в ту область, в которой 

возникновение). Совсем иначе обстоит дело о решениями 

Дирака:

возможно ΘΓC

уравнения

(8.10)

Рассмотрим группу SUfΛ), тогда А - матрицы Паули,

инеем

Как и прежде,будем полагать, что о и рассмотрим оператор
(^ = fc*. . Иожно показать, что построенные с ним операторып,'H3-0fff)∙. ∩rifi÷'°ι'fιθ (8.11)

(8.12)

являютоя проекционными и удовлетворяют условиям

∏,÷ l∖-i ; ∏>n, ∙,∏^n^.
Кроме того, действие оператора О на П, и определяется соотно

шениями ;

Q∏, :

Q∏e-i√ff
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Вмпольэовавшвоь этими овойотвами проекционных операторов иГ)^. 

представим решение уравнения (8.10) а ваде

∩ φ = Ψ
4,1 4,1 41 •

Подстановка (8.13) в (8.10) приводит к уравнению вида 

(u'⅜-'"*ιι3°∙-.*

где α, = У* • . После квадрирования

НИЯ (8.14) подучим оледуххцее выражение:

.i
(О =о ,

(8.13)

(8.I4)

уравне-

'Λ
6^} »0/

(8.15)

(8.I6)«Л

≡ 1, -3. Полученное уравнение (8,15). дехтсо приводится к 

диагональному виду. Именно, положим

(+.-J г f*∙'>

(♦.-) 
тогда для придем к уравнение

-ι⅛Λf
Заметай, что в отличие ст урзвнеиия Клейна-Гордоаа уравнение

(8.16) всегда имеет устойчивые решения. Это можно показать, если 

заметить, что выражевие, стоящее в скобках»

tα4⅛)*)÷(jiWυ'=σ'≈~-^'
является интегралом движения уравнения (8.16). Здесь ∣^**^*^^*^*∖μ, • 
Таким образом,получим, что ∣ft'∣<U∕M*∙ , откуда и следует устой

чивость решений уравнения Дирака в рассматриваемом поде при всех 
значениях параметров Lθθl •

Укажем, что уравнение (8.16) может быть записано в суперсим

метричном виде.
Далее, следуя работе [то} , расомотр?', решение уравнений Дира

ка в группе S и(З ) в поле плоской цветовой волны. Тогда уравне- 
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(8.I7)

НИЯ имеют вид
tΛ≈'r √-∏'4r(fff')fr'∙Ac(fcyH^≠}>3'>"∙ ÷

а *
ГД© - вектор в цветовом пространство;

г. V О’- «•*' /( <дуплет <]jepMH0H0B. Полагая, что ([дикция к =⅞ т 1»» 
штрих означает производную по (i ), и

, х=...

ДЛЯ четырехкомпонентного спинора получим уравнение

которое совпадает с уравнением Дирака, для фермиона о зарядом 0,5τj 

в поле плоской волны, заданной вектор-потенциалом ;

Решение этого уравнения имеет вид

Здесь ''
С= jc(⅛*jdfβ*7 ) Кв удовлетворяет уравнению fp-*^)Kβ=o 

Соответотвенно для столбца получим уравнение
(i¾ 4≈'V-''^ X¾) =» •

(8.18)

(8.19)

гогаенвл которого таковы: .,,, _________ _

S-'4∙(τJ'f^'θ⅛)^ζ.*∕z^.77^ J
(8.20)

г
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⅛f√√}5 Θ.α4c¾V⅛21i
, τ.θ. вектор

, отсюда 
i I лейот-

j

. Учитывая овойотаа стандарт-

Здесь >(=t^∙, φ^=ftxc^^ ----------
S пропорционален собственному вектору оператора 

имеем, что знак заряда Т связан с выбором знака 
|вием оператора

П ≡ )

проекции. А т.к. <⅛ ги S , ю 't≡ .

Изучим теперь решение Дирака в поле монополя Полякова-Тоофта ['70 ]. 

Уравнение имеет вид

тле »м 4j- О 7 = ^л

них дираковских матриц,получим

мы использовали ψ = ( ^ ≈ ^∙

{J≈L÷S*T  получим

• с" .i∕z ; C'^i(l∕μ и,)/;
Так№ образом,полу’пул 4∕'-<, ψ , где

. ∣^^i.∣^∕Z. v'^'v~
и ’ 1 . ∕⅛ > ■'

t>½ *•  ***
Подставляя X в уравнение Дирака, получим уравнения на 

ные части волновой функции G('i) и Рс») :

(β⅛-A)s' - ; (Е 

∙i⅜A^)f*  ’ c(Et~)S*∙

Отсюда найдем ,с «

+ X ^ ■= Е X , где

≈ о. в случаеirn

ралпаль-

1;
!
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в тогда при Т1 =*</«!

! -^Q∕ι е 
U)χβ∕Z

Е ⅛w∣

, свгеД !

(∖∙y^∕ιH')∕({^>^∕u^),
I

∖
f , и 

ψ 4^® -Cφ 
e (8.22)

COOTBΘTOTBΘHHO

(8.23)

(8.24)

(8.25)

оЗдесь Р = ®
при Tj я -1/2 имеем 

CΛUθ∕t \

— eΛλ,θ∕L I еч,и у

Найдем также некоторые свойства решений уравнения Дирака (в груп
пе SUfi) )в поле, задаваемом потенциалом [72] :

и *• л о П

Мы также ограничимся случаем J >0. Тогда решения уравнения Ди

рака
]Ψ = о ;

° •

где ДЛЯ 1ТУППЫ SUfX} , цосле подста
новки Ψ√J*)∙ Ф‘(Г.) , где X в 7 можно представить в виде

β'^X*'*≡G^'*∙^{K3)Gy ,¾Y'∙*rl>*∖(nδ)lJ'∙ΛsH (1»унк1ИЙ G("v) и 1X'∙J 

придем к оледуицим уравнениям !

(i .^5) !>;■*«t (Е τ-)ii(?г Ь ‘

верхние знаки берутся при подстановке ∣Jψnκnnil и 1)* , а нил-

ние-фушсций • После перехода к хвадрироЕаьлым ураЕнени-
я’л и ВЕедения нопых поременш^ ^гтч кворкл F^(*)- '*∙Gjtj∏ зиткквар);
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4<..ка Fj ftj ≈ t Pj (t) получим оиотамы, которые могут 

лены в матричном виде

быть предотав-

О
(8.26)

1 г, a4=E-*^ .где эффективная потенциальная энергия U+ = 

Здесь мн ввели новую фушаппо Ф = ;^ + У , у которой знак

у = I соответствует кварку, а у ≡ -I - антнкварку. Мн опустили 

индексы 1,1 , т.к. система (8.26) явно от них не зависит, что

указывает на отличие соответствующих решений лишь на постоянную 

интегрирования, определяемую из начальных условий. Легко видеть, 

что (8.26) можно представить в суперсимметричном виде (см., напри
мер, [73-75] ):

(8.27)

где Н = |=^^^÷⅛Φ ; 7- ( р_); P^‘■oi^ • Таким образом, вопрос

о динамике кварка (автикварка) в хромомапштном поле сведен к на
хождению решений iA∕'≈ 2 суперсимметричной квантовой механике. Это 

интересно, т.к. для суперсимметричной квантовой механики мн зна

ем свойства решений и спектра энергий. Следуя традиции, введемА ■
операторп суперзарядов Oι которые корлмутируют о опе

ратором Н , что указывает на имеющееся в системе вырождение спек
тра энергии. Оператор + = ⅛A также коглмутирует с Н . Можно 

проверить, что операторы H = {Q4 ,Q-}∕1, (>⅜ , О- образуют су-

пералгебру. Классификацию волновых функций, соответствулших дая- 
,а.

ному значению , мокно провести по собствен^/ значениям опе-
А г т'"’ Г F'"*1

ратороп U+ и т • Прп 3"°'∙< *'∕ι^l р* J⅛θ∙''∣ιop!w Функция,
соответствуюсзя значению оператора ^-*i=+*∕ι. nτ.'UιeτcH рес.онием 

уравнения (8.27) с экергиоГ.
??

так.кп грллется
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решением а тем хе собственным значением анергии. Известно, что 
Я яспектр ограничен снизу 4, ≥ о , следовательно, для квар-

Кв • Явный вид основного СОСТОЯНИ)!(которое,
как известно,невырождено)оупвроимметричной системы(а значит компо
нент волновой функции кварка) Δ^0 следующий :

где F‰ =λ∕e3φfi 5⅜fτjdτ) _ jAτ)dt)

Соответствующее явное выраяоние для функции выбирается

из соображений возможности нормировки. Последнее условие,очевид

но, накладывает соответствующие ограничения на явный вид потенци
алов поля β(τ ) , при которых возможна нормировка волновых функций. 

Для гладких функций Jj('i) существенным является вопрос о поведе- 

Ш1и их на бесконечности и в нуле. Это,очевидно,следует из рассмог- 

ронпя вопроса о нор{лировке волновых функций кварков в^соотьотству- 

ющих нолевых конфигурациях, являющихся решениями классических урав

нений движения поля. В частности, мо;ию указать, что уравнения, 

рассмотренные нами выше (см., например, (8.15)), имеют суперсшлмет- 

ричный ВИ.Ц.Соответствующие свойства суперет.1метрии уравнения Дира

ка в неабелевых хромомагнитных полях детально исследовались в рабо
те {^7G] .

§ 9. Использование алгебраических структур при 

построении точно решаемых волновых уравнений

Релятивистские во.лновые уравне11ИЯ Клейна-Гордона-^ока и Ди

рака для за{)яда но внешнем электромагнитном поло являются основой 
квантовой электродинамики С.ЗЗ] . Ото обуоловлигаетсл том, 'что в 

квантовой механике состветстеую'цие yj чвнетш иятоьнретнруются как 

ГОС 
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одночастные, а их решения, волновые функции, полностью описыва

ют движение частиц (бозонов и ({врмионов). Кроме того, в КЭД на 

основе точных решений уравнений строится представление Фнрри, в 

котором учтено взаимодействие частиц с внешнмл полом.

В квантовой хромодинамике, интенсивно развивающейся в тече

ние пятнадцати лот, большое внимание уделяется исследованию вза

имодействия кварков с внешним калибровочным полем [77-79] . Име

ется и ряд трудностей, связанных с учетом вношнего поля, посколь

ку в нелинейных теориях (каковой является, например, модель Янга- 

Миллса) применение пертрубативных методов приводит к необходимос

ти их более глубокого понимания и корректного использования.

Таким образом, нахождение точных решений волновых уравнений 

является важной и актуальной задачей. Не менее серьезной являет

ся проблема построения теории возмущений для тех классов потен

циалов, которые не допускают нахождения точных решений.

В ряде случаев задача о нахождении точных решений уравнений 

Клейна-Гордона-Фока и Дирака фактически может быть сведена к по

иску точных решений стационарного уравнения Шредингера (УШ). 

Соответствующая процедура хорошо изучена и описана в литературе 
[36]. К настоящему времени известно большое число потенциалов, 

для которых найдены точные решения УШ. 0д!1ако имеется один по

тенциал (являющийся своего рода "пробным камнем"), который пред

ставляет практический интерес во многих областях физики, будь го 

физика твердого тела, лазерная техника или квантовая хромодинами

ка. Таким "пробным камнем" является потенциал ангармонического ос- 

(. циллятора. Получение спектра собственных значений для этого потен

циала весьма искусственно, а точные волновые фушщии вообще не бы

ли найдены. Обычные методы теории возмущений (ТВ) приводят к асимп

тотическим рядам, работать с которыми затруднительно. Такое положе

ние было обусловлено отсутствием разработанных математических методов.
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ноэволяющях довольно просто решать поотавленные задачи. Вместе с 

тем в последнее время в физику активно проникают красивые по 

форме и глубокие по оодертсанию алгебраические методы. В частнос

ти, основываясь на алгебраическом подходе и изучая сюлмотрию урав

нений КлеЯна-Гордона-Фока и Дирака, удалось построить теорию разде

ления переменных для этих уравнений. Результатом явилось получе

ние новых точных решений волновых релятивистских уравнений в их 
классификация f36] . Однако к решению задачи можно подойти нес

колько иным образом, т.е. пойти в обратную сторону. Используя ге

нераторы ооответотвующих rι>yππ,строить дифференциальные уравнения, 

наперед зная собственные функции используемых и получаемых опера

торов. Собственные числа при таком подходе находят из решения ал- 

геОраичеокой задачи. Этот метод и будет описан нами ниже, где в 

качестве операторов выбраны различные координатные представления 
генераторов группы S Ll(^) . Очевидно, что аналогичная процедура 

может быть реализована при использовании любых операторов, спектр 

которых и собственные функции нам известны.

9.1. Построение точно решаемых дифференциальных уравнений 

Вначале мы опишем метод построения точно решаемых уравнений, 

используя представление группы Известно ζβ2j, что любое
неприводимое унитарное представление группы SU(⅛) однозпачно оп

ределяется неотрипательпым числом s , целым или полу целым. Это 
представление Tj (3) может быть реализовано формулой

(9.I.)

где .s∪w.
Раоомзтргал пространство 
ни не выше 2s . В базисе.

s однородных многочленов ∣(1<3J cτe∏9- 

опроделяемои ооотнощенвэ’л ;
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(9.2.)

s- k ⅛-∙∙ й

Д z - 1 ,-s ♦ » , ., о, , '-Ъ s

действие генераторов группы на Функции определяется олодующим 

образом:
Мл »

»
9 (9,aX

E.βfc - ∙

(9.4)

Укажем, что базис (9.2) ортонормироваи (ем., напрюлер, {,81}); 

последнее свойство, как известно, оказывается весьма оуцоотвеюшм 

прв решения задачи на нахождение собственных значений и собствен

ных векторов соответствующих операторов.
В проотранотве R, операторы , Е. , Е, мокко записать в 

дифференциальной форме £82] :

f-
. Е. ≡Pi∙∙ 

E.4li⅛ ■
Непосредственной проверкой можно убедиться, что операторы (9.4) 

удовлетворяют известным коммутационным соотношениям группы о
Нашей целью является* построение с помощью операторов (9.4) 

дву;<ерного дифференциального уравнения второго порядка в частных 

производных. Последнее можно осуществить, построив, например, квад

ратичную форму, элементами которой являются приведенпые вше опе
раторы группы SU(i) .

Заметим, что, вообще говоря, по описанной ниже процедуре мож

но построить точно решаемое дифференциальное уравнение произвольно

го порядка. Однако в этом случае мы должны использовать уже не 

квадратичную форму, как указывалось выше, а форму соответствующего

юз 
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порядка (третьего, четвертого и т.д. порядзсов). При этом нахожде

ние соОстпенных значений формально оведетоя к решению алгебраичес

кого уравнения более внсокого портдаа. В остальном же решение за

дачи будет аналогичным предложеннмчу,

В целях yπ⅛)omθH≡ проведения классификации дгаМюренциальгап 

уравнений второго порядка мы ограничимся случаем, когда коэ<1<рици- 

енты при старших производных постояшше.

Для того, чтобы обеспечить постоянство коэффициентов при стар

ших производаплс, сделаем замену переменных

-X =₽ , =е .

После такой замены вместо операторов (9.4) будем иметь

-eι=p(∙l-γpj ;

в качестве примера построения диф^теренцнальных уравнений вто

рого порядка рассмотрим квадратичную форму

(9.5)

(9.6)

Н.е‘ ÷0.⅞E.,E.⅜∙.l^E,*pE.. r≡- , (9.7)

где

{ε,,E,pE.E.ΛE.E√ (9.8)

В CO∣'TEΘTOTBHH с

(9.9)

Подставляя в (9.7) явный вид Е* , Е. , Е « 

(9.6), получим
И'-Рп *P∖ι *

'1'Т -V f
ре +

3 соответствии со стандартной классификацией дифферетпаальных 

угарченя"» sτcp>oro порядка пк’бе:л, что пр-и О *' χ оператср 

будет гпоратором эллпптичоского типа, при л - ≈∙' илг.с- 

6,∙Λ∕∙i∙7.--'T0 типз а‘".;и α<0 или о?т - .яютатор;’-: :”.!П’

паса-

IC∙l
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кого типа.
Далее раосмотрим случай'параболического уравнения. Положив, 

например, а.» о , будем иметь

уравнение (9.10) можно привести к каноническому виду, произведя 

стационарную замену;

(9.∏)

В результате получим

(9.12)- о .

С помощью калибровочного преобразования вида

/ I® ^3 У \
здесь ψf⅛) √,можно избавиться от члена

в (9.12):

Решения уравнения (9.14) записываются в виде

(9.13)

О и,

(9.14)

(9.15)

Коэффициенты C⅛ удовлетворяют рекуррентным соотношениям

п <θ∙IθJ
С ~С = о , A---S, . ,0, •• , s .

s⅜( 'fSt<) ’ i < ‘ >

Собственные значения Л находятся из решения уравнения

de{ l∣M-λE)∣--0, 0.1
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где матрица

(s-') У
О

для оператора (9.7) имеет вид
о . • 
о . • 
зр ..

(4 О

(s-4)"⅛iu(s-o
(9.18)

I

9.2. Построение многопараыетричеоксго адаомерното уравнения 

Шредингера и нахождение его решений
Е качестве генераторов грутшы SU(^) возьмем следуюище:

; Γz.-bs.
(9.19)

Легко проверить, что эти операторы удовлетворяют коимз'тационныы 

ооотношенияы

;[n,ε-]-∙-n.;

г
Ддя воотроения оператора Шредингера - Ufj) , очевидно, neo∂- 

хсдиио выписать квадратичную форму поромонных Н, . !4ы выберем 

следующий вид квадратичной форма;

н’' * Н ч р Е^ ч Е_
(9.20)

Этот выбор определен тем, что опа может быть связана с гатлильто- 

нианом анизотропного легкоосного парагманетика £^83] . Подставляя 

в нее явное сыражение для операторов (9.19), после замены перемеа- 
р

ной 2 → е (которая пеобходша для обращения в единицу κo3⅛⅛ι∏!- 

ента при старшей производной ) получшл оператор, оодераащий

первую производную. Для обрацегая в нуль коэффацнента при первой 

произподкой проведом ка.твбровочное преобразованпе, т.э. оператор 

эдазким на. что соотвототвует попеку рссюння 
уравнения ψ(^) в виде произведения фушщлй. На колибро- 

вочнуц функцию мы наложим условие
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(9.21)

κoτcpcθ приводит к следующему ввду функции ^fT)∙'

ад +1' ÷ г L (9.22)

в результате описанной процедуры мы придем к следующему уравне
нию Шредингера для фушщаи ψιY)!

⅜∣5(5vJ-*^)e^ л- )е ]Ч'('() ^0

Поскольку мн проводим построение УШ , используя генераторы груп
пы 2 U(iJ ' Н; Ец. t для которых H3BθorκH базиснив вектсры, дей

ствие на них этих генераторов, скалярное произведение (например, 
как это выполнено в работе £81]) и показана ортогональность этой 

системы векторов, то можно сформулировэть задачу о нахояденич ооб- 

ствешшх значений. В случае непрерывного значения параметра s ре

шение задачи о нахождении собственных значений оператора Шрединге

ра, написанного выше, связано о нахождением собственных чисел еле- 

дующей бесконечной матрицы:

о

(9.23)

J*

о
p{∙5-A-l )

γ(s⅜αt∙)
’ о

о

о
/5(5-0.+■') 

(а-<)∖i*fβ-ι') ,

∕fS⅜A-ι)

(9.24)

, то получим бесконечных матрицу. Так, при в.. - Z^iЕс.ял а = i S

имеем олелулщий определитель прл решении задачи па ооботвенные зна

чения: , .

I

О

о о
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о
1

's*'-^√s- λ

!f^≡
о 
о 
о

(i-ι)'^~Zd(s∙i)-X

о
о

/Р
(s-Z)-ΛH(s-Λy-A ■ 

)jφ-O 
о

(9.25)

(
(

Вычиодив этот бесконечный опреде^тель, ыокно использовать 

рекуррентные соотношения и цепные дроби. Например, можно увидеть, 

что справедливо соотношение

(9.26)

где и - определители, полученные из последовательным 

вычеркиванием левого столбца-и верхней отроки. Более того, продол

жая этот процесс, получим рекуррентную формулу

. (9.28)

, (9.27)

Кроме этих соотношений при оценке собственных значений матри

цы может оказаться полезной следующая цепная дробь:

■ — λ - р--------

Рассмотрим некоторые 4acτι∏je случаи,для которых можно точно выпи

сать с.з. матрицы. Как упоминалось выше, для целого или полуцело- 

го значения параметра матрица может быть приведена к матрице Яко

би специального вида порядка (2S + I), у которой вое собственные 
значения действительны t84,85^∖ (отметим, что действительность ∣ 

значений собственных чисел в квантовой механика указывает на ус- 

то{(чивооть состояний). Так, в случае 8’ ~ ,цля с.з. имеем вы

ражение
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При S = I собственные значения находятся из решения^ соответ

ствующего кубического у1)авнения я могут быть продставлены 

следующим образомι ,

*ε f c<w(φ∕3)-√3

а- J- ~ ' п- ±
>"2?^ 3 ’ 9 3 ’

⅛ecb и далее пололиш СоЬ2-‘/’ ^ ι ⅛ ■= *■ 1р1 •

Из приведенных выражений видно, что в частном случае Ы ≡ О 

и ≈ '^ = β, Эти собственные значения совпадают с ре
зультатами, приведенными в [_96 ] . Рассмотрение матрицы )IUo- 

би показывает, что при о( = О уравнение для собственных зна

чений порядка (2 S +1) распадается на произведение двух урав

нений порщка (5+1/2) (для полуцелых S ) или, соответствен

но 5 и (S+I) (д)1Я целых «3 ). Последнее позволяет точно 

вычислить спектр собственных значений вплоть до S =7∕2s в 

этом случае мы приходим к двум уравнениям четвертой степени. 

Этот результат является следствием симметрии мгтриц Якоби 

рассматриваемого типа. Ниже приведены собственные значения 

для различных значений параметра S до 5/2’

5 = 2,‘

>3= - i t М(^/з);

а ~ б’'",
3 ' 9 3
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с" ! ∙λ >

^ι.v ' ч

зл Ч ' '^∣Λ /з; - √J (<F<,* /3) } ,

где
31 + ’ Р'.д' *yβ> ~ Т '

завизямооти ооботванных значе- 

≡ 1/2, I, 3/2, 2, 5/2. Там хе

На рио.6,7,8 построены графические

НИЙ β для значения параметра 5 

указаны аошштотики значений А при больших величинах параметра В 

(6>>2s*l ). Эти асимптотики указывают, что ооботвевные числа при 

больших значениях параметра В имеют вид веера линейных функций 

от Ь . Кроме того, отметим, что в случае целого значения пара

метра s одно из чисел аошдптотичеоки не зависит от параметра

β . Для полуцелого s (исключая s = 1/2} имеют место зависимо
сти ∖(B) , носящие немонотонный характер. Перейдем теперь к 
решению уравнения (9.23) для потенциала вида U(^) . Решение уи,. 

исхода из того, что было оказано выше, предотавляетоя в виде

ψ(5)≡[χcι>'l Σ,CκΨ∏(υ ,
hι -5

'⅛v,Π) •
Несложно убедиться в справедливости этого результата для га- 

мильтонианов-линейннх комбинаций Н и Е^, поскольку сферические 
φyiιK∏BH являются собственными для этих операторов £80-823 • 

вфф'ициенты Си находятся из решения системы линейных уравнений 
Cn*∙-2jн- Х)С„ + р ■+ J е„., =0,

(9.29)

где е -с , ~ о и i - , о, ■ , 5 ,
S4l -<S4∙)

НО
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9.3. Ураннонио Шрадосера для ангермонячаокохЧ) осциллятора
Для построения оператора И ангармоуичеокого ооцил.тятора вы

берем оледующие генераторы ь группе 30(1) ;

Е a≡*S+^^ i ε.= X5-≡
(9.30)

Эти генераторы могут быть получены из известной реализации группы 
SUfl) Гео] после зостветатву1Ю1его|преобразования оиотемы ко

ординат. Базяоные векторы операторов (9.30) хорошо известны и име

ют вид βj=Cj2 . Система векторов является эртонормиро- 

ванной, а скалярное произведение определяется так, как это сделано 

в работе [811 • Комяутацкоише соогнсиения операторов (9.3С) лв- 

ляются традиционными для i'pyπu )Iι, ;

;[Е..Е.У’Е, ![≡-e.l--E, .

(9.3I)

(9.32)

Заметим, что необходимый для нас в:1д опера'сора мокно получить, по

строив КЗ операторов (9.30) олвдующул кваД1'атичную фород: 

e4p>e^ •* у е. ÷2u =

4 z'¼-<) *(Р’«Г’+ y∣eθ5 .
Осуществляя ка,12брС2Очаое преобразование, получим искомый оператор 

∣4 = '3j-U(∙2) , в котором πoτθHτJuβΛ вырамается следующим образом:

4C{f*∣-- )?’ -

Перейдем теперь к решению УЗП для построенного наА1и ангармоничес

кого потенциала (9.32), Как отмечалось ранее, роиенпе УШ мс.т.ет 

быть представлено в виде^ ∣⅞∣^

ft=-i ’

где i Ψj ^ ~ 1Я1 и?ы15сропо'-;-!-1я рунк-

1*4

(9.33)
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оя; Λ,∣i,γ

(9.34)

- произвольные параметхш. Киаффициент находи* 

тая из сЕотемы рекуррентных ооотношений 
⅜(⅞⅜b()g⅛., (jj⅜-A)C⅜

O∙n-t)Cs-bι)r⅜4t

t я ⅛ 7)T '∕(i- fc-A)!(s + bi)!
-л о

-Я t< ... , 14 .

УШ ■■■ при прсиээольных

прпчем С .
Задача нахождоння с.з. А

дится к нахождению о.з. бесконечной матрицы
О
О 

(s-ft)(s-b<) 
< ) 

2∙i(i-0 
^(s⅜fc∙><) 

приходим к

вначвнйях ово-

:\

9.35)

'J.
то

0

С
О

(s-fc∙*()f5-A∙*l)

полубеоконечной матрице, ко-

«
(

faΛ-i)(i-i-0
μs-⅛-o

Λi(fc + υ

с
> I

Колн параметр R

торая в некотором омыоле подобна матрице, возникающей при решении 

задачи на о.з. уравнения Матье. При целом или полуцелом ичдекое s 

матрица (9.35) отановитоя конечной,и о.з. нахо.дятоя из решения 

елгебравчоокого уравне:;пя поря,ака (.?5 * < ). fjvr некоторых значений 

и при

че1шя в

произвольных значениях параметров ооботвеннке яна- 

соответствуп'вде игл 'функции имеют довольно простое выражение; 

>zo , ψ(i)τCc4<, =SτO,

{Э.ЗИ)
^4 )
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Э.4.’ 07QβpαiiMUθτpαH
Зцеоь мы рассмотрим решение задачи дяя ангармоничоского 

осциллятора и изучим овойстна решений для ряда задач, в которых 

воамачно проявление такого интересного явления, как оуперсимгхетрия.

В предыдущих частях работы, используя представление группы 

SU(∙i), была поотроена серия гамильтонианов, описшзающих многопа- 

раметрвчеокий ангармонический осциллятор. Дпалитичеокое выражение 

для гамильтониана о номером n∙≈⅛s можЬо представить в виде 

Л.» ⅛ -

I (9 37)
C(-∣ + ^J)Z∙+J∕j)l≡H (г). -

Дея каадого гамильтониана, т.е, при s ≈ О, 1/2, I, 3/2... и при 
непоторьк значениях энергии ≡fc найдены точные решения ТПГ"

ИЛ, -≡Ψ∏' (9.38)

> (9.39)

Как показано выше, нахождение о.з, анергии сводилось просто к реше

нию алгебраической задачи, для нолноикх функций, удовлетворяющих 

уравнению (9.38), наГтдено следующее представление?

, ,⅜ 
ψ√⅛) √(5 й)№*

где - решение j'paBBθ-
ния (9.38) при S--o ; параметры - прюизвольные, а

Из предотавлания волновых (J∣yHκnHi) (9.39) видно, что при любом 

(которса может принять как цзлые, так в полуце^хуе значения) они 

нормируема. Последнее свойство оказываетон весила нажны!л при изу

чении собственных функций и собственных значений гамильтонианов 

вида (9.37). Счевидно, что свойство нормируемости исчезает, если 

у параметра J>o изменить знак на противоположный. Прежде чем .е- 

рейти к дальнейшому рзссмстреяию свойств гзмильтонпанов, определи-

ГТ 6
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связаны

ΘMHX соотношением (9.37), за?4ети1.1, что при потенциал (A⅛-≡)a
f, 

волновая функция (9,39) в основном состоянии 

оле.пующ1ш простым соотношением (здесь и далее модуль 

опустить)!

незбхсдаю

Ufβ,⅛J = + ⅛V√ .
(9.40)

ι∙∙<5 указы-Последнее свойство потенциала и волновой 4|ункции при 

ьает па связь полученного нами выражения (9.37) с супереиьпиетрич- 

ньал гамильтонианом квантовой механики, построешюй Виттеном 1731 . 

Это обуоловнено тем, что при s-o гамильтониан (9.37) может быть 

факторизован (необходимые и достаточные условия возможности факто

ризации гами-чьтсниаиов сформулированы в теоремах 
статьи Кнфельда и Халла [86] ). Лдк факторизации 

берем дифференциальные операторы первого порядка 

через которые можно выразить гамильтониан (9.37) 

видно, такими линейными операторами могут быть следующие;

С L - ( L*J

1-5 ц чаота 3

гэмильтонаана вы- 
L и L такой, 

при s = о , Оча-

здесь ¼ означает сопрякение. ,Ierκo видеть, что коюлутациошше 
соотношения для операторов L и L имеют вид [L-,Γ]-J¾V. 

Используя выбранные операторы,гамильтониан Нможет быть запи

сан в факторизонанпом виде

Z∕≈ = L (9.41)

Отмезнм, что представление гамильтониана в виде (9.41) через не- 

коммутирукхцие операторы имеют место в супероитлметричной теории 

(см., например, работу ^74^1 ). В этом случае простейший оупероим- 

метр1чный матричный гамильтониан, построенный из некоммутирующих 
операторов е и L' , может быть представлен следующим образок: 

л ! LI* о о О
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*⅜-- *~⅜ -Z<9≡Λ~∕β<∖
Операторы L = L Ь _ L≈LE, где, как и ранее, F, о), f*≈<ot>J> 

удовлетворяют следующим соотношениям :■} L , L j = o , L , С J = o√ 

Р = { L*, L } , [ W ,С ]-s о, [H,L∣=o , т.е. матричный гакильто-

ниан Н в самом деле ооотвотствует гамильтониану сунерсилметричной 
квантовой механики, а величины L - оуперзарадям. Очевидно, 

что структура гамильтониана, полученного в § 8 (ом. Формулы (8.26) 

и (8.27)), совпадает о рассматриваемой, откуда следуют выводы, сде

ланные в предыдущем параграфе относительно спектра в волновых функ
ций.

Далее заметим, что гамильтонианы Н,- L L g L L оряза- 

кы между собой преобразованием Дарбу {.871 ;

Н.’ Н ’

Извоотное соотношение имеет место и для во-лновых функций

L %(e"o)-=° •> . (9.,

Проведенное нами рассмотрение показывает, что при значении 

преобразование Дарбу позволило получить га1лильтониан , 

может быть объединен с исходным супорситллетрпчным матричным 

тонианом. Отмеченное свойство скстеш, которую представляет

ангармонический осциллятор, свидетельствует о его богатой внутрен

ней структуре, а также сложности физических систем, описываемых при 

помощи этой модели. !!нтэреоным является сходство спектров гш/ильто- 
няанов Не и , так как они отличаются лишь тем, что ь спек

тре отсутствует уровень Указанная особенность спект
ров Но и H.jL может оказаться весыла полезной при построении 

теории возмущений, о соотношение (9.42) - д-ля во.лновых функций при 

пахотдении волновых функций о.цного из операторов по известши Лупк- 
гщя!.; второго {88, 89^ .

Сделзем теперь Пекоторые общие замечания отн’сптэлы’.о получз;;-
118
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ных результатов. Как отмечалось пиша, гамильтониан (9.37) би.", по- 
.лучьн, исхода из генераторов группы SC∙<-^^ , которые в одйопарамст-

рическом представлении имэ.’ш нырахение (9.30):

F = - я Э ∈ ■» s я + '3 ; -- s я - ®

Лэгко видеть, что квадратичная форма, поотрозпиая из этих операто

ров, при значониБ параметра мокет быть представлена в фаг-

тсризоваином виде. Кроме того, связь ноаду потенциалом U(o∣≡>) я 

волновой функцией, отмеченная нами внше, оохраняется. Это указыва- 

на общий характер свойств супероимиетрви моделей, построешых
на основе г^гуппы S>U{Z). Заметим также, что преобразования оисте- 

координат не затрагивают это свойство. Так, иапршлер. преобра 

зуя систему координа^от генераторов, определяемых формулами (9.30), 

перейдём к следующим генераторам!

ет

MU

Коли взять пх за оонову, то можно построить квадратичную форму(123) 
t I я. t

-
у - у

~Λ<9≡ »

H^∙⅛2oZH-*(it^+y ='c^^ -а

которая, как и форма (37), при s∙= а
симметрии. Здесь в качестве Функции W(^) необходимо выбрать оле- 

дующуг.;

обладав? свойством оупвр-

Дал») мокно построить матричный суперсимметричный гамильтониан я 
определить оуперзаряды по процедуре, описанной выше. В статье /ч- 

'i)6ΛUd и Халла п.речиолен ряд потенциалов, для которых выполнены 

условия фоториззции гамильтонианов (в этой ρaooτe имеется список 

31 гида потенциалов), а следовательно, возможно построение оугер- 

cιiM!, jτpr44HX гаг’и.аъто;1ланов и иахоадение спектра энергий. Б нашем 

слу-ае ситуация более с.-.О'лг.ая, попкельку при значении индекса S , 
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(9.43)

отличного от о, факториззгтйя проводится следующим образгал (для 

примера рассмотрим потенциал вида (9.37)):
L*≈¾ti⅛-≈-≡-γ≡"∙≈∙f7f J.

, < m*^* „
Здесь K≡)этом π∣ соответотвуот индексу s , 

Hftt-S
_ - индексу [√S4о J , т.е. в результате преобразования по

тенциал (.А,fs,y)переходит ‘ Иопользуя явное выраже

ние для потенциалов рассмотренных типов, отметим, что существует 

еще один тип оимглетрии;

lξ(∙t,p.yj = (9.44)

Таким образом, используя свойства симметрии, мы расширили множес

тво гамильтопианов, для которых возможно найти точные решения ущ 

при некоторых значениях энергии. Неприменимость известных методов 

нахождения спектра может овадетельотвовать о более сложной струк

туре решений УШ в том случае, если пытаемся найти уровень для 

индекса S, превышающего ооответствуиций параметр модельного га-

MivIbT0H29Hfl

9.5. ВКБ-приближение для ангармонического осциллятора

В этой части на примере*&нгармонического осциллятора сформули

руем та и укажем ооответотвуиций метод построения квазиклаосичес- 

кого приближения.

Рассмотрим коммутирующие операторы L , определяемые соотно

шением (9.43).
Используя приведенные операторы, построил оператор Юредяпгера

(9.4b)

Явиое EHi^∙we∙- jζ.∏H уравнения 1Вредингера может быть записано в ви

де (9.37).

Прп-де ясм зкписать решсг.П'^ этого уравнения, напоглнмл, что
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время к такой процедуре вернулись

• привелеяпый виаэ метод построения волнового уравнения бал предложея 
Шредингером в 19Йо году ζ95j и получил яазианяе метода факторива- 

циз. Несколько позже весыла по.дробно ок бил изложен в работе Ян- 
фельда и Халла [ Эб] . В настоящее 

в бурно развивающемся направ-лэнии 

нике(73,741.
Реиения уравнения (9.37) при

оледующей форме;
1 ιS^<
∣2∣

- суперсго.даетричной квактсвсй мехв-

целых или полуцелых индокоах

можно представить в 
i 

Ψ ≈ Ψ г' t

i√-⅜l≡∣')) , •

уравнение апгаркокичеокэго

где -'∕j(i}
ψ^(a)-e

Легко BW^b, что уравнение (9.37) - 
осциллятора, Ул рассмотрим частный случай уравнения (9.37) при 

о , * = о л для удобства сделаем замену переменной. В резуль

тате ш придем к довольно простому уравнению

(9.47)

Волновая функция основного состояния для уравнения (9.47) имеет вид

(9,48)

Ноес заметить, что опэратор Шредингера, построенный из нйкоммути- 

руюцих оператороЕ L > «"меет осчовнсе состояние энергии,равное 

нуло, при этом дно ямы находится ниже этого урогня энергии на ве

личину .В качестве примера найдем энергию основного оостся

Ш1я для потенциала, часто р{'СсмагриЕаэмого в литературе и го.'вн1г.е- 
ГС ныражо!1ие U-(⅜) } .-Вычислеши будеи прогодить, ис

пользуя сб’.ччны,! метод '73, где голновке футаля б'^рутся р влде (3. 
43/, а R03!<>ιneHHe ш/ест впд • Зр-.'стп что ∣ uoιιn-
K□R!'.1C в РЫЧНСЛеИНЧл H3PeC"fΓ4 и снл.<*ин t :,ср.::„ . к: -,-

::Л

»
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ченынми фуакцЕлмя Эйри [90] , 3 результате Еичисленай }^ιuι основ

ного соотоян&ч получим оледующее зиачензе энергии :

∕t *■ / 't
(9.49)

где функция J(5) определяется следующим образом:
•н/З ,

_. -ι∕j / 3 v'^Z>*"⅛Λ) Л

V » о

Легко видеть, что выражение для энергии содзркит параметр у и

по нему является неаналитичеогим выраженном в пула. Однако, неомот- 

ря на указанную неана-питичнооть по параметру , мы не отказыва

емая от применения теории возмущения, а также не говорим о ее не- 

примепЕмсоти (ом., напщмар, построение ТВ в работе [91^ ), 

Рыоомотргм теперь поотрое:ц;е ВКБ-приблахзвня в случае зпгар- 

моничеокого осциллятора. Ьпачата напомним, что волновая функция в 

квазиклассичеоком приближении шцется в виде

(9.50)

Ми рассматривзом стационврпутэ одномерпую задачу. Если оператор 

!11редин1.’ера представим в виде (9.45), то для действия и иредэкспо- 

венциальной функции А получип олэдующую опстэму уравнендй [92]:

(i-S +W}S + ∖Λ∕J = ;

. (9.51)
≈"c>^ S ) t/4 , (9.S2)

, в
Первое ур.звнчнче порядка КЕантоаой попраяю' в нулево.! степени к , 
а второе - пор.чдчз К* . Далее в частном случае иулемп: 3K34oππ!i<< , 

г- !S и h^- θ для классччесюто действ:л получим следующее впрз.ченпе

к Л

i • I •ги атом J ∖Λ'(S-o)^ f>,). ■Связанный ^«зульмт псл/яен псзрелс- 
1;’
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Вначале строим некоиыутирух1цие операторы

где - ПОЛЕНОМ степени л . Далее отроим оператор Шредингв!^

и выписываем уравыеяие

H+-l44 = (V⅛-'⅞P-')+ -eψ.
По нашему построению ооновное соотояние энергии равно нулю, т.е. 

о , и мы можем написать волновую функцию в основном соото- 
.4HHH!Ψo(i)∙=βκf>(-\ βj⅛'о1а , После этого для иоелздуемого по
тенциала степени 2°^ находт разность Л Ц - U - P„^'’ (легко ви- 

лэть, что κo3φιJ)a∏BeπτH у всегда можно подобрать так, чтобы

меньше а.ю-1 ). Используя затем обычную
/ 
о . Волновая

как и все последутаще, может быть построена

степень возмущония била

ТВ, можно вычислить для исследуемого потенциала 
φyιuαι∏H 4^(г) , так же

Е виде произведения

соо? отсгЕует номеру возбужденного состояния:

ооновнсго состояния на полином,степень которого

ψr⅛)-- Rj2r¼(2)

,iiuo необходи;ло для удовлетворения условия наличия ооответотву- 

j9i⅛ai'j числа нулей. Коэ^к^игтиенты этого полинома могут быть получены 
из условий ортогонализации волновых функций 'Ψ⅛ (≡3 и ыинилизацни 

значения энергии. Отметим, что ТВ можно несколько
мнотчетво полиномов Р(?) на классы в соответотвии с клаосифакацией r⅛
Р.Та:а п обобаениями В.К.Арнольда. Последнее позволит ускорить про- 

гдсс сходимости а заранее отдалить характерные физические области

улучшить, разбивая

круг от друга, так как известно, что перегод от одного типа кетао- 

τpj⅛ X другс.-лу ариводгт , вообще говоря, к изменению спектра. В 

H3Eaι илучач мн будем иметь ι.epexojHi лига и т.д. 'Jτ-
Б (-1

ноеггольно реализации укгзашхой процедуои в многомерном очучае сла

ду O'j указать, чеп, но-вид’1..’о;лу, ока может быть проведена, хотя в стом
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Вполне

ъгеиов

счэвидшш отановится обобщвше рассуждений па олу’<ай UHθχ∙>o- 

более выоокЕх степеней, 'чем те,чтоι мы расокотрели. В одно
случае полином Vv'(i) отапени й по известной классификации.мерном

элементарных катастроф приводит вас к катастрофам типа
( 4 • ~ ∙4 . • боли й - четное). В показатели экспоненты соответ-

+1 -А
ствующей волновой функции. Такиь; образом, при вычислении матричных 

элементов в построении ТВ (если потенциал не совпадает точно с 
( , мы вынуждены вычислять так называемые быотроосцилли-

pjτ3∏∏iθ интегралы, напршлер оценивая сдвиг уровней энергии), кото
рце имеют 

J^' <doc , ^ = iT∕Λ ,

— ⅛Λ
- росток гатастрофы А^. В этом случав некритические 

чалый вклад ь значение интеграла; окрестности критичэо-

Р*' 
где х

точки дают

кнх MopjθθBcκHx точек вносят вклад, а вклад окрестностеЗ вырожденной 
точки (критической) является сингулярным типа ((/А) . Например, в 

случае особенности складки, рассмотренной выше, сингулярность по- 
Оздсбпа [i∕ij , что очевидно следует из рассмотрения формулы (9.49). 

Отмеченная сингулярность обычно овязываетоя о инстантонхиым вкладом 

и ее относят к непертурбативнгал эффектам, которые не могут быть 

учтены посредством ТВ. До настоящего времени, как правило,впо.тне 

удовлетворительной яшишзоь модель, в которой адассическое действие 

представлялось в виде квадратичной функгда по 2 . В соответствии о 

упомянутой классификацией такие функции 

чеокгх точек. Отсюда как следствие г.ц 

не кь’эит внроздгнних хрпти- 

ил.еем цы'’ли7Яческу|0 ьани- 

яепертурба!иьнп: ефУ'окгов.

'pθHih ΓL λVv1 λi-x5oi∙o 1юл;.но-

сшиооть по константе связи и отсутствие

Описанный выше метод ыозьо^хяет пос

мьналыюго потенциала степониХп. . (гишом соответстпуя;<,'1э прогодуру.

К'.;
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Вначале строчы некоммутируетцие операторы

где - ПОЛЕНОМ степени л . Далее отроим оператор Шредингв!^

и выписываем уравнение

h+>l'lψ4⅞÷p^∙⅞pjψ∙≈eψ.
По нашему построению основное состояние энергии равно нулю, т,е.

Eg∙≈ о , и мы можем написать волновую функцию в основном соото- 
янии:4'о(4)-=ех{>('JJβJ⅛) о1а , Псоле этого длч аоолодуамого по
тенциала степени 2” находим разность Z P„^'’

деть, что коэф(фициептн у 

степень возмущения была меньше
ТВ, можно вычислить для исследуемого потенциала xiE, 

функция , так же

Е ваде произведения

coθi', отстЕует номеру возбужденного состояния:

¾√ '>. (легко ви-

воегда можно подобрать так, чтобы 

λrt-i ). Используя затем обычыув 
/ 
о . Волновая

как и все последующие, может быть построена 

основного состояния на полином,степень которого

.Ней ueo6xo.ni∏Λθ ДЛЯ удовлетворения условия наличия ооответотву- 

B⅛βi'c числа нулей. КоэсЬридиенти этого полинома могут бить получены 
из условий ортогонализасти ьолновых функций '4'g (г) и ыинимизацпп 

значение; энергии. Отметим, что ТВ mojiuio несколько
мно.тэство полиномов Р й5 на классы в соответствии с классификацией 

P.Tc⅛∙,a п обобаенлями В.И,Арнольда.

улучшить, разбивая

∏BGC сходамостп и заранее отдалить

Последнее позволит ускорить про- 

характерные физические области 

друг от друга, таи как известно, что переход от одного типе кетао- 

трофы к дгугс;л1 нриводгт , вообще говоря, к изменению спектре. В 

нашем случае мн будем иметь переход:; тига ь 'Jτ-& Д'1
носггслыю реалиаа.гип yκrraιuιθfl прпцедуцп в мнегомарьом спучае зле- 

Λiθ'i указать, что, 11о-видч.лому, ока может быть проведена, Котя в стом
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олу'чае возникает ряд трудностей о определеаиом предэкепоаенциальной 

(функции. Кроме того, возникают затруднения, снязанпие о пачзлзниеч 

новых Т1Ш0В особенноотей в нокэзатеол зкопонентн-так нозкпаеглых 

резонансов

9,β. Обобщение процедуры использования ιφyππoEUX 

методов на группы выоших рсзиерностей

Прежде чем кровеоти соответствующую процедуру обобщения, сде-

лаем fiθκoτopuθ замечания относительно изложенного метода построе

ния уравнения Шродиш'вра на основе использования генераторов группы 

, Впервые опиоанна/т процедура была предложэна в работах s∪(λ) 

ΓS3,97] ; 

типов эти

утверждение о возможности предотавлэная 

в виде квадратичных (форм от генераторов 

построения ТБ ., свойств с>перои1я.1стрии

точио решаеьаа

различных групп, 

сделаны в рабо- •обсуждение

тах ∣^98-I∩θ3 , в работе на основа этого хе подхода проведена

кл.аооич/икация точно регавемых уравнений Шредингера, указаны поген- 

wιuΛH и соответствующие им квадратпчпыо фермы в заданной системе 

координат. Последний результат мотет представлять онгеделенный ин- 

рэсчетов и его fω ниже приведем в таблице.терео при выполнении

Пэрейдсг.’ теперь к построению дилеренциалышх операторов, соот- 
в группе 3U(JJ . Очевидно, таких генераторовветстнующ»!Х матрпцаы 

будет 0. Выберем матрицу

X.

t

4∕ + iι

(2.S5)

1
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где ь (9.55) О-- ⅛ ;. λ. = t⅛,∕fi÷-t а, ), ∖ =

>3 = 1 > i'- 5Ц/г4ttг, ) , 4 ≡j у

Испольэу.а отределеиия предотавпеник грз'ппы

= o∕(23c)∫(2j,) .

1* ti, •,

0.56'

Здесь ~ ^-∙

характер группы;

ном виде ,

'■ ****∙∙  -’

после вычисления пронаводной от (9,57) πot в пределе

найдем:

или в яв-

X - - '4 '^4 . (9.5β)

г
Проводя описанную процод'ру 31яя оотевшихоя семи лмнейно-незавяои-

МИХ матриц, получим явное виражеаиэ для генераторов;

i 2 ,'c, ~ ∙*^ ~ г. }

7^ 4.(⅛,ij,-l)'δ, ■» β,≡<,- ; (S.59'

+ 2 'J • V -^1 ) ='^s •

Πθfiτpo3}Ui9 соответствующих φojaι ия гокератороь (9.58) в (9.59) о 
базкеон ил ∫ прпзадет г зад.сче, акалогячноЕ рассмотренной в ∏.S.I- 

9,3, oj'HJko H∙jEitt типов УШ.,по сраччеяго с расомотрзнными'ранее,

не пояйляв:'>И?.Так;1м обрезом,основываясь на опкеенноП процедуре,»и 
буггм,пс-видлм:;му полу'чать такие УШ.которнс уже били получены
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□ √ Ч- ¾ "

v√

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



и исследованы выше. Вместе о тем, несмотря на то, что построенные 

многомерные уравнения могут иметь весьма необычный вид и решить их 

без описанной процедуры затруднительно, мы знаем их решения так же, 
как это было ранее, при использовании генераторов хфуппы SU(Λ) ,

Заключение

В данном пособии мы не ставили себе целью дать полную клао- 

оическую теорию калибровочных полей, а лишь на примере полей Ян

га-Миллса рассмотрели некоторые характерные для этих теорий матема

тические задачи, кратко поясняя их физический смысл. Именно 

математическим приеьюм уделялось нами основное внимание. Изложен

ные здесь математические методы являются тем миницумом, который не-, 

обходим каждому теоретику, интересующемуся калибровочными теориями, 

однако их следует рассматривать лишь как злементарное введение, 

как первый шаг к изучению той изоифенной и весьма красивой матема

тики, на языке котсрой"говорит»оовременная теори.! калибровочных 
полай.

В заключение ин благодарим В.Ч.Жуковского,Б.В.Магницкого,ока
завших большую помощь в процессе работа над учебным пособием.Мн 
признательны всем нашим коллегам,совместная работа с которыми и 
общение не могут быть переоценены.
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