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Посвящается оветлок памяти 

Льве Анатольевича Скорнякова



Скорняков Лев Анатольевич 
U * . 0 2 .1 9 2 *  -  2 6 .0 5 .i9 8 9 )

Данный выпуск сборнике "Абелевы группы и подули" посвящен 
светлой памяти Льве Анатольевича Скорнякове -  крупного мвтемети- 
ке , профессора кафедры высшей алгебры Московского ун герси тета, 
участнике Великой Отечественной воины. Круг научных интересов 
Л .А.Скорнякове был необычайно широк, ярко отражая любимый им 
тези с: "в с е  в связи и взаимодействии". Работы Л .А.Скорнякове по 
теории проективных плоскостей, по теории структур, по теории ко
лец (ассоциативных и неессоциетивных), по абелевым группам и мо
дулям, по гомологической алгебре, по топологии и топологической 
алгебре, по теории подгрупп и автоматам, по теории категории и 
универсальном алгебре, по логическим аспектам в алгебраических 
системах, стохастической алгебре и выпуклому енализу получили ши
рокую известность среди специалистов. Результаты этих исследовании, 
новые идеи и проблемы оказали и оказыввгт значительное влияние на 
развитие ряда разделов современной алгебры, они стимулировали ак
тивные исследования советских и зарубежных математиков, в чест
ности, мощной научной школы, созданной Л .А.Скорняковым. Его науч
ные монографии "де/ е к т д о ги  структуры с дополнениями и регулярные 
кольца", "Абедевн группы и модули", переведенные на многие языки ми
ре, его многочисленные обзоры в "Успехах математических наук" и 
в "Итогах науки и техники", его обзорные доклады на международных 
и всесоюзных конференциях, симпозиумах и школах сыграли Еажнуг 
роль в развертывании исследовании в новых направлениях. Значите
лен жклад Л.А.Скорнякове в учебно-педагогическую литературу. 
Талантливо написанные им книги "Конфигурационные теоремы", "Эле
менты теории структур" (1  и 2 н з д .) ,  "Элементы алгебры" (1  и 2 
и з д .)  "Элементы общей елгеоры", "Системы линейных уравнении", 
его участие в "Сборнике задач по алгебре" находят признание у пре
подавателей математики, аспирантов и студентов. Много сил Л.А. 
Скорняков отдавал подготовке чоучнпйсмены в Московском универси
т е т е , будучи тесно связен со многими университетами и института
ми страны. Наряду с этим Лев Анатольевич вел большую научно-оргв- 
низенионную работу, до конце своих дней он возглавлял редколлегию 
межвузовского сборника "Абелевы группы и модули".

Светлая память с Льве Анатольевиче Скорнякове навсегде сохра
нится в сердцах его коллег, учеников и всех  т е х , кто его энед.

Редколлегия сборника 
"Aoe.itru группу и модули"



ПРОЕКТИВНЫЕ МОДУЛИ И МАТРИЦЫ НАД МОДУЛЯРНЫМИ АЛГЕБРАМИ ЛИ 
Ь . А.Артамонов

В работах [ 1 ,2 ]  доказывается свобода проективных модулей 
над нильпотентными модулярными алгебрами Ли, заданными поли- 
однородныыи определяющими соотношениями, если ранг модулей 
больше размерности коммутанта алгебры Ли. Кроме т о го , и теоре
ме 10 из Г2 ]  для тех  же алгебр Ли доказана теорема о стабили
зации функтора К 1 и теорема о транзитивности действия 
группы элементарных матриц на унимодулярных стр оках. Эти ре
зультаты в теоремах Т и 2 денной работы распространяются на 
Солее широкий класс конечномерных модулярных алгебр Ли.

Пусть И > 2 -  натуральное число. Через < п* > обозначим 
множество все х  наборов ( * / > ■ • >  целых неотрица
тельных чисел i 1 , 1ц, . Ясно, что < fb>  являет
ся свободным коммутативным моноидом с базой , состоящей из эле
ментов е ^ (  1 , 0 , . . .  , 0 ) ,  е ^  = ( о ,

Пусть К -  поле положительной характеристики р  , L 
конечномерная к -алгебр а Ли. Предположим,что в L имеется 
идеал I  и элементы Х ( , .  ■ ,  с L , л- > г  , 
составляющие базис L 1 1  .причём I  является прямой
суммой пространств

I .& II € <Л> '

с условиями

( t o d x o l j * ! ; . . .

' р е  z/ л

ь

У



Тогда алгебра L обладает градуировкой

L = @
т.г-0

( D

где

L ' K X @ . . . @ K X ® I  Ф . . . & Гi t  tv е ,  е  п,  >

и ftlf' 0  при L п  является пряной суммой всех  таких I :  ,

**а S *  ( / * • ■ ■ ? / *  У и / / * • • •  +Jn>  *  ЛЬ • Гра
дуировка ( I )  индуцирует градуировку

и = & и
fifO m'

(2)

в универсальной обертывающей алгебре I) для L .причём 
110 является универсальной обёртывающей алгеброй для под

алгебры 1 0 в L
Рассмотрим в L вторую градуировку

= в  
j * ° v>

( 3 )

где 1,(0) -  прямая сумма КХ t и всех 1 1- , где I я
“ ( т /, 0 , . . . ,  0 )  для любого ПЬ^О . Если J  *  О ,

то L l j}  -  прямая сумма всех  / £ , где < »
*  (<ч <я.) , причём *  j  .Градуи

ровка ( 3 )  индуцирует градуировку

U  = © U (j ) ( 4 )
j> o  *

в алгебре U , где U (0 )  -  универсальная обёртываю
щая алгебра для подалгебры L (0 )  в L

Теорема I .  Пусть Р -  конечно-порождённый проектив
ный модуль над универсальной обертывающей алгеброй U для 
алгебры L .рассмотренной выше. Если ранг модуля Р 
больше размерности идеала I  , то модуль Р сьободен. 

Д оказательство. Заметим, что каждый оператор exet х ± ,
< = / Л/, нильпотентен в L . Следовательно, по

предложению 12 из f l l  существует такое целое число ср , я в - 
лнвщееся степенью характеристики р  поля К , что X ?  
лежит в центре U , I я л/ • Алгебра U является мо
дулем конечного^типа над своим центром С , [ 3 ] .  Пусть R -

б



подалгебра в С  , порождённая С Г\ V ( I ) ,  и * f , .  , .
По [VJ U является конечно-порожденным модулем над централь
ным подкольцом Я . Линейно независимые элементы л ,  ,

, X ^  из L дополнш до Оазиса £  в L .По тео
реме Пуанкаре-Биргкофа-Битта для градуированной алгеоры,ассо
циированной с естественной фильтрацией в V , имеем д ъ  Us

. Рассмотрим естественное отображение из U 
в р ь  U . Обозначим через S все элементы из Я , 
образ которых в Р  V  принадлежит К x f  f ...9X £
Как и в [ 5 ,6 ] ,  имеем К dum S~1U 6 .Модуль Р
стабильно свободен f ? ]  .Следовательно, по [8 ] модуль У 'Р  
надкольцом S ' i U с в о б о д е н ,,т .е .  существует такое / S , 
что модуль P f  свободен над кольцом U f,

Каждое отображение ^  •' L ~ О  .тождественное на 
I  t  X X  f и переводящее элементы хг , . . .  f х л  в эле

менты

h,(xt ) = x g ° л я, г * Г ’я' ,

где tri'i т -  целые положительные числа,про
должается до автоморфизма алгебры U  .Применяя автоморфивм 
указанного вида,как и в [б ], можно добиться, чтобы образ f  
в QV U имел вид ах^™  , где Си -  ненулевой эле
мент поля К \ т, -  натуральное число. Тогда старший член 

f  относительно градуировки ( 2 )  равен ах f  
Боли ранг модуля Р равен единице,то по условию 1 тО . 

Тогда L -  абелева алгебра Ли, U -  кольцо многочленов над 
полем к  .Следовательно, модуль Р свободен [6 ]  .Пред
положим,что ранг модуля Р больше единицы. По теореме 2 из 
I  можно счи тать , что f  - X j  .Но тогда, как и в доказа

тельстве теоремы 4 [ 1  , с .Н З б ] ,  из рассмотрения градуировки (<t) 
получаем

Р  *= U 8  Q ,
U(0)

где (X -  конечно-порождённый проективный модуль над универ
сальной обёртывающей алгеброй U 10)  алгебры Ли Н О )  . 
При этом ранги модулей Р  и (к совпадают.Следовательно, 
если ранг Р больше размерности L (С) ,то  по [8 ]  модули 

(к и Р свободны.
Предположим, что ранг Р не ?ыае размерности НО) ,

В этом случае по условию размерность идеала 1  не Eime р а з-
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мерности примой суммы компонент ^ r n e v •> Ьл X О . Элемен
ты Ху, равноправны. Поэтому,учитывая ус
ловие и >' 2.t можно предполагать, что l j  г О 
при j  f- О .В  этом случае элементы л ,
ложат в центре, I  ш1 0 , поэтому V  является коль
цом многочленов от переменных Х{ X с коэффици
ентами в U0 . О стаётся восп ользоваться  результатами] 
[8  , § 5] и стабильной свободой модуля Р  .Теорема до
казан а.

Аналогичным образом с использованием результатов работ f2,9J
доказывается

Теорема 2 . Пусть I  , L , U из теоремы I  . Предположим, 
что пъ>, 2 + m ax ( 2 ,  d i a u к I  )  . Тогда CL (т. , V )  =
*  CL (т ,к )  Е ( т , U ) . Группа £  ( m t U )  действует 

справа транэитивпо на множестве в с е х  унимодулярных строк дли
ной
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СКРЕЩЕННЫЕ Г0Ы0М0РФИЗШ В S  -СЕПАРАБЕЛЬНЫЕ АБЕЛЕВЫ
группы т а  кручения

' И .X .Беккер, Е.В.Шапошникова

В [ I  -  3] группы скреаенных гомоморфизмов Z 1 (  Ф  ; 6 )  t
первые группы когомологий Н Ч Ф ,С )  изучаются исходя из вза
имосвязей между свойствами абелевых групп G без кручения и их 
групп автоморфиэмоп Я3 ^Jfut G т Такой подход, развиваемый в 

f l  -  3] , позволяет получить когомологические характеризации 
различных классов абелевых групп без кручения ( в частности, сепа
рабельных групп и их межпрямых сумм).

В данной работе это т же подход применяется к изучению групп 
И (Ф ,Сг) над 5  -  сепарабельными группами G без кручения, 

где S -  некоторая систем а групп без кручения конечного ранга.
Пусть 5= {6 ^ }  л е  ос -  система абелевых групп без кру

чения конечного р ан га. Обозначим через J  й класс всех групп, раз
ложимых в прямые суммы групп, иэоморфшх группам из S , и поло
жим, что Gr замкнут относительно прямых слагаемых. Такие сис
темы групп можно строить из групп без кручения ранга I , групп 
Марли ( т . е .  групп G без кручения конечного ранга, у которых по
рядок фактор -  группы G IpG  «• р  для любого простого чис
ла р ) ,  групп без кручения конечного ран га, кольца эндоморфизмов 
которых являются кольцами главных идеалов £ 7 J . Широкие классы 
групп,' дня которых классы ^^заыкнуты относительно прямых слагаемых, 
выделепы в Г5 , б !

Абелеву группу G без кручения назовем 5 -  вполне разложи
мой, если она р азлагается  в прямую сумму групп, изоморфных груп
пам из S  . Группу бг назовем S -  сепарабельной, если любое 
конечное множество ее  элементов можно включить в 5-вполне

9



разложимое прямое слагаемое группы Gr . В  [8] доказано, что 
прямое слагаемое 5  -сепарабельной группы также является S  -  се 
парабельной группой.

Заметим, что но всякая S -  сепарабельная группа является S -  
вполне разложимой. Если Л -  не вполне разложимая сепарабельная 
группа без кручения нулевого типа, то G ~6г  ̂ ® A (G ^  е  S  )  
является -  однородной S -сепарабельной, но не J  -  вполне 
разложимой группой ( т . е .  всякое прямое слагаемое группы G , изо
морфное некоторой группе из $  , изоморфно G ̂  ) .  Если S состоит 
из неразложимых групп Марли, то группа @ С также является 
не 5  -  вполне разложимой S -  сепарабельной группой, где С -  лю
бая сепарабельная группа без кручения, G ^ g  S f 7 ]  .

Приведем некоторые свойства скрещенных гомоморфизмов, которые 
потребуются в дальнейшем при рассмотрении первых групп когомологий
Н 4 (Ф, G ), Ф * J u t  G.

Лемма I f 2 j  . Скрещенный гомоморфизм / е  Z  у (г )  яв
ляется главным тогда и только тогда, когда / б е ^ С б - б )  
хотя бы для одного регулярного автоморфизма 6  группы & из
С С Р )  .

Обозначим через подгруппу всех тех автоморфизмов подгруппы
А группы 0} , которые индуцированы автоморфизмами из 4 °

Лемма 2 [ I ]  . Если G * G { ® &г -  прямое разложение группы
Gr без кручения с характеристическим прямым слагаемым бг/ , 

то всякий скрещенный гомоморфизм группы еР&1 в группу 6г1 может 
быть продолжен до скрещенного гомоморфизма группы 4 °  в G

Не 2 -  делимую группу & без кручения назовем ВФ -  группой, 
если действие любого ее автоморфизма у е Ф  ‘k J v t G  есть  умноже
ние б» на некоторое рациональное число. 2 -  делимую группу б? 
без кручения назовем СФ  -  группой, если действие любого ее авто
морфизма if а ф  * J u t  G е ст ь  умножение на некоторое рациональ
ное число и при условии £ - * f ^  Jh/tGr группа бг содержит
такие элементы , что для некоторого простого числа р  
Q o t f>G , но ( £ - <t)Q„ e p G .

Лемма 3 [22 . Для ВФ -  группыG всегда группа Р 1(Ф £ )* Л
Лемма 4 [ 2 J  . Пусть & является 2 -  делимой группой без кру

чения, Ф < J v t  Gr и действие любого / £  Ф на G есть
умножение на некоторое рациональное число, притом £-< f ф J v l G  .
В таком случае Ч 4(ф ,6г) А С тогда и только то гд а , когда G 
является Сф  -  группой.

Полагаем д алее, что группы С  и Ф  удовчетворяют таким усл о -
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виям:

( О  G имеет хотя бы один регулярный автоморфизм беСС'Р) , 
индуцирующий регулярный автоморфизм на каждом ее ненулевом прямом 
слагаемом, а ЯР содержит все эти ограничения автоморфизма б  

( t ' t )  ЯР содержит все элементарные автоморфизмы группы G
Заметим, что вычисление группы Н \ Фt \/ 0  R )  , где Ф  4

± Ju {  Gr ; V, R. -  соответственно делимая и редуцированная час
ти группы G , сводится к вычислению группы Н 1 ( <РК R ')
В дальнейшем будем считать абелеву группу без кручения & реду
цированной.

Лемма 5 [2] . Пусть G ( *% -  произвольное
множество индексов), 6  = (  . } 6^ , . . .  )  л  , где б * С (< Р ),  

б<$ е  Я° • Тогда для любых Z '  (Ф ,(г )  и ^ е(Р̂
всегда

Подгруппу Ц группы 6  назовем ^ -  эндоморфной в G ,
J  6 End G , если всякий раз из то го , что Ед k. , гдe g s G  ,

, следует д е  И .
Лемма б [2] . Если 6  - б? t Ф и Gt изоморфна ( £ - 6 )  -

эндоморфной подгруппе 6  г группы 6 г  , то для любого/ е  Ц'(<Р,Ег) 
( £ ~ б 1 )  , где «У/ .

Рассмотрим далее S  -  сепарабельную группу G , где S”{Ĝ  }ыелГ 
система абелевых групп без кручения конечного ранга. Обозначим 
через iQ ((r )  множество всех прямых слагаемых группы 6  ,
изоморфных группам из S  . Говорим, что группа А е £ 2 ( 6 )  изо
лирована в iSi2(6) , если в й  (G )  нет такой группы 3  , что
Нот (А , 3 )  Ф 0  . Для S -  сепарабельной группы G множест

во S3(G) назовем б  -  точным, если для любой неизолированной 
группы А е  ч З ( б )  условие НотCAt S')  ̂ О , З е £ 2  CG) , 
влечет существование хотя бы одно1 о такого мономорфизма 
X : А >— * В , что От х  является ( £ - 6 )  -  эндоморфной 

подгруппой в группе 3
Заметим, что S -  сепарабельные группы G с б" -  точными 

множествами Q  (G ) можно строить согласно [I]  с помощью групп 
без кручения ранга I ,  положив б = - £  . В Г4] построена такая по- 
лужесткая система .0  групп без кручения конечного ранга, что 
всякая S  -  сепарабельная группа G будет иметь <? -  точ
ное множество S2 ( в  )  , яде действие автоморфизма б  еоть
умножение группы G на рациональное число.

Теорема 7 .  Для S -  сепарабельной группы G с б  -  точным 
множеством группа Н 1 (Ф ,G  }  жО тогда и только
тогда, когда Н Ц ^  , < £ * )  = 0  для любой изолированной группы

I I



й* е  62 ( а ' ) .
Доказательство, а) Пусть И * (Ф  }в/ ) “ О и GA -

изолированная группа из 6 2 (G )  . Убедимся, что 6 *  ха
рактеристична в 6  . Допустим противное, пусть G *GA ®(> >
Нот (G ^ ,6  ' ) *  О v O t i e H o m  (G^ ,  & ' )  , *  0  .
^  , g 'e  G' . Так как группа G' также является
Д -  сепарабельной, то д '  можно вложить в S  -  вполне разложи

мое прямее сл агаем ое# ', = ©. G , группы G ' , где G^e  62(G) ,
£ = Г г̂п . Имеем О *  Т Lo % е  Нот ( $ л } 0 )  , где
- % •  Д  — £ * 0 -  проекция, &1 в 1 $ ')  + о  , .
Следовательно, группа G  ̂ не является изолированной в 62 (G ) ,
что противоречит предположению. Значит,существование неглавного 
скрещенного голоморфизиа из 4°^ в влечет согласно лемме 2
возможность его продолжения до неглавного скрещенного гомоморфиз
ма из 4° в G . Таким образом, Н 1 (Ф  ̂ ,& л ) О для любой 
изолированной группы &, е  6 2 ( G ) '

б) Пусть для всякой изолированной группы 6 л е  6 2 (G )  группа 
Н , Gj )  = О . Покажем, что H1(<P,G) ” О .

Пусть O r f e Z *  • Вложим / в  в S -  вполне
разложимо^ прямое слагаемое 6», группы Gr . Имеем ,
где G , *£© Д  , А^е62(G) , 6=G ,dz , G , “ 6  , cl- =в$г  и
f 6 = f 6 t + f 6 a , /S i eG <  . f s z ’ 0  • Отсюда следует, что

1  / f f j  . где G r 6 ! &s • и * 6j cA i  •
j - ''/Заметим теперь, что / е Ц 1 ( Ф , G )  индуцирует некото
рый скрещенный гомоморфизм /  ■' ФА -*■ А . Если группа <£, 
изолирована в £ « ? )  , то /у -  Главны?? скрещенный гомоморфизм
и /с£  £  ( £ - 6 J ) по лемме I .  Пусть группа /£  не изоли
рована в 62(G ) . В случае £ ~ 6 j e  Jhrt Aj снова имеем

(<f ~ в"J )  . Допустим, что 6 ~ 6 j  4  -Ju t Aj . Б (G) 
существует хотя бы одна такая группа <3, , что Нот (/?, , 6 )  А О .
Имеем /  в  ' = 0 и сущ ествует гомоморфизм Нот (А  ̂ , 6  Л  
такой, что f e j  +■ 0 . Далее рассмотрим S 1 6 J  Ф О ,
где -5, €  //с гг. ( /  и ® А Ф (гг  ) ,  S i  -  проекция.
Так как грушка ©. {*  '&> (хг является также S -  сепарабельной» 
то существует е /  S  -  вполне разложимое прямое слагаемое 
ДТ, 47* , содержащее 3 1 у / 6  ' *  О . Значит, найдется про
екция S K Д  Ск -*■ С к ‘'такая, что S n S 1 ^ C j  у6 О 
Итлк, получили Кот (A j } СК)  /  0  , Ск е  Q  ( G )  . Посколи-
ку Ю'ожество & C G )  является б  -  точным, то группа Л, 
и-'̂ морфна некоторой ( £ - d ) - зкдоморфний подгругше С ‘к "pyii-
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пы С  к . Тогда согласно лемме- 6  f & 'e j / n  ( <5 -  (S j  )  . Сле
довательно, / 5  = f e i * £ ( < £ - ° j )  L j  ,vpfiQ. e.A  , T.e. 
f 6 e J f n ( _ £ - 6 )  . Таким*образом, всякий скрещенный гомоморфизм из 
ф  в 6г является главным, т . е .  Н * (Ф  ( г ) ‘‘ О,

Следствие. Для S  -  сепарабельной группы G с б  -  точным 
множеством £ 2 (G )  без изолированных групп (в  частности, для од
нородной 5  _ сепарабельной группы) всегда Н 1 L ф , G )  - О 

Пусть А -  р  -  редуцированная группа без кручения ( р  -  фик
сированное простое число),

* * г о гг ,Р гггР£ * ■■■* r » P n+ ( ° i r n i p - i > п - - 0 , 1 , г ,  > -
целое р  -  адическое число, 5 Л 1Л ) - п -я  частичная сумма ,гис 
ла << . Если для а е  А существует такой а 'с А  , что
й  '*  {S„ U ) а. }  где ^ тА { S* (*)<*- }  -  предел в

р  -  адической топологии группы А , то пишем О, = и д  . Будем
говорить, что действие автоморфизма р  группы А есть  умноже
ние А на целое р  - адическое число <А у в U ( Q £ ) если
р а  = с д л я  любого а .е  А . D таком случае говорим также, 

что автоморфизм р  определяется целим р  -  адическим числом л у 
(или А у определяет автоморфизм Р ) .

Пусть всякий автоморфизм р е  Ф я J u t  А группы А определя
ется некоторым р  -  адическим числом А у л р  :ф  >-* U (Q j1 ~) 
такое вложение группы Ф в группу единиц, кольца целых р  -  оди
ческих чисел, что р  р - А у . Очевидно, что всякий такой автомор
физм Р регулярен на А , a p ' f определяется числом А у  . Ес
ли dv - t 0 , l np “* ...(0 *  t„  * / > - / }  и 1U> 1 ,
то p - £  есть  автоморфизм группы А , определяемый числом -б  . 
р  -  редуцированную группу А без кручения назовем РЯ° -  группой, 

если всякий автоморфизм р е  Ф определяется цельте р  -  адичес
ким числом и £  - f  $  J u t  А,

Лемма 8  [ 3 ]  . Для р  -  редуцирлпанной группы А без кручения,
всякий автоморфизм р е  Ф которой определяется целым р  -  ади
ческим числом, группа Н* (Ф, G) * А) тогда и только тогда, ког
да А является 9 Ф  -  группой.

Теорема 9 .  Пусть G, -  S  -  сепарабельная группа с  3" - точ
ным множеством 6а ( G )  ,  действие всякого Yt & Фу на изоли
рованной группе А есть умножение либо на рациональное число, 
либо на целое р  - адическое число в случае р -  редуцированной 
грунты А

Для такой группы Gr группа Н 1(ф,& ) = О ю гдо  и только т о г 
да, ког^а £2, (G )  не содержит изолированных групп, являющихся



Ь Ф  -  группами, Сф> -  группами или Т ф  -  группами.
Д оказательство, а ) Пусть Р г( ф , 6 )  - О и £ 3  (G )  содержит 

изолированную группу А , являвшуюся ВФ -  группой, Сф  -  груп
пой или ФФ- группой. Соглисно Jieyw.au 3 ,  4 и 8  соответственно в 
капдом из отих случаев получаем Р '(Ф А , А) А О . Тогда по 
теореме 7 сущ ествует скрещенной гомоморфизм / Ф -* 6  , не явля
ющийся глав1шм. Следовательно, Ф (G ) не содержит изолированных 
групп паз ванных трех видов.

б) Обратно, пусть £1) f f i )  удовлетворяет условиям теоремы.
Если £ 3 ( 6 )  не содержит изолированных групп, то И 1(ф ,6 ')-  О . 
Пусть А -  изолированная группа из £ 2 ( 6  ) . Если А -  группа
не 2 -  делимая, т о , так кале она не может быть ВФ  -  группой,
А р  -  редуцирована по некоторому п р о ст о р  числу р  и действие 
всякого <рл с  Фл есть  умножение группы А на некоторое це
лое р  -  одическое число. Но А не является ?Ф  -  группой, по
этому согласно лемме 8  получаем И 1(ФА , А )  » О . Пусть А -  груп
па 2 -  делимая. Так как А не является ни Сф  -  группой, ни 

Р Ф  -  группой, то по леммам 4 ,  8  снова получаем, что Н\ФА ,АУО. 
Таким образом, для любой изолированной группы А ^ £ 3 (& )  всякий 
раз М*(ФА )А  )  “  О . Обращаясь теперь к теореме 7, полу
чаем Н 1 ( ф , ( г )  * 0  .

Абелеву группу без кручения 6г назовем S * -  разложимой, 
если она является прямым произведением групп, изоморфных некоторым
группах) из системы S

Следствие. Для S  -  вполне разложимой группы £ г 
( S* -  разложимой группы 6  ^ ./ 7 6ri ) с  d  -  точным мно
жеством £ 3 ( 6 ) -  f& i}  ie J  , для которой действие всякого ФАёФ£~~~ 
на изолированной группе А есть  умножение либо на рациональное 
'-тело, либо на целое р  -  адическое число в случае р  -  редуци
рованной группы А , группа Н 1( Ф ,6 )  тО тогда и только тог
д а , когда £2 (6 -)  не содержит изолированных групп, являющееся ВФ 
• группам;!, С ф  -  группами или 9 ф  -  группами.

Рассмотрим далее межпрямуг сумму 6  S i  -  сепарабельных групп 
(у £ с <? -  точными множествами £ 3 ( 6 ; )  , всех прямых сл агае

мых, изомор^мх группам из S ;  , где S ;  -  система групп без 
кручения конечного ранга и каждый класс еамкцут относительно
прямых слагаемых, i  пробегает произвольное множество индексов 

5  . Имеем = 6 '  , .
б '= (  ..К  , ) i ( j  > 6 ’c J u i G  • И звестно, что группа

$  имеет прямые разложения G- = 6  ̂  © G • , где 6  ■ есть



. Обозначим
UQ ^ ) MJ r ' & ( T )  ГРУ1Ш ^  ДЛЯ ^  , J f  L

Теорема 10 . Пусть группа G  есть  меж прямая су ш а  S L - с е 
парабельных групп 5 ;  с  S  -  точными S 2 (S L )  , и  7  ,
Ф  ■* JtutG  , и действие любого ¥д е  СРА на всякой изо

лированной группе A1 ^ G2(Gl )  есть  умножьние А{ ли
бо на рациональное число, либо на целое р  -  адическое число в 
случае р  -  редуцированной А 4 .

1. Если группа G (£-€>')- эндоморфна в G и каждое
Q  ( S i ) но содержит изолированных групп, являющихся 6 Ф  -  груп

пами, СЯ° -  группами или группами, то Н 1 ( 0 °  6г ) * О
2 . Если группа Н 1 ( (Р1 G ) = О , то s a ' ( d )  не со

держит изолированных групп, являющихся 5Ф -  группа*.®, СФ
-  группами или Р Ф  -  группами.

Д оказательство, а) Пусть ,  / 6  =
"(■■><?i i ) u j  • где 0 i e ^ i  • й** любого име
ем G =£ L @ £  l , в  ■'б'1 6“  , где 6"i , притом по
лемме 5 f e Le G L , . Отсюда'' f& L и

, f 6 L , • Д”я тех ГРУПП 6 ,  * которых
£-6Le . J u t  & i , имеем f  6 t c j r ^ - 6 -  ) . Пусть
для группы GiK )Ke.J , эндоморфизм £  ~ 6 К не является автомор
физмом. Так как множество &  (G  к ) G -  точно и не содержит 
изолированных групп, являющихся ЗФ  -  группами, СФ  -  груп
пами или Р Ф  -  группами, то по теореме 7 получаем 

А *к £  Ут I <- “ 6  к ')  * *(£  -  6 к )  Cj к • где €
€ G к • Так как группа dr (€ - £ ')  — эндоморйна в G ' ,
то Qom(  > ,  ) i e J e  ^  .С л ед о вател ьн о , f e e  J m ( £ - б )  ,

т .е .  всякий f e £ '  (ф } 6г) является главным.
б) Допустим, что ,Q 'fG )  содержит изолированную группу од

ного из трех названных в условии теоремы типов. Тогда £2(G S) хо
тя бы для одной группы также содеркит изолированную
группу As , являвшуюся ЗФ -  группой, СФ -  группой_или 

Р ф  -  группой. Группа имеет разложение &s = As ® Gs ^ .
Переходя к груш е G  , получаем G ” A s  ® (G. <9 G$ )  ‘ As <S Gs . 
Рассмотрим группу Horn (Aj f G ,)  -  Ham (_AS } Gs ^® Ноля (Ai  ,G'S )  •
Так как A& изолирована в dt!(Gs ) , то Нот (Ai  А )
Группа G I  является межпрямой суммой Sj -  сепарабельных 
груш  £ .  i * s  , . & G i G l  & Л  G ; .
Чмеем Ham <А? , G^ ) ^ Him  )  * и Р°т (As,Gy Gd )  *
~ Г! Нот (А$ , 6  J )  ■ . Но изолирована в £> fe  ^  , по
дтему каждая группа Нот (A&,G j ) - 3  . В  п,Х)ТКВ!*вм еду-
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ч а е , если уогл бы дли одной группа Horn (As ,&J1 )  А О ,
го Ноп7 , /4^ ~) *  0  для некоторого прямого слагаем ого,
А^  группы Gj f ю  £2  и A s не изолирована я *2 (Сг),

Ол 'до пательно /  Нот ( As ?&'s ) = О и Нот (AS r Gs ) = 0  , 
т . е .  группа As характеристична г G . Учитыпая леммы 3 ,  4 ,  8 , 
получаем , A S )  / О . т . е .  сушестпует не-главный
скрещенный гомоморфизм f '  <Р  ̂ -*■ A s . Продолжая f '  до
скрещенного гомоморфизма f  Ф  ->■ Gr , получаем Н *(Ф ,G ) А О . 
Противоречие. Таким образом, доказано, что £ 2  (6г)  не содергит 
изолированных групп, являющихся В Ф -  группами, С ф  -  группа
ми или РФ  -  группами.
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О КОЛЬЦАХ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ, ЯМЯИЦИХСЯ КОЛЬЯМИ КЕЗУ

Е.М,Вечтомов

Введение

Рассматривается кольцо С ( X , К )  всех  репреГ'Шнчх Л '-зн а ч - 
пых функций на топологическом пространстве X  с  поточечно определен
ными onopaipwMii, где К  -  либо тополоигческое поле л  действителен,ix 
чисел, либо топологическое пате С  ксмглексншс чисел, лзтбо тепапо- 
гэтеокое тало Я  кватернионов. -Будут приведены условии, эквивалент
ные тому, что кольцо С (  X , К )  является кольцом Е езу , Кольцо на
зывается /правым/ кольцом Б езу, если каждый его кснечыо-порогкдепннй 
/правый/ идеал является главным /правым/ идеалом. В работе [ I ]

Гиллман и Хеприксев начали изучение таких катец С (X  г !R )
Они назвали тихоновское простванство X F  -прост ране таем, если 
с  (X , IR )  -  кольво Б езу . Ыы F  -пространством называем произ

вольное топологическое птюстранство, обладаюпее указанным "алгебоаи- 
ческим” свойством. 1Сяк обычно, топологическое пространство называют 
тпхэновеккм, еати оно вполне регулярно и хаусдортфово.

В [I]  доказать различные Функцион'.льно-алгебраипе си :е  и (Тункцио- 
нально-топологические характеризации F  -пространств и да)Ш примеры 
таких пространств. Дгльнейпее исследований классе F  -пространств, 
существенно используш ее теорию упорядоченных колец, проведено в мо
нографии Гиллмана и Дыерисона [2 ]  , первое издание которой вышло в 
1060 г .  Другие "пальцевые" характеристики F  -пространств получат! 
ньии г  [3  -  5 ] .

В §1 лриведэны алгебраические характеризации f -пространств. 
f>2 содержит чисто топологическую характеристику F  -гр остр ан стз, оо- 
нованную на топологическом описании нуль—множеств. ООшетопологические 
описаю т пуль-ш о.г.еств ироизгольшьх топологических пространств и
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самих ^-пространств получены, по-видимому, впервые. Напомним, 
что ну.и-множеством топаю гического пространства X называется про
извольное множество ьида Z ( f ) ~ { x e X l f  ( x ) * 0 ] , J e C l X , R )  .
Конуль-мнохествами в X  называются дополнения Л V Z  ( f )  нуль
множеств.

§ I .  Кольцевые характеризации F  -пространств

Нодколъцо А кольца С (Х , К )  назовем 2  -насыщенным, если для 
любого нуль-множества Z  топологического пространства X  существует 
такая А , что 1 ( f )  - Z , я G А влечет I d l e  А и для 
любых f  , jf 6 А разрешимость j"равнения f  X “ f j  в С*(Х ,К )  
влечет его разрешимость е А . Таковыми являются подкольцо С *(Х,К) 
всех ограниченных функций в С  ( X , К ) и подксльца С ( Х уЦ?) Е 
С ( Х ,  С )  в С ( Х , и  ) .

ТЕОРЕМА I .  Пусть К* К  , С или Я  и С  -  произвольнее топологи
ческое пространство. Тогда эквивалентны следующие условия:

I/  X -  ^ -п р о стр ан ство , т . е .  С ( X f К ')  -  кольцо /равносильно, 
правое кольцо/ Везу;

2/ кольцо С ( X , К )  дистрибутивно /дистрибутивно справа/, т .е .  
решетка всех  его идеалов /правых идеалов/ дистрибутивна;

3/ все идеалы /правые идеалы/ кольца С ( X , X )  являются 
плоскими правыми С (Х , X) -модулями;

4/ все главные /главные правые/ идеалы в С ( X , К )  плоские;
5/ кольцо С (X} И) инвариантно справа, т . е .  каждый его пра

вый идеал двусторонний;
6/ каждый идеал /правый идеал/ X кольца С (X , К )  обладает 

свойством: S ' t f e J  н f g  * 0  влекут f e  О для любых 
f  IЦ  ̂F  ( X , К )  ;

7/ для всякого 2  -насыщенного нодкольца кольца С (Х , !Н)  
вш10лняется некоторое /любое/ из условий I/  -  6/.

Эквивалентность утверждений I/  -  6/ доказана в [4 ,  теорема I  и 
5, теорема 3 ] .  Снраведлюшость сформулированной теоремы для 2 - на

сыщенных подколец доказывается аналогично.
Замечание I .  Можно привести и другие условия, равносильные усло

виям творимы I .  Например, JC (X ,K ) * QС1Х, К ) -  (Ifl t i g »  С (X ,К )  
для любых f  ;  д е  С ( X, К )  или f C ( X ,  К)  *  Ifl С ( Xf К)  при

f  е  С ( X , 1К)  . Здесь I f l ( * ) “ модуль числа f  ( х ) £  IH 
длу лкбой то'жи х е Х  .

Замечание 2 .  Теорема 1 И|.,еэт место и для ряда дистих тел К [ л ,
5.1 м л  подл алей п онял , Кроме то го , интересно исследовать :*тп
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условия для топологических колец К  . В связи с  этим отметши только 
почти очевидное утверждение о том, что любоо кольцо С  (  X t Ж )  , 
где Ж  -  дискретное кольцо целых рациональное чисел, является коль
цом Ь езу , поймем И О Я (f  д )  (л )  = НОЯ ( /(X )  0(х  ) )  для любых
f , g e  C ( X , Z )  и л е Г  /считаем, что НОХ) ( 0 ,0 )  “ 0  / ,

§ 2 .  Одна топологическая характеристика /""-пространств

Сначала дадим внутретлою топологическую характеристику нуль-мно
жеств произвольного топологического пространства. Для этого вводом 
абстрактно-топологическое понятие Я -ц еп и  множеств в топологическом 
пространстве.

Пусть X  -  произвольное топологическое пространство. Пусть А и 
3  -  его подмножества. Договоримся, что А 0 -  внутренность А , а 
А -  его  замыкание в X  и А с  3  обозначает строгое включение. 

Счетную плотную систему S  подмножеств в X  относительно включения 
С множеств, не нмекэщую наибольшего и наиметппего элементов, назо

вем г  -цепью множеств пространства X  , если A s  В ° или 3  £  А " 
для любых различных А , 3  с  S  . Плотность цепи 5  озн ачает, что 
для любых А , B £ S А с  В -влечет существование такого С с. J  , 
что А с  С  с  3  . Отметил, что цепь J ,r,{ X ' A \ A e S  j  ,
определенная для X -цепи 5  на X , сама является Я-цепью , причем

X ' U S ' - n S  И ( S 1) '  • 5  .

Определение Я-цепи множеств, естественно, возникает из конструк
ции П.С.Урысона, используемой при доказательстве леммы Урысэна о ти- 
хоновости нор(/альных пространств.

ЛЕША. Произвольное подмножество А топологического пространст
ва  X является е г о  нуль-множеством /конуль-мномоствоч/ тогда и толь
ко тогда, когда существует такая 2  -цепь 5  множеств в X , что 

А -  O S  / А = U S /.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно п оказать, что нуль-множества произволь

ного топологического пространства Л -  это в точности пэресечеш т 
П S £  -цепей S  множеств этого пространства. Поскольку

X  \ Z  ( f )  а О S  эквивалентно Z ( f ) " 0 f S  (

то те." само.! будэт доказана справедливость леммы и .шл конул!-мно
жеств .

Итак, пусть Z ( f ) . f e C ( X , R )  , -  произвольнее пудь-мпо- 
мество на X  . Для любого действительного числа X г о л о г о
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Ясно, что цепь

I ^  ” Рациональное число и 0  < b < i ]

является £  -цепью множеств пространства и б) 5  • Z ( § ) .
Обратно, пусть дана £  -цепь S множеств топологического простран

ства  X . По известной теореме [и , с .  2 2 2 ]  счетная плотная цепь S 
по включению, не именная наибольшего и наименьшего элементов, изомо
рфна линейно упорядоченному множеству /цепи/ L веек рациональных 
чисел интервала ( 0 , 1 )  , Таким образом, система S оказывается
индексированной числами из L , т . е ,  можно считать, что

$ ~ {А  г I i e  L }  ,

причом если I  < 3  , то А х, -  A j  . Определим функцию /
в единичный отрезок Г 0 , 1  J формулой

,  ^ Д / У и . * * М , если х е  US ,
, если х е  X  '  US  .

из X

По лемме 3 главы 4 книги [7 ]  функция непрерывна, т . е .  f e C ( X , K )  . 
Легко видеть, что (\ S ~ A v  »  Z. ( f )  . Лемма доказана.

Теперь в терминах £  -цепей легко получить решение задачи чисто 
топологического описания F -пространств.

ТЕОРША 2 .  Для того чтобы произвольное топологическое простран
ство X било F -пространством, необходимо и достаточно, чтобы для 
любых деух 2  -цепей множеств пространства X  с  нспересекагвдимися объ
единениями А я В нашлись такие две Z -цепи множеств на Л" с непере- 
секашимися пересечениями С и Я , что А * С и А £  X) .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО вытекает из леммы и того факта, что пространство 
является F  -пространством тогда и только тогда, когда любыо два п е- 
пересекаш лхся конуль-множества на X  функционально отделимы [ 2 ,  упр. 
1 4 ,/Vs 4 ] ,  т .о .  содержатся в некоторых двух непересекаииихся нуль
множествах [й , тзореиа 1 .1 5 ] .  Отметим, что в (2 ] рассматриваются 

лишь тихоновские пространства. Но эти результаты верны и для произ
вольных топологических пространств / см ., например, [4 ]/ .

Замечание 3 .  Лемма позволяет дать внутренние топологические эк
виваленты для тех классов топологических пространств, которые можно 
определить в терминах нуль-множеств, например, для вполне регулярных 
пространств, для совершенно нормальных пространств, для хыоиттовених
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/действительно-ко«тактных/ пространств [ 2 ] .  Пак, оп!>оделе1сио полной 
регулярности топологического пространства X переформулируется оле- 
дуючим образом: пространство X вполне регулярно, если для любых его 
замкнутого множества 5  и точки х ф  В существуют такие две Z -цепи 
множеств на X  с  непересекаюшимися пересечениями С и X) , что б^С  
и X е X) . Залетим, что эта пвреформулзфовка прощэ, чем теорема 
Фринк-Зайцева [ 8 ,  упр. 1 . 5 ]  о топологической характеризации тихо
новских пространств с помощью нормальных Оаз.

В заключение сделаем несколько замечаний о классе F  -пространств. 
F  -прострапст: а\ш являются экстремально носвязные пространства и 
Р  -пространства [ 2 ] .  Напомним, топологическое пространство X назы

вается экстремально несвязным, если замыкание любого его открытого 
множества открыто, и Р -пространством, если пересечения счетных се 
мейств открытых в X множеств также открыты. Еще один класс гримеров 
доставляет такой результат: если X -  локально компактное хаусдор- 
фово пространство, яьлящ ееся счетным объодкноиием компактов, то его 
нарост Jt X \ X  , где i  X -  компактитшация Ст оука-Чехч прост
ранства X  , -  F -пространство. В частности, р  R \ R - F - прост
ранство. Д оказательство последнего результата сы. в [2 ,  теорема 14 . 
2 7 ] .  За другими примерами отсылаем к работе [ I ] .

Очевидно, что топологическая сумма конечного или бесконеч
ного семейства топологических пространств является F  -пространством 
тогда и только то гд а, когда все  пространстьа-слагаечш  суть F -про
стр ан ства. Сднако тихоновское произведение уже двух F  -пространств 
не обязано быть F -пространством. Гиллман [о] построил такое экст
ремально несвязное пространство и Р -пространство, что их произведе
ние но является F  -пространством. Поданожестэо А топологического 
пространства X называется С  *  -расширяемым, если люоая Функция f  
из с * ( А , т )  продолжается до Функции из С ( X, !R )  . F  -простран
ства  могут быть охарактеризованы как нроотрш етва, в которых все  ко - 
нуль-множества {^-расширяемы [2 , теорема 1 4 .2 5 ] .  Отсюда следует, 
что конуль-мнолеотва F -щ ю странств сами являются F -прос гранотва- 
№1 . Для любого топологического пространства X существует гихоноьс- 
кое пространство XX  и хьгаттовскоо расширение )>ХХ / ом ., нытри- 
мер, Г2 или 4 ]/ , иыспцпе изоморфные колье а  непрерывных Функций.
По теореме I  гростраяства X , Т X , 1>ТХ wjktX  одновременно я а л т- 
ются ил;: не являются F -пространствами. Наконец, отметил., что F -  
пространства не содержат нетривиальных сходящихся последовательнос
тей в случае тихоновских пространств f l ] . Поэтому лишь дкекретгно 
нростванотва являются тихоновскими F -пространствами с первой акси
омой счетности.
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ВПОЛНЕ ТРАНЗИТИВНОСТЬ ПРЯМЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ 
АБЕЛЕВЫХ ГРУПП-

С. Я . Гриншпои, В . М. Мнсяков

Редуцированная абелева группа 0  п ази вается вполне транзн- 
т изной, если для любых ее элементов О/ , S таки х, что Ш Л')* IH(fi). 
(Иla) и Ш t )  -  высотные матрицы элементов О/ н /  соответствен 
но ), следует существование такого эндоморфизма Ч  этой группа, 
что Ч(а)= S .

В денной ст а т ь е  получен критерий вполне транзитивности пря
мого произведения сепарабельных абелевых групп.Установлены необ
ходимые и достаточные условия вполне транзитивности расщепляемых 
абелевых групп с  сепарабельной периодической частью .В заключение 
работы рассматриваются связи манду вполне транзитивностью прямых 
сумм и прямых произведений абелевых групп.

Все рассматриваемые в работе группы -  абелевы,редуцированные.
Напомним некоторые определения.
I .  Абелева группа называется вполне разложимой,если она явля

ется  прямой суммой групп ранга I  (  боа кручения я лримарных цик
лических )  [  *i ]

I I .  Абелева гр у ш а  А называется сепарабельной,если .саадое 
конечное подмножество элементов из А содержится во вполне раз
ложимом прямом слагаемом группы А .

I I I .  Множество абелевых групп назовем вполне транзи
тивной системой групп,если для каждой пары групп ( ( ) с , j t  7
U  может совпадать с у )  выполняется услозиегиз т о го , ч т о , 

S e $ j  и !Н(а) .сл ед у ет ,ч то  существует f e Нот (SL , 6 ) с о
свойством / а  = (! Гз1.

IV . Пусть S  -fG Jie j  -  некоторое множество абелевых групп. Будем 
говорить,что систем а групп S  удовлетворяет условию монотонности
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ятя ьысотныг матриц,если для каждой группы Gj и для любого эле
мента , j e Л , из выполнения соотношений:

I ) ‘V  f m i & t , a s i Ke  Gu  ,LKe J t K - f ,i  ,
LK i L[ , при AT I* C ; __

2 9U<tj) (a>iK') для всех  .следует существование
элемонтов Оу CLj i e G :  00 свойствами:

' V  i a ?  ^
2 ) для каждого элемента и. . ( С°4,  г ) найдется такой элемент 

a u ( * - / , S )  .что Ш ^ ) * Л Г я л ) [3 J .
В статье используются следующие обозначения: 4 (a )  -  высотная 

матрица элемента &- ; H p (d ) -  р  -  индикатор элемента Л- ;
A W . -  соответственно характеристика и тип элемента се

( иассматриваются для элемента се  бесконечного порядка ) \Т(& ),
Гр(6)- соответственно периодическая часть и р  -  компонента пэрно- 

дической частп группы G ; Ж G) -  множество тех простых чисел 
р  .для которых группа G  не являетоя р -  делимой.

Следующий результат сводит изучение вопроса о вполне транзи
тивности расщепляемой группы с сепарабельной периодической частью 
к рассмотрели)^яктор-группыэтой группы по ее периодической части.

Теорема I .  Смешанная расщепляемая группа с  сепарабельной перио
дической частью вполне транзитивна тогда и только то гд а,к огд а фак
тор-группа этой группы по ее периодической части вполне траязитнвна. 

Д оказательство. Необходимость вытекает из Г б .теорема 3 ]  . 
Докажем достаточность.П усть £ = * А ® Т(6)~  смешанная группа.где 

Т(6)~ ае периодическая часть,удовлетворяющая условию теоремы.Для 
вполне транзитивности группы G .ад должны п оказать.что  система 
R 7 j & ) J :  i )  вполне транзитивяа; 2 ) удовлетворяет условию монотон- 
поотл для высотных матриц [  J  .теорема 3 J .Так как г руппы 
А и T(G) вполне транзнтивны.то для д о казательства  вполне транзи
тивности системы { А , T (6 )J  достаточно установить,что для любых 
элементов а е  А ,/ е  T(G) т а к и х ,ч т о ^ а ) &Ы (6), существует 
*feHom(A T(G)) такой ,что ч>а=6 .Имеем 6  -  6 р ,+ ■■■ + ° р ,t .гд е  
р1 , Рп. -  различные простые числа и 0(8pL)= р гр  , РсА  .Так как 
для любого i - Pi -  компонента группы ЛГбХподгруппэ TpiG)) 
сепарабельна,то существует конечное прямее слагаемое Tpi М*> группы 
TpJG) , содержащее элемент SpL (  < = *, П- ) .П усть <8 - >-  раз
ложение группы ) в прямую сумму циклических Р, -  групп (tU ) 
зависит от pt ) .Т о гда элемент 6/>L можно представить в виде

mt &it(0f .ПустьmK‘  SK p f*  (к  • <~t) ,гда  (SK,p p * i  .Тогда 
6Pi -3 ,  .»/ ' SI, f -.Jt -Рассмотрим элемент Ц. .1.Пусть
сер ваятяая подгруппа,порожденная эломептом се в группе А .Так



как Mia) & M (f) и Pi*=5r(T(6)) для любого ,то  pi e7(A ) .для
любого L = 1,fts .Пусть 8р.(а) -tf- в группе <o,>^(im if n)  , тогда 
в < & \  разрешимо уравнение pPi х  = 0 ,  .Пусть <£t -  ре,по кие 
этого уравнения,тогда k p i (x L) =о .Для каждого L=f~n- и k *HUL) 
построим гомоморфизм WtK ■ '« > ,- » <  <?/*> т а к о й , ч т о W * />/*’" * 4 *  ■ 
Покажем,что гомоморФпзм 7 ^  отобразит элемент и- в эле
мент 6 .Действительно, 1“* *-i„ "  ‘J i >  <* Д‘) * <Л> /  - I T  г  П  t t t > /  / *
* * U & : 5 5 л 4 p  < №  '* * V > $  ' a  ■ ■' •IbMOMO рфизм ^  отображает < a > *  в ® < g't > .Под-
группа A" “  gP1* < > -  ограниченная, поэтому -К -  алгеб
раически компактная группа,а значит,она сервантно иньективна. 
Следовательно, диагршлма

< « '> * 4 % ^
* *  ,К '

где L -  вложение, за ;,и кается  до коммутативной.то есть существует 
у е  Нот (А  ,К )  такой ,что 7 а  =■ 8 ( 7  можно рассматривать in  к 

элемент группы Hom(A,T(G)) . Покажем теп ер ь,что система групп 
{A t T(G) ]  удовлетворяет условию монотонности для высотных матрпй. 

Рассмотрим произвольный элемент аеА  и п устьH(a)^in/{ff(a), Ш1()} _ 
где а с  А , 6 е  T(G) , т о г д а !Н а) >/Н (а) . Действительно,если 

р  -  такое простое число, что Ау,г#;= “  ,то  Мр (а)>Нр (&) .Пусть/» -  
такое простое число, что lvp (a)*  и допустим, что я р(.рЪг)<8р(р% ) ju  я 
некоторого кеН . Тогда Яр (а) <Нр (а.) .Т ак  как/Усо) »  in f  {Н(а),1Ц(8)] , 
то Нр(а)> inf fH p (a ), ' fp (t f ) ]  .Значит, i-tif [Н р(& ),Н р (8)}*

-  И р(6)  и Нр (а ) > Нр ( 8 )  .э т о  неравенство невозможно, так как
°(0-)- ог> jH 0(8 ) < о -  .Следовательно, 1Н(а) /Н(а.) .Рассмот
р и  произвольный элемент d eT (G )  такой,что //(d) *Ог/ [/h o), /Н(с)}  
для некоторых а е А  и с е  в  .Пусть I H ld ) f lH (a )  д
Mid) $ /Н(С) ■ .П усть cl^dp, *■■■* dpt , ( 6 )  ,гд е  £>/$/)-
примарная p L -  компонента группы Т(&) .Если существуют 
простые числа а е  { р^}^. таки е, что» 1)8^ (а ) « с »  щц,
278у ( с )  = о» .т о гд а  в первом случае M(d^) * Н (с )  ,а  вс втогом- 
M(dy) ъМ (а) .Рассмотрим все  такие простые числа о е {pi } 
что 8^(0. ) *  <*• и by tc) / о~ .Для каждого такого ^ рассмот- 
рим конечное прямое слагаемое дтокмзрной группа Т^(6) .со д е р 
жащее элемент d.^ Имеем ^  ( " 5 ) " ©  < d.^(>  и d^tl^,*...tde/i^y  t 
г д е а ^ {€ < ^ / >  ( t “,J ( ^ ) )  .Так *ж Н п (с/^ )> й Р  { И л а у , Н^<су j  
то рассмотрим д ва  случая: 1 ) ^ tc)> Hqia) , тогда Hty(a) s //̂  f r ;  j, 
Ну{с/ч{)> Н < }{а )  .зн а ч и т ,М (<*р) *  М ( л )  . ? )  k ^ (C )< k ^ (a ). 
Пусть /ь -  такое натуральное число,что для любого п'.турального



tti > ft hAij ma ) ^ h M ma.) .Так как И ̂ (d^) -  in f  *
>, « л / f  Ну ( а к  /Уа(с) }  -то

для любого r jic j]  т а к о г о , ч т о с л е д у е т , что 1Н(а^)>!Н(С) . 
Для всех остальных индексов.для которых ) >  ^ *» следует.что 
И (d o t ) * М(а) . Здесь необходимо зам етить,что H y (d y i)  ,гд е  
/ * i/Щ )  ,не имеет скачк ов ,так  как элемент принадлежит цик

лическому прямому слагаемому группы Т£  ( G) .Теорема доказана.
В качестве следствия доказанной теоремы получаем критерий вполне 

транзитивности сепарабельной абелевой группы.
Следствие 2 . Сепарабельная абелева группа & вполне транзи- 

тивна тогда и только то гд а ,к огд а  для любого ее неоднородного пря
мого слагаемого без кручения ранга 2 А Ф Ь С А *  О , А * 0 )  имеем 
К А )П Л В )’ 0 .

Д оказательство, а .  Необходимость.Пусть G -  сепарабельная впол
не транзитивная абелева группа.Тогда ее неоднородное вполне разло
жимое прямое слагаемое без кручешш ранга 2 А Ф А также явля
е т ся  вполне транзитивной группой.О стается теперь применить крите
рий вполне транзитивности для вполне разложимых абелевых групп без 
кручешш [  2 1 .

б. Достаточность. Пусть для любого неоднородного вполне разло
жимого прямого слагаемого без кручения ранга 2 А О 3 сепарабельной 
группы (г имеем .У М / 7 . Покажем, что G -  вполне транзитив
ная абелева группа. Пусть а , 6 е  R и И (О)  ̂Н( S ) .Вложим элемен
ты Ч ц 6 во вполне разлож ите прямое слагаемое & ' группы & . 
Так как 5 ' -  сервантная подгруппа группы G ,то  неравенство 
И (.a) i  1Н(8) выполняется и в & . Ct -  расщепляемая абелева
группа, поэтому в силу теоремы I n  С 2 ]  сущ ествует ‘f 'e E (G ')  
такой,что Ч, '(а) = 6 .Эндоморфизм f '  продолжается до эндоморфизма 

У группы G .Значит, & -  вполне транзитивная группа.
Перейдем теперь к рассмотрению прямых произведений сепарабельных 

абелевых групп.
Теорема 2 . Пусть -  семейство сепарабельных абелевых

групп,где У -  множество неизмеримой мощности.Группа & *П  Qt 
вполне транзитивна тогда и только то гд а ,к огд а  выполняются следую
щие условия:

1 )  если для простого числа р  найдется группа GL ,у  которой 
хотя бы одно прямое слагаемое без кручения ранга I  не является р  -  
делимым,то T piG ) - Лу Ер (G.) ;

2 )  если А ® в -  неоднородное вполне разложимое прямое сл а
гаемое без кручения ранга 2 группы G ( А * 0 , 3 ?  о ) ,то  Я(Л)№(&)-ф,

Доказательство.Н еобходимость.Пусть грутта G ‘ П^бL вполне



транзптнвна и для некоторого простого числа р  группа Gl0O-0e J )  
содержит такое прямое слагаемое А без кручения ранга 1 ,ч т о рАфА , 
Покажем,что Tp(Cr) =/7 Tp(&L) .что эквивалентно то м у ,ч то /7 тр(&{) - 
перлодическая группа.

Допустим противное. Пусть группа n jp ( Q i )  не является периоди
ческой.Это озн ачает.что  найдется элемент ftе .Qj Тр ) такой,что 
°(ft)‘  .Покажем,что тогда суцествует элемент ftе Лу Тр (G t ) ,
у которого 0( 0 ) -  оо и Н р ( р = ( 0 ,{ ,г ,3 ,  .. )  .Пусть ̂ = 6 . , # ,  ) .  
где ft^eTp(Gi )  .Учитывая,что Tp((rL ) -  сепарабельные периодические 
группы,получаем,что для любого элементы ftL вкладываются
во вполне разложимые прямые слагаемые соответствующих групп 
Пусть ftL =ftL { f  t  , где a, t e  Fit , Fig -  циклические
P ~ группы (t>  * , г )  и Fi /yf  -  прямое слагаемое группы 
Тр U *i)  .Т огда сущ ествует такой индекс 10e i  г }  ,что

* ( $ )  *  )  «Обозначим через ^  один из образующих элементов
циклической группы F ie .Зам еняя,тагам  образом,каждую координа
ту ft- элемента ft элементом ftL .получим элемент 
такой,что rp  (<*i )  ,® (^ ) *= 00 н H p ( f ) * ( 0 ,f ,Z , . . . )  .

Пусть элемент и tip (а.) • О (  такой элемент в А_ сущест
в у е т ,т а к  как рА  Ф А ) .Тогда М(а.) - 2 л/  [ Н (р а ) ,Н (ft) )  . 
Очевидно,что Н (ра) .Покажем,что ft (л )  f  M(ft) .Допустим
п р о тквн о е.п у сть^ М Т г}-lH(ft) (  случай /Н(а) > H(ft) н евозм ож ен ). 
Имеем d ft А © кли, обозначая й 'о Ф/tj GrL через (ft ,
Gr~A®G .Я сн о.что П Tp(GL) является подгруппой группы 6  

Из_вполне транзитивности г руппы G следует,что система групп 
{ 6  , A j  вполне транзитивпа н удовлетворяет условию монотоннос

ти для еысотных матриц [  3 ]  .Так как подгруппы А и 6  сер - 
вантнн в G ,то  высотные матрши элементов о. и ft в груп
пах А и G соответственно совпадают с высотными матрицами 
этих элементов в  группе G . Следовательно,сущ ествует f e Hom(6,4)
такой,что V /  с а  .Пусть ^  = ///7 Тр(а^} .то гд а  <Pft -  
Так как А -  у зкая  группа,то ,е~

Ho m (lft,J Tp(G-i ' ) ,A ' ) Si ®J Ham (Tp(ai ),A ')  -  О C S 1  
Значит, ц = 0  » поэтому <я • О ,что  противоречит выбору это
го элемента.Таким образом, IH ( а ) > H  (ft)

Так как система групп {G  ,А )  удовлетворяет условию монотон
ности для  высотных матриц,то должны сущ ествовать ненулевые элемен
ты а , ,а г о.щеА  таки е,что Q - Д ,  * ■ * a „ t и для любого * *  V s
выполняется хотя бы одно пз двух неравенств: И(ок ) > Н(ft) или
IH«j„ )>  W (ра) . Учитывая, что Hom((1Tp(GL) ,А ) ’ О и система 
{ G , A }  вполне транзитивпа, получаем /Н(аг ) ?  /Н (ft) для

27



любого К ■= Грп .Тогда 1Н(аг ) ^Н(ра.) для любого Кш>,т и 
IHla)>ut{ {Ц (ак) ) к„ ,~  ?  М(р а .) , что невозможно.Таким обра
зом, Tp(G,) у/7 Тр (Ql )  .Необходимость условия I )  установлена.

Необходимость условия 2 )  витекает из то го ,ч то  А ® /9 как 
прямее слагаемое вполне транзитивной группы само вполне транзптив- 
но [  3 J  .О стается  применить критерий вполне транзитивности 
вполне разло.чи'ой абелевой грушш [ 2 3 ,

Достаточность. Пусть cl, 8 eG  и )  ,
8 = (- ,  &L , ) , &, , & £ Gc .Установим,что для всякого i e J  су  -

шествует У, с  Ham (6r ,&L у такой, что <ft со = 8  L .Отсюда будет 
следовать существование эвдоморЛяэма V’ группы & со  свойст
вом f a -6 [  теорема 8 .2  J .Рассмотрим произвольную координату^ 
элемента 8 .Так как она вкладывается во вполне разложимое прямое 
слагаемое бл =>Д  8 ;к группы / г ( 8^) - /  )  ,то будет поэтому иметь 
вид 8 p 6 L l*. г 6L% , где е  Alf  , к * / , 5  .Покакем,что для в ся 
кого элемента найдется гомоморфизм Hom(6t3 ;K)  такой,что 

, тогда, по латая ^  - / j </<ж. (учитываем, что все под
группы rpymni 4 i  ) .получим ^  >Где НотСй,6J  .

Рассмотрим два случая: I )  •<#«*)< 00 и 2)a(6 ik) - .Пусть 
имеет место случай I )  .Так как Л Ч/,, )  >  ,то

гщеотвует координата л ,  елемента «- такая,что
'Р tb’j ')  .гд е  .Рассмотрим вложение элемента

«у во вполне разложимое прямое слагаемое /' Aj  ̂ группы 
^ tU Q M ) , тогда а , ,  - #а.; л  ,хда л д е / -  а - л > й )  .

такой индекс , .. .,т },ч ю  hp (giK ) . ( л  ,  )  и ,зна
чит. M(6tf  ) . Рассмотрим группу в  J„ . / " рассмат-
|ивается внешняя прямая сумма .В  силу теоремы I  группа С вполне 

а х поэтому система групп /" Д , * ,  А . }  вполне транзитьвна.
.получаем существование

К / Ho/niA ) со свойством <i>iK Ujt ~ 8 lK .Гомоморфизм yiL

Итак. <fike Нот lG,Bih )  и f t  ft*V y  ■
ассмотрпм случай )  ,то есть •( *' ^ ) • <» .Пусть р  -такое 

простое несло. что р В  • &iK .Вложим какдую координату д 4- 
(&i t̂lrt ' элемента а. во вполне разлолавмое прямое слагаемое 
- V ®  * i s группы б ,  _  .Пусть a, = a.L + ..+ ц .1к и

МР 1 P la -iS гр <6 ^ )  Мр’ О .г- - ,* J  \ t y . Тогда a . ; . a / ” m l ! , 
где а,‘ .Учитывая, чтр rp ( 6 ) ' ^ r p ( 6 J  ,  _ 

5^ i строганИ6‘ конечно’', верхней грани порядков элементов 
а • / ; 7 -Пусть р и-  Sap ta,tMi i£ j  .т а к  как IHM^ )  ЫН ( а )  ,
то j  к ) с  ) .Тогда существует координата а ,  атемэл-
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та  (Ь (а ^ ё б ^ )  такая,что  k p ip '1! ^  )  >fLplp~aj) и c "  .
Рассмотрим вложение элемента Oy no вполне разложимое прямое слагае
мое Aj » Д  Aj% .Тогда а- = %,<■...*■ ,гд е  о ^ р А .х (Ь ’  Г гп ),
и для некоторого S it e { 1, г , . } у h ^ p * tLl)ъЬ^рЪриО&р-'х, условия
I )  следует,что » * * * < ' _  . Если X(o-jt ) ~ Х (SLk )  , то существует го
моморфизм ¥ iXe  Мот (Аре ,3 ,х ) такой,что №к я-,е -  6ск .пржчом го 
моморфизм у1к продолжается до гомоморфизма ViKe Mom(G,i3 sK)  та - 
кого.что у1к а, -- 8 Ск .

Пусть Л IQ-jc) 4- X ( 6 i K)  .Так как типы элементов &je и $,к 
совпадают,то для почти все х  простых чисел ^
Пусть [ i f , , . . . ,  <fm J  -  множество простых чисел,для которых

«< * /, л? .Так как в выкепрлводенном рассужде
нии уз было произвольным простым числом таким,что р й ,к * й { к ,
то для любого Ж = 1, ю найдется соответствующим образом построен
ный элемент а.,л такой,что ( 8 ^  н Ца-$е) ч
Торца из построения системы элементов ц *  [а е̂ ( }_< , / р  слоду
е т .ч то  Л ( 8LK)> L t if  (Х (а ^  ) ,  X (clu  ) }  *  „ / р ц  ’ .Если 
ср -п элементов { a s  ̂ ,  / р  найдется элемент a,S/ такой,
что X(ctsS r)£ X  (BLK) ,то  существует гомоморфизм ^  е
е  Нот < S f , А,к )  такой,что 4>^я5), = 61к .Гомоморфизм 

(ложно продолжить до гомоморфизма е  Hom(G, )  такого,что
^ Г а * 8 {.к

Пусть для любого Ы = /,/ri X(asp  ^ X ( SiK )  . Так как система 
групп { &i f  , A: f J и =(, m оосто.чт пз однородных грутш, 
тс аз I 2  .лемма 2 .2  J следует сущэствова(ше элементов 

Л/г таких,что 6,к *■ Л »е .причем
•характеристика каждого элемента Ŝ rt  ( t -  /, i ) больше или равна 
характеристика по крайней мере одного элемента из системы L 
Это дает возможность построить гомоморфизмы ¥ г * Мат(6  ,JS.;K)  
такие,что / т (а) -  8i Kt_ .Полагая теперь ^ я =1. /*, ,
получим ¥lK(ct) -А1К . Теорема доказана.

В заключение рассмотрим интересный вопрос о связи между вполне 
транзитивностью группы ® £rt- в вполне транзитивностью гртппы

Из результатов работы С i  J  вытекает.что из вполне транзитив
ности П  G-l всегда слодует вполне транзитивность ®у (?<■ .
Та.» же доказано,что в случае,когда все группы Gt ( ie J )  перио- 

вполне транзитивная группа тогда л только тог
да,когда ® G , вполне траязитивна.Теорема 2 денной работы 
дает воз ганоеть строить примерн таких спетом смешанных абелевых
групп { Gi }  ie J  •ЧТ0 внолпы транзитивная группа,а



n  a L че является  вполпе транзитивной группой. Рассмотрим
один из таких примеров.

Пусть f S i }  -  система абелевых групп ранга 1,где -
гр’утша Заз кручеш(Я такая ,ч то  2£rf A Gi , а  в с е  остальные группы 
( $■( 1- 2 , 3 ,  )  -  циклические 2 -  группы.порядки которых 2 ‘ .Группа

($ i сепарабельная ( вполне разложимая ) смешанная группа,
которая в  силу следствия 2 является вполне транзитивной. не

является вполне транзитивной группой,так как нарушается условие I )
в теореме 2 .

Какова ситуация в  случ ае,ко гд а все  6 l ( l£ У )  группы без круче
н и я ,- пока открытая проблема .
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ТОВДЕСТЬА МИНИ МАЛЫ UX ПгеДОТАБЛЕНИИ ОРТОГОНАЛЫШ АЛГЕБР ЛИ

А. А.Золотых

Понятие Л -  функции, введенное Ю.П.Раэмысловым (с м . [ I  
4 ] ) ,  оказы вается полезным при решении ряда задач теории много

образий алгебраических систем . В данной работе, хотя явно опреде
ление Л -  функции не д а е т ся , метод Л -  функций используется для 
изучения тождеств со следом п -  мерного представления ортого
нальной алгебры Ли SO(fl)- Основные результаты работы приводятся 
в теореме 4 . 1 ,  указывавшей на свя зь  между идеалами слабых тож
деств со следом и идеалами тождеств со следом и инволюцией, и з 
теореме 4 . 2 ,  даюшей достаточно ясное описание множества полили
нейных тождеств со следом ассоциативно-лиевой пары ( М ,501л)).

§ I .  Алгебры обобщенных полиномов. Основные понятия

В этом параграфе мы займемся формализацией понятий олабого 
тождества со следом и тождества со следом и инволюцией. Для это
го будут введены две алгебры обобщенных полиномов (алгебра поли
номов со следом и алгебра полиномов со следом и инволюцией), иг
равшие ту же роль, какую свободная ассоциативная алгебра играет 
для обычных тож деств.

Для построения алгебры полиномов со следом нам потребуется 
счетный алфавит У* { ]/i ,%г J и формальная функция след 
Sp ( ) . Сначала мы построим вспомогательную полугруппу G0UJ) ,

определив ее  элементы индуктивно:
1) всякая переменная £  У -  элемент 6 0 ( У) ,
2 )  если А , 3  -  элементы (гв ( У)  , то и А 3  -  элемент

G  0 ( У )
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О ■'ли v € Ч V. А , & -  элементы 6 , ( 4 )  , то и ( У ; )  ,
Sp (A y L)  , -  элементы 6 0 ( У )

Пункт 2 )  этого определения задает операцию умножения на 6г„(У) 
как приписывание к элементу А элемента 5  . Относительно э™ой
операции &01Ч) превращается в полугруппу. Стоит обратить особое 
” мание ня пункт 3 ) ,  в силу которого S p ( S p ( . . .  ) )  Не является 
элементом £ 0 ( У)

Пусть G ( У) -  полугруппа, получающаяся факторизацией полу
группы 0о( У )  ПО ОПрвДОЛЯКЖПМ СООТНОШСНИЯМ?

Sp (А)Ь  *  ЗЗр(А')  , ( I . I )

Sp ( A B ) - S p ( R A ) , ( 1 . 2 )

Sp ( A S p ( B ) ) = S p ( A ' ) J p ( 3 )  ( 1 .3 )

для любых А , Й €  Qo ( У )  , таких,что соответствующие выраже
н о ,  в стр еч аю щ и еся  в ( I . I )  -  ( 1 . 3 ) ,  определены. Алгеброй полино
м ов с с  с л е д о м  над полем К мы будем называть^полугдупповую.алгеб 

ру над п о л ем  К полугруппы G ( У ) , злементы G ( У) -  мономами со 
с л е д о м , а элементы алгебры -  полиномами со следом. Алгебру поли
н ом ов со следом мы будем обозначать через J  . __

В си л у  соотношений ( I . I )  -  ( 1 .3 )  ясно, что G (У )  как полу
гр у п п а  п о р о ж д а е т ся  элементами вида си  , S р ( 1 )  , где си и о _ 
произвольные непустые слова , следовательно, любой элемент 
i j (  У )  и м е е т  ви д

CU0 S p ( a ^ )  • ...■ Sp(CUt ) , (1.4)
оде О.L -  сло ва , причем cuf ,...lcut -  непустые слово. Представление 
элементов полуоруппы G (У )  в виде ( 1 . 4 ) ,  очевидно, неоднозначно, 
однако эту неоднозначность легко преодолеть, выбрав из каждого 
класса эквивалентности по одному представителю.

Положим по определению

Sp(Z.Acua ia n  ,.la t d BS p (a t)'. . .  Sp(at ))= ( 1 .5 )

= 2. J'Guola-l , a.i Sp(a.0) Sp(a.t)‘... • Sp (cut-) t 
когда правая часть определена. Нетрудно видеть, что правая часть 
( 1 .5 )  определена тогда и только то гд а, когда все слова си„ не
пустые.

Для построения алгебры полиномов со следом и. инволюцией нам 
потребуются счетный алфавит Х~ { x f ••• j  , формальная функция 
след Sp ( ) v. ф окальная 'Функция инволюция *  , действующая не
алфавите А . Наряду с алфавитом А мы можем рассмотреть алфавит 
Л {■* ‘ , л 2 г - } ,  где .Г *  -  результат действия инволюции на пере

менную Д*4 . Индуктивно продолжим .функцию я на всю полугруппу
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G0(X U X * )  , положив:
1 ) для всех  переменных JCLe. Х (х*)*=  JCi ;
2 )  для всех  А , В из G0 (X U X * )  (А Д )**  В* А .
3 ) для цсех А е  6 0(Х1/Х*)  , таких что определено S o ( A ) ,
S p (A *)  = Sp  ( А ) .
Через 6 (Х)  мы будем обозначать фактор-полугруппу полугруппы 

Ct0(XUX*')  по определяло™  соотношениям ( I . I )  -  ( 1 .3 )  и

S p ( A * ) ~ S p ( A )  (1 ,6 )

для любых А , В е  (у0 (X U X * )  таких, что выражения, встречающие
ся в ( I . I )  -  ( 1 . 3 ) ,  ( 1 . 6 ) } имеют смысл. Алгеброй полиномов со сл е 
дом и инволюцией над полем К ты будем называть полугрупповую 
алгебру над полОм К полугруппы 6 (Х ),  элементы &(Х)~ мономами 
со следом и инволюцией, а элементы алгебры -  полиномами со следом 
и инволюцией. Алгебру полиномов со следом и инволюцией мы будем 
обозначать буквой S ’

Нетрудно убедиться, что всякий элемент из G(X)  имеет вид 
( 1 . 4 ) ,  где Ci't -  слова в алфавите X U X*  , причем -
непустые сл о ва . Воспользовавшись формулой ( 1 . 5 ) ,  определим дей ст
вие функции след на линейных комбинациях мономов со следом и ин
волюцией Oy0S p ( a l ) ‘ • Sp  (CLif) , таки х,что сид -  не-пустое с л о 
во . Положив

( z  a,oS p ( 0 y y .. . ‘ sp(a.t )) =
= ̂  f<w <  Sp (a,,) ■ • Sp (ast ) ,

мы определим действие оператора *  на алгебре у  .
Для каждого монома со следом можно, естественно, определить его 

степень относительно переменной у ;  как одело р а з, которое у /  
встречается в записи одночлена. Таким образом, всякому моному со 
следом от переменных у / >■■></[ можно поставить в соответствие 
набор чисел (b f ТУ[), где 5>t- равно степени этого монома относи
тельно yL . Этот ттбор чисел мы будем называть типом монома со 
следом, а  полином со следом, равтгый линейной комбинации мономов 
одного типа ),будем называть однородным полиномом со
следом типа (ъ<  Ту). Однородный полином со следом типа (У, , * )  
мы будем называть полилинейным полиномом со следом степени В 
Налрит'ер,

К , ! * - * * s p  ( У 1* г  >
-  полилинейный полином со следом степень 2 ,  a a одного,"-
ным полиномом со следом но явл яется .
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Аналогичным образом определяется тип монома со следом и инво- 
лк'.:ио0 , однородные полиномы со следом и инволюцией, полилинейные 
полиномы со следом и инволюцией. Например,

х ‘ х г  х  з " х ь х 'г  V  ( * 1 ) х * $Р (х * х * >
-  полилинейный полином со следом и инволюцией степени 3 .

Пусть L -  алгебра Ли над полем К  , U -  ее ассоциативная 
обертывающая с центром Е  , причем на U определена Е  -  линей
ная Функция след Sp ’■ U Е , удовлетворяющая соотношению ( 1 .2 )  
для. весу. А } б £ У  . В этом случае для всех  полиномов со следом

</e)e ( f  и Для Bcex V/> ' v e €  естествен но, опреде
ляется элемент у  ( V i  Ug ) €  U .

’Лолином со следом у у ^ ) е ^ н а з ы в а е т с я  тождеством со следом 
пары ( U , L )  , если для ьсех л . , , . . . ,k g e L в V, выполнено равенство 
Q(/ij г..., /и ( )  = О . Ясно , что множество тождеств со следом пары 
(11,0образует двусторонний идеал в алгебре f  .  Более т о го , оче

видно, что если X  -  свободная алгебра Ли .над полем К со сво
бодными образующими у ^ ,у »  > • 9 (*Ji »•••» Jfe'h тождество пары (# ,£ )>
и t f y - ,t [~  произвольные элементы X  , то и у  ( 1 1 t g )  -  тож
дество оо следом пары (V , L )  , а еспн £(%/,■■■, ft)- тождество со сле
дом пары (U,L)  и определен след от элемента у  , то и 
тождество со следом пары ( U , L )  .

Двусторонний идеал I  в алгебре полиномов со следом /  назы
вается идеалом слабых тождеств со следом, если:

1 )  для в с е х у ( у , yt) e l  и всех  i f i g * X  # (к ,  , . . . ,kg)e I  ;

2 )  для всех  j/(yf , . : , y c ) e l  r ~ , y e ) ) e  I  • если э ™ 7
след определен.

В силу этого определения и сказанного выше множество тождеств
со следом произвольной пары ( 11,0  образует идеал слабых тождеств
со олэдом.

Ассоциативную К -  алгебру V с центром Е мы будем называть 
алгеброй со следом и инволюцией, если на И заданы Е -  ли
нейная функция след Sp ■ U Е и Е -  линейная инволюция *  ; II-*-

И таки е,что  для всех А ,б £ 1 1  выполнены соотнопения ( 1 .2 )  и 
( 1 . 6 ) .  Для любого полинома со следом и инволюцией / (Х1 •-« хр)£ У  и 
всех vf t/g€ 11 естественным образом определяется элемент
М - - »  ц*и.

Полином со следом и иьголюпие й )  на?о'гв.е"ся тоидеот- 
1Ю’.! со следом и инволюцией алгебры U , золи для всех  Ц
(Ш, , , V t)  -С  . Очеэидгю, множество всех  тож деств со пледом л 
интолю'-юй атгебпч Ц  образует двусторонний идее..): в & . д -■о:те



т о го , есл и Д г ,,,..,.*^)£■& -  тождество со следом и инволюцией ичгеб- 
ры t/ и Cti , , . , а р -  произвольные непустые слова в алфавит 
X UX* « то и f  (tt1 l„ - i , f (x t ,,..,xef -  тождества со следом и инво
люцией алгебры I! , а если при этом опроделен след от злем<
(  , то и S p l f l x ^ I f '] ) - ,тождество алгебры V  .

Двусторонний идеал I  алгебры &  называется рорбальным идеа
лом, если :

1 )  для bcex/(xf ,.. . ,Xi)el  и любых непустых слов a f , ci-/> в
алфавите X UX * f(a,,...,ae)e  I ;

2 )  для всех  f (x , , . . . ,x e ) e  I  /(X,,..-, Ле)* I  ;
3 )  для всех  f  (x n . . . , x e ) e l  Sf>(/(Xf ,...,xe ) e l  , еСли

этот след определен.
В силу всего  вышесказанного множество всех  тождеств со следом 

и янволюцией алгебры IL образует вербальный идеял.

§ 2 .  Построение вспомогательной алгебры

I .  Алгебра Пусть >̂ А -  полная матричная алгебра порядка 
а  над полем комплексных чисел АГ= С  . Центром /¥А является мно
жество скалярных матриц К if , и на М^ естественным образом оп
ределены функции след Sp ■ Мя К  • Я и транспонирование * ■ Мл -*Мп , 
относительно которых пре вращается в алгебру со следом и инво
люцией. '

ЛЕША 2 . 1 .  П у стье , , .  ,еяг-  произвольный базис алгебры Мп. ,
f f /д * -  б а зи с , дуальный к нему относительно формы *
=Sp(xt/). Тогда для любого элемента Ае- М^ справедлива соотношения:

^ £ e t A {t =Sp (X),  ( 2 .1 )

£ e t Sp ( f t f i )  - ( А ) , ( 2 .2 )

± е , А / * ~ А \  ( 2 .3 )

Д оказател ьство . Справедливость равенств ( 2 . 1 ) ,  ( 2 .2 )  доказана 
в [2]  .  Дуальным к бази су , состоящему из матричных единиц В ̂  
( i j ’ f, - л у б удет  , базис t .4 . Поскольку для всех матричных е д и н и ц у

i f i t  “ф  е Ч 6П  е Ч ° е 1Р = е Р9 •
нам достаточно проверить, что элемент в левой части озвеч ствз 
( 2 .3 )  не зависи т од выбора^базиса//, ■ <е̂ -  П устье другой 
б а зи с , причем e L - t  ^  t j t  л 1 „  ~ думьный к нему б.зэгс.
Тогда хорошо игв^стно, что Д  Су ^  • Используя гол
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равенства, получим 

.2 -2

*1, %  еу w  -fr'£ /' ?< А , '< •
что и доказывает независимость элемента в левой части равенства 
( 2 .3 )  от выбора бази са. Лемма доказана.

Пусть O' -  антиизоморфизм алгебры Мл  , являющийся композицией 
транспонирования матрицы и комплексного сопряжения, 6 , , . . . ,  &пг- ор
тонормирований базис алгебры относительно билинейной формы 
(Х ,у )  =Sp (х у )  , такой, что(5 ( e ^  = t t для всех L п-л ( в качест

ве первых векторов можно взять матричные единицы е ц  , а за  осталь-
i  > j  ) . Пусть F  -  коммута-

* f , ............................... .....

/О .ewmiiv
ные - y ^ ( e t. & < е „ - е , ) ,  i > j  )
тт*яная К -  алгебра с образующим!
ределчюшими соотношениями

x V x li)x u)~ 0 , x V * u>-(x,', f  S .  ( 2 .4 )i i ’  i i i ’  •
Обозначим через Mn~F&K матри <ную алгебру над кольцом 

F  и продолжи»! отображения Sp (. ) и *  на Мппо F  -  линейноо-
ти. Минимальную подалгебру алгебры М х  , содержащую все элементы 
Х - ^ Ц х ^ е ,  и инвариантную относительно действия операторов* и* /*< * / л/
Sa (  )  , мы будем обозначать через _

ЛЕША 2 . 2 .  Для всех А * М П в Мп выполняются соот
ношения;

х ?  А х ' * х . А х .  •(*<'>) S p ( / 0  ,

■* * •*/» 2 )-X L Sp (Zl A ) -(x</>)1 A ,
x  i Л £ i * ■** A S f  -  "V  2  *.

( 2 .5 )

( 2 .5 )  

( 2 .7 )

Д оказательство. Вторые равенства соотношений ( 2 . 5 ) ,  ( 2 .6 )  дока- 
эвны в [2 ] . В  силу леммы 2 .1  и соотношений ( 2 .4 )  получаем

х  А х  * - ( х у £ е .А е * .- (х Ч > )1Л*,
что доказывает второе равенство ( 2 . 7 ) .

оаметгм, ито если С/ ортонормированный бази с, то 
и е * , . . . , е*л -  ортснормиро^валный бази с. В силу леммы 2 .1

Z e j A e . - Z e e.A e jу /  / 4 j 4  i  d ’
что доказывает первое равенство ( 2 . 5 ) .  Из этих же соображений вер
ны первые равенства ( 2 .6 )  и ( 2 . 7 ) .  Лемма доказана.

J»EWMA 2 . 3 .  Пусть f ( x i t t ->x i s » >••• * •г / «  )  -  однородный П о 

линой со следом я инволюцией степени 2 относительно •**/, и
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степени I относительно - • Тогда наЯдется однородны!1
/•••> xj t 2  > полилинейный 

Xjt , тако It/что я М 
ч/

полином со следом и инволюиией 
по переменю™ ft

г

Д оказательство можно провести индукцией по J  . Е случае 
$ ш0  утвергденис очевидно. Из ( 2 .5 )  -  ( 2 .7 )  следует, что для всех
А . 6 С Мя

Sp(x̂  А ) Sp (xL /3)= 3p(xL Sp(xiA') & )• 
* S p ( ( x ‘; > ) * A d ) = (*<<>)’ s p ( % s ) ,

S p  ( i t A £ l 5 ) • ( * ? f S p  (A) Sp ( 3 ) ,  
Sp(XL A x *  3 ) - ( x ' l >)* Sp ( A * b ) .

( 2 .9 )

( 2 . 10 )

( 2 . I I )

Ори помогай фоомул ( 2 .5 )  -  ( 2 . 7 ) ,  ( 2 .9 )  -  ( 2 . I I )  всегда можно по
низить число J  , если у ч е ст ь , что для всех А, 6 ^ Мл

Sp (A x t b ) - S p ( x L 3 A ) } S p( A £ -  В) - Sp ( х с А * 3 * )  ■
Лемма доказана.

Частный случай равенства ( £ . 9 ) ,  когда t  “ О , сообенно инте
ресен . В этом случае

/  ’‘ < t ( / ) ( X <t t, ) * - . . . ( X <V ) £ , ( 2 .1 2 )

где oi(f)e К -  однозначно определенное полиномом /  число, причем

( * £ > ) * .  (2.13)
Пусть полилинейный полином со следом и инволюцией.

Обозначим через й  матрицу и ( X ,  Хе)^Уп, тогда олемент, сто 
ящий в ней на пересечении i -й  строки и j  -г о  столбца, имеет вид

л « ;  “ -5Г  * , v  „  х\
4 b*->V *>•">** *

<»/) J U )

где р V . Непосредственный подсчет следа матрицы / ' й в ( й )
о учетом следующего из ( 2 .* 0  равенства

где 6 - ’ 
•

М
-/«

-  символ Кронекера, дает

S f i n - z i p j  - i * ? f  . <*•“ >
r V t >‘ 0 тогда и только то гда, когда и * О . С  другой сторо
ны, нетрудно видеть, что в силу выбора бязчса e t . . . . ,  с л* алгеб
ры Мя  алгебра инвариантна относительно онтиизсморЬизма

6  Действительно,
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( £ .1 5 )

б> ( х , ) - -  Z T  s c ^ G i e j ) *  x -  ,
6  'al-) -  e / tf )

<5 f J p  (a ))  -  «?/> ( 'б У а .»  ,

6 ( a * )  - S ( cl)*  у
CL) 6 -  эл ем ен ты  .  Следовательно,6Сй)€  , а однород-

"ч ю м  o o  с л е д о м  и и н волю цией / ( x  y r ..)X g )- u 6  ( О ) имеет тип
( £  , 2 )  и для н е г о  в е р к а  ф ор м ул а ( £ .1 2 ) .  Благодаря ( 2 .1 3 )

.'П н е, в и р а  а с  м о е  равенством ( 2 .1 4 ) ,  можно переформулиро- 
г г с . :^ д у . . ,д ,м о б р а з о м : д л я  любого полилинейного полинома со сле- 

! инволю цией U •< (й б (й )~ )  = О тогда и только т о гд а , когда 
,й С' - Но я си л у  оп р едел яю щ и х соотношений ( 2 .4 )

и (х j u(e%i в ц  )
0 * 0  т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  когда все и  ( e r f , —, ^ f e )  ”  <?

4' г 'к к а к  W '-  п о л и л и н е е н , эти равенства означают, что и. -  т о я - 
дество сс  следом и янвол и н и ей  алгебры/*^.

Такие' образом, мы получили хороший критерий для проверки, я в - 
тс:, ли и* тождеством со следом и инволюцией алгебры Мл ^  За

е с т . ; ’ it о д л я  использования этого критерия алгебры Мл  и /Чл  не 
нужны, так к а к  антиизоморфизм О можно определить формально равен- 
отр .ми ( 2 .1 5 ) ,  а для вычисления функции^ нужны только соотноше
ния ( 2 .5 )  -  ( 2 . 7 ) ,  ( 2 .9 )  -  ( 2 . I I ) * .

П. А л г е б р а ^  . Пусть t y ) -  поле частных кольца многочленов 
КL f J  от одной переменной f  . Обозначим ч е р е з ф а к т о р - а л г е б 
р у  алгебры полиномов со следом и инволюцией я ( / )  над полем 
K l  по следующим определяющим соотношениям:

x , c l x l = х * а , х *  -  j Z L s p f a , ) , ( 2 .1 6 )
X  ■ со jc — х . а х . : = i u  а  , 

л /  -(.я ( 2 .1 7 )

х  S p (X: а ) х -  Sp 1 .Х *а)  * - х  а , , ( 2 .1 8 )

( X * ) г -  х / , * £ X * * * i  * i  ш ' ( 2 .1 9 )
S p  ( x jx ±  “ Sp(Xi> x *  = , ( 2 .2 0 )

S p ( x f a ) * x f J p ( a ) l S p ( x f ) . <p x f  , ( 2 .2 1 )

C* * x j J - 0 ,  0 , ( 2 .2 2 )

где CL -  любое непустое слово в алфавите К ОX*\ vS -  любой 
моном со следом и инволюцией степени больше двух относительно 
некоторой из входящих в него переменных, i  , j  * t,2 .
Строение алгебры Ф  описывается следующей леммой:
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ЛЕММА 2 . 4 .  а ) Алгебра о Р  к а к  л и н ей н о е п р о с т р а н с т в о  пор.). 

ся мономами со следом и инволю цией с т е п е н и  <  3  о т н о с и т е л ь н а  

каждой) из переменюгх ;
б) как линейные пространства множества полилинейные полиноме- 

алгебр S ' и S '(/)  изоморфны;
в) всякий однородный полином со следом и инволммие

f (x ii »— ХЧ > Xj i rJ t  ) ст е п е н и  2 относительно
и степени I  о т н о с и т е л ь н о м у ,,- ,^  представим в виде

■ $  (xjt> 53)
г Г

где ^ -  полилинейный п олином  с о  с л е д о м  и инволюцией от , , яуу .
г )  представление ( 2 .2 3 )  о д н о з н а ч н о  в то м  смысле, что если 

f  = (П j - -  -  другое т а к о е  представление, то $  ~ в ^ ? / )  •
Д оказательство. Первое у т в е р ж д е н и е  леммы рерно в силу послед

него соотношения ( 2 . 2 2 ) ;  в т о р о е  -  в си л у  т о г е , что определяющие 
соотношения ( 2 . 1 6 )  -  ( 2 . 2 2 )  имеют с т е п е н ь  г» 2  относительно некото
рой переменной и однородны по всем x L .  О ч ев и д н о , что формулы 
( 2 .1 6 )  -  ( 2 . 2 2 )  вместе с ( I . I )  -  ( 1 . 3 ) ,  ( 1 .6 )  позволяют’ получить 
представление ( 2 . 2 3 ) .

Докажем ^еперь однозначность представления ( 2 .2 3 ) ,  Пусть / »
= "  ДРУГое представление, причем / - $ /  8 £ ( f )  •

Так как коэффициентами в полиноме со следом и инволюцией g - g { 
явля1зтся рациональные функции от переменной /  , т о  с у щ е с т в у е т

бесконечно много натуральных чисел л* . для которых при^-л^ выра
жение { j - g i  имеет смысл и не равно нулю. Обозначим ч е р е з / , / ,  

соответственно элементы алгебры "S'„ , получавшиеся из 
заменой /• -» *л ,, -*■ ( i « /, *  , . . .  )  . Тогда в  силу того, ч то

соотношения ( 2 .5 )  -  ( 2 .7 )  для вычисления функции d  получаются 
точно такой же заменой из определяющих соотношений ( 2 .1 6 )  -  ( 2 .2 1 ) ,  
имеем

Но тогда критерий, полученный нами ранее, показывает, что 
нетривиальное полилинейное тождество со следом и инволюцией е л г  ■ 
ры Мл  даже в том случае, когда. Я. больше степени i  полиноме, с 
следом и инволюцией (в-п4) ( { * п  Чтобы привести это утверждение ь 
противоречию, остается  доказать, что если i  ,.. ..Xg) - полилиней 
мое тождевтво со следи*' и инволоцией алгебси % ( ,  s с  ^ с  

Допустим противоположное. Тогда полином со следом и инволюци
ей £‘p (X ( fl k  cX t . ,  x t ))  -  нетривиальное тождество со следом >
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инн Iлмциой плгебри М[f-i , Таким обрязом, достаточно п оказать, 
что соли полилинейным полином со следом и инволюцией /£л*7 , .. .,  
представим п виде линейной комбинации мономов вида Sp(a,)— 'Sp<at)y 
где Я , -  непустые слова в алфавите X UX* и к, является тождест
вом алгебры , то Я=0 .

l a  осмотрим произвольный моном, входящий в h  с ненулевым ко
эффициентом. Порскумеропав при необходимости переменные .
и с д е л а в  необходимое число подстановок вида^/г = х *  , можно 
с ч и т а т ь ,  что этот моном со следом и инволюнн.ей имеет вид 

Sp (<Ь,) " . . Sp (cct ) , где • ...•ctst -JCp.. Xg' Обозначим 
ч е р е з  X f ,  -., "L't длины слов .

У каж ем  набор матричных единиц из М(, , таких что при подста
н о в к е  их в Зр(Оу)-.. . '  S p(a .i ') мы подучим ненулевое значение, а 
при подстановке их в любой другой моном со следом и инволюцией 
*uno.Jp(f<)'- ■'•SpfQhroT моном обратится в нуль. Положив переменные, 
с о о т в е т ст в у ю щ и е  слову t )  , последовательно равными

'<t*i, (р+г ' 1 - »  ey+Zi-f, f  • где
нетрудно убедиться, что ога постановка удовлетворяет

указанным Б'пле условиям. Лемма доказана. ^
В заключение отметим еше одно очень важное свойство алгебры.!?' . 
ЛЕпШ 2 .5 .  Пусть -  однородные полиномы со следом и ин- 

волюпией, имевшие степень I по переменной х-  . Тогда для всех слов 
а ,8 в алфавита XОХ*ъ $  выполняется равенство

( к  • а ж (  6 ‘f mt ' 9 l * i - 6 * i a .  (2 .2 4 )

Д оказательство. Заметим сначала, что если /  -  однородный по
лином со следом и инволюцией, имеющий степень I  по переменной ль , 
и Я  -  непустое слово в алфавите XUX , не зависящее от Х1 , то из 
опроделяюшйх соотношений ( 2 .1 6 )  - ( 2 . 2? )  легко получить

f - S p ( x ta ) -  (2 .2 5 )

Нели в записи слов я ,  8 участвует х^ , то в силу последнего из 
оп р еделяю т; соотношений ( 2 .2 2 )  обе части равенства ( 2 .2 4 )  -  ненуле
вые. Пусть теперь t t ,^  не зависят от Xi и X, -  некоторая пере
менная, не участвующая в записи элементов Я , S , f  , с  . Тогда
из ( 2 .2 5 )  « .

7 т 1 //х, -  a  x j . ’f  = f-\Xi * j .  ‘ Sp (х^ a .x t S ) jf =

= / 7 / х . r x . Sp (х ■ а х ,  7 / * ,■  . * r t- a .

Значит,
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хг
jf f'$lxi=6xia)~°t

откуда легко следует ( 2 .2 4 ) .  Лемма доказана.

5 3 .  Билинейна!} форма и ее аннуляторы

В алгебре f^Lf) в качестве подкольца естественнь'м образом со
держится алгебра полиномов со следом и инволюцией &  над полем 
К . Обозначим череэГ^(/)н Т[ пространства полилинейных полино

мов степени t ъ&(Г)\\ у  соответственно. В силу пункта б) леммы 
2 .4  эти линейны* пространства можно отождествить с линейными обо
лочками над полями ^ / )и  ^  соответственно цножеетва мономов со 
следом и инволюцией типа f в алгебре &  . Пункты в) и г) 
той же леммы показывают, что всякому однородному полиному со сле
дом и инволюцией Л * ,  х е )£  ¥ ( { )  типа ( 2 ,■■■,*) можно одно
значно сопоставить вС ( / )  €  f )  по правилу

г г*А--

В том случае, когда '{е  г  из формул ( 2 .1 6 )  -  ( 2 .2 1 )  следу
е т , что <Ц{) -  это многочлен от переменной f  . С помощью функ
ции Л на пространстве ^  <■ i f  можно определить билинейную 
Лорцу /  , принимающую значения в кольце многочленов К ] ,
ПОЛОЖИВ для любых L L , V e T (

t ( v ,  V )  = / (  U -гГ) .

ЛЕКМА 3 . 1 .  Полилинейный полином со следом и иьволюиией 
является тождеством Мл  тогда и только тогда, когда (и,Тр О, 

Д оказательство. Обозначим через <Р гомоморфизм алгебры &  в 
алгебру Sfп/, для которого f ( f ( x n - , x e )) = f ( x ( t  через
ё  -  антиизоморфизм алгебры , определенный Ьор1<улгми ( 2 .1 5 ) ,  

где oct  надо заменить на x l . Тогда, так как при у  - И/ форму,^ 
( 2 .1 6 )  -  ( 2 .2 1 )  г  ( 2 .5 )  -  ( 2 .7 )  для вычисления функции <2 в % 
и совпадают,

а •Л ( р Ш р П Г ) )  ( 3 .1 )

для любых U ,V eT f  . Следовательно, в силу полученного ранее 
критерия 6(V ,6 ( и ) ) ] у  ~ п  = О тогда и только тогда, 
когда U -  полилинейное тождество со следом и инволюцией алгебры 
A? R то ле» время если и  -  тождество и  , то V1 (и )  -  0 ,

"  I )  ги д-0 , юто t ( U ,  T( ) l r t v  = о  . Лемп
'и-

V 3  V.



Равенства ( 3 .1 )  и ( 2 .1 3 )  показывают, что при всех натуральных л
и всех U, i r e

а так как при фиксированных U , v e T f  tr (t t t V )  и 
многочлены, то всегда &'(ti,V) mt ( l r ,U )  , т . е .  /  -  сим
метрическая билинейная форма.

Пусть 4  ( f )  -  некоторый многочлен и z К  [  f~\ , { 4 ( f ) }  -
идеал, порожденный им в K C f ] , Определим билинейную форцу f  q 
116 пространство ?£ , принимающую значения в фактор-алгебре
K t f ] /  . положив для всех U ,v e T c

frQ( V , V ) ' f o b , i r ) T  { Q ( f ) } .

Аннуляторои Формы в пространстве Т £ назовем

A/uvTtf-&~ [ f e Tc ll-Q({,T( ) ° 0  О * [ J ' ] / [ Q ( f ) } }  .
Теперь мы можем следующим образом переформулировать последнюю 
лемму.

ЛЕММА З Д . Множество полилинейных тождеств со следом и инволю- 
пией степени t  алгебры Мц, совпадает с АпкТ( tf-n.

Для всякого многочлене Q ( f ) e  К C f ]  обозначим через Vq < 
с  &  вербальный идеал, порожденный A/i/l^  / д  для всех f 
i , . . .  , то есть минимальный вербальный идеал, содержащий все
Ann- rc ^ Q  •

Л ЕШ  3 .2 .  Для всех VQ n  Тк л А „ „ Гк q
Д оказательство. По существу, надо доказать, что если / е AnnT&Q 

и V ( f ) -  вербальный идеал в Ьс , порожденный полиномом оо сле
дом и инволюцией f  ,  тс для всех K * ( , Z V ( f IЛ Тк c /i„nт / д  .

Заметим прежде всего , что из первых равенств ( 2 .5 )  -  ( 2 .7 )
для всех V e T ^  и всех К*  следует

h i , г)-# ( / / , . , I ? ,  t Z - . - x f )  ■

Далее, для всех в §А выполнено

( 3 .2 )

( 3 .3 )

Применив к обеим частям ревенстап ( 3 .3 )  оператор *■ , получим

откуда * ( { v )  ( v *  / * )  . Т .е .  для всех  V e T (

( 3 .4 )

Наконец, если определен S p ( / ( X f то для всех мономов



v e  T( , таких что определен Sp (V )со следом и инволюцией

S p ( / ) S p  (V )  ~ J p ( S p ( f ) t f ) *  r t ( A p ( { ) v )  —  •• •■ •
. r f  "sci я "

» f d ( t S p ( v j )
т о  е с т ь

( 3 .5 )  

V  име-
И

j t ;

w
г

(З.б)

(r(Sp (f),V-)= / (  f , S p ( v ) ) '
а  е с л и  V -  моном, для которого не определен Sp(trj, то 
е т  вид Sp(at) ■... SpCOf)

J p (f )1 T ~ d(Sp (/ )V )

откуда
S-(Spif) ,  v  = ? & ( { ,  v ) .

Из ( 3 . 2 ) ,  ( 3 .4 )  -  ( 3 .6 )  видно, что если fe A n n ^  &0 , то и 
/ f r . , x f , / е  AnnTr S (х , а  если гтри атом определен $ р (/ )  , то 
к §р (%)еАппГе t-Q . Поэтому, как легко следует из определе
ния вербального идеала V (f )  . достаточно показать, что для всех 
fiit fit €  и всех слов CLf ,...,cte в алфавите А , таких что 
Af {(Tf af ," ,*е°е )Л л*Т к , выполнено R1f ( x 1a i ,...,xea f ) k tp  .
Но для всех  V £  Гк
f(A .j / ( r f a f , . . Х(о-()Аг , v~) =■ J.(/if f  ( * , a f XfA-f) (At &))  *■ 

- d f i f f i T .  ,  / */ .-. * / 5 /  'З
'  / x C - a f x t /

По пункту в ) леммы 2 .4  найдется полилинейный полином со сладом и
инволюцией V '  а коэффщиентами из К Г J"]  , талой что ч §

( I ,  V ) !  -
г '.:  ?'■*/ /
lxe * a t

, = a-fXf

’ а е * с

' Г

поэтому
S ( f i f { ( * , C L ,  , . . , x c a.t ) l i , v ) - / ( / i f / ( x l> . . . , x e ) t r ' )

~<i((vr'At ) f ( X f  . . . . ,  * e )).' a.
Для некоторого v"s. К C f ]  ' 6 ^

I* ̂  it* *
j r ' / f ,  ,  r '

1 Г  f
а значит,

H k f t i X f Q . , ........* e a e ) l * , v )  * H V J t e Q i r )  3
Леммэ доказана.
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§ 4 .  Связь между идеалами слабых тождеств и вербальными 
• идеалами

Построим гомоморфизм У '■ f -*■ 30 , положив для всех полиномов 

со следом УеУ)а f ( x t~x * > ■■■• * е  ~ )•
Нетрудно убедиться, что для любого слова Л- i / ( S p ( и ) )

Sp ( f ( a )) . Введем на f  К -  линейную инволюций *  , положив 
для всех VL е  У у* - -  , а для всех непустых слов a. S p ( a ' ) -
= S p ( a ) . Поскольку У  (у, )* ~ * *  и У [ 6р (о ))* -  6p('0(oj)*^
=Sp(<f(a))=<f(Sp(q))- /(Sptjf) , действие инволюций *  на алгебрах ^  

и ^  согласовано с гомоморфизмом <f , т . е .  для всех / е  f
w n ^ w n .

Определим на однородных полиномах со следом /  т и п а ^ , . . . ,  г )
функцию У- , принимающую значения в кольце многочленов K C f ]  , 
поломив для всех таких f е  f  <*({) т<*( y ( f ) )  . Из ( 2 .1 6 )  -  (2 .2 1 )
легко получаются соотношения

*  < №  » i ) * ( * i  - * 1 ) f ( " )  ( * i  - * * )  
гх \  -tf(S P ( a ) - c b * ) t

( 4 .1 )

( 4 .2 )

( 4 .3 )
K y t y z j f - O  7 ^  > * 1$ з р 1у п ) ш0

Поэтому функцию /  можно вычислять при помощи формальных равенств 
( 4 . 1 )  -  ( 4 . 3 ) ,  забыд„про алгебру S '  .

Обозначим через Tg множество полилинейных полиномов со следом 
степени^ I  . При помощи 'функции <* да 7  ̂ можно в весте билинейную 
форму /  , положив для всех / > 9 * тг * ( / , $ ) - * ( / ? ) •
Естественным образом для всех многочленов Q ( f ) e  К O f ]  вводит
ся билинейная форма 6 q , принимающая значения в 4-актор-колъце 

K t f ] j { Q ( f ) }  . и яннулятори * nnf ,  h  “ f  ( f  ’ ^ )  ‘

s K tn jta ir) J J •
Пусть v  -  асооциативная алгебра со следом и инволюцией, £ “

- {о е  I / /а г =-о)  _ алгебра Ли с  операцией [ 0 , 6 ]  * а 6 -  f a ,  .
ТЕОРЕМА 4 . 1 .  Если для некоторого многочлена Q ( f ) e K  O f ]  

рербальнкй идеал тождеств со следом и инволюцией алгебры U , то 
множество полилинейных тождеств со следом степени 6 пары ( И <L) 
совпадает с Апп^(  £  ц

Д оказательство. Заметим сначала, что A n n £ ̂ ~ { f e  Т (  I 
‘  ’ Действительно, если y(f\€ Ann ‘

*а ( !  J t ) ’  ^ Ф . П т ^ у о .  1

Ч>({)*АппТг / fl I 'П



В то же время для всех / , у е Tt

i ~ x i ~ X i 1-X ■ ■ v3V -  JC* )

’ &Lг( =л- t x
Поэтому для всех h  fe , $ е Te

1 /■*■<-■*•, x ; ) e  
ixt .v , ' -

e U n i x  <f(Tc ))-S Q( / ,  тс I - 0.

■ ;)

Если Д у ,, . . . ,  у /) -  тождество со следом пары ( У , L )  , то
для всех C L , а-г е  И { (a,t -a.* , . . . ,  Я/ -Л -?  ) «  о  , т . е .
<f(f) -  тождество V  , и </> ( f ) е  /[„ „ Tg . С другой стороны,
если ^ ( { ) -  тождество V  , то длл всех  оь, , . . ,  У  Д а , - # * , . . .  
0,£-CLg ) = 0  . В  частности , если , . . .  ,  $£ & L ( т . е .

то 2 * f l f { , , £ / )  ” 0  и / ( у , ,  , # г )  - т о ж 
дество со следом пары ( V ,  h )  . Теорема доказана.
■ В качестве следствия теоремы 4 .1  и леммы 3 .1  получается

ТЕОРЕМА 4 . 2 .  Множество полилинейных тождеств со следдм степони 
I  пары ( # л  , SO I n ) )  совпадает с A n n ^  / jr. л, .
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О ПРОЕКТИВНОСТИ о  -  X -чистота В КАТЕГОРИИ АБЕЛЕВЫХ ГРУШ
С. И. ШЛА РОВ

Одной из актуальных проблем теория абелевых групп является  
проблома описания чистот в категории абелевых групп (см . [ I ,  
с .  1 9 , 1 3 4 ] ) .  Эта проблема еше далека от сво его  решения, Со
лее того , нет приемлемого описания ч и сто ? , обладаниях некоторыми 
важны.® свойствам и, например инъективных и проективных чистот. 
Данная работа посвящена описанию проективных чистот в классе 
так  называемых чистот Кепка-И вакова.

Пусть задан класс X  в  категории абелевых групп, замкнутый 
относительно подгрупп и расширений. Будем говори ть, что под
группа А 0 -  X  -ч и ста  в  группе В , если сущ ествует такая под
группа С в  В , что В / ( А * С )  принадлежит кл ассу  X  , а  
А Л С е  0 . Получаем для каждого к л асса  X  чи стоту , обладаю
щую рядом интересных свойств (см . [2  , 13 , ’ 4 ] ) .  Обозначать то , 
что подгруппа А О - X  -ч и ст а  в В будом т а к : А -о -г  & .

Сформулируем ряд известных определений и ф актов, которые мо
жно найти в  [ I ] .  Пусть задана некоторая i t ) -ч и ст о т а , тогда груп
па назы вается СО -п лоской, если любой эпиморфизм на эту группу 
имеет (О -ч и сто е  ядро. Класс в с з х  (О -плоских групп обозначаем 

. Группа назы вается СО -проективной, если она проективна 
относительно любой короткой СО -чистой последовательности. Класс 
в с е х  СО -проективных групп обозначаем Р(о . Класс в с е х  свобод
ных групп будем обозначать через •? .  Ясно, что кл асс Р  содер
жится в кл ассах  и для любой СО -чи стоты , а  группа, 
которая одновременно явл яется  СО -проактивной и СО -плоской, 
свободна. Проективным замыканием СО-чистоты назы вается и) -чи о- 
т о т а , образованная всеми короткими точными последовательностями, 
проективными относительно в с е х  (О -проективных групп. Чистота



называется проактивно замкнутой, если она совпадает со своим 
проехтианым замиканием. Чистота назы вается проактивной, если 
для любой группы Л сущ ествует накрцтио В —■ А -»• О с  и) -ч и с
тым ядром, где группа В и) -проактивна. Всякая проективная чи
стота проактивно замкнута.

Продолжим формулировку опрэдалакий я относящихся к ним ут
верждений. Пусть задай произвольный кл асс Ml абелевых 1’рупп.

HofD
Рассмотрим д ва  связанных с  ним кл асса ifl ‘ -  [G IНо/к(В,М)>

- О VMem]  и М  = [ К  I Нот (6 . К) = 0  VG^ f f i Ho,n'\ . Класс Ш 
будет всегд а  замкнут относительно подгрупп, расширения и прямых 
произведений. Можно п о казать , что клаоо абелевых групп HI зам
кнут относительно подгрупп, расширений а прямых произведений 
тогда и только т о гд а , когда М  = (ft . Такой класс М  мы будем

называть полупростым. Ясно, что = 1Q  н'̂ гг‘ ддя произво
льного к л асса  -ffv . Талле и звестн о , что для произвольной абеле
вой группы в ней сущ ествует такая подгруппа, что сама она при-

Нотнадлежит классу М- , а  фактор по ной принадлежит классу 
■HI для произвольного к л асса  .

Перейдем теперь к 0  - / - ч и с т о т е .  Класс О -/ -п л о с к и х  групп 
состоит из в с е х  групп, являющихся расширением свободных групп 
при помощи групп из к л асса  /  (см . f 2 ] ) .  Класс О - X -плоских 
групп $ 0. j .  сам оказы вается замкнутым относительно подгрупп

и расширений, поэтому можно говорить о О -  5  0 - х  -ч и о то те,

которая, о казы вается , совпадает с  О - Z -чи стотой . Класс про
ективных групп для О -X.-ч и стоты  состоит из воех групп, для 
которых выполнено следующее условие: для любого гомоморфизма 
группы В из это го  к л асса  в  груш у М , принадлежащую класоу X  , 
существует разложение В = К в  F  , где  К принадлежит ядру гомо
морфизма, а  группа F  свободна (см . [ 4 ] ) .  Этим критерием проек
тивности группы В для О -X  чистоты мн будем п ользоваться пос
тоянно.

Б силу сделанного замечания о совпадении 0  -  9 0 _ ^  -ч и с

тоты о О - X -ч и сто то й , если не оговорено противное, считается 
ниже, что кл асс  X  содержит в се  свободные группы, а  том самым 
совпадает с классом  0 -/ -п л о с к и х  групп. Таким ооразом, утвер
дивш и, в которых будут формулироваться свой стве кл асса X , сле
дует в  общем случав относить к классу 0 - 7 -плоских групп.



Пусть кл асс X содержит только свободные группы. Тогда мн 
получаем примор минимальной чистоты, то е ст ь  чистоты, для кото
рой чистыми являются только прямые слагаем ые. Проективными для 
минимальной чистоты будут в се  абелевы группы, а  следовательно, 
минимальная чистота проективна. Итак, в  случае минимально воз
можного к л асса  X вопрос о проективности О -X  -чистоты решен.

Для дальнейшего изучения вопроса будет удобен следующий кри
терий проективности О -X  -чи стоты .

ПРВДСИЕНИЕ I .  О -X  -ч и сто та  проактивна тогда и только то
г д а . когда для каждой абелевой группы А сущ ествует такая под
группа С , что она О - X -проекти вна, а  фактор по этой подгру
ппе принадлежит кл ассу  X .

Д о казател ьство . Пусть О -X  -ч и сто та  проективна. Тогда су

щ ествует накрытие б  А О t группа & О - X -проактив
на, а  /? = Хех> l явл я ется  О -X  -чистой подгруппой в б  . После
днее условие о зн ач ает , что б / IR в  С )  принадлежит классу X 
для подходящей подгруппы С . По критерию О -X  -проективности 
имеем разложение В = К ® F  , где  группа F  свободна, а  А 
содержится d R ® С  . Отсюда получаем разложение А®С  = Л ®Е , 
где Е-  подгруппа в F  . Следовательно, группа С как прямое 
слагаем ое прямой суммы О -X  -проективных групп является сама 
О -X  -проективной группой, а  значи т, 0  - 2 -проективной группой 

я вл я ется  и l (С)  . Группа А /с (С)  принадлежит кл ассу  X  , пос
кольку изоморфна группе 6 / ( Я  @ С )  , что доказы вает необходи
мость приведенного условия.

Докажем достаточн ость этого условия. Пусть А - произвольная 
группа, С-вв О - X -проективная подгруппа, фактор по которой 
принадлежит X  .  Рассмотрим коммутативную диаграмму с  точными
строками;

О —  С R F  - ~ 0
# /Г \Т

О —-  С — - А у - А / С  — О ,

где f  : F  ~ А / С  -  свободное накрытие (см . [ 5 ,  § 1 0 , 5 0 ] ) .
Получаем р авен ства Ц(С)П Кеь t  = 0  . Кеьлт  = Т ' 1 Кеь ^ -  
= ’Л ( С ) )  = T~1(Z f ( C ) )  - < f ( C ) @ K e i T  .С л ед о вател ьн о ,
R [ ( у  { С )  (?) К еь l )  принадлежит кл ассу  X  , откуда получаем, 
что K e l t  я вл я ется  О -X  -чистой подгруппой в R . Группа R 
0  -X  -п р оекти вн а, так  как изоморфна С @ F  . Таким образом,



мы получили накрытие группы А О -J. -проективной группой Я с 
О -«Г-чистым ядром. Группа А была произвольной, поэтому- 
О - Z -чи стота преактивна. Предложение I  доказано.

ПРЕДЯСИНИЕ 2 .  Если м а с с  2  является полупростым, то 
О -Z -чи стота проектиана.

Д оказательство. Рассмотрим произвольную группу А . Так как 
класс Z  полупростой, то существует подгруппа R в  А , при- 

v Нот
надлежащая классу а  , фактор по которой принадлежит кла

ссу Z . Но любая груш и из X ат О -Z -прэектявна (ом. [ 4 ] ) .  
Сяедоватачьно, по предложению I  получаем проективность данной 
О -Z -чистоты.

Если заданы два класоа абелевых групп Ж- а К  , то через 
Ш. в  ft  будем обозначать класс всех  абелевых групп, изомор

фных прямой сумме двух групп, принадлежащих классам Ж и Ну  
соответственно,

ПРЕДДОШМБ 3 .  Р0 . г  »  Z от Ф ¥  .
j  у Нот

Д оказательство• Пусть группа А принадлежат классу <* ,
группа F  свободна. Тогда группа А & F О - Z -проактивна как 
прямая сумма двух О -Z -проективных групп. Теперь пусть Я *
О -Z  -проективная группа. В ней существует подгруппа 6  из

класоа 3L такая , что Я / G е  2  .  В [6 ]  показано, что
фактор О - Z -проективной группы по подгруппе, принадлежащей

классу 2  "°т ,  сам является 0 - Z -проективной группой, поэ
тому группа Я/6  О -Z  -проактивна. Но О - 2  -проективными
группами из клаоса 2  могут быть только свободные группы. Та
ким образом, Я / 6  оказывается свободной группой, откуда Я -

ш G © F  , где группа F  свободна, а  (т принадлежит 2  °т * 2 * 'п, 
что и требовалось доказать.

ПРЕРОКЕНИЕ 4. Если Ра .л  = 2  ф ?  . то.-
^0 - 1  с  ^О-Х •

2 . Проективное замыкание 0  -о?-чистоты  совпадает с  0  -Х-чио-  
тстой.
3 .  Следу пане условия равносильны:
а ) 0 - Z -чи стота  проективка;
б) 0 - 2  -чи стота проактивно замкнутаI
в )  класс Z полупроот.

Д оказательство. I .  следует из предложения 3 .



2 .  По предложению 2  О - 2 -чи стота проактивна, а  значит, и 
п р о а к т и в н о  замкнута. Поэтому проактивное замыкание 0  - « ? -чи с
то ты  -а д о р .г -и т ся  в 0 -^ -ч и с т о т е .  Отсвда получаом Р  q -% -

Р £ то есть =  Р.0 - 1  ' О - 2. ’ Я1 *. ~ ' L
h двь проактивно замкнутые чистоты совпадают, если совпадают 
i^raccu проективных групп для этих чиотот. Это доказывает 2 .

3 . То, что из а ) следует б ), уже отмечалось.
Т еп ер ь  пусть имеется прювктивно замкнутая О -Л  -чи стота , 

т о г д а  О - X  -чи стота совпадает с  0 - / -чистотой, которая сов
п а д а е т  с О -X  -чистотой по п. 2 .  Но отсвда следует, что Л = Л  , 
то ость класс X полупрост, что дает в ) .

•Из в ) следует а) по предложению 2 .  Предложение 4 доказано по
лностью.

Если класс О - Z  -проективных групп устроен так , как сказано 
в условии предложения 4 ,  то будем говорить, что он устроен "хо
рошо". В этом случав предложение 4 решает вопрос о проективнос
ти О -X  -чистоты. Следующее предложение показывает, когда класс 
О - X  -лрооктпвных групп устроен "хорошо".

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5 .  Класс I] -Л  -проективных групп "хорошо" устро
ен тогда и только тогда, когда Z Р Р0 -3 . = I .

Д оказательство. Пусть класс ^ "хорошо” устроен. Тогда 

по предложению 4 Рд-^ = Po-f. • поэтому Л О Рд.% =

= X Р Рд - д  = &  •

Обратно, пусть X Р Р о - з  ~ ^  • Рассмотрим произвольную 

группу R из Р д . ,  - В ней существует максимальная подгруппа 

I}  такая, что R/G  принадлежит X п G принадлежит X =■

= Л , по тогда группа R/G  является О -Л -проективной, а
следовательно, свободной. Отсвда R = G & F  , где группа F  
свободна, то есть класс О -Л -проективных групп "хорошо" устро
ен.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6 .  Если класс Z  содержит любые произведения 
бесконечных циклических групп, то клаос _ "хорошо" устро
ен.

Д оказательство. Рассмотрим О -Л -проективную группу R и 
множество всех  ее подгрупп, фактор по которым яаляется бесконе
чной циклической группой. Пусть & - пересечение все х  этих под
групп. Тогда группа R /  S  изоморфна некоторой подгруппе прямого 
произведения бесконечных циклических групп, следоватэдьпо,

00



она принадлежит классу X . Тогда / ? =  К @ Г- , где ^-полгру
ш а  б о , а  группа F  свободна. В силу выбора G ясно, ч т о  G 
является подгруппой в К , откуда получаем & -  F  . Итак, гр у п 

п а  Я равна G № F , где Нот (G,X) = 0 ,  а  группа F  с в о б о 

дна. В то же время гругша & 0 - 2  -проективна. Отсюда (см. f4 1)
г  *г Нот пгруппа Ь принадлежит классу Z  , а  тем самым класс г д_л

"хорошо" устроен.
Теперь мы мокеы приступить к д о к а з а т е л ь с т в у  о с н о в н о г о  к р 'т е -  

рия проективности О -X -ч и с т о т ы . Н апомним, ч т о  мн сч и тал и  до 

сих пор, что класс 2  со д ер ж и т в с е  сво б о д н ы е гр у п п ы . Т а к  же б у 

дем считать и в доказательство сф орм ули рован н ой  ниже теорем ы  I .  

Однако саму формулировку дадим в общем в и д е .

ТЕОРЕМА I .  О -X  - ч и с т о т а  п р о а к т и в н а  т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  

когда либо класс X с о с т о и т  т о л ь к о  и з  св о б о д н ы х г р у п п , либо 
к л а с .  О - X  -плоских гр у п п  з а м к н у т  о т н о с и т е л ь н о  прямых п р о и зв е  

дений.
Д оказательство. Достаточность указанных условий уже отмеча

л а сь .
Доказательство необходимости потребует рассмотрения н е с к о л ь 

ких случаев. В каждс-ч случае будет установлено то , что к л а с с  X 
содержит любые произведения бесконечных циклических групп. Т о г 

да остальное будет следовать из предложений 6 и 4 .
Серий случай. Класс Z содержит ненулевые периодические 

группы. Значит, класс X содержит группу Е (р )  для некоторого 
простого р  . Так как О -X  -чистота проектквна, то для .т а к о го  

множества индексов I  группа А = ' (р )  таксис лежит в

Действительно, п о предложению  I  в гр у п п е  А и м е е т с я  такая ч о д -  

грутша В , ч т о  сама о н а  0  -  ■ -п р о е к т и в н а , а  ф ак то р  по ней при

п ад и  « а г а  классу. X  .  Но т о г д а  В не м ож ет со д е р ж а т ь  п р е д а в  с л а 

гаемые, изоморфные группе X  (р) ,  а  с л о д о в а т о л ь н о , 3 = 0 .  Те
перь рассмотрим О -X  -проективную группу Я . Т о г д а  Я /р  Я л е 

жит в  классе X . Поэтому Я = К @ F  , где К со д е р ж и т ся  в р Я  , 
а гругша F  свободна. Далее р  Я = р К @ р i , отсюда К =pA&F, 
где группа Е свободна. Но Е  — Я /р  К , поэтому F = О , а 
значит, группа К р  —делима.* Итак, б рассматриваемом случае .что* 
бая О -X  -проективная группа является прямой суммой р -делимой 
и свободной группы, где р  - некоторое простое число, для которо
го группа X (р)  принадлежит классу X .

Теперь для произвольного множества индексов рассмотрим группу

С = IJ Л  2  (р К)  • в ней существует такая О - X -проектив
ная подгруппа (у , что С / G принадлежит классу X . Группа
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(f является прямой суммой р  -делимой и свободной групд, но С 
не содержит ненулевых ^-делимых подгрупп, поэтому G оказыва
ется  свободной группой, а значит, сама группа С  лежит в классе 
Z . Прямое произведение I  экземпляров бесконечной цикличес

кой группы можно вложить в  С , следовательно, это произведение 
принадлежит классу Z  для произвольного множества индексов Г  .

Второй случай. Класо Z  содержит только группы без кручения 
и группу рациональных чисел & . Тодда для произвольного множес
тва индексов /  в группе В = П $  содержится такая О - Z -

проективная подгруппа а  , что фактор по ней принадлежит Z  . 
Подгруппа G оказывается в  этом случав сервантной в в  , а поэ
тому содержит прямое слагаем ое, изоморфное й  , осли она ненуле
ва я . Но всякое прямое слагаемое О -Z  -проективной группы само 
является О -Z  -проективной группой. Группа О. не является 

О -Z  -проективной, так как содержится в  классе Z и не явля
ется  свободной. Следовательно, G = 0  ,  Поэтому группа В при
надлежит классу Z , а  вместе с  ней принадлежит этому клаосу ■ 
прямое произведение I  экземпляров бесконечной циклической груп
пы, которое можно вложить в 5  . Так как множество индексов I  
было произвольным, то и в этом случае получили обещанное.

Третий случай. Клаоо Z состоит только из редуцированных 
групп боз кручения и содержит группу у?-одических чисел Ор для 
некоторого простого р  . Вновь берем произвольное множество ин
дексов I  и рассматриваем прямое произведение В «= П J „

i e l  г
Группа В является редуцированной алгебраически компактной, она 
содержит О -Z  -проективную подгруппу G , фактор по которой ле
жит в классе Z , В силу известных свойств алгебраически компак
тных групп (см. [ 5 ,  $ 39]) можно утверждать, что й  - алгебраиче
ски компактная группа. Если бы G была ненулевой, го она содер
жала бы прямое слагаемое, изоморфное группа Эр , но это озна
чало бы, что Jp  является О - Z -проективной группой, что в да
нном случае не так . Следовательно, 6г •> 0  , а группа В привад̂  
лежит клаооу Z . Повторяя заключительные рассуждения второго 
случая, вновь получим, что клаоо Z содержит любые произведения 
бесконечных циклических групп.

Четвертый случай. Класс Z состоит только ив групп беэ кру
чения, не содержит ненулевых алгебраически компактных групп, во 
содержит группу Р =* П Z  . Скачала покажем, что любая нену

левая О - Z  -проективная подгруппа произвольного прямого про
изведения бесконечных циклических групп является  свободной.



Пусть А’ -  подгруппа в А/. Z  ц А* является О -Я-проективной

группой. Рассмотрим группу В 
фны R

Где воеЛ Ri » /
Е группе В выделяем подгруппу (т из класса

AV ззоыор-

P-Z
Фактор по которой принадлежит классу X  . Пусть Т : B - ~ B / G  - 
е ст е с т в в 1шый эпиморфизм. Тогда для каждой компоненты R ; имеем 
U R , )  г  R -  j ( R- t n S )  = ( Я- * - G ) / G  .  ОтсЕда для каждого i
существует разложение Rt = К, в  FL , гдо Kt & Я Lf) & и груп
па F t свободна. Пред дол сжим, что 1ш одна из групп At не яв
ляется  нулевой. Рассмотрим произведение их как подгруппу в  В ,

От

положим К = Л  Kt . Мн знаем, что 7  ( А ' ) в  В / G ,  а  следова

тельно, Т ( К )  принддлемт классу X . Кроке т о го , для каждого i  
Г ( А ^ ) = ( 7 ,  поэтому Г ( ©  Кl )= 0 , откуда Г (Л") является эпи-

морфным образом группн /7 At /  ,®4 AL , которая является ненуле

вой алгебраически компактной группой. Но тогда и г  (Л")  являетоя 
Алгебраически компактной группой, ты? как она подгруппа редуци
рованной группы без кручения (см . f 5 ,  § 3 9 ] ) .  Отсюда получаем, 
что Т (А  )= 0 , ведь I  в рассматриваемом случав не содержит не
нулевых алгебраически компактных групп. Значит, группа К явля
ется  подгруппой в Gr и, как прямое слагаемое в  В , является пря
мым слагаемым в б  . Нс это дает О - I  -проективность группн К . 
Так как группы К- содержатся в 3  , то в каждой А, имеется 
прямое слагаем ое, изоморфное X  , а  в А , следовательно, имеет
ся прямое слагаем ое, изоморфное Р  . Тем самым группа Р  должна 
быть 0 -  2 -проективной, чего не может быть в силу т о го , что она 
несвободна. Получили противоречив которое показывает, что хотя бы 
одна ив групп AL являетоя нулевой, но тогда некоторая Р L 
оказывается свободной, то есть  свободной оказывается группа А .

Теперь легко увидеть, что не только Р  , но и любое произве
дение бесконечных циклических групп принадлежит классу Z  . В 
самом д ел е , в  любом таком произволении долина найтись подгруппа 
из класса Р р _л  , фактор по которой лежит в Z  . Но такая под

группа должна быть свободной, как только что показано. Следова
тельно, любое произведение бесконечных циклических групп принад
лежит классу X .

Пятый случай. Очевидно, нам еще ооталооь рассмотреть клаоо 
X  редуцированных групп без кручения , не содержащий ненуле

вых алг Ораически компактных групп и группу Р , то воль клаоо, 
содержащий только узкие группы (см . [ 5 ,  § 9 4 , 9 5 ] ) .  Вогьмбм
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жую-нибуада несвободную группу А из кл асса X  . Для пронзво-
лчгг'г. множества индексов I  рассмотрим группу 3  - П А  . Вы-1*1
бираам в R О - Z  -п р о е к т и в н у ю  подгруппу G , фактор по которой 
лежит в Z  .  П о ск о л ь к у  душ л ю б о г о  гомоморфизма прямого п р о и з в е д е 

ния р ец у ц и р о о ап п ы х гр у п п  б е з  к р у ч е н и я  в  узкую группу почта все 
ко м п о н ен ты  о т о г о  п р о и з в е д е н и я  п р и н ад л еж ат ядру гомоморфизма, то' 
(г содержит прямое с л а г а е м о е ,  и зо м о р ф н о е А , которое оказывает

с я  дноврокошю и О -о ? - п р о е к т и в н о й  г р у п п о й ,и группой и з  класса 
л  . Но такой может бы ть т о л ь к о  с в о б о д н а я  г р у п п а .  Полученное 

противоречие показывает, что д л я  п р о е к т и в н о й  0 -  Я -чистоты 
кл асс cZ , содержащий н е с в о б о д н ы е  гр у п п ы , н е  может содержать то
лько узкие группы. А в о  в с е х  подого г - х  -  « у ч а я х , к а к  показано выше, 
кл асс ■' обязан б ы ть  зам к н уты м  .О т н о си т е л ь н о  прям ы х произведений, 
т а к  к а к  содержит дроиэволрныо прямые п р о и з в е д е н и я  бесконечных 
циклических групп. Т е о р е м а  Т д о к а з а н а .

Следует отметить, что для п; ризе и н ого  кл асса  X , замкнутого 
относитально подгртупп п расширений, замкнутость класса плоских 
групп для О - Z  -чистоты относительно прямых произведений не т е 
чет такую же замкнутость д л я  самого к л асса  X  . Простейшим приме
ром м ож ет сл у ж и т ь  кл асс всо х  периодических групп, который не зам
к н у т  о т н о с и т е л ь н о  прямых произведений. Для него классом О - « ? -  
плоских групп будет класс в с е х  абелевых групп, тем самым О- Z -  
ти стота , определенная классом периодических групп, проектпвна.
Мы получаем максимальную чистоту, для которой в любой группе 
оказываются чистыми все  подгруппы.

Результаты , полученные выше, позволяют списать проективное 
зам ы к ан и о  одного к л асса  о,1-ч а с т о т .

ТЕОРЕМА 2 .  Пусть чистота и) тако ва , что класс (О-проективных

групп "хорошо" устроен. То ость Рш -  Я  ?  7  , где 11 -
некоторый класс абелевых групп, a J  -  класс в с е х  свободных 
групп. Тогда проективное заш кание со -чистоты совпадает с 
О -  Я - чистотой, а  значит, является проективной чистотой.

Д о казательство . Во-первых, следует отметить, что если Л - не
нулевой кл асо , то Я  содержит все свободные группы и является 
подупростым. Следовательно, действительна мокло говорить об 

О -  Я  - ’шстоте, которая является проективной (предложение 2 ) ,  
а значат, и проективно замкнутой. Кроме т о го , Рд _ А
т Я НОГП0  Г  .  Я. @ 7  -  ,Пи) . Отсюда получаом, что СО -чи
стота  совпадает с  О -  Я -чи стотой .

Если ке кл асс Я  нулевой, то полученный из него класс



Horn
совпадает с классом всех  абелевых групп. Тогда класс 

U) -проективных групп таю-же совпадает с классом всех  абелевых 
групп, поэтому прсоктпвпым замыканием чистоты и> оказывается 
минимальная чи стота, совпадающая о 0  -^ -ч и с т о т о й . Учитывая, 
что класс А. нулевой, получаем нужное утверждение.
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ГЧо^ЕГНОСТШЗ МНОГОЧЛЯЩ .Р^ЖРЕНЦИАНЬНО-РАЗИОСтеК МОДУЛЕ?

Л PACuW-ЕНИЙ ;№-№ТЬНЦИ.‘и1ЬИ0-РАЗК0СТ1Ш ПОЛЕП
А.Ь.Ленин, А.В.Иихялеь

О работе докасычается существование и у с г  а к я вливаются некоторые 
свойства размерностных киогочлсноб, ассоциированных о филотрованчими 
дт^еренциально-разностними модулями. Полученные результаты применя
ю т с я  д л я  исследепания понечно-поромденных расширений дирференциалвно-
раэноотких полей.

9 I .  Предварительные сведения

l i y c T b  Г — дифференциально-разностное поле с бозисньи: множеством 

дирреренцирований Л = и базиеннм множеством автоморфизмов

■̂ = <обь --  , о ^ >  , т . е .  поле, рассматриваемое вместе с действующими rta  

нем операторами дифференцирования d̂  F ~ *  Г  ( i -{■■■, т ) и автомор

физмами o4j ( j  ) такими, что все операторы пз множества d a d o s '

попарно коммутируй? между собой. Обозначим через 0 езебоднув комму

тативную полугруппу, порожденную элементами c5j, • • •, S m t чевез П — 

свободную K o i.r(утатипную группу, порожденную олементами <*(.» • ••., <** •

а через SL — .сом'*утативную полугруппу элементов Ш1дэ.

W - 0| • • • о„, U, ■.. <У_*1 , где К1 €. (sl , Sj £  ( как обычно, ~3L

обозначает кольцо целых чисел, f J  — множество неотрицательных целых

чи сел). Реличину o iJu '  -  7_ к- +  S.-| мы назовем порядком
I5 * L JJI J

и ог -  2L • S.I
*  j '=< J

l - l  •"I

элемента со , а величины о г ^. и )  = Z  К;
а 1=4

— соответс твенно Д -порядком и б'-порядкеп этиго эле тента. Положим

о\Ли<-г] , Q ( .r )= 5 l ( .x > r \ 0  t Г с г ) - Л ( г ) л Г

для КАЖДОГО Ч-ё. fri .
О п р е д е л е н и е  I . I .  Д р  . эрэнциалько-разаостным сператовом 

над полем Г называется зыражеяие вида Л'и ̂  ’ ГД6 Ли1 6 ^

об



и почти асе элементы раэны нулю. Дпа дифференциально-разностигх 

оператора Z F 0- ^  и 21 (■> w  считаются равными, если а, = &U)£it W tSi Ь> ”(,1
для каадого u )t ,£ l .

Множество всех дифференциально-разностных операторов над полем F 
естественным образом обладает структурой левого F -модуля. Это м но

жество становится кольцом, если положить cfcL=Q.cf+ ef(a) , vft - <J(cl)oC 

для любых f l - t F ,  S t . A  , o(£ в" - ^  )  , п р о и зв ед ен и е

(х),Ы2 ( Ц ^ с Ц  ) определить как в полугруппе Л  и п о т р е б о в а т ь  вы
полнение законов дистрибутивности. Полученное кольцо называется к о л ь 

цом д и "Ференциамьно-разностных операторов над F и обозначается че
рез У  . Подкольца элементов вида 7L О-о $ (почти все равны 

у  в£.® ^
нулю) и f r r a'xo (почти все <Ху равны нулю) кольца г  называются

соотяетственно кольцом дифференциальных операторов и кольцом инверс
ных разностных операторов над полем F и обозначаются через 3) и 
& соответственно. Для каждого элемента А = ш   ̂ 7  положим

*Л А  = *а х {0 1 Л « | а ы* 0 }  -й пусть Уг= (Л  е 3"| o x U  t  г }  пои 

I t l l J  , 'У  = 0  при , Ъ<0 . Кроме того, положим
и для любого t t . l L .  Тогда кольца 7  , 2 )  и <£
оказываются наделенными возрастающими фильтрациями (У  ) г ^ »

и соответственно. В дальнейшем, рассматри
вая эти кольца как фильтрованные, мы будем (если не оговорено против
ное) иметь в виду именно такие фильтрации.

О п р е д е л е н и е  1 . 2 .  Дифференциально-разаостьмм (соответ

ственно дифференциальным или инверсным разностным) Г -модулем назы

вается левый т  -модуль (соответственно левый 3) ~ иЯй 5  -  модуль).

З а м е ч а н и е .  Для краткости мы будем в дальнейшем заменять 

прилагательные "ди-фференцчгльяо-разиостны;!", "диФферочциадьчнй", "ин

версный разностный" приставками А - ,  А - ,  б" - соответственно. !•- 
пример, вместо слов "диЛреренцкольно-разностный модуль" будем писать
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" 4  -  F -модуль".

О п р е д е л е н и е  1 .3 .  Ф;ыьтрацией 4 ’ -  ( Д -  , -  ) I- -мо-

;;у .г1 М называется возрастающая последовательность ( М г ) г £

( -подмодулей модуля М токаи, что M-t~ 0  при всех достаточно малых 

T - t ^ ,  М ^ Н и (соответственно ,.5 ,
U 2

) для любых J .

Wг е 2 4  -  ( 4О п р е д е л е н и е  1 .4 .  Фильтрация 

<!> - ) Г -  модуля М называется отлично 1. если Мг~ хоночно-поровден- 
ьое векторное пространство над полем F для любого для всех
достаточно больших 2 -e .Z  выполняется равенство ^ М г  =  М1+1 (со
ответственно D ( M,t  -  М ^ - М ^  )•

При сделанное выше соглашениях справедливы следуцзщие три теоре
мы о размсрностннх многочленах кснечно-морожденных 4 -  , б*-  и L  - 
модулей над Д -  ( б 1 - , Д-- )  полем F .

Т е о р е м а  I . I  (см. £ l, гл.1, §4 и гл.Ш, § 2 ]  ). Пусть (Мь)
— отличная фильтрация конечно-порожденного Д - Г -модуля М . Тог

да существует многочлен -f(i) от одной переменной t  о рациональны

ми коэффициентами, обладающий следующими свойствами:
1) |̂ (г) = c/ivmj- Нг для всех достаточно больших t fe Z  ;

2 ) ^  ^ Уп и многочлен •/(« может быть предстаатен в Еиде

« 2

F  (и
'-f Ш  -  T J7  °  ^  )  , где а .£  /. (через о (,1 м)  обозначается много

член с  рациональны ми коэффициентами от t , степень которого нэ пре
восходит ►л -  1 ) ;

3 ) величина CL не зависит от выбора отличной фильтрации (N t k 2  

Д - F  -модуля М . Эта величина называется дифференциальной или Л -

размерностью Д -  F -модуля М и обозначается через т ;
4 ) функция d [ М) аддитивна на классе всех коночно-пороэденных Д - F -

модуле i;, т . е . длл любой точной последозагель-

кос 1.1 конечно-порождение Д -  F -модуле.* 0 - + / J — * Р  > ^  ;
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5) для любого конечно-по рожденно го Д - f  -'модуля М величина АН) 
равна максимальному числу линейно независимых над кольцом й  эле
ментов модуля М .

Т е о р е м а  т.2 (см. [̂ 2, теоремы I , 3-0  J  ). Пусть 
— отличная фильтрация конеччо-порогденного б' - F  -модуля М 
Тогда существует многочлен y (t)  от одной переменной £ с рлциочаль- 
нымн коэффициентами, обладающий следующими свойствами:
1) у ( г) - cJiMp. Мг для эсех достаточно больших 'г £ "Z ;

2) diMiy(i)  ̂ Д- и многочлен Y(t) может быть представлен в виде

у(£)= -̂ Т ̂  + ° l£ ) . г д е  О - е Х  ;

3) величина (Ь не зависит от выбора отличной фильтрации
< F -F  -мо,дуля М . Эта величина называется инверсной разностной или 
S'-размерностью У - F -модуля М и обозначается через i<T(M) ;

4) функция i <F (.М) аддитивна на классе всех конечно-порозденкнх
б1- F  -модулей; _

5) для любого конечно-порожденного б* - F  -модуля Н величина i ДМ) 
равна максимальному числу линейно независимых над кольцом <л эле
ментов модуля М .

Из теорем I .I  и 1.2 вытекает аналогичный результат для Д - F -  
модулей (см. [_3, §1, теорем? 2 и §2, теорема 4, лета 7j ).

Т е о р е м а  1.3 . Пусть — отличная фильтрация кснеч-
но-порожденного- Д -  F -модуля М . Тогда существует многочлен J .(t )  
от одной переменной £  с рациональными коэффициентами, обладаний 
следующими свойствами:

I) JC (г.) = для всех достаточно больших T-£.~lL ;
2 )

JV tlH,п .m+IL.
t  + o

многочлен
Ы -fH

/ И )  можно представить з  виде 

(£ j ,  где а. £ 2

0У«-.3) величина О. не зависит от выбора отличной Фильтрации
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Д - р  -модуля М • Эта величина навивается дн^еренциально-разност- 

чой или Д -размерностью модуля М ч обозначается через сЩМ) ;

4 ) функция Л ( И )  аддитивна на классе всех конечно-пороэденных

Л -  Г  -модулей;

б) для любого коне чно-по рожденно го Д - р  -модуля М величина d J(H ) 

()азна максимальному числу линейно независимых над кольцом Т  эле

ментов модуля М •

Пусть J  — некоторое т о ж ест во  и F C f t J ,  j e l  LUC 5 1 -
кольцо тогоч лен о в от неизвестних } (j,w)fc 7*51 над полем Г  . 

Тогда каждое дифференцирование J  €. 4  и каждый автоморфизм Ы6 S '*  

продолжат гея соответственно до дифференцирования и автоморфизма 

кольца P [ ^ j w]  , отображающих в или ^ ыиг соответст

венно. Полученное Д -кольцо FC ^jw l называется кольцом Д -много

членов над полем . Р и обозначается через F l f o h  * . Соот

ветственно через ( j  fe 7  ) обозначаются кольца

дифференциальных ( Д -  ) и инверсных разностных ( S '-  ) многочленов 

от Л -  ( S'- ) неизвестных ^  ( j t j  ) над полем Р  . Очевидно, 

что последние два кольца можно естественным образом рассматривать 

как подкольца кольца

Если р — подполе поля Р  такое, что j» ( В « Е  для любого Г - -
- д о (?*, то р называется 2  -подполеы Д -поля Р , а Г — 2  - 
расширением Л -поля р . Аналогично (с заменой 4* на Д или на S’ ) 
определят ся понятия 2  -подполя и б -̂подполл, Д -расширения и s' - 
расширения. Легко видеть, что пересечение любого семейства 2Г_ ( А * 
б1 - ) подполей поля Р — снова 2 -  ( 2 - ,  б ' - ) подполо Р , поэ

тому для любого подмножества Z ** Р существует наименьшее 2 - ( 4 
S'- ) подполе .юля Р , содержащее ^  и Z . Оно обозначается через 

р ^ Z } ^  (соответственно через ИЛИ ) и

как поле совпадает с Р  {̂ы(ал|1ю4.$1у1 ^ ] ) ( ооотзетстэснно 0
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^ ({6 (f l- )| 6 t .0 j c x ^ Z j )  или fo (  {  ^6 Г ,  a . t Z J )  >• Если множество

I  конечно, Z * { V , ? KJ  и £ < £ > S = F  , то 4  -поле Г  называ

ется конечно-порожденным 4 -расширением 4 -поля £  и обозначается 

через £  • Аналогичный смысл имеют расширения

илн Д* ш'м а'~ поля Г соответствен
но,

О п р е д е л е н и е  1 .5 .  Пусть F — А - ( А -■ S ' - )  расширение 

4  -  ( 4  поля . Элементы ^eF ( j t j )  называются ~Е -  ( 4  - .

сг7- )  алгебраически независимыми над полем £  или J  -  ( 4  - ,  S '- )  

неизвестными над Р  , если элементы u»(a j) , и б . £ 1 1 j f e 7  (соответ

ственно 0( .^ ) ,  6 t Q ,  j t  J  или j t J  ) алгэбраически

независш.ш над полем .

О п р е д е л е н и е  1 .6 .  При сделанных выше предположениях 

максимальное число 4  -  ( A - .S ' - )  алгебраически независимых над р  

элементов поля F  называется 4  -  (соответственно 4  -  или S'-) с т е 

пенью трансцендентности расширения F ̂  Р и обозначается через 

с Г  (соответственно через J i i d e ^ F  пли SllJe^p  F ) .  

Если в F  существует бесконечное семейство элементов, 2  -  ( 4  - ,  

& -) алгебраически независимое над р  , то пишут F  = о о

( (M x d e ^ F ^ o o  ( F * ° °  ) .

§ 2 . Равмерностнче многочлены дифференциально-разностных

модулей и ;ас инварианты

Пуста р  — 4  -поле и Т  — кольцо 4  -операторов над полеы Р  

(зд есь  и далее мы используем обозначения и соглашения пре.дедущого 

параграфа).
О п р е д е л е н и е  2 . 1 .  Стандарт по Г; 4  -  ( б ' - )  фильтрацией 

кольца У  называется возрастающая последовательность ( ? ) . « ,  

(соответственно ( Т ' j tfe|J ) l ~  ( 2 ) - )  подмодулей ко/оца J *  т а -
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к а я ,  n o  7^  ~ { ы с Т  lozJ^U)(tj (соответственно j£  =  {/fcT|oT<̂ //| J  tj )

для качдсго ZCt J  .

Вели М — левый Т  -модуль, то А -фильтрацией модуля Н

( Ю z e d

бу-

егодем яа.'<"ьать такую возрастающую последовательность 
& -подмодулей, которая является исчерпывающей и отделимой фпльтра- 

цие 1‘ М как нодуля над кольцом 7  , снабженным стандартной А - 
фильтрацией. Аналогично определяется o' -Фильтрация Т  -модуля М .
Б частности, если модуль М конечно-порожден над кольцом 7" эле

ментами W ( 1 т г\ ) г€,  и

являются соответственно Л -  и б '-  фильтрациями модуля М .
О п р е д е л е н и е  2 . 2. Д -фильтрация -модуля

№ навивается отличной, если все модули Mt ( г е »У ) конечно-по- 

рождекы над, кольцом & , и существует такое число ZBt t J  , что 

11Мг =Мг+ь для любых , S6.fi (очевидно, что
для этих же значений t  и S ).

Аналогично определяется отличная б -фильтрация 7" -модуля Н . 

Отметим, что рассмотренные выше А -  и - фильтрации конечно-порож

денного 7"-мо дул л М являются от личными •
Глк и ранеэ, для отличной 4 -фильтрации CMJtaW ми будем обозна

чать через i«Г( Мг ) .шперсную разностную размерность ff'- F -модуля 

М? , а для отличной б'фильтрации LK\e*J будем обозначать через 

d диФперегщипльцую размерность Л -  Г -модуля .

Т е о р е м а  2 . 1 . Пусть F — 2  -поле и пусть (М г ) 1£^ — от

личи ал д -фильтрация конечно-порожденного А -  Г -модуля М . Тогда 

существует многочлен |*10  с рациональными коэффициентами от одной 

переменной t  , обладающий следующими свойствами:

I) для всех достаточно большое zetJ ;
И *1ЧОГОЧЛвИ fU) может быть представлен d виде

J* ( 0  -  "7 ■+ 0 ( О  , где о. £  1L .
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Д оказательство. Рассмотрим градуированное кольцо

цшгоо санное с кольцом 4 -операторов 7  , слаб, данным стандартной 4 - 

фильтрацией: f ‘ Г = Д  ^ Г = Д  ) *  Щ ; ~ ,  X J  ( 1 , - 0 )  .

где X - = < £ + £ * ( i = i, ^  ) .  Здесь £  [  Х()- • •, X*, ]  — кольцо

многочленов от попарно коммутирующих переменных над коль

цом & (Г’-операторов над полем F  ; ото кольцо многочленов рассмат

ривается 1ЛК градуированное с естественно!! градуировкой. Градунрован- 

нин Т  -модуль, ассоцмировашш!’. с даш ш ,отлично Д -фильтрован

ным 4 - Г  -модулем М , имеет вид М ~ ® 0 j  0 ).

При этом М является коне'шо-поооаденнш ^'^^Г-модулем, т .е .  

коночно-пороггденным градуироэаншл.! £  [Х ( / • Хм ]  -модулем (зто  пока

зывается точно так -::е, как в случае отлично фильтрованных дифференци

альных модулей — см. £ l ,  гл .1^  )• Положим ( ^,6 tfJ ) ,

R -  6» С ^ у . Тогда где R ^ — левый & -модуль,

порожденный всеми одночленами полной степени ‘j, . Покажем, что сущест

вует -такой многочлен i f t t K Q f t ]  (как обычно, Q  обозначает по

ле рацнонась:шх чисел, a  Q [ t ]  — кольцо многочленов от одного перемен

ного с над полем Q  ) , что для нсех достаточно

больших ^6  »J , причем и многочлен '{(i)  представим в ви

де Lfll) -  + °№  ' )  , где 0.6 Z  . Для итого проведем индукцию

ПО Ы : СыЛ 4  . При м - 0  имеем Г , и второе свойство отличной Д- 

фильтрации показывает, что начиная с иокотоцого но

мера -ге. *4 (см. определение 2. 2 ).  Следовательно, М = 0  

для всех достаточно больших доказываемое утвер ценив справед

ливо ( ! f : 0  , г Ц у = - 1  ) .  Предположи теперь, что высказанное утверж

дение е гт г  медлило при СадJ 4 = и пусть Са.л^4: Нл, Л ~  • 2ас~
слотрпм отображение Р степе.». 1 градунрованного R -модуля ^гН  =

= ®  HW  з себя такое, что Я® 1 любого элемента .
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Дтя ' ,т о г о  имеет место точная последовательность конечно-по-

Р°да “ 6 -“Т-1 ̂  м» _£!^  и1'*!. Г -  о, а,-
где К е г (Я н ^ ’) . Р " } =  С Л *г  (?| М<*) ( <̂ 6. tJ ) .  Так как д/=

-  кег Ф  ь1 ^  и Р - О Д ег у = ®  Р являются гравированными

Р -м о д у л я м и , которые аннулируются умножением на , то они факти

ч е с к и  я вл я ю тся  градуированными & С Xj/*\,X^ ^-модулями. По предполо

жению индукции существуют т а к и е  многочлены % Щ , Ъ №  Q W  , ЧТО 

V V = * ^ C * / , v )  , а д ч Д Р 1" )  ддя всех достаточно больших oJ 

(скажем, при ) ,  причем d e j ^  ^ *ю- 2  , f .  т о  ,

где i = IД  ) .  Из точности последовательности (I) вытекает,

что =

для всех  достаточно больших <j,£ j J  (зд есь  (t)  = р  + °  Н*" *J £

с  а ш  ) .  Таким образом, для всех , ^ г<̂ 0 1С,еем

= i<£(M^ + 2^ fii(M  )-itf(N J ]=  C0+ 2l ' f j ( i )  , где С0=  иГС М £  fJ 
l'\o L4 o

Следовательно (с м .,  например, доказательство теоремы 2 .1  из [ * 4 j ) ,  

существует многочлен (4) е  Q  [ t ]  такой, что if l p - i S ( H ,^J Для 

всех у,<^е , причем - d e j ^ + U ^ - l  „ i f ( 4 ) * ^ - - 2 £ 2 l ,  •^м V

+  оЦ Г = (^ 7 i ) j  + ° Н  ') , где 0L -a -2 - a 1 t 2  . Так как i(T(Mt ) =  

--Z iU M '" )  ( г 6. frJ ) ,  то существует многочлен такой,
С̂гзО

что у (г ) -  '  ̂ 1 для всех достаточно больших H t J  , причем

, и многочлен f t t )  представим в виде J * l i )  — 

a t  -f. о I i M)  , где a  £  Ц . Теорема доказана.
МI — г~

Р езультат, аналогичный теореме 2.1, справедлив и для А -  г -моду

лей, с ,т о : :енкых отличной (Г'-фильтрацией.



Т е о р е м а  2 . 2 . Цусть f"  — 4 -поле и пусть — отлич

ная s '  -фильтрация конэчно-порогденчого 4  -  F -модуля Н • Тогда 

существует многочлен  ̂(Л) 6 Q [ t ]  , обладающий следующими свойствами:

1 ) 0U )-=  d (M t ) для всех достаточно больших г 6 Ц ;

2) “I ^ J i  И- и многочлен JU)  может быть представлен в виде

ni)^^ln + о(П , где иг.
Д оказательство. Рассмотрим гредуировакно.е кольцо г ?  , accotm - 

нрованное с кольцом 4  -операторов Т , снабженном стандартно’! С  -

фильтрацией: / Т =  &  ) 31 З К X,; ' ,  \ п> ( ? fO ),

где а х х , ; - - л л > — кольцо косых ?тногочленоа над кольцом Л -оп е

раторов 2 )  ̂ над полем F  такое, что \ А ^ ~ ( А ) К  при Aefl, { (i fn ,  

и Х| Ar  “j . ,  (А) Х| при K - H < j < 2 n .  (зд есь  ° ^ y , , 4 v — автомор

физмы кольца 5) такие, что о<к (  Д. At0.) -  ^  <** (а.̂ ) для лю

бого Л-оператора ^к=* и- ) ), Х ^ Х ^ -0  при
i И, . (Кольцо Ж Х , , -  X2ft)  рассматривается 1а к  граду

ированное с  естествен но" градуировкой по полной степени многочлену) 

Градуированный J *  -модуль, ассоциированны? с данным отлично (Фильт

рованный модулем М , имеет вид ^  М= ® Н _ ®̂0 (|\/м )  (Н (~ 0 ) .
е л . Л><гтГТри этом М яятяется конечно-пороаденным градутфэваинш pi J  -

модуле,! бтет факт устанавливается так же, как доказывается соответ

ствующее утверждение для от.'птчно инльтоо ванных дифференциалънчх но— 

дуле к — си . [ i ,  гл . I J  ) .  Так как (пункция cJ(-) рдд(Тн«ня на классе 

- ссх конечно-поро: денных левах 2) -модулей, то доказательство т е о ге - 

•п) 5 . 1  из f<J*J переносятся на рассматриваемый случай показывает, 

что существует многочлен A l t i t Q f t ]  такой, что 

для всех  достаточно боль.ппг , причём ^  A b^-i,  п многоч он

X I I )  представим В виде X U ) = Ĉ V  +  °  ( Г ^  • •

65



Используя тот факт, что JlMt) = Z  d(f(M )t получаем (как и при

доказательстве теоремы 2 . 1 ) ,  что существует многочлен Ж К  (Н И  
такой, что \?(.г)= a(MT), и многочлен Ж ) может быть представлен в ви-

Ж ) ~  L + o ( t K) , где l  £  Z . Теорема доказана.

О п р е д е л е н н о  2 .3 .  Многочлены J*li) и \?(tj , существова
ние которых устанавливают теоремы 2 . 1  и 2 . 2 , называются соответствен
но А - и б" - размерностннми многочленами А -  F  -модуля М , ассо
циирован! ikmh с ооотвстсгвуюдеР. отличной А -  ( б  -  ) фильтрацией 
модуля М . ^

П р и м е р  2 . 1 .  Если М= Т и Мг = Тг , Нг -  7г ( l€. fl ) ,  

то А -  и 6* -  размернэстные много члены А - Г ^мо дуля J"  

равны соответственно: ~  + ° ( 1  )  ,

'H i)3 I  (-1) 2  ( i ) (  i  )~  +  ° Ч )  . Действительно, для всех

достаточно больших l t d  имеем м(г)~ СжаЛ ©<»)=( м  )  (c M .[ i ,  гл.1, 54J

Г(.г>=^(-1) L2 i ( i )  l z l L)  (см. ["б] ).

Цусть Г — А -поле и М — А - Г -модуль, снабженный А -

фильтрацией (Ю ш 1- Обозначим через £[эс] кольцо много'членов от
одной переменной х  над кольцом ©""-операторов £  , через ?  —

подкольцо Z- Т  ® f £ x l  кольца S [зО , а чореэ М — ле-
ге*/ 1  <* &

7 -модуль Z K vA t*- . Доказательстве следующих пяти леммВИЙ
UtJ

а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь с т в у  с о о т в е т ст в у ю щ и х  утвер ж д ен и й  дл я  и нверсны х  

р а з н о с т н ы х  м о д у л ей  ч а д  р азн о ст н ы м  полем  ( е л . £ } ,  §  5 J  ) .

Л е м м а  2 . 1 .  17рч сд е л а н н ы х  чьпче. п р едп о л ож ен и я х следующ ие  

у с л о в и я  э к в и в а л е н т н ы :А/
( 1 )  м о д у л ь  М к о н еч н о -п о р о щ д ек  и а д  кольц ом  Д ;

(2 '  существует rai:oe €. й4 , что Мг =  М*+<; для л '<  гх i .S iO ,
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нетерови слева.Л е м м  а 2 . 2 . Кольца У  и У 

Л о м м а 2 .3 .  Пусть i л/--*- М — инъективггый гомоморфизм

й -  или S '-  фильтрованные Д - f  -модулей. Тогда если фидь^реция 

модуля И отличная, то такоз.1 же и фильтрация модуля ь\ .

Л е м м а  2 .4 .  Пусть C M J  teW  ’ v K J t t » /  ~  ^ве о^ичные S '- 
фильтрации конечно-порожденного А -  (• -модуля М . Пусть

,*,1 + °(.^ ) и I't)= " £ т  + 01't ) — д -размерносткые мкогочле-

ны до,дуля М , ассоциированные с Д -фильтрациями и

( J 'O i t o J  соответственно. Тогда существует такое число S t f f J  , 

что j* (г ) и j* (W  t  J4 1 + S )  для всех достаточно больших

X fe-ffJ .. (Таким образом, а .=  бЦ , а степень и старший коэффициент 

Д -размерностного многочлена модуля |Ч не зависят от выбора отлич

ной Д -фильтрации, с  которой ассоциирован этот многочлен)

Л е м м а  2 .5 .  Пусть Ж )  — две отличные

б" -(фильтрации конечно-породдецуого Д -  1~ -модуля Н . Пусть

и +  о ( Г )  -  s'-?ft.’ 1 ftf. - размер

но стные многочлены модуля м  , ассоциированные с S'  -фильтрациями 

0 ^г)ге»/ -  ( м ; к ы  соответственно. Тогда существует S t  tl
такое, что ? U )  < J ,C i+ s ) и ^ ,(t )  £  ^ U + s )  для всех достаточно 

больших г 6 »] . (Таким образом, ?>=?>, , а степень и старший коэф

фициент (У'-размерностного многочлена модуля М не зависят от выпора 

отличной ^-ф ильтрации, с которой ассоциирован этот многочлен) 

З а м е ч а н и е .  Пусть F  — Д -поле и пусть М — конечно- 

порозденный А -  F  -модуль. Тогда на модуле М существуют отличные 

д -  s '  -  фильтрации (таковыми будут, например, фильтрации, рас

смотренные перед определением 2 .2 ) .  Из последних двух лемм вытекает,

I -  оА + в Ц ы) ;1 J t i ) =  — у  { К + О (i*1)  —  соответ-что если j * i d = ЙГ» I
ственно Д -  и S' - размзрностные многочлены, ассоциированные с ка-
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кими-кибудь ОТЛИЧНЫМИ л -  и s '  - фильтрациями модуля М , то числа 

a , r r (t) , Ь=  ^  , И еК ({)  • r f y M  - и Л а д

не зависят от выбора таких фильтраций н, следовательно, могут слукить 

характеристикой самого модуля М . (Здесь через обозначается

i -  я конечная разность многочлена (Ш  : д Ц М М Ы Ц )  , йг(Ц), 

= a U|W) . . . .  ; легко видеть, что старший коэффициент ’.тогочлена 

• J t t K Q t t ]  степени d имеет вид г ) Величины й. - й!

мы будем з дальнейшем обозначать через Л ( Н )  и

S J  (М ) соответственно.

Л е м I: а 2 . 6. Пусть Г — 5  -поле и 0 ~*fj — *  М Р ~ ♦  О

— точная последовательность конечно-порожденных Д -  Г  -модулей. 

Тогда dS (/J) +  di  ( Р) -  dS (И) и Sd (*/) + IP ) -  S J  ( М) ,

Доказательство,, Покажем, что справедливо первое равенство (второе 

устанязлиааотся аналогично). Пусть X^•••,аск — образующие J  - Г  -

модуля М . Для ’.аддого I t t J  положил М? - ИТ*х  , /У, = l 1 (ild)n Н )
Д А  А \ 1  *■ *

Pt  = Д М г ) • К м  было отмечено выше, (Мг ) tttJ — отличная Д филь

трация модуля М . Очевидно, что ( Д  ) i ttj — отличная Д фильтрация 

модуля Р , а из леммы 2 .3  вытекает, что Ю г ы  — отличная Д -

Фильтрация модуля ,*У . При этом для каздого l e t J  последовательность

коне чно-по рожденных s'- Г - модулей 0 ~+r^ М^~ J (^—* 0

точна. Г^сть f a l l )  , — Д -разчерносткче многочлены,

ассоциированные г фильтрациями ( аУ̂  • ( O u w  -  (Р,‘ )ieW

соответственно. Так как инверсная разностная размерность является ад

дитивной функцией на классе всех конечно-порожденных s ’ - F  -модулей 

(сч . теорему 1 . 2 ) ,  то J ^ U )  -  i^ (* ^ ) + < Д  fj*) -  iS(H t )  - ^ * ( \ )

для всех достаточно больших с 6 */ . Следовательно, 

откуда пытеккет, что d f ( J )  + Jt (P )  = dS(H). Лем:а доказана.
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С помощью лсм.и 2 .в так г.се.как и а случае дифференциальных моду

ле!*. (см . £ l ,  гл.Ш, § 2 J  ) ,  получается следущ и" результат.

Л е м м а  2 .7 .  ItycTb F — J  -п оле, 7  — кольцо Д -операторов 

над F и_М — конечно-порожденный Л - Г -модуль. Тогда каждая из 

величин Л ( М )  , сГсНМ) равна максимальному числу линейно незави

симых над кольцом Т  элементов модуля М . (Таким образом, ь//(Н) -

^ 1 ? ( н )  ч j s i м ) , )

Рассмотрим на кольце Т  Д-операторов над А -полем F двой

ную последовательность F-подмодулей F-модуля Т вида s t  2 •

где 3 ^  ~  О  , если * < 0  или S < 0  , и а - б - ^  t  Т |

0 ^ 6 © W , Jfj t  Г (.у  С * - - j к)J , если . Очевидно, что Д -

оператор А принадлежит модулю ) тогда и только

тогда, когда о т J^A £  t  t o t J ^ A

О п р е д е л е н и е  2 .4 .  Пусть H — А - Г  -нодуль. Д -  s'  -  

фильтрацией модуля М называется двойная последовательность (^ и )» л е 2  

р-подмодулей модуля М , обладающих следующими свойствами:

1) М14 '*  М г<4+, и Mt 4 ^  для яю6ых t . s e  Z  »

2 ) З'иу ^ T i 5  для любых l , s t 2  . М  *  N !

3 ) существуют числа "Ц,4, ь 2  такие, что Мг4 ~ 0  , как только S<S(

ити 1  < t .  ; 4) U  ^  “  М .
1 TtZ S€Z

О п р е д е л е н и е  2 .5 .  А - с? -фильтрация ( K s ) t , i f c 2  

F -модуля М называется отличной, если кавдый модуль №г$ ( t , S t Z  ) 

коночно-пороядеч над полем F , и существуют такие числа ! ,  12 , 

Sc t 7 ,  что Ти„ ®  Для любнх Чельх ч:,сел • S?Sn *

Ufc»J , V € * J  .

Легко видеть, что если И — I  - F -модуль, поровденьий конечным 

семейством элементов * , ,• • • ,* < >  ^ а к  что М - Z i T x ;  ) .  то
Г <*<

дво;на'* последовательность (  ^  )  t,s  *  Z  является отли чи»
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( M * ) v s » z

A -  (f1 -фильтрацией модуля M •

Т е о р е м а  2 .3 .  Пусть F  — Д -поло и пусть 

отличная Л -  б'' -фильтрация конечно-порожденного А -  F  -модуля М . 

Тогда существует многочлен Y l * * J f )  €. Q  [ а ; от двух независимых

переменных х  и J ,  , обладающий следукзщитш свойствами:

1) Y ( * , 0  = для всех достаточно больших t , s t 2  ( т .е .

оудествуют t 0<S0 £ ~L такие, что последнее равенство выполняется 

при всех 1 }  t n , $> У/ ) ;

2 ) d e| x Y  ^ Y <г ц, и многочлен V ( ^ )  попет быть пред-
° лП ы ц.

ставлен в виде Y l V p  -  ^  * Где

и полная степень многочлена ,1Э превосходит м  + « . - /  .

Д оказательство. Рассмотрим на Д -  F  -модуле П возраставшую 

последовательность -  F  -подмодулей (Ю  - £ 2  . где мг Z.  .

Очевидно, ч,г,о при всех достаточно больших Z£~Z C ^ * s ) s t 2 — отлич

ная фильтрация на Иг . По теореме 1 .2  существует многочлен f t y )  от 

одной переменной ^ с рациональными коэффициентами такой, что 

if IS) =  diw,F для всех достаточно больших > причем

может быть представлен в виде

явля-

J y i f  i. h. , многочлен • rtf)

Jf" +  e ^ R;  . Далее, легко видеть, ч т о ^ М ^

етоя отличной Д -фильтрацией модуля М . По теореме 2 .1  существует 

текой многочлен J * U )  €. Q> [ x j  от одной переменной х  , что 

^ i f  для псех достаточно больших 1 6 . 2  , причем J e j j . S M ,

и многочлен J 1 (*■) мог.ет быть представлен з  виде JH<x ) ~ ~ t х *  + oix*)  , 

рдр а - с Щ М )  (см. ле;ггу 2 .7 ) .  Таким образом, существует такие 

числа г 0 So 6 oJ , что для всех г  >, г0 , s >, S0 выполняется соотне !9яие

4 м » -  • < . * , . (2)
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Здесь о ( г  )  — многочлен от одной переменной т. с  рациональными

коэффициентами (не зависящими от S ) степони не выше h i - )  , c ( s " )

— многочлен от s степени не выше л - 1 , коэффициенты которого, во

обще говоря, зависят от Ъ .

Аналогичным образом, рассматривая воэрастыацуто последовательность 

А - F -подмопулей К  модуля М и применяя к этой после

довательности теоремы I . I  и 2 .2 ,  приходим к соотношению

-  < з >

где oCS*1) , о ( г  ) — многочлею! от переменных S и £. , степени

которых не превосходят h - ) и in- ( соответственно, причем коэффици- 

внты многочлена о 1л л) — рациональные числа, а  коэффициенты много

члена о (.г1") , вообще го н о м , зависят от S .

Нз соотношений ( 2 ) и (3 )  следует, что

< Ц К , г -  ц х - ' Ч ^ - Ч , ^  4 < « ‘ " л

+  Ь / 4 ) г м_2+ . . . +  (4 )

где , Cj t  Q  ( O i i < M - | ( O i j i n - 1  ) ,  c ^ t ) ,  i^ (S )  ( 0  

0   ̂ f  < h i - j  ) — некоторые Функции от l  и S соответственно. 

Теперь, чтобы закончить доказательство теореты, достаточно, очевидно, 

показать, что последние функции вираж- ютзя многочленами с рациональ

ными коэффициентами соответственно от переменных I  и S . Фиксируя 

произвольное значение Z~Zt 6. thl , получаем, что достаточно доказать 

следующее утвергденне: если при всех  достаточно больших значениях

г = г ,ы к ]  'уннцпя -  ^ 0 ( .* ) г | •+— Т
поодсг.ч влястоя * т с  томленом с ртцпональнпми ко эфф гцие ртами от $ * то

ТЛ1Г ‘С ГГ ^*Т07.'. ■ - т л и т с я  И ИЗ I гя^сх^и 1 О*), ^ } ^>v*-l '  •  ̂ ^



лу равенства (4 ) из этого утверждения будет следовать утверждение 

теорема .) ыберел числе. г (/ь2 t- ■ -t ffj такие, что t2 <— < ,

fb  предположению

} j (s) ( i H — j *  >. (5)
где fy t f )  € Q C t ]  ( Q [ t . ]  — кольцо многочленов от од,! о б перемен

ной i  над полем Q  ) . Разрешал систему (5 ) относительно t>0 ts>#

Ц (£),•••, IS) (определитель системы является определителем

ЕЬ.н-дер-!<1о..да и потому отличен от нуля), получим, что &.(S)( O iiiM -j  ) 

выражаются многочленами с рациональными коэффициентами от S . Теоре

ма доказана.

О п р е д е л е н и е  2 .6 .  Многочлен , существование

которого устанавливает теорема 2 .3 ,  называется Д - <5"-размеркостным 

многочленом 4 -  F -модуля Н , аесоциированнш с данной отличной

Д - фильтрацией (М

П р и м е р  2 . 2 . Если М = 7  и этот J -  F  -модуль рассматрива

ется  вместе с  построенной выше отличной 4 - 6 "  -фильтрацией 2. i

то соответствующий Д -  6" -размэрностный многочлен и^еет вид

V m>= C D  Z н г ‘2; .J Г30
Действительно, для всех достаточно больших г ,  S t f f J  имеем

V  Us)= ColtoI {u>=fye&| Jr€rcs)}-[GoiJ0̂ )]-[CaaJr(S)] =

= CD i  4 ** '  1^0
Т е о р е м а  2 .4 .  Пусть F — Д -п оле, M — 4 -  F -модуль, 

л/ -снабженный отличной Д -  б" -фильтрацией (M K ) , , * z  

J-F  -подмодуль модуля Н • Тогда (л/л — отличная

Д -  сСфильтрация модуля л/ .

Д оказательство. Так как rJ а М „ — векторное F -подпрострачство 

конечно-поротщонного оокторгого F -пространства ) ,

л/л М, конечно-поро-дцено над полем F • Остается погасать, 

«|
то N м п гь
чтп для всех достаточно больших l , s e Z  и лоб:ос
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Так как фильтрация C H is)t4 tZ  отличная, то сумеетпуют 
такие, что 3 ^  Мг4= ^г+u,st-v для любых t ? ? 0/$>>S0, utoJ, v^oJ. 

Следовательно, для доказательства утверждения теоремы достаточно по

казать, что ^ о и л М и )= ^ п М гм 5 Д Мг .+) , т .е .

(.ь/^МгД = а/пМ1+| s и S, (*/oMls )-r М г ь+i для всех достаточно 

больших t ,  s  ь 2  . Докалом первое из этих соотношений (второе доказы

вается аналогично). Для каждого S > S e положил Л - & М »  . Тогда

является, очевидно, отличной фильтрацией Д - F  -модуля М- , 

откуда следует (см. [ i ,  Гл.Ш, 5 l J  ) , что фильтрация ( Ы л )а 

= U « M „ ) u 1 a- F  -модуля (s/o М5 также отличная, т .е . существует 

такое I j t Z  . что £), (л/о М14)-= л/п 4П? Н асех . Ъ *  Sc .

Теорема доказана.
О п р е д е л е н и е  2 .7 . Грусть М и л/ — два 5  -  F -мо,ду

ля, снабженные отличными Д *■ S' -фильтрациями t,Sfc2
соответственно. Гомоморфизм 3" -нодулей М-*л/ называется го

моморфизмом A - S '  -фильтрован1!ых модулей, если 

ДЛЯ Любых "EjSfe 2 .  . ^

Обозначит» через £ к свободный Д - р  -моду.чь ранга к , снаб

женный Д -  6* -фильтрацией ( ( С  ) г ь ) г ,ы 2  • где (Е-к )  ZS
*  л- гг~ К

= 2- 3 , „ ,  „ е; ( е, - ' / к — свободные образующие J- -модуля

£ ^ tf; k ,u ,V ,  l , s t 7  ; < > {  ) .

О п р е д е л е н и е  2 .8 . Пусть Г — Д -поле. Свободным Д - 

(^-фильтрованным ~Е -  Г  -модулем называется прямая, сумма 4 -  cF - 

фн' ьтрованных модулей Е к ( и, if, «£ 2  » ), описанного вы

ше типа. , „
П р и м е р  2 .3 . Если М -  ЬК , то соответствующий. этому Д -  

(F -фильтрованному I  -  F -модулю Д -  в'-раэчешоетный многочлен

У Д * . * )  irw eT B,w Ч Д  ( X + ’̂ U") 2 V 0  2  f ^ ) ( ^  i  )<
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к i r “t,«l r  u4j *\
ч т о  г р а ч у  с л е д у е т  и з  п р и м ер а 2 . 2 .  Д а л е е ,  е с л и  П - с к ©  • Ф t k '

__ Г-  I Т
—  св о б о д н н й  4  -  (S' -ф и л ьтр о в ан н ы й  4  -  г -м о д у л ь ,  т о ,  о ч е в и д н о ,

А -  S  -  (эазм ер н остн ы й  м н о го ч л е н  м о д у л я  М и м е е т  ви д

V v̂ - z н ("ГР) 1мv‘) . (6)
О п р е д е л е н и е  2 . 9 .  П у ст ь  hi —  A - S '  -ф и л ьтр ован н ы й

Д -  f  -модуль. С в о о о д п о й  р е з о л ь в е н т о й  м о д у л я  л/ н а з ы в а е т с я  точная 

последовательность д -  S ’ -ф и л ь т р о в а н н ы х  Д -  Г -м о д у л е й  вада

• • ■ -*■  Ир ■*“ * ' И р Г р ’ *“ К г - *- О  t в  к о т о р о й  в с е  модули М - ( i= C ?  

1,2, ) являются свобод н ы м и  А - S' ф и л ь т р о в а н н ы м и  А - Г -м о д у л я м и .

Л е м м а  2 . 8 . 17усть О -»  Мр — **• Т~~* М0~^~ * 0

—  свободная р е з о л ь в е н т а  о т л и ч н с  А -  S  -ф и л ь т р о в а н н о г о  Д - р  -м о д у 

ля hi и п у с т ь  — Д -  s '  -р а э м е р н о ст н ь г й  м н о го ч л ен  с в о б о д н о г о

А -  s '  -ф и л ь т р о в а н н о г о  Д - Р  -м о д у л я  (  L = f t  V " . f ) ,  a  ) —

А -  S '  -р а з м е р н о с т н ы й  м н о го ч л е н  м о д у л я  л / .  Т о г д а

. (7)
i-O L 0

Д оказательство. Пусть ( K i s ) t  s t .2  — отличная Д -  S  -фильтрация, 

которой наделен модуль ( ь = О Д ...,р  ) ,  a  ( ;As ) t  ц.~£ — отличная 

А - S ' -фильтрация, которой наделен модуль /У . Так как гомоморфизмы 

£ и L=0, ( у , р  ) согласованы с фильтрациями, то для любой пары 

t't ,s )£ Z ,<Z  имеет место точная послэдовательность векторных р  -  

простш нств 0 ~* Мр- { *  *  К ы ~ *  ®  • Звицу аддитив

ности Функции a ih y (- )  не классе всех  конечно-поро;рценннх векторных 

[  -пространств d i > Z.  Hpc/iny М .^  0.  Из этого соотноше-

пгя (с  учетом т о го , что (t,*)=Ji*iyT./ и ^  U,S) =  Л »гуМ ^ 5 для 

всех достаточно больших Л, Ь f_ Z- ) следует, что ^  !■*, у )  -  

.1 v
-  f - Д ' О  Т - .  Д ем > а  д о к а з а н а .



§ 3 . Разиерностные многочлены конечнэ-пороеданчых расширений

J  -полей н систем д11фференциальчо-раэностгат< уравнений

Пусть F — Л -поле нулевой характеристики, F ^ 7 d  ' —

А-расширение поля F , пороченное конечным семейством элементов 

’| = ( V " ' tM  ’ и — возрасталцие последова

тельности подполе rt поля G, такие, итс Сг~ ,

G"-F<rw7̂ -wrw7K)A ( г-0,1,2--).
Т е о р е м а  3 .1 .  При сделанных вш е предположениях существуют 

многочлены ( t )  , ( i )  от одной переменкой t  о рациональ

ными коэффициентами, обладающие следующими свойствами:

1) J ^ L 1 ) =  j. G,* , J ^ lfr U) = c/ W m  для всех  достаточно

больших t  £ #J ;
2 ) d e j j t ^  <to  , , причем многочлены *  j y  ( i

могут быть прсдстазлены соответственно в виде j ^ f  (!)  = Ŝ —f + °  It )

и }\ \ F ^ ~  ~ Л  ^ + °  ^   ̂ . где a . - J S l r J e . ^ Q .  ^

Д оказательство. Установим существование многочлена ( 0  , об

ладающего требуемыми свойствами (существование многочлена (i) 

доказывается аналогично). Обоэна'шм через 3 jn i FС векторное С, -црос 

транство всех  F -линейных дифференцирований поля Q в себя и рас

смотрим в векторном G, -пространстве (&>1г ф Н о ^ ( 2к 1ГС Х )  оектог- 

ное С  -подпространство n F t t ) .  пороченное всеми отображениями оу 

( Ч£ G ) ,  которые действуют на элементах по правилу

(d y )(.D ) -  D ty ) . Из [ l ,  гл .П , ?1 ; 4 ,  лемма 6 . l  j  следует, что

векторное £, -пространство 2 )е^С| моли о рассматривать как Д -  Q -мо

дуль, на котором элементы & &  и d.G.C' действуют следующим обра

зом: « f ( D ) - S ° D - D - £   ̂ о/(D) = n/»D'<^( для любого D fe-JD sy G  . За

метим теперь, что если ’ М и л /  — два й -  £  -модуля, то Ноиг (Н\rl) 

можно рассматривать как 7Г -  С -модуль, если определить действие эле-
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ментоэ из д и <Г* на H o t - n ^ по следующим правилам: (£({)=<$•{-{•£ 

( S t  А , ° (tc f*  , | €. Kom .̂ (N, ,̂1 ) .  Аналогичным обра

зом вводится структура I -  Г -н о д у л я  и на Но^& (М, //J ,  что позволяет 

рассматривать (iDeip Q) как 4 -  G, -модуль. При этом 51^  CG) ста

новится А -  Q -подмодулем модуля ( 2k i F G f  таким, что S J 4 - 

= J J I 4) , =  с/о^) для любых элементов cf t  А , >' а б ' * ,  у е б

(см. Q ,  гл.П , §1 ; 4 , лемма 6 . I . J  ) .

Лая каждого I t  обозначим через _£2 р-((я)г <?- Q -подмодуль

модуля •-fiptG i) , иороеденннй (как левый б"-  G, -модуль) множеством 

элементов { Jy | >| fc Gir  J . Легко видеть, что —

отличная Д -фильтрация Д -  G, -модуля S ip ( Q  . По теореме 2 . 1  сущест

вует многочлен Х г « к  < w a  такой, что А ‘ р1Ч, л ( ^ ( g j для
всех достаточно больших 16-tJ , причем J m , (.Ьч,  и многочлен

4 1  •Ф"* м
J S f  w  может быть предстаален в виде J S l F W = ^ r  +  o ( i  > ’ где

в силу леммы 2 .7 .  Так как SiiJt^^C^

(см. [ 4 , теорема б . I ] ) ,  то / , |Г1 t ) * S h ^ r ^  для всех  доста-

точно больиих г  £  . Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е  3 .1 .  Многочлены JS lF  ^  » JS lF  М  ,

существование которых устанавливает теорема 3 .1 ,  называются соответ

ственно А -  и б'-  размерностными многочленами Д -расширения (ч 3 

= Г < 7 ь -  Л > д >  ассоциированными с системой Д -образующих

Т е о р е м а  3 .2 .  Г(уоть f~ — А -поле нулевой характеристики 

и G, = — А-расширение поля F , порожденное конеч

ным семейством элементов (*}(,"• / "}*) • Для любых обозна

чим через £, расширение Г  ( Q w f U ^ o -  • • и  Q w f is )  */к )  ПОЛЯ Г

( т .е .  расширение, порожденное семейством элементов { 0 ] r 7 . | i a < M * 0 ,

К  Г отиГб  ̂ ба^у<$}. Тогда существует многочлен ф  (*,4)
‘ Ilf а

от двух независимых переменных ас, ^  с рациональными коэффициентами,
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обладающий следующими сво; ствами:

П  ^ I p U jS )  -  tlJc^p-Gil s  для всех достаточно больших i , S €  flj 

(т .е .  существуют числа 1 С£ t i , tJ такие, что последнее равенство 

справедливо при всех I ZZa , Ь 2  Sc ) ;

2 ) ^ ^  ’ многочлен

может бить представлен в виде Ф уД +  ^  ( х,у,) , гд0

Д -- ( J / h J e ^ Q  , а  полная степень многочлена не п р е в о с х о 

дит йя + Н. -  ( .

Доказательство. Как и ниш е, для любих l £ t l ,  S t» J  р а с с м о т р и м  

S ' -расширение С«г  = Г < © (г )7( Ь » . . .и 0 (г) ^ > ^  и 4 -расширение

G j=  F < r i « 7, V - • - и [Г^7к )п °ля F .  Применял к последовательности под- 

рисширекий ^ Д -  расширения (,^ Э  F  теорему Колчина о

дифференциалы: гм рапмерностном многочлене (ом. [б , гл.П , §12 , теоре

ма 6J  ) ,  получаем, что существует многочлен у (х )  от одного перемен

ного X  с рациональными коэффициентами такой, что Y M ~  ^гс^ р "

для всех достаточно больших l £ t J ,  причем ^ е4 .у < / ч , и многочлен у(х)
v ~ Ь1 ” Н

может бить предстаачен в виде у "(х ) = Ф у  •+ <Нхп') , гдо

М лее, в силу теоремч 3 .1  величина )l=^W оама выражается некоторым 

многочленом с рациональными коэффициентами: существует многочлен^ 

от одного переменного ^  такой, что 

для всех достаточно больших i t - J ,  причем h ! 4 и многочлен

может быть представлен в виде J((^ )  =  “ Г 4  '  W  л ~

= JShcJe^^G. Таким образом, существуют такие числа t 0yS0 t # J  , что 

для всех *> Z e  , виполняется соотношение

з  J g f  г ф  о U - )  = £ ,  (  5 %  о ( ф  ° ^  *  %f~n! г ^ п +

+ 1 ^ 0(& ")-с о ( 0  . Цдесь o ( s " ) = c es ;'c ,c ," >  ( с .у (Г ) св c Q ) , а

о(г'"> __ многочлен от I  степени не выше iv\-J , коэффициенты кото-
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fw ro, вообще говоря, з а в и с я т  о т  s : olt*") = ^(S)г + • • •+ ,(s)
Г'Де —  н е к о т о р ы е  ф ункции от s ( I BQ> Таким образом,

"-г- s"
l b  l b * "

и-г
-t-Cf S + •• + с*-,)

I , r  a ^ t Ms n sT f р 7*--( » .
К ^ Г С7 Л = + -  + ^ J . +

b J ' j T C * ~  ^ Г ^ !

+  L {.0u n M'V  cs> ■t"*’ V - -  + £>м_ , ы ] .  {8 )

Аналогично, рассматривая Ĉ is) s t i J  как последовательность подрас- 

шгтрений ^-расширения -  Г  , получаем с помощью теоремы 7 , 1

из [4 ]  и теоремы 3.1

Wl

+ [ 4,1т.)«Г* + (̂г)9и'г + •••+■ J„.{(г> ] _ (9)
(Здесь I » ,  11 , Л ы - i 6- ^  > а 4 (г), 4 ( г ) , - - ,c/K_tCt) — некоторые

функции от Ъ . )  Теперь с помощью тех :ке рассуждений, которые были 

использованы при доказательстве теоремы 2 .3 ,  получаем, что из соотно

шений (8 ) и (9 ) вытекает существование многочлена l x.,j£) с требуе 

нами свойствами. Теорема доказана.

Отметим, что ковдая чз теорем 3 .1 ,  3 .2  является обобщением как упо 

минутой выше теоре>да Колчика о преференциальном размерностном много

члене, так и аналоппной тео р ем  о разностном размерностном чногочле- 

не (см . [ 4 ,  теорема 7 . ) .

О п р е д е л е н и е  3 .2 .  Многочлен V*»» , существование

которого устанавливает теорема 3 .2 ,  называется h - S '  -разкерностным 

многочленом Д -рас№грения С r  ^ Ч и  " >1 ^ 1  > ассоциированным с 

системой Д -образующих  ̂= ^?1»'‘ ^7к)

Рассмотрим систему алгебраических ди'йюренциалъно-разностнчх (т .е . 

Д -  ) уравнений с коэффициентами из Д -поля F :

У } ! / '  = °  ( i  = )„ . ( 10 )

где l i l j i , -  ^ к > £  ^ b r ' f r h  ( } - (ЧйС'°  ;/рМНеНИП
система мояно всегда считать конечном, так как для кольца 2Г -много

членов справедлива теорема о базисе — см. [ 7 ] . )
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О п р е д е л е н и е  3 .3 .  Система 4 -уравнении ( 10 ) к н.ыаотся 

простор, если J  -идеал Р *  В Д , ” -,jfK) ,  " ' ,  { s t y / " ' * * )  ]  . п о р е 

занный в кольце 4 -многочленами f i / ” , f s , ипляс-ся

ТрОСТШ.
I»

З а м е ч а н и е .  Отметим, что простой является любая система 

шнейных однородных Д)г5 еронциально-разиостннх уравнений (ого пока

зывается так лее, как и для системы алгебраических дифференциальных 

сравнений — см. [ б ,  гл . ГУ, § 5 [] ) .

Предположим, что система (10) простая. Положим R -  F и

збозначич через G 4 -поле частных фактор-кольца R/p (как и вы- 

, P = C | i , " ‘< l s ]  )> а чероз у. — образ элемента в поле Q
[ i = ). Тогда (л- F '> 1к У т  и с этим 4 -расширением,

юрозденным конечным семейством образуыщих у -  ( у , ' '>Ук ) . ассоци- 
(рованы в силу теорем 3.1 и 3 .2  4 - и  o'- размерностные многочлены

] f < ) l p W j Q [ - t ]  , а также 4 -  tf* -размерностный многочлен 

ф  l*,^)£.Q [ix,j>]. Эти многочлены мы будем называть соответственно 

Д -  , б*- и A - S' -  размерностными многочленами простой сист емы 

шгебраических диСг>;>еренциа,!ьно-разностных уравнений (10).  Отметим, 

гео последний из этих Многочленов мо.кно естественным образом рассм&т- 

шать как "меру жесткости" системы 4 -уравнений (10) по аналогии 

! тем, как дифференциал ыгый размерностный многочлен рассматривается 

• м  в качестве джфференциально-алгебраического варианта вводе.«его 

(.Эйнштейном ([9] понятая "меры жесткости" системы дифференциалышх 

{равнений, описыве.юпдгх физическое поле.

Задача вычисления многочлена (представляющая, в связи

: вышесказанным, интерес не только для изменил алгебраически:: а  -  

структур, но и для анализа систем дзкбперснциалt но-разностных урав

нений кстематмоеской Лпзиьи) монет быть рож на с помощью кэстрое- 

икл сеободкой т*го.'!Ьиентн А -моду.тя дкфререн.ц.;ялоп S ip  (G/, а с е с -
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w - v « w w  с д  -расширенном < * -  ДеСстг.ительно,

„ „ „  О - Н р  - i v М р - . - ' - М ^ Я р К Ь О -  такая резольвента,

то (см. лемму 2 .8  и теорему 3.2)  Ф ,1И м ) = ^ ( - о г У: ( х л )  . где
, f 7IF  « ^ -о  i  в
!■ I 1 , ^ )  —  А -  S ' -раэмерностньтй .многочлен свободного 4  -  s '  -

Фильтрованного А -  С, -модуля , который может быть найде:-: по 

формуле (6 ) .

П р и м е р  3 .1 . Назовем J  -оператор А над S -полем Г  сим

метричным тогда и только тогда, когда выполнено слздуицое условие:

осла запись оператора А вида А “  ■ <rfh'+ . ■ ■ + o<r,K,.,- - ,

"Дв Ре .Z) , f^AO и ( •, *Ln) ф (Kj,y, Kj k  ) при i * j  ( Ifitt ,
i * j  $ t  ) , содержит слагаемое ( Р € В ,  Р*£>>.  то в эту

запись входят с ненулевыми коэффициентами и гее остальные 2  ~ i

слагаемые вида Р (при всевозможных комбинациях знаков

перед £<, •■,£* ) .  Очевидно, что если из двух 2Г -операторов А и В
хотя бы един симметричен, то огд/  ̂(A (ВД) ■= oxi^K + 0,<̂ у ^ .

Рассмотрим а -уравнение вида

М :  +  ' ‘ ' +  =  0  . ( I I )
где А к — симметричные 2  -операторы над А -полем F  .

Положим fi. = O I^A ^i • <k ~ CVo'A.( Ы , - #к ) и пусть f>= ,

а  -  и в а х  0,- . Построение свободной резольвенты ассоциированного мо- 
’ iS i f t c  У

дул я дифференциалов П р ( & )  с помощью коротких точных последователь

ностей приводит к точной последовательности вида

о -  е!лЛ~ а, од—о
(обозначения те же, что в примере 2 .3 ) ,  так что А - s' - разыерыостннй 

многочлен уравнения ( I I )  имеет вид (| ) (^ 1] *

-  Г Г ) 1 ^  L2 L( l ) ( ^ i  * }  = 2 < } x + 2 f > y 2 p f > - 2 f > }  .
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П р и м е р  3.2 . Рассмотри* конечно-разностную аппроксшг цшп
системы лиф «ренцпальных уравнений, описывающей упругие поп' печные 

колебания тонкого стержня (см. [ ю ,  г л .П ,  $ 1 1 .1 ,  ( I I . 3 ) J  ) при по- 

мощи замены частной производной ^  соответствующей центральноfl 
разностной производной, отвечающей разностной сетде с достаточно ма

лым пагом к . Такая аппроксимация приводит к следующей системе 
J  -уравнений: , _о

| а с -

t ^ j f i  - a - U - o t ' l y f O  ; ( 1 2 ) '

( Q.£ R ). Здес» R  — поле действительных чисел, рассматрива

емое с нулевым дифференцированием S  и тождественным автоморфизмом 

■ot ( а = < < 5 » ) ,  G = F * 7  — А -поло частных й -кольца

Свободная резольвента соот

ветствующего модуля дифферонцкалов имеет вид
- 2,< L - 0 ,0  £

S 1 f ( G , ) - > 0

а д  -  S' -раэмерностннй т о г о  член системы ( 1 2 ) определяется Формулой

(7 ):' Ф , = 2 ( * T ' ) i  ( - « ' " V  U H S r ) -

■ ' - 2 ( * Т ' ) | ( - | Г г Ч ! ) ( г 1 ‘ ' )  =  ■̂
L — О

__н Г
i~o

Л и т е р а т у р а -

I. ^окнаою J  Di||eatniia? dimension pofjn0w,i afb СЪис/ CL

^undawentai tUoaaiv, on cJi Целен t ia i  n-odufes//

A * * t .  }  1 9 6 9 .  V  9 1 ,  >J 1 .  P.  2 3 9 - 2 4 Я .

2, Лепин A .E. Хэиз&ктвристячоскив т-даогочлвны И1гзер~’»их r.
модулей it некоторое сн')":ств«1 инзорсчой рг.зносг,нот раз /;очост .// 

У сп ехи  м е т е м , ч . у к .  I -G O . Т . 3 5 ,  ' I .  C .2 f_ T - 3 0 2 .

3. г-.-зводоя Г .* .. Хяоактерлсткчесюг' многочлен I ..v  бетге л-" я " 

цпатьяо-резностыых модулей и его пр-мснечие. - ач . ,
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О СЕПАРАБЕЛЬНОСТИ ПРЯМОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
ПРОИЗВОЛЬНЫХ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП

В.М.Мисяков

Напомним,что произвольную абелеву группу А называют сепара
бельной, если любое конечное множество ее элементов главно вложить 
в прямее слагаемое S группы А , являющееся прямой суммой групп 
ранга I  ( под группой ранга I  понимают группу, изоморфную подгруп
пе группы Q. или подгруппе некоторой группы Z i p ' " )  Г2 ] .

Так как вопрос о сепарабельности произвольной абелевой группы 
сводится к вопросу о сепарабельности ее редуцированной части ,то  в 
данной работе рассмотрим только редудированные группы.

Основной вопрос, который решается здасьтэто  получить необходи
мые и достаточные условия сепарабельности прямого произведения 
произвольных редуцированных абелевых групп.

Необходимо заглотить, что дагшая проблема для векторных групп 
была ре шона в работе .Мишиной А.П. Г 3 ]  .Для прямого произведения 
произвольных групп без кручения ответ на него был получен недавно 
Альбрехтом и Хиллом в [ 5 ]  .Независимо от них в 1986 г. подобное 
описание получили Хают Ь .Б . и Росошех С.К. ( работа не опубликоесне).

Все обозначения я терминология,применяемые в данной с т а т ь е ,в зя 
ты из f l  и 2 ] .

Перед доказательством  основной теоремы докажем вспомогательный 
результат.

Лемма I .  Если прямое п р о и звед ете  редуцированных групп 6 £ ,
J .  является сепарабельной группой,то Г( П £■ )  =.Л} T(Gt ) .
Доказательство.Допустил противное, то е ст ь  пусть )  А

* П T(Gl ) .Тогда г р у п п а ^  T(GL ) содержит эло.-онт ^ •( , f L , )
такой,что 01 if)w м  .Т ак  кы : для любого i€  J  Т(&L )  1 -сеп ар а
бельная группа (  как периодическая часть сепарабельной группы )  , 
то каждый элемент </■, i e  J  мокло вложить во пполпо разложимое
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ограниченное прямое слагаемое А 1 группы F (G t )  .Кавдая 
группа At , J ,  будет выделяться в группе G L прямым слагаемым 
( как ограниченная сервантиая подгруппа группы ) , поэтому 
JJG - - £  6L <SHj Ai ,гд е  8 1 ® AL * б i для любого c £ J
Так как группы AL , t e J ,  в совокупности не ограничены,то в группе 
£  А будет существовать элемент Л такой,что 0 ( 0 ) “ о» .Груп- 
пи П AL как прямое слагаемое сепарабельной группы будет сеп а-
рас!ельной группой f 4 ] ,  зн ачи т,элемент Л можно вложить во впол
не разложимое прямое слагаемое F  ' коночного oairra группы Л  А ( .
То есть  F= Ft &.. @ FK @ Т1 <8 ... <д Гл  ,гд е  Fк -группы
без кручения ранга 1 ,а  Т1 -цш лическиэ примерные группы.
Так kpIk каадая группа A- i £ j  -алгебраически компактна,то,как 
следует из [  I  .следствие 3 8 .3  ] ,  £  AL будет алгебраически 
компактной группой.Группы Ff , ,  Fк как прж.ше слагаемые
алгебраически компактной группы также будут алгебраически компакт
ными группою: без кручения.Но это невозможно,так как едннстьешшми 
неразложимыми алгебраичоски компактными группами без кручения .гвля- 
ются группы J р .которые имеют раит 2 х » .

Теорема 2 . Прямое произведение редуцированных групп 6 L , i-€3 ,
является сепарабельной группой тогда и только то гд а,к огд а выполни- • 
ютея следующие условия:
I )  для любого U J  6 L -  сепарабельная группа;
2 )  существует конечное под.шожветво / с  3  такое,что группы F(St ) ,

i e J j  1 , в с о в о к у п н о с т и  ограничены;
3 '  < Д у  I  1 ( G i ) )  -  сепарабельная группа.

Доказательство.Н еобходимость.Выполнение условия I ) .  следует из 
f V J  .Докажем справедливость условий 2 )  и 3 )  .Так как 

J J G t -  сепарабельная группа,то согласно лемме I
T(Flf G1)  = Л  T(6 t ) Л Ь этого равенства следует,что для почти 

всех  L c J  группы F(Gl ) , l€ ]  ,в  совокупности ограничены,то е с т ь
существует коночное подмножество J c  3  такое,что  
Q fii  * e J ] , j  ( AL Ф Г(6 t ) )  ,ГД9 для любого L e J j J -

Al ' S J t (Gl )  . Тогда £  SL =@ 6L * £ £ <  Ф & Щ )  и , как следует из 
[4] , /7 Al -  сепарабельная группа. v 
Д остаточность.ilycTb существует конечное подмножество J  мно

жества 3  , н о  выполняются условия 2) и 3 )  данной теоремы,тогда 
iejjSc е Д Л  ё Д г  (& i )  .гд е  для любого ie J / f  AL 

FF rjiynnu Щ ) , ,в  совокупности ограничены,то
l e r \ ~ ограниченная группа,а значит -  сепарабельная.Группа 

является П'.м.юй суммой сепарабельных групп: 0 Q 
d l A‘ ’J l f  )  , ВДО ;ьля любого i£ J\ f  А- £  & J T ( 6  ) )  ’ ,
: его гу с ; . ■ будет сепарабельной. ‘ 1 1
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Учитывая т о .ч то  б работе [ 5 ]  были получены необходимые и 
достаточные условия сепарабельности прямого произведения произволь
ных груш  без кручения,и заменяя условие 3 )  предыдущей теоромы 
вквивалентнымп ему условиями из [ 5 ]  .получим

Следствие 3 . Прямое произведение произвольных оедуцировашшх 
груш  Gt , d J  .является  сепарабельной группой тогда и только 
тогда,когда выполняются следующие условия:
1) для любого i e j  Gl -  сепарабельная группа;
2) существует конечное подмножество J f c J  такое, что груши

T « *L)  , d J \ }  , в совокупности ограничены;
3) гр уш иЛД  Ах f где А - а\д , АА ~ <*А 1 Г( 6 А) для любого 

ЛеЛ),  удовлетворяет следуццюл условии.!:
а )  не существует беоконечнон строго убываюцей цепочки типов 

ГА(п)е  .гд е  мно..:ество типов всех  прямых
слагаемых ранга I  груш и Ал(л) н Dee A(/t) различии для 
разных н  ;

■ б ) не существует бесконечной последовательности тш о в
^Л(л)€  ^  ̂лопУ  >D которой тшш попарно несравшд.ш мовду 

собой,а все  \ (п) различны для разных г  ; 
в )  для любого Ае Л п ТА е  Т ( А А) суи|еотьуег конечное под- 

ш ожество Р0 множества Р всех  простых чисел,для кото
рых выполнено:если иеЛ\Л0 , р е  Р\Р0 , ТЛ* Т „
СГр€  * (А  /и))  и р П А .то  р ~ 1 Т/ш .

Здесь р / Т А (соответстаеш ю  р  “ / Т А )  озн ачает,что в 
ыекоторой Заранее ишссировапиои характеристике тшш Г А 1ш м есте , 
соответствующем простому числу р  .стоит не 0 (  стоит *>- )  .
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СЬ ОПРЗШЯЗИССТИ СЕТКОЙ ПЗРИОДИЧЗСКОЙ группу 
ГРУППАМИ РАСШИРЕНИЙ

А. И. Москаленко

Ч монографик Л. Фукса "Бесконечны® абелевы группы^ еформул.ирова- 
нз проблема: как связаны меаду собой группы С  л С  ,  если 

d j c t  ( С ,  A )  ^ S x t ( C А)  для любой группы А [ I  , пробле
ма < 0 .  Ь данной реботе в предположении, что справедлива гипо
тела континуума, доказано, что счетная периодическая абелевз группа 
С конечной ульмовской длины определяется группами растираний 
<f- r t  (  С ,  А )  с точностью до свободного прямого слагаемого.

OIIPSffiSJIKHlG. Группы X , У назовем эквивалентными ( X “■ У ),  
есчи для любой группы А имеет место изоморфизм

d x t ( X , / O z £ * £  ( У ,  А ) .

ПРШОНЙМВ Т. Пусть X ~  У . Тогда выполняется следуттсие
'лови.ч:

1 ) максимальные периодические подгруппы групп /Г и У эквива
лентны ( t X *- L У  ) ;

2) если X -  периодическая группа, то У  36 t У  Q F  ,  где
F -  свободная группа;
3 )  если X  -  периодическая группа, то ,0 -примарные компоненты 

Xр и Ур групп X и У соответственно эквивалентны для любого
простого р  .

Д оказательство. I )  Рассмотрим точную последовательчасть

О— t x  ~  X — X/ i X • X — о
Для .кооЯ группы А точна последовательность

£x t  (Х} А) +  £ x t ( X ,A ) - ~ £ * t ( t X,А) +  О
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Так как E x t  ( X } А )  -  деллмая группа, a 6 x t ( t X  у А)  -  ре
дуцированная, то

Ext(X,A) *  Зт, l* ф Ext (tX,A),

причем второе слагаемое -  редуцированная часть группы <Sxt(ХуА)  ,
I , следовательно,

ЕхЩ Х ,А )^ ЕхШ У ,А )
для любой группы А

?.) Рассмотрим точную последовательность

Е :  0 - ~ 1 У — — У  —  У — -  О

1 соответствующую ей точную последовательность

Нот НУ, А) £—*~ 6xt(y ,A )6j!-Ext(y,A)-~Ext(ty,A)-»0.
Так как E x t  ( У , А )  -  делимая группа, * _ £ x t  (У ,  А )  -  реду
цированная. то Jm  Е *  *  Я е х  в  * ж E x t  ( У  f А )  . Если А ^ гр уп 
па сея кручения, то Нот ( 1 У , А) ж 0  , следовательно, S x t i y )А)*0. 
Если /| -  произвольная группа, то для некоторой свободной группы 
имеем точную последовательность

F  А — О .

Тогда точна последовательность

Ы  (У ,П * ~  Ext (У , А) —О, 
и так ках Ext { У ,  F ) *  0  , то E x t t Q  гА ) жО . Таким образом,
для любой группы А имеем E x t  (УуА) = 0  , следовательно. У  -  
свободная группа.

3) Разложение X = & X „ влечет изоморфизм
Р Г

Ext IX, А) *  П E x t  (Хр,  А ) .

Так как E x t  (Л, А)  _ коперлодическая группа. E x t  ( XpfA.) - 
р  -адическая непериодическая группа, то такое представление в гида 
прямого произведения определяется однозначно. Следовательно.

Ext (Хр 1 А) 2 Ext (Ур , А )
для core р  . В частности, если X -  p -и.'.цдапнад группа, тс 

i  У -  тг.ч • р - пгтгт'.рная гр.тпа.
■ Так ..■эк в - 1 н е г  р а с с м а т р и в а е т с я  п ер и о д и ч еск ая  гр у п п а X  ,
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то ' '  : мо сеэ потери общности рассуждения считать, что группа У  , 
эквивалентная группе X , также периодическая. Солее того, можно 
ограничиться случаем, когда осе они р -примарны. •

Ооозначн 1 X [ р п ]  -  множество всех элементов группы X , 
порчпки которых не превосходят р  .

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2, Пусть X , У -  эквивалентные р -рркмарные 
группы. Т огда,в предположения истинности оОоСшенной коятинуум-ги- 
поте’ ы, X С р п]  s  У Грп]  для лосого целого неотрицательного Л- . 

Доказательство. Пусть

X f / 7 - Д  & Z  (/>*), УСр*1-&
Тогда [ I  , с . 259 ]

Ы ( Х , 7 ( р л) ) *  ®{ П d x t ( Z i p 1) , L ( p nj)~(Bt /7Zip1)
и аналогично

S x t ( У , Z ( р " ) ) =  Ф. П  Z i p 1) .

Отсюда, в предположении истинности оСэСкенной континуум-гипотезы, 
получаем, что Тс- = для L- п ,  .

Ззе дальнейшие утверждения доказываются в предположении истиннос
ти предложения 2 и, следовательно, в предположении истинности обоЗ- 
иенной континуум-гипотезы,

ПРРДЛОЯЗНИЕ 3 .  Если X , У -  эквивалентные р  -првмарнив 
группы, то их инварианты Ульма -  Капланскогс. f л совпадают для 
всех И < (l)

Доказательство. Зафиксируем некоторый иэомерфкэм

* ’■ Х [ р м ]-+-  У[рп,г] .
Легко провеоить, что J. индуцирует кзоыордаэм р  X Г р ]  на 
р т У Г р ]  для любого Ш< ntZ  . Отсюда следует, что ^  кнлу-
цирует изоморфизм

р лХ C p ] /p mf ХСр]  -  р" У Cp]/p '" f У Гр]  .

СЛЕДСТВИЕ 4 . Если X . У -  эквивалентные р  -примерные-груп
пы, то их Сазисные подгруппы изоморфны и финальные озяги ровны.

Доказательство. Изоморфизм базисных подгрупп следует из совпаде
ния кнзаряантов Ульма -  Капланского групп X и У . Тек как

f i n  г (А)” inf V ( p nX \ p hXtp] */>*УГрЗ,
ft
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1C г </’ * ) “ с  ( р ПУ )  г,ля любого И . Слэцоватально, финаль- 
we ранги групп X я У  разни.

Следутапий факт, по-эидямому, является фольклорно известным.
Л1ЖА 5. Пусть G -  произвольная группа. Тогда существует такая 

•руппа А , что А - G и А /Л ' -  алгебраически компактная 
■руппа.

Доказательство. Уолмо найти такую группу Н , что Hf=(?
[I  , упр. I I ,  с .  18Г ]. Действительно, если G -  бесконечная или 

^-примерная циклическая группа, то можно построить И такую, что 
<5 -  подгруппа всех элементов бесконечно;*..^ -высота в Н ( с м ..

! !ример, [ I .  , с .  1 7 7 ]. Пусть G -  произвольная группа и др  -  ее 
р -базисная подгруппа, Зв=&. <&.>.  Обозначим Кт = ©  S ;с / г  /* LCl ^
де = < а-,- > -  подгруппа всех элементов бесконечной р  -высоты

Si . Существует такая группа Нр  , что коммутативна следующая
иаграмма, строки и столбцы которой точна:О О

\ 1 „  , в
0 — ~ в р ■»■ Кр кр !&р — о

1 1 а '
0  — -  G — Нр ■■ ^р / Ьр — 0

к  как (г/вр -  р  -делимая группа и каждый элемент из йр  имеет 
тсконечную ^ -вы со ту  в Кр и, следовательно, в Up , а Hp / G  
руппа без эл°ментоз бесконечной ^ -вы соты , то Q -  подгруппа всех 
тыенгов бесконечной р  -высоты в Н 

Рассмотрим прямую сумму Нр по всем простым р  с объединенной 
^группой G , т .е .  группу Н. ’) / / (  , где М состоит из всех

!ементов, у которых каждая координата принадлежит G и сумма всех 
юрдинат равна О . Легко проварить, что Н содержит подгруппу

О,...уМ 1д е в }  , изоморфную Q , люсой элемент из Gy 
кет бесконечную высоту в Н , так как H/Gf =  ® С Gp / G )  ,
/Gy не содержит элементов бесконечной высоты. Будем считать, что 

J  -  подгруппа группы Н я G = Н 1 .  Имеем точную ш следоваге- 
иость ^

o -~ ?H 0~ H / G +  н 0 - ~ Mo/ н , - *  о  ,

е Н0 -  пополнение Н0 в Z  -эпической топология. Ей соотг<тс-су

точная последовательность

Sxt (н0 /H0,6)S*t (и ,, G)- £*Шс,6) -О
едовагэльио, существует рдспире-..,а А группы G п; ■' "  1 ■
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такое, что коммутативна следующая диаграмма:

О

О

&

6

\
■ И

Г
н.
Iл

Но

Легко видеть, что Л * -  &
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6 . Если X , У -  эквивалентные примарные группы,

X не более чем счетна, то X А- У п и Xл = Уп для любого
целого неотрицательного л- .

Доказательство. Из следствия 4 вытекает, что У такие не более 
чеь. счетная группа, поэтому Есе ульмовские ракторн X и У -  пря
мые суммы циклических групп. Для любой группы А имеем точную по
следовательность [ I  , с .  285],*

О -  <fxi (К*, А * ) — Р  e x t  (Х,А)  —  Нот (X \ Ав /Аа О.

Выберем А так, чтобы А ' = <? , где G -  любая заданная группа,
A'AjA-  алгебраически компактная группа. Тогда Ае/А0 = О и

£ * 4 X \ G ) s  P e x t U , A ) S f i e * t ( ( / , A )  =  £ K t ( y \ a ^  .

Отсюда следует, что X * -1- У 1 . Так как группы X 1 ,  У 1 на
Оолее 'ем счетны, то для них такх-яе получим X ~ Уг  я т .д .

Группа Х0 = Х / Х 1 -  прямая сутула циклических групп и поэтому 
Х0 s  3  , где 3  -  базисная подгруппа X . По следствию 4 по

лучаем Х0 £  Уо . Так как /  **■ У '  ,  то аналогично получаем
ХГ Х*/Х*  а  У < /У г  -  Ул и т .д .

ТЕОРЕМА 7 . Если X , У -  эквивалентные р  -примерные группы,
X -  счетная группа конечной ульмовскоВ длины, то X s  У . 

Доказательство. Пусть

х  ?  X *  щ  х г ?  2  х * ~  x * t {

Тогда X У ’ и по следствию 4 отсюда следует, что У к  -  дели
мая 1 руппа и Х л s  У ' 1' . Следовательно, ульмовская длина У  яе 
среьосгодит Пу . В силу симметричности отношения эквивалентности 
групп ульмовскач длина У  равна п. .  Так как X/X п г ^/Уп имеет 
изоморфные ульмовские фа-.торы, то они изоморфны. Таким образом,
X -  У .
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A fi^ u d  Гг У,Ии Б£3 КРУЧКНИЯ РАНГА ?
С HiСКАЛЯРНЫМ АВГОМОРФиЭМОМ

В .А .НИКИФОРОМ

Данная работа является продолжением работы [ I ] ,  в которой дано 
полное описание групп ранга 2 , группы автоыор..изиов которых изо
морфны Zf^)v;nH  Z ( 6 ) .  как п о к а з . вышеназванная работа, ван
ную роль в строении группы играет квадратичная ..орма, связанная с 
автоморфизмом. Напомним понятие / -характеристики,введенное в [ I ] . 
f -хар актер.,сти кз.; называется последовательн ость(Я у>) цолых чи
сел и сим волов! занумерованная возраставшем посл ед овател ь
ностью всех простых чисел Л" . Две / -хар е нтеристи.ед ( t p )  n ( S p )  
называется эквивалентными, если  t p - S p  для почти всех  р  либо 
tp = - Sp \n% почте всех р  , причин равенство нарушается лишь для 
тех р  , для которых t p Pt  =*■= л Sp * t  Счэзидно, введенное о п ю а е -  
ние является отношением эквивалентности. класс э к в и в а л е н т н ы х / -  ■ 
характеристик называется / -типом . Дели ( t p )  е с т ь  / -х а р а к т ер и с
тика, то ( I t p l )  является  обычной характеристиш и. Поэтому для 
/ -типа t , определяемого / -характеристикой ( t p )  , через UI  
обозначается тип, определяемый характеристикой Сl t p l ) .  Пусть

_  квадратичная форма, р -  простое число, пред
ставимое ,ормой f ( x y )  . тогда для любого натурального Кр  рип- 
сируам упорядоченную пару чисел (х кр ,р>У*р ,р]  т а ^ ю , ч т о Д г ^ .у ^
• p *f . В этих терминах в [I ]  получена 

7еорема. Группа 6  ранга 2 с AvtG  =■ S~0,1 однозначно
определяется парой ( * , Л)  , где * - тип, характеристика которого
не содержит с и м з о л о б  , з р  -  f  -т и п , определяемый / -хар актерис
тикой (<р)  такой, что : з) Kp* t  °°  ып  всех pe'J ; з ) к р *0 г ,г я  не
которого бесконечного юноыествз простых чисел J ,р'1(ч*г9) ; а) 
Кр-о  для всех  p e J ' f  . .,ри этой к '-ее* место утверждения:

I )  & = Л ®z Gr„ . где А -  группа ринга I  типа «с (равного зч у т-
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реьнеку типу 1 Г ( б )  группы б  ) ;  б „  -  однородная нулевого ти
па группа о Jlvttx0= Цч*гЬ),  внешний тип OT(£r0) Koropoli равев
1/4 ;

- )  G0 = < a , s  , f y , l / ) e j >  , где * , ^ 0- 7 , * , , ^ .

если кр>О, и У ,* . , , 1кы,/>& . 6СЛ1: *><0 -ГД6
X lK p l,p > °X IKpl,p lJi*pi,p  *■ У/*р1,р *  Р  '*р1.

■') если J u t  6 zJvtHs2(4+2l)  и группы б  ,Н ранга 2 определя
йте» параш. (Ив ,jtr6 ) и (*„,/*■„)  соответственно, то & * Н  тогда 
и только тогда, когда U 6 ,р а. ) ‘*Ын ,frH).

3 настоящей раооте рассматриваются однородные сильно нераэло- 
ииыо группы рвнга 2, не содержащие во вне ш еи типе эаснонечносте» 

о носкалнрныы ввТоиортиаиов, х .в .  с азтоиа> изной, не являющийся 
j I i. . кием на раиионыльное число, лавестио, что у Однородном силь 
но праэли 4 UO.I группы ранга 2 любой ненулевом эндо.-ор^изм явля
ется  моноиор из ои. Лоэтоыу из линешси •азасилооти л е~ ея то а  ^ , 
Vjj г АвОрдеб и ip-i. огалярн .. а в тон о р.. пан группы 6  , по-:
лучаеы аЧ’г 1-6,/*С£ *0 для не'но орых а , в , с е £  , где £ -  тождест- л 
венный автомор ..иди.

Ла< '.в 1 ; Пусть б-однородная сильно неразло*йиая группа ран- 
• ь ~, У-нас калп,пш| эядогор.изц группы б , сир1* В<р*се=о длл не- 

;ый дел^х &,6'С . .орда а х г* вх+с  ненр^води*. над О .
!Льо ю. Допуотяа, 4’Co0.x lt8xte^ eU ,)(a i xt^,). '.отда

i6c а г / # ^ * 0 . [ 1icUl S^e <8. .  по зто  противоречит
лярнисти энд/*ор,.изыа V .

сть б -  однородная скльи неразлоь.-.ыая группа раи-
ОТ(G) не содержит оео ж ечьостей , V -  нескалярьыЬ авто- 

:гда да некоторого 8е Ж ,  / « t i .

(a^ ,c)~  i . Допустим, что ас- . р . 'тогда а  \р или с \ р  . пусть 
d i p  . ВьОврет элеы ен т^ ев нудево.; ^-вы соты . Заметим, что 
if,  Pi *(?>£) = 1 . Рассмотрим олеыел 6 VQ teg - - л  <Р*о . Допустим,

что нДв любого * < л  существу.т. , с к такие, что
( A  yP)*fS*tfi) * /  я Ski f f  *ck a делится на /> *  в  ip y u n e  б  .

эгда (aB<f>-ao х81С<рд+сжО)‘ (а.с61е*аскв -1 1В* ) Vo+(aar c -6Вкс ) у  
дел;; он на />'"■* в группе б  и (ac6K*act 8-B ,8r J py(.oaKc-6Stc,p)»f. 
Следовательно, алименты о укааанныы свойством существую! для лю
бого натурального V  . НО ато противоречит тс «у , что 0Т16-) не со- 

•Юрам Оескспечпоотек, ноли С;/» , то аналогичны., образоа прихо
ди' г прот/.bCi я чг.-. поэтому/gci =  ̂ .1 <t*+ S<f+f£ » о  для некоторого 
6 £Z и / mt i  .

Пусть б  -  однородная сильна нерлзложмоая группа саз кручоиил
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ранга 1,0T(G )  не coucj— dao конечностей, <f — ивскалп, .о ..............
.иэи групп.. G , у,/' - *Те ~ О > 1'Д° *  / ■ 2а с сг о . рп.. & f f  -
ДИС КрЙЮИКаН a нТОСОр _ И Oi.a */ • ..a ЛОЫЫЫ  ̂ C.leAjcT, HIOS  ̂f  P О ,
Ксли , t .. f=i  . Следовательно, ^ = 0 , ± 1 . * j  л .лу-
чаяд ыиееи ‘f t * 2 s O, 'f*t <t* £ - О аоотдею тненно. Лркведсняыл ^ ..e
ГвОрб^Ь ild [ а] дс0Т uOJiUOd OiUlCdlilid Сi рСГЬШШ -bKUA. Грjf till* ЛОЭТО-
му з дьлI»::., ей Суде в пркдиылогить, что B*-4f >0.  .з f 1 оле„ует, 
что группу б : окно првдетаьпть у виде б * Л © * б 0 , l-щ А -  
групла ранга 1 типа Д *1Т(6)1&0-  однородная группа ранга 
го типа, причем £(&) “ £(&») • Да к. и  образов, одно считать, что 6 -  
одн„родьвн группа нулевого т - .п . «ля чольнеьиах рьссу»д. н..д ны. 
п отр еб,.гея  еявдуйчьл . _

Лз.-.юа ... Пусть } ( х , ц у х г*Е ху  + [ у г, & }~6г -Ч {  , P e J ' ~ 
простое число, (Af,p)*1 У' , р } ~  упорядоченная пара чисел та

кая, что / <л,)/0, улр )*спр) [ н * 1,р,Ч>,р)-Р], (*v .p P lfr .p .p n-  0M ai 
I .  Для Лг.Дого Ке\\  i/ J орыулн

X K ,p ~ :t-< ,p '*-x U P ~  {  I У*,Р~Х ',Р У* <.р f 1
зад о м  га:Д;е упорядоченные пары чисел [ х к,р . Цк,р\ > что

( х *,р ,Р)*(У*,р ,Р)^. fix ’‘lp .y*.p)*0(pt ) li<x*,p,y*,p)- р к J  
2 . для ..юбок парь чисбл{бе,у] такою, что f(x,y)eO (p*),р + 2 ,

(х,р)=(у,Р)*1,су .ест jye .акое число V ил пр..иеденноп системы 
' ы.чётод по „ о д ,;.. Р  , ч .  ̂ ■ 'лЪь1’х1*/}&[9*ж,ргУЦ11)р)(.рк'),п <бв 

niPxt,p} (р‘) . где сравнение пар рассматривается 
покомпонентно. Если р = г  , >о суч'- .тау е , такое . icao 

из приведение., системы вычетов по модели ^ , 4To/*1f, 5r/afp*,)P,v,y<)(0),
Д оказательство. 1 о , что . ориу ш (.«) задают такие упорядочен

ные пары 1хг,р ,у,,р],  что } (х Кр,укр)вО<р‘ ) Cf(*K,p, 1Jt,p ) Р ‘ 3> 
проверяется непосредстз.нно. Локален, Что№к,р\Р)“,(ук,ргР') ‘  * 
таг.ти п , что если (■тл,р,Р)=(у„,р  ,/>)» / , то жгй>р ?  П ^ р  <■?) 
Действительно, в противной случао 0 * х ‘  > £г„.„ 
№v4Aatal,ip* -fif„'pll>),4xfbp*fyZ,/>lP) tz- hf~ A (B0 (P ) ' ■ Но это про
тиворечит условию левые. /1з . орвул (■»■) по индукции лагко получить 
.ормулп x KtL'f *xKip X i f - (ц ,р  цчр , T/tti,p~х *,р¥i,p' * i , p V t , p ^*)- 
Допустин, что среди чисел -®Х)Р, уч,р :.отя бы одно делится на р . 
Пусть i - иинималыШй индекс,для которого * чр а о^/>) . Ь двти м ,
4 ,0  ДЛЯ всех КЪ I x t p * 0 ( P )  . далее, i  , так как x ’P tp f iP ) .  
Следовательно, 2 ( i - i ) > i .  . По .ориулаы С **) имъоьхги-1) ,р - х?ч,р~ 
'fVi-i,pa°̂ P'> • отвдда х ; . / » 0 1 р )  . Давим обраао'^хг:р ,р ) ‘ (у.,р,р)^
для любого К . докаяеы теперь утвержден .е пуякта 2 , „а ?осрии чи
сел известно, ч,г о срагнонпо x *f& x*f*o  IP*)  лрк р * £  л ..нет два 
иля ни од:^ого реыення. Следосагевьны, сравнение a p p lx y tjr^ o ip ’ )
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при j ело;r.tu (.х,р)»(у,/>)-/, гсл .1 имеет решения, го их число ровно 
гуч'р'), г до v  - дикция дилера. Рассмотрим пори{9тГуР, ?%*,/>} ,

| > где ** пробегает иризеденнуь систему вкчетов no
I'OHjj.. р к . Поившем, что эти пори доют различное решения((глУ*01Р\ 
чезидло, что пары {'fxKyP,9y,ip ) 1l̂ iXicip,py,tp)  двэт различные решения

ОрИ . ДОПУСТИМ, ЧЮ 9хк<р*р>/уг>р(Р ‘),{>у,1Г^ Х 1Гур ( Р ‘г .̂
огда (Р‘ ) , откуда 9* IP") . Возведя в

квадрат сравноние Лг*,/>э/7'$'*,/> <pK)i получаем 9лл * р ^ // ‘уг*р (р х ) 
или )'Xfyp>*ytp(Pr), что HOBOJ’ioxHO. Следовательно, если пара{х,у) ~ 
решение сравнения /(* ,у)*Е0 (/эг ) , го Л1л6оХ‘ 9х,?р(Рг),уч?у ,1р (Р '), 
лиОсДГ‘ tfy*ip(P, ),y*9x,lp(Pr). ели P -г , то,тек кек (As ,z )~ 1 ,
•«леем (.S,i) = < . Сравноние х г t Sxy t f y ^ C d )  разрешимо, эсля 
( * 0 (2) .  таким образом,имеем f (x ,y ' ) - x tt S T y t £ y '4 y i  . сравнение 
/ ( х , / ) в О  (г) имеет одно рогенке. Дпи<пви ельн ,д  пустим, что 
сравнение х 1+ 1х*г(р,^0(г‘г),к>1 , имеет ’  решения. iIjc t b  это х ,  , 
хг , x t * хг ( 2 * ) . Тогда x / t  6 x t / х г > 2 / г * 0 ( г к)  .
тьудо (x1-Te')CXitxz')s-6(xl- x l ')C2 'e) или Д’н'-Кг»-6(2 ‘). Учитывая/* 

=('-гл ‘ К ',> ]̂ислучае>i 8 ‘ 0(Z) . Следовательно, если сравнение 
всг*& х+2{,в0  U *)  имеет решение, то оно единственно. Поэтому 
все решения f ( x , y ) = x l+£xy +ру**о  U * )  исчерпывается решениями 
вида {9хг>г, tyr,*} , где 9 пробегает приведенную систему вычетов 
по модула <?* .

Заметив, что группу 6 с яесналярным автоморфизмом /  моыно
представить в виде

G • <9  - W  > b I Р Кр{ р * Х*Г Р 2 'Ч'р.рЧ’Р ' Ъ > ( I )
r < e JV  * i'P'P * довле rB0PR- r сравнении fUr,,p,
tO(P‘r),(x*/>.p)*(v*f’f,) mf> бесконечное подмножество мнохест-
лэ простых чисел, д -  эле!.ен1 нулевое характеристики.

3 [ } ]  доказано
Предложение ц. Пусть Я -  вэлое число, не содерхацее квадратов. 

Для того чтобы натуральное число m ~ a S г , где свооодьэ от 
квадратов, представлялось неко.орой бинарно.1 примитивно.! орной 
дискриминанте S) , необходимо и достаточно, чтобы было разрешимо 
сривчени'.1 х ' в  X)( Ч<* ),

Замаши, что предломение 4 дает леобходилые и досга.оч.п.» ус
ловия представимости простого числа Я квадратичной .ориоа / /* ,у ) 
дис.:рк«..ааита # в олучао, когда суцесгзуот только один класс эк- 
вивзлпн!ностн задра .пч.ч.х бинарных при: и явных ,орд дис ..рихиаэнта 

й . Числа Я, сСлндаодии текли свело.вон в теории чисел,казыза-
i.r унд'.геитвльды л.

• Kjc.it> б-сильно неразлэхккзп группа ранг: с нескалярнь'. ав-
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еоиор.измоп у  .ун-.енен гальаого дискриминанта S) . ро.'смо1, . •>' л 
представление в вида ( i ) .  Захотим, что(#,.2 ) = ( . ото следуй. . о 
того, « о ®  на содарзпгг квадратов. ели и pi Я , .
ЛеХствитеДлИО, тик ной /> входи. з ® в первой степени, ic е ди 
нение 0*0 ( р г ) разрешимо только при *» / и и, jot единст.ен- 
ное решение. Но предложашш ч f (x ,y )  представляй. р . шкив ы -  
розоа,по пр.цлин.оаи.. д и левое j  в представлении группа 6 
ыо»но считать, что f(**p,p ,у<р,р)‘ Р к .

Заметив, чю путей имОора энзлеа группы 6- вс ..по изоавитмон 
or Bie5oro коинчаого множеств- ссотнолен:... группы G  щк, что ос- 
«а.тььье соотношения мстанутсь Оеа ..авепоплк. Делстпишльло, преть
в) 111-еит вид (L ) .  Рассмотрим OOJJ Хр , ЧПу . тогда у= ~
‘ Х У д ^ )А у - Ykf  4kif • ilu Надем, чти в G
разрешим-. уравнения Р  г ! / < > , / > . оа.атии, что оти
.уравнении разреши, и тогда к только горда, когда раз реши и о ур ,„.к - 
«ин Р ‘у  “>zp Xre^r^.Jjf л ^  г(^Р̂ ,9 * рпР х -
ч̂*Р>Р • ЛОСЛиДпСи j  Uwiiiic п'ДО IfbJptfwt.iiiO, . b ii i\u n p г л p

\Si  - J  lH‘/.p(T<rsx*i,f~fy‘rfXrf,9)-(rrp.r#<i.fty‘f‘lfTr9,f~
~{ i ‘r ‘P y *9 ‘ f  p Cp тся i lu /’ V  • 'L crb  '</>-

pOUaHUn ^  O.HcHU.. P**/p*x*p,pkf *9’f,p tky ДЛЯ ОшДеГОуО 
Половим 6 * < Х у  ,Чку ,lpl ре76 \ {у j  > г. пока леи, что 6 * 6  

- * ! я я  а т ш г е  ц о е  г г  т о ч н о  п о . л ь з ь . ь ,  ч т о А , £  6 д л я  к а ж д о г о  Р*
Чмееи /)‘Пр-Х̂ .рГРг.р//‘ ^ f.9>̂ p.p̂ f,fS]L̂ .JL , -

- xp . r  Jlfye G , p * r i f i ’ * * p . p k r % r . f ,fi9 -■ р т ,/у 7х ,A, f . f
* "9<f>,p *‘ f, 9 C}lJAj L T» 4T0 X*p-P? ' ^ W  v f
делитин на P‘f a_G . ьк как радение в группа оез кручиния един
ственно, то кре 6 . Таким оораоои.б =G , Осталось показа.ь,
что Х у -  элемент ауле во., хараЛ и рис едки. Ни это очев..дно, так как 
в противном случае fix̂ # >У'9.9>9 ‘9*0 (9 ̂Р) • ЧТО Ht! IiO JlfiO»biiO • 

Теперь аь модам срорм,,«кровать оеаоаиув теорему.
Теоре.а 5. . 4ао;юднья сильно Нараэлоикмсн группа G ранга 3, 

не содариадая во внешнем .иве 07(G) оеокснсчносхе.. с нео.шлярпьв 
a 3iouop«H3uou ч .ундьыентального дпеиодкинанта, одпоэаьчно опрь- 
деляетсн парой , где Л‘17(G) , а д  е с т ь /  -тип, опреде-
ля«цын / -харайорисопьоЬ И Р ) тиков, что: для весь
ре? ; S j  ip* О д-тя некоторого оьс конечного каодоствь Т, п р е е т *  
чисел, ...едегапл *opuoi./(хф*х*,Sxy*ttf(pfr/; о ) ^ - 0  м  всех
peT\Jf . Яра а гом пн с  г . место .
*) G 2 к ® j6 „
нулмеоро тшк. 
рои реЕйн !/Ы

.'Аа X -  1]^пде р^нга 
: j  Пай U X Y 6 J -  ^ ^ 6 )

зада: 
типа ^ а 6 -  еднородоая

1НП iti гм -
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G ^<a.,S ,iplpe3r1y , гаи P F hP-mp a.t np t t */>“ /£/  ,
f ( m p , np) = o ( p  Kp ) ,  SLgrCmp,nr 1 - s i g n  tp ,

')  V , ip- иеек8лярныо ватопо;. кзны .уидаиентвльного дисири- 
i'i';;4 hva групп & , Н cooiuo/с 1 вонпо .1 группы & , Н определят
ся пара:- Ыц , До.") и ( * н , р н ) , го & -  Н тогда и только 
тогда, .игда Ац, = А р и ,/*$.) = (4Н , ) .

До казатольство. Пусть } (яг,у )‘*г*вху *суг -  квадратичная 
ормп дискрииипоиге Я ,ici - (  , соответствуйте»! авто ор.-изву V

ii классе эквивалентных • ори зе.иксаруег: а .которую ..орку F(*,y) = 
= х г*-вгу t С у г , ICI - 1 . Для каждого простого числа р  тако
го, ЧТО И Р Прч/.СТоВЛЯОТСП .ОрНи,; F(3?,y), ЗЬпИКСИ
руг у пс ряд чен.чую перу / хр > у Р j  току» , что Р ( т ,у )  = р  
<хР’Р)*(Ур>Р) “ t • Полон и для клосса [хр, ypJ » {{?тр ,РуР }1 
V прооегает приведенную скстеау ввчетов но году/из р} SignQrp,tfP]*l 

Зоне иг, ч о F(Cyp ,х р)з  О ( р ) и [Сур ,x pJ * [ х р , у р J 
ЛеВс. нптельно, если [Сур, I p]  = faty, , Цр J , то 0* Сур - х р =
= 2Сур 1 5 х р Ур ( Р) .Откуда 5 х р = - г С у р ( р )  , РРхгр - РСгу гр а 
ш ЬС.хгр (Р )  и Вг-РС*%) в 0 (р~) , что противоречит выбору р
Определив Siyn£CyPpx p 2  =• - /  . Распространи:: уикцио sign. на 
классы пар для всох (рорк, эквивалентных орке Р(Х>У') следуыдям 
образок: есл \\Т'АрТ=*Ар , ю Sifrr[T(y£)]* к/TI Яд» [ х р f ур] 
где к - И  , Af , Ар -  матрицы ,opu f<x,y)  к F ( x , y )
соответственно; Т' - трвнепонирозаннзя матрица. Ьевегш , что дос
таточно установить равенство при “ Р(х ? у )  • Локавен вы
полнение равенства при /Г/ = / , , где Т - . а осталь
ных случаях показывается аналогично. Заветны, что в этом с..учзе.

Ст( у р ]  *С *р ,У /> 1  , если $ - 4 - В Г ~ 0 , f t - r C - О  . и з  
Т'А 'Т * Л ,  и / Г / * /  кисеи след^йцие соотнесения:
**<■&*/ t C f * = ‘. ,  p l*5p S tC S ^ C  , *■ b p r  - О . Заме тик
что если p f  р О , то из последнего и первого равенства следует, 
что JP \\ f  ассо'.дшровэны. пусть p - f  . Тогда из четзертоге равен 
стза иыегк Л* С<? * £ /  = О . /чктьвая третье реаенстло,лол^чгеи 
C m-1, S -  ~ й у ш О , р * р С - О , ыиоДне.ы.

п. лй  < г гч , 4 - С й  + Вг * 0, С й * - 5 ^ + г г * 4 VkCSl- b f S * r l -C 
O r  гуд*. С- 1 и M . J  £ - * - & Г - 0 ,  р  г р С ' О  .  , с л . : f t f * 0  , то . 
при б ш0 s f - f ,  C f S ^ O  . след-!датед*дс, f * 0  / -  С ?  = О
4 - 6 с B f  “ О „ Уел-.. Т = 0 ,  тс dS • лр = О . уг.вдодггзльгэ, 
Р ‘ 0  , р - С /  =0 , 4 - S  * б  Г  *  О . об.эзоу, спреде л , е
Sign, корр- ктио.

1усть S  -  сднорс/дная сильно г?;-.зл гнм л группа ранга : с 
и'ч"мльр,.ы.; i.b .-к./ « го:, f  ун^н!' ;-..ддлшч ...I .. . ®



<fl -B V  + CS = О . С . ’Y cho Г5] <3 = A &Z.6-0 , где А -  г;\ пси 
ренгв I  runs А * I T (G ) , Е(6а)^ E(G  > . lVynny <*o uois.io пред ста
вить в виде ( I )  с базисом , 'Ey , то о с л  й 0 1 <9>‘?У > Ьр ! 
p fphp = Mpq *■ ПрЧ*д, p e f i  > . причем иг замечании), сделанному перед 
теоремой, можно вь:3рать элемент f  так , что V p eJt ( p , 8 ) - f  . Пос- 
tbbi::' в соответствие группе Q0 / -характеристику (Ер) пиую, 
что Ер - О , вотмр4$~1 и tp ^ tp S cd *  Сгпр,Пр1 . / -тип р- , 
определяемый /  -харекгериогикок (Л/>) , удовлетворяет условный
теоремы и 11>> - О Т (й о )  ■ обратно, пусть (^ tfi)  ~ пара, состоя
щая из типа </ и / -типа ц  , удовлетворямувя условия» теоремы. 
Кг,у)’Хг*бху*Су2-  нведратичная Jopua дискриминанта #  . а / -типа 
^ выберем /"-характеристику удовлгзоряоцуь условиям тео
ремы. |1о л о е и м  Gc ~ < a .,t ,/ip  I р е  Sif > ,  гд вp Kphp f̂np a tn p $  ,
Kp'lEpI, f ( n p ,n p )* C ( P >rp)  Cm p,'>p]rSign £p  . Пусть 5  *
=A9 ĵ0 , где Л - группа ранга I  типе «< . Покажем, что группа G- 
исноыая. Определим отображение /а. -  6 , / £  --са- *■ В 6 .  Тогда
это отображение является эндоморфизмом группы (га • Дейс^эитель- 
но, уравнения p KpZp= rr>PB* Лр(-(Ъ. * 6 6 )г -ЛрСЪ +(/vp г 8 » р )8  
разрешимы в группе Gc в силу того , что f ('"р,/>р)=о(рГр). Отобра
жение f 8 - a . , f a * C B a - C e  пзляется эндоморфизмом группы
Его • так I в уравнения р Кр Ups=mp(C & a -C 8) + *p'*'‘ ('npC6*n/,)o -  
~mp Cg разрешима в <г0 в силу то га , что(МрС&+Пр)пр r m * c  * 
*Пр*СЬпрт.+ тгг е=е(П)гр*Впг тр*Сл)1 ) * 0 (Р  *> )  .  Легко видеть, что 
/ и  Ч’ взаимно'обратны. Следовательно, /-автоморф изм. Заметим, 
что (f*a=-Ca+ R<fa , откуда <Рг -в (Г *С £  *о  и у  соответствует 
кввдратичная форме f (* ,y )- jc z+ 8T y iC y *. Таким образом, f -  искомый 
автоморфизм, в б — искомая группа.

Нвконец,пусть /  , V-  насюляряыя автоморфизмы дискриминанте 
Я групп Gr , Н соответственно и группы & , Н определяется 

парам'; (*<Т ’ fit-) * >/*»)• Понами, ч т о б - / /  , если (*е  , Д .  ) -
- Ын ,р н ) (обратное очевидно). 1ак как / -типы f a  , р „  равны, 
то можем зкбрэгь в них / -характеристику (Ер) , (SP)  соо тветст
венно т э к у и ,ч т о Х ^ .*^ 'Х Г / , для всех p * 7 f  выполнено условие

п Ep-Sp  для всB x p e T i  либ. *pm~Sp для n c e x ^ e J ,  . 
Тогда по [2 ] и замечанию, сделанном, перэд теоремое, > оыи пуедсте- 
вить Gr "А ® г б „  , И А &г н0 , ;  хе • с о ,6 < др I р е  JFf > ,
Ho’ <c,d,hp lp e j f y > и p KPqp-m patnp 6  , p KpAp 'UpC* V p d  
гдь K p 'K p !  и "Lfn [m p ,n PJ-S tgn £p  , signCUp,v^l • sign $p  
Гак кэп ормy jip lr,y )  и / ^  i * , f )  нвивалоятны, <■ п .тев  иг> ч пе 
бвэкос. группы, напр', ер Но • •" •*1 М гпп. Н0 . е д л  а. ять^ь -г
H9’ < c ,3 ,fip lp e X t > , f<f ( г ,у )  , р r*hp ~ йр с  +Vp 3

Vt



J ignlUp,tTpV siQnl/у,nfl■ В силу того, что группы Ga и H, будут 
иметь один н тог ив вид ( I ) ,  с точное.ыо д„ обозначении, группы 
6 и н Н0 изоморфны. Следовательно, группы G и Н изоморфны.
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абелевы  группы  со счётным числом подгрупп

С .В .Р ы ч го в , А.А.Фомин

В денной работе р ассм атр и вается  вопрос описа -  
ни я абелевых групп, число подгрупп которых не более чем счётн о . 
Для удобства будем назы вать таки е группы группами оо свойством 
( * )  .  Авторы не только не обнаружили подобного описания в

литературе, но и неожиданно увидели прямую св я зь  э т о го  вопроса 
с  ю  про сом описания некоторых -классов абелевых групп б е з  кру
чения конечного р а н га , появинпгосся в  работах одного из а в т о 
ров в последнее время. В се  используемые обозначении заи м ство
ваны из монографии Л .Фукса [ I ,  2 ]  .

ЛЕ.Й1А I .  Мощность множества всех  подгрупп группы 
Z  ( р  ©  Z  ( р  ° °  )  н есчётн а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотри!/ группу А ®  3  f 
где А -  г р у ш а  типа р  ° °  , определяемая системой
образующих Ci0 , CLf , . . .  , , . . .  и систег.ой соотноше
ний р  Л'п, жОу'л _1 при IU у О и р а , 0 = 0  , CO0 i-О . Анало
гично Ь  = Z  ( р ’* )  оп р еделяется  образующими 60 , 6f  , . . .  
и соотношениями р - S л .^ при ги > 0  , р  б 0 = 0  , &0 Ф О .

Рассмотрим целое р  -а д и ч е с ю е  число o( = S0 +Sf р  *-Sz р г+ ..., 
записанное в канонической форме, и подгруппу группы
А ©  в , порождённую образующими С*0 ~ CL„ +S0 о 0 ,

c*r a { t(s0+s, P)-Sf .......... р"У к  , . . .
Очевидно, выполнены соотношения р -С лп - C * _ f , р  С *т0 , С*д*О , 
то есть  я в л я е т ся  группой типа р  ,
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Предположим, что для неноторш целых р  -адических чисел 
i  и ^  имеет место *  С^  = С  . Рассмотрим в
группе С последовательность элементов

с * - с 1* с * - с *  сл -  с *
Если хотя  GU один ИЗ ЭТНУ элементов отличен от нуля, то в со
вокупности они порождают гр уш у типа р  ° *  , так  как
р  ■ (С * - с £ )  = C*_t -  для всех И > 0  , а  именно
всю группу С  . 0 другой стороны, легко ьидэть, что 
С *  - С Р  £  5  для веяного л- , следовательно, £  ,

Но то гд а  &Ц ■* C ^ - C S g t - S , р  + ■ + Зп р п )  Д ^ е  С  для 
всякого Пу  , следовательно, А ^ С , что невозможно. 

^Такич образом, имеют место р авен ства С с  с  С £  , ,
= С £  , , из которых следует равенство ^  “Д  .

Следовательно, в силу несчётности # р  множество 
[ C J C ^ A Q B ,  А €  Q *  }  несчётно, теы более мно
жество всех  подгрупп группы А ©  5  несчётн о. Лемма 
доказана.

ЛШ1А 2 . р  -примарная группа со свойством ( * )  явля
ется  конечно-копореждённой группой, содержащей не более од
ного слагаем ого типа р  °°
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что р  -п р и м и 
ная группа имеет бесконечный ш коль с базисом { Ct̂  I £ с  7  J  , 
Различные подмножества этого  б а зи са  порождают р|яличныз под
группы ip  коля, поэтому уже цоколь оодержит % различных 
подгрупп. Следовательно, р -примарная группа со свойством 

обязана иметь юнечкый ш к о л ь , а значит, быть конеч
но-ко порождённой, то есть  являться  прямой суьмой конечного 
числа шциклических групп f l ,  § 2 5 ]  .  При этом по лем/.е I  
число слагаемых типа р ° °  не превосходит единицы. Л еш а 
доказан а.

ТНОРШ I .  Периодическая группа G обладает свойством 
( * )  то гда и только т о гд а , ю г д а  G = А & Ь , гд е  А -  

конечная группа, а  В  -  прямая сумма конечного числа групп 
типа р "  по одной для каждого простого числа р  . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Р -  множество тех 
просты' чисел р , для ю терп х р -примерная компонента 
группы Gr нетривиальна. Если множество Р  б е с к о - 
ч»чно. то множество его подмножеств н есчётн о, и при этом



различным подмножестзам соответствую т различные подгруппы 
группы G .  Следовательно, группа G со свойством с * )  
имеет конечное число ненулевых р  -нримарндх компонент, к и 
дая из которых, очевидно, обладает свойством (• )  . Применив 
лемму 2 ,  получим необходимость условия теоремы.

Докажем д остаточн ость . Если всякая р  -примерная компонен
та группы В ' обладает свойством ( * )  и число р  -примар- 
ны>: компонент конечно, то G также обладает свойством (» ) , 
так как решётка подгрупп группы G есть прямое кроил ве
дение решёток подгрупп её прзтмарннх компонент. Следовательно, 
достаточно д о к а за т ь , чтс -примерная группа В  вида 
A j  Z ( p * ° ) ,  где  А -  конечная группа, имеет счётное чио- 

ло по,.трупп. В этом cj учае G представляется в виде объе
динения цепи конечны групп & С р ]  s  G С р*3  с  ,
Каждая конечная п од 'у  "ппа группы G включается в некото
рую подгруппу вида G [ р л  ]  , поэтому число конечных под
групп группы & счётно. Число бесконечных подгрупп груп
пы G раню  числу подгрупп группы А , то есть  конеч
но. Следовательно, общее число подгрупп группы G счётно. 
Теорема доказан а.

ТВОРЕАА 2 .  Абелева группа обладает свойством I» )
тогда и только т о гд а , когда она явл яется  расширением свобод
ной группы конечного ранга при помощи периодической группы 
оо свойством ( * )
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Всякая группа £
является расширением некоторой свободной группы при помощи 
периодической:

О Г —  О, ( I  )
Если G обладает свойством ( * )  , т о ,очевидно, и F  ,
и Т обязаны обладать этим свойством . Свойство ( *  )  для 
свободной группы равносильно конечности ранга этой группы.

В другую сторону, пусть имеется короткая точная последова
тельность ( I  )  , в которой F  -  конечного ран га свободная 
группа, а  Г  -  периодическая гр у ш а  оо свойством ( * )  .
По теореме о гомоморфизмах число подгрупп группы G , со 
держащих F  . не более чем счётно.

Далее, пусть F '  -  произвольная подгруппа группы F 
Положим F't =f& €G I(3 ) ( к  л €  Г '  }  , Для

подгруппы F# группы G  имеем следующую копоткую
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точную п оследовательн ость: O - ^ F ' - ' - F ^  -+ -Т '-~ ~ 0.
Как подгруппа группы Т  группа ( F^ r F ) / F  обладает свойст
вом ( * )  , она же я вл я ется  гомоморфам образом группы / >  I F  
с конечным ядром ( F ,  Л F  ) /  F '  .  Поэтому периодическая 
группа Г '  = F ,  I F '  также обладает свой стю м  ( * )  , и так 
же, как и для последовательности [ I ]  , в этом случае заключа- 
ем, что число подгрупп группы F+ , содержащих F '  , не 
более чем счётно. Следовательно, множество подгрупп 

{HsGl (3F'GF) (F '& Hs F ^ ) ]  ,
не более чем счётно, так как число подгрупп г  группы F 
не более чем счётно, и для каждой подгруппы F из F чис
ло подгрупп Н группы Сг , для которых F 's Н  С F щ , 
также не более чем счётно. •

Возьмём произвольную подгруппу С  группы G , тогда 
СП F& С ^ (С  П F ) ,  . Отсюда следует, что общее число
подгрупп группы а не более чем счётно. Теорема доказан а.

ШЕСТВИЕ I .  Абелева группа без кручения обладает свойст
вом ( # )  то гд а  и только то гд а , когда она является  расшире
нием свободной группы конечного ранга при помощи группы вида 
Z  ( р ^ °  )  ©  • гд е  р 1 , . . .  , Р п  -различны е
простые числа.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если группа без кручения & 
обладает свойством ( *  )  , то она явл яется  расширением сво
бодной группы F конечного ран га при помощи периодической 
группы Т со свойством ( * )  .П о  теореме I  группы Т 
имеет вид В ®  ( 2  (р ^ ~  )  (В • •• ®  Z  С р m ) )  , гд е  В  -  
некоторая конечная группа, a p f , , р -  различные
простые числа. Полный прообраз F t группы В при гомо
морфизме /у -*■ G / F  -  Т явл яется  свободной группой
того к е  р ан га, что и F  , так  как при домножении F  ̂ на 
порядок п, группы В получаем группу /ь- г ,  , изоморф
ную F1 и содержащуюся в F  в кач естве подгруппы. Таким 
образом, группа G явл яется  расширением свободной группы 
конечного ранга F f при помощи группы

G / F ,  -  2 ( р Г )  Ф - . . е Я ( р Х ) .
В другую сторону, данное утверждение я вл я ется  прямым след

ствием теоремы. Следствие показано.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество простых чисел р< .............  о  из
следствия I  назовем сопутствующим данной группе без кручения 
со свойством ( # )  .

Отметим, что данное определение не зависит от выбора сво 
бодной группы в  формулировке следствия I  , т а к  как фактор -  
группа абелевой группы без кручения конечного ранга по её 
свободной подгруппе того  же ранга однозначно определена с то ч 
ностью до квазииэоморфиэма (  тип Ф.Ричмена [ 3 ]  )  .

Расширения свободных групп конечного ранга при помощи под
групп группы Q /  2  описаны с точностью до кваэииэомэр- 
физма в  Г 4 ] , а  в  [ 5 ]  описаны с точностью до квази и зо-
мэрфиэма расширения свободных групп конечного ранга при помо
щи группы Z  отот случай особенно близок классу
групп, описанному в налем следствии I  (  см . также [ 6 J  ) ,  
Применим описание из [ 4 ]  к классу групп со свойством ( * )  . 
Пусть Р  -  произвольное конечное множество простых чисел, 

((р  -  поле р  -адических чисел. Кольцо ^Р  бУДем
также рассматривать как векторное пространство над полем 0  .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ [ 4 ]  . .  Пусть U -  подпространство прост
ранства К  конечной размерности /и  .  Положим U  э к 
вивалентным V , если сущ ествует такой обратимый элемент 

Л кольца К  , что V  ™ Л. ' И  .  Класс эквивалентнос
ти [ U ]  относительно данного отношения эквивалентности 
называется Р  -инвариантом размерности Л- .

Для удобства чтения укажем, как по Р  -инварианту р а з
мерности Л- восстан авли вается  группа А ранга т /  , 

Ш/ > п- , обратное соответстви е тогда будет достаточно 
очевидно. Итак, берем любого представителя U- кл асса 
[ U ]  и выбираем в нём любую систему образующих из т- 

элементов Л^  Л  щ, .  Фиксируем простое число р е  Р  ,
тогда р  -проекции Л{ , . . . .  Л ^  элементов Л 1 .............

являются /J-адическими числами. Локально по данному
р  группа А определяется равенством

<*/ ’•*/ f  •’ • * * !*  лХт .л  ° >  л
которое выполняется в /7-адическом пополнении А р  груп
пы А для максимальной линейно независимой системы .*/  , 
. . . ,  Я п, группы А .  По простьм числам р  4  Р  груп
па А свободна от р  -соотношений. В совокупности эти
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условна однозначно с точностью до квазиизоморчи зга  определя
ют Гр.;'liny А (  ПОДрОО ПОСТ И в [ 4  И I 5 ]  )  .

Т Ю Р Э / . Л  3  f 4 ,  b j  .  Ранг fu , число ли  , где
О < пи *  П/ ~ сопутствующее множество простых чисел Р  =

* {  р ,  . . . . .  Ps }  - s > 0  * и Р  -инвариант CU  ]
размерности Пи- сос—ааляют полную и нез а»>иси;.тую систему 
инвариантов несвободной группы без коучендя со свойством ( * )  
с точностпю до кпазиизотор?иэма.

ТМЭРРлА 4 . Смешанна! группа 6  то гд г  и только т о г
да обладает свойством ( * )  , когда одно временно выполнены
следующие условия:
I .  Qr = Г  ©  И , гд е  Т -  периодическая группа со 
свойством ( * )  ; Н -  группа без кручения со свойством ( * ) .
й . Сопутствующее множество простых чиеал группы Н  не 
п ер есек ается  с  множеством тех простых чисел р  , для кото
рых р  -примерная компонента группы Т  содержит груп
пу типа р  “ *
1 о  к 8 з  я т е л  ю т  в о  .  Я сно, что если смешанная груп
па обладает свойством ( * )  , ti :ти м  свойством обладают её 
периодическая часть и ?пктор-гг ут ia по ней. Группа, удоэлет- 
вор яттая условиям теоремы I ,  вчг.а л ется  прямым слагаемых: в 
ory5oй группе, в которой она совпадает с периодической вдеты) 
этой группы f l  , теорема ?7.sJ .  Д алее, по теоремам I  и 2 
э .,б и т н а я  группе &  обладает сво й стю м  ( * )  то гда в 
только т о г д а , когда G я вл я ется  расширением свободной 
группы F  конечного ранга при помощи группы вила 

в  © ( / ( / > / * ’ )<Р . . . &  2  ( р „ ) )  , гд е  3  -н е к о т о р а я  
конечная группа и р ( , . . . .  р т -  различные простые 
числа. При гомоморфизме Gr -*■ G / F  грутч.а Т  вкла
ды вается в группу В в ( * ( р Т ) * >  . Ф 2 ( р ^ ) )  .
ш гедсвагвльио, условие 2  в теореме также я вл я ется  необходи
мым, а условия I  и 2  вм есте являются и достаточными. Теорема 
д о казан а .

Полученные в денной роботе результаты  дают полное 
описание групп с  но более чем сытны м числом подгрупп в кпо- 
гообразич всех абелевых г р у ш . П редставляется интересным 
«сследо вать  аналогичный Fonpoc в  других многообразиях групп 
( назлжмер, разрегимых групп )  и модулей.
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СОВЕРШЕННЫЕ КОЛЬЦА БАССА И ИХ ОБОБЩЕНИЕ

И.И.Сахаен

Всвду предполагается, что кольца ассоциативные с единицей, 
а модули унитарные. Будем обозначать через Rп  кольцо всех  п * п  
матриц над кольцом R , символом / -е г о  единицу, J  (R )  -  ради
кал Дкекобсона кольца R . J J  -  < f t / > ■ ■,ju n > означает,
что R -модуль JU порождается элементами , . . . ,  ,

( p 4 , . . . f J / „ )  -  строка из элементов ............... .
Убывающую цепь конечно-порожденных подмодулей М т -

м , 3  м г э  . . .  а  Ж т 2  . . .  (X)

правого R -модуля М. будем называть типа ( 3 ) ,  если

■' ' "  (plm  " • / /лл,/т>) &т (2 )
и последовательность ц т *■ tvm. { матриц З т (т^ t,2
удовлетворяет услошю

9
П

14

p t f

О П 3.a i.o с (3 )

начиная с нокоторых t a p  при 1 ,2 ,  . . .  для подходящих мат
риц . В данной статье приводится (теорема I )  гомологичес
кое дш ш зательство теоремы Бьерка f l ]  и на этой б азе  дается  обоб
щение теоремы Басса [2 , C .467J , а именно (теорема 4 ) Г для коль
ца R следующие условия эквивалентны:
а ) всякий конечно-порождэнный плоский левый R  -модуль имеет про
ективное покрытие;
в) всякий конечно-порожденный плоски!! левый R -модуль проакти
вен;
с )  для любого правого R  -модуля всякая убывающая цепь типа (3) 
его конечно-порожденных подмодуле!: стабилизируется. Показывается 
(теорема 6 ) ,  что фактор-ксльцо R /2  (R )  , где  2  (R )  -сингулярный: 
идеал [3 ,  с . 352] кольца R , вкладывается в регулярное кольцо 
[ 4 ,  с . 1 3 J  , а для кольца R , ьмоющето конечную размерность Гол

ди [ 5 ,  с . 1 6 5 ] ,его полное кольцо частных [ 5 ,  c . I 5 l ]  является полу— 
со'.ершенным кольцом. Доказано, что для области иелостнссти R в 
условии (С) теорем: 4 достаточно потребовать стабилизацию убываю- 
iii.'l. гапя типа (3 )  лили для конечно-порожденных правых идеалов 
к т ь г п  Я . В заключение приводится контрпример (теорема 1C) к 
г :1!, "ззо Хазара 123, с . 140] . Часть результатов энонсироЕанв в
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Г2 5 ] .
Теорема I .  Дня кольца R следующие условия эквивалентны:

(а ) всякий плоский левый R -модуль имеет проективное покрытие; 
(в ) всякий плоский леш й R -модуль проективен;
(с ) для любого правого R -модуля всякая убывающая цепь его ко
нечно-порожденных подмодулей стабилизируется.

Д оказательство. Импликация (а )  ==#»■ (в )  следует из теоре
мы 4 [ б ,  C .I5 6 J  , а импликация (в )  = ^ -  (а )  очевидна.

(в )  ( о ) .  Рассмотрим правый R -модуль М. и произволь
ную убывающую цопь ( I )  его конечно-порожденных подмодулей, пос
ледовательность матриц б т ( Ш -  1 ,2 ,  . . . ) ,  определенных равенст
вами ( 2 ) .  Введем важный .для нас фактор-модуль F /У , определен
ный следующим образом. Пусть F- свободный левый R -модуль с ба-

его подмодуль,
порожденный элементами

Лтн
ZLtn ■х ■ „

т ( тп  у , * , . . . > . У-

(L (4 )j', у
где Ojjm являются элементами матрицы бт . Фактор-модуль F/ У  
будем ^называть модулем, определенным последовательностью матриц 
б т Ш  = 1 ,2 ,  . . . ) .  Положим • Z „K (2 im 
означает операцию транспонирования),где

У *  ( * ъ
образ элемента

в фактор-модуле F /у  при естественном гомоморфизме. В силу 
определения множества порождающих элементов (4 )  модуля У имеем, 
что

г -- в /П) /77 Ф+ {
Так же, кап в лемме 1 .2  f 2 ,  с . 4 68], показываетоя, что

'т н  •••
Я 7 -о} .

° h

(5 )

(6)

™  * т я 1 * № € * ы * т * *> йт -бй
(о - - 2 я ^ { л / » е я

Обозначим через N  достаточно большое положительное целое число. 
Пусть Я есть  t '* t"  матрица над кольцом R , причем t  t i* <  А/. 
Введем /V к У -матрицу

( 7 )

где 0  обозначает нулевую матрицу подходяшпх размеров. Так :::е ,  ̂
как в л е ж е  I . I  L 2 .  C . 4 5 8 J  , показывается, что фактор-модуль F>U 

плоски!:, а в силу условия (а )  он проективен. Значил, точная - ■ ::н-
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'ивач'вльность левых R -модулей 0  —*■ У  —**  F  — »-

F / У  *“  О расщепляется. Как в в леглае 1 .3  [ 2 ,
с . 469], рассмотрим точную последовательность О F/ У  —*- 

— т- F  . Получим, что

h ' CP , ' * i * Cb * S " + C » > ' XV >  (8 )
где . . .  х л ■ )  . Пусть/V—достаточно большое целое
число. Положим ,7 г 3 $?7 С * R • где матРиЦы ^ у  одре-

далены равенством (8^ согласно ( 7 ) .  Как и в доказательстве лем
мы 1 .3  [2 , с . 4 69J, показывается, что J * £  3 * 3 2 . . .  в £  Я# 
при т, > т0, и существует такое т. * , что 

У а й ( 3 2 . . .  6 м0

и & 1 5 2 ... 3*i ° 3 *  ■ 3 } . . .  3'lrp Up . Отсюда имеем, что

3, Вг . . .  3 [ = В ( Зг bctp Up (Ю )
при t > m *  t Р ’ 1 , г , . . .  Тогда (/ 1̂  . . . 3t 3 2 ...

. . .  . . . /J„i t ) А, В2 ■■■ 3 {*р  Up ж

I f t o i  ■■■ ’ ( / ‘ittp+i /•<Ч.рц(*рч  )  Vp  ( I I )
при p - i , t , .  Соотнсшения ( I I )  влекут стабилизацию убываодей 
цепи ( I ) .

Импликация (с )  = >  (в ) следует из теоремы Р [ 2 ,  с . 467]»
Доказательство закончено.

Леша 2 . Пусть дана последовательность Ля \ -̂mt. i -матриц 
В^(/п * /  2 ,  )  над кольцом R . Тогда следующие условия экви

валентны:
(а )  последовательность матриц Вт {т  = 1 , 2 ,  , . . )  удовлетворяет
условию ( 3 ) {
(в )  фактор-модуль F/ У  , определенный последовательностью матриц 

&т ( Л =  1 ,2 ,  . . . ) ,  конечно-порожден.
Доказательство (а ) ( в ) .  По определению фактор-мо

дуль F/У  порождается множеством э л ем ен то в -?^ , %i/nt ■ т.
(М  : ( , г  • Так как имеют место соотношения (3 ) и ( 5 ) ,  то

^ t ip  - V 2 '  )-  (1 2 )
Равенства (1 2 ) показывают, что модуль F/У  -  < i f f  11 2Я f >  
и поэтому конечно-порожден.

(в ) -— >  ( а ) .  Пусть фактор-модуль F fy  конечно-порож
ден. Тогда существует такое число [  уО , что F /y ~ < 2 fr ,

 ̂ С ' > поэтому X.(ipti ~ ^р ^l ^р В( 5 ( t i ... 3 (rp  2(tp t  ̂ }



(-1 -Q  По 1+1) Z(tpr1~0. p
Отсюда а силу соотношешш (6 )  следует, что U~ Qp̂  fj0 l )  '

'b l .p t i  b t r p n  ••• » О • Следовательно, Д  BCt/tti -

-Qp Ь( 6 / , ,  6  Crprtf и выполняются условия ( 3 ) .
Доказататьзтво закончено.

Теорема 3 .  Пусть дана последовательность ГЪт -мат
риц 5Л (/л. = 1 ,2 ,  . . . )  над кольцом R , удовлетворяющая условию 
( 3 ) .  Тогда следующие условия эквивалентны:
(а) Фактор-модуль г / У , определешшй последовательное лью [па
триц &т ( r t v = i ) Z ) )  , проективен.
(в ) Для любого правого R -модуля всякая убывающая цепь типа 
(3)

J l i 3 м г г ... з  М.т -2 - (13)
его конечно-порожденных подмодулей т ~ < И,т , ,

т ^ ’ ГЛе ^ п!*г(*-1 м** )  =
“  ( И,т - Р п т, 1 т) ■ b m r t  , стабилизируется.

Доказательство, (а )  — - г - ( в ) .  Но условию .Ьактор-модуль
F /У  проективен. Обозначим через F ' свободный подмодуль июяу- 

ля F  , порожденный множеством элементов <Х,„ ■Тл„'м 
( т  - t , I г 1.... )  , чероз У '-  подмодуль модуля У , порожденный 

множеством элементов Хш  6 у ю л ,.  ;

/п* / ,  f r i ,■■■') . Очевидно, что F ' О У * У ', F  3 F,  & F  J
У - Уf €> У '  . Так как модуль F /y  проективен, то точная по

следовательность левых /^-модулей 0  -*■ У/ У ' -*■ F / y '  —
— *- F / y — у О расщепляется. Тогда F , <&( F /У ')  s  (F, ® F'^/y'*

я F/У  ' 3  У/ У  @ F/ у , поэтому ([актор-модуль F '/ y '  проекти
вен. Далее, как и в доказательстве теоремы I ,  показывается, что 
убывающая пепь (13) стабилизируется.
(в) ==► ( а ) .  Рассмотрим свободный правый R -модуль F *
с базой y t ,! /i  > ■ //п, и Убывающую цепь его подмодулей

= < f im  > • » т S
F*. г  M i 2  Л/г з  ... = М тз  ,  (1 4 )

глй (Лimr< "  '/1я mtl>{ mti ) “ (fim ■■■ f a m,( *  )  6mt ( •
' ‘ (fa  - f a u i t  )*(}<■■■ Ум,) 3 t ( ( > 0 .

Согласно условие (в ) убывающая цепь (1 4 ) стабилизируется и поэто- 
му существует р  такое, что Zip - -Upt,* ^ р*у  =

Значи., ( ^ р  - f a p p )  ■ fa fp t 't  Pr<f  )  U P*4 '

Отсюда в силу свободноети базы /,])/■>  ,■■■> подучим,
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что

& ttp  "  Bt ' Be,
при о
= 1 .2 .

Вс,V ' ? (15)
= 1 ,2 ,  Так как последовательность матриц ( п .

. )  удовлетворяет условию ( 3 ) ,  то 
Р*9 р
п  а,.; = П вы о ^ л .  в.1*0 l+L i ’ O Pr9 JC*i

Отсюда, используя соотношение ( 1 5 ) ,  получим, что
pry P.q pr<f

A  З ы  ир*9 ® р ' * А 3fti ‘
Положим

р*р

Зр*9 A  3t+L ^PTf  ®Р'9 ■

Очевидно, что матрица Е p f y идемпотентна и
М  ргр

. Д  6ы  -Д Sen

(16)

(17)

(18)

(19)

при ^ = 1 ,2 ,  . . . .  Из равенств (1 8 ) и (1 9 )  следует, что

^р*9 p̂Hf*t p̂et} у £-p-r(f*t ^Рг9 ^Pf 9 ■ (20)
Отметим, что фактор-модуль F/ У  , определенный последовательно
стью матриц Вт{ Пь — 1 ,2 ,  . . . ) ,  согласно лемме 2 , конечно-по-
рождея, поэтому существует такое £  , что Е /У ш<&се »f£>- 
Теперь соотношение (1 9 ) влечет равенство

Z £ а up . ^ (21)

Введем в рассмотрение свободный левый R -модуль F  с базой Л1 , 
•Ру у х П£ • Зададим гомоморфизм f  : F  F / _  ,

полагая f  ( x t ) ш Z. i£  ( £ = 1 , 2 ,  . . .  , ttp ) .  Пусть X -C ^ t ,— , 
£ п е ) и  • в  СШ1У равенства (2 1 )  имеем <f ((1 -  £ptp') X )  “

• ( f -  E p t q ) l ( * 0 .  Пусть теперь УСАХ) = ,1 Z [  » О.
Отсюда и из соотношения (6 )  следует, что

0* А ■&£ ' b l+f • • • В с*р* cf* t " О у А ■ Еpttf t i ш ^  ,
поэтому в силу (2 0 )  пслучим, что А ’ Еруф’ О, А ЯА (1 - E p tp )  
и А X 1 А ( /  ~ Еp ip  )  X  . Оледовательно, Хег </ определя
ется  илемпотентной матрицей / -  Epta и поэтому выделяется прямым 
слагаемым свободного левого R -модуля F  .  Так как f -  эпимор
физм, то F ~  Xet V  s> F / У  и .{актор-модуль F/ У  проектпвен.
Д оказательство закончено. Теперь естественно формулируется обоб-
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щенне теоремы I .
Теорема 4 . Дня кольца R следующие условия эквивалентны:

(а) всякий конечно-порожденный плоский левый R -модуль тлеет 
проективное покрытие.
(в )  всякий конечно-порожденный плоский левый R -кодуль проакти
вен.
(о) для любого правого R -модуля М. стабилизируется всякая убы
вающая цепь типа (3 )  его конечно-порожденных подмодулей.

Д оказательство. Импликация (а ) - = ~  (в )  п о д зы ва е т ся ,
как в теореме I .

(в )  ( с ) .  Рассмотрим убывающую цепь типа ( 3 ) ;

М , 3  м л а  . . .  э  ЛОт а  . . .  (2 2 )

конечно-порожденных подмодулей ~ < , ■■■, т >
правого R  -модуля М. и определенную ею последовательность матриц 

Вт ( п  = 1 ,2 ,  . . . ) .  Эта последовательность матриц удовлетворяет 
условию ( 3 ) ,  и определенный ею фактор-модуль F/У  -  конечно-по
рожденный плоский левый R -модуль, потому по условию (в )  он про
активен. Далее, стабилизация убывающей цепи (2 2 )  следует из тео
рем/ 3  .

( с )  ( в ) .  Рассмотрим произвольную возрастающую цепь

V 4 ®  (2 3 )
левых идеалов Rп Ат ( /п = 1 ,2 ,  . . . )  кольца R^ , где матрицы

Л/Л ( ^ = 1 ,2 ,  . . . )  удовлетворяют соотношению

^т. ” ^/п  ' ^ m il • (2 4 )
Положим &т *  t~ . Тогда

А л */  *  А я  Вт* / ( т ~ . (2 5 )

Очевидно, последовательность Л ' /t- -матриц ( гп е -‘■*2, •••)
удовлетворяет услов1ш ( 3 ) .  Как показано в теореме 3 ,  условие 
(с )  влечет стабилизацию убывающей цепи

главных правых идеалов Вп  • R^, { /п. -  1 , 2 ,  . . . )  кольца в
силу соотношения (15). Согласно теореме 6 [ 7 ,  с .  5 7 I J  стабили
зация последней убывающей цепи главных правых идеалов к сл ы в 
влечет стабилизацию возрастающей цели ( 2 3 ) .  Из теоремы 4 £7, 
с . 568] вы текает, что всякий конем но-порожденный плоский левый 

R -модуль проективен. Д оказательство закончено.
Теорема 5 . Для кольца R следующие условия эквивалентны:
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(а) всякий циклический плоении левый R -модуль имеет проектив
ное покрытие;
(л ) всякий циклический плоский левый R -модуль проективен;
(с ) для любого правого R -модуля стабилизируется всякая убываю
щая цепь тиле (3 )  ого коиечно- порогиешшх под.».пулей, для кото
рых матрицы 8т( fn -  1 , 2 ,  . . . )  являются диагональными.

Д оказательство проводится, как в теореме 4 .
Обозначим через d u n r R размерность Голди [5 , с .1 6 5 ]  кольца
R .

Теорема 6. Пусть R -  кольцо, X ( R )  -  его сингулярный 
идеал. Фактор-кольцо R/Z (R) вложимо в регулярное кольцо. Если 

cU*ьг  R < , то полное кольцо частных Q кольца R
полусовершоняо.

Д оказательство. Пустк I  й -  инъективная оболочка колы в R » 
H w Нот.Q ( I f I )  -  кольцо эндоморфзмов правого R -модуля 
I R , О * Нот н ( I , / )  -  кольцо эндоморфизмов левого Н -

модуля I  , которое называется полным кольцом частных кольца R 
[ 5 ,  с .1 5 1 ]  . В силу упражнения 2 [ б ,  § 4 . 5 ,  C .I7 2 J  существует 

гомоморфизм Колец 61 •' R -*• Н/ 7 ( 4 " )  , Легко видеть, что
R et в  * Z  (R )  . Согласно предложению 2 [ 5  C . I 6 3 J  кольцо
Н/Т(Н) регулярно. Пусть теперь d im r  R < 00 ,  Согласно пре

дложению 5 .8  [ i l , C .I2 7 J  и предложению 2 [ 5 ,  с .165 ] e(imr Q< о» 
и I а -  инъективная оболочка кольца Q , I  Q £■

прямая сумма неразложимых инъективных модулей. В силу упражнения 
4 [ 5 ,  § 4 . 5 ,  0 .1 7 3 ]  Q ~ £  @ е : Q ,  где -  прпмнтив-

ные идемпотентн кольца Q . Согласно предложении 2 f 5 ,  C .I6 5 J

л я г»//•2.’  ® H £ i  ( £■• примитивные ндемпотенты и 2 1 2^-

Еi ' I м I • . Ввиду лемш  I  Гб, c . I 5 l J  существует эпиморфизм
Н -модулей : Н —*~h I  > Ф (А )и A -i, “

= { A /А *  Н , A - t - О I . Полоким X  * deb Ф  . Так как 
£  (  = е  , то Л / ’ 0 ,  Vk е  X  . С ледовательно,^  EfiX

Тогда /  а Н /Л ~ (£  & НЕ{{) / ( £  ф jf  £ . )  s £  ® (H E L / X E L ) .

Поэтому Г  является диаграммой Адзумаи и согласно предложение 
1 8 .2 6  [ 1 0 , C .7 8 J 0  -  полусовершеняое кольцо. Доказательство за
кончено.

Теорема 7 .  Если для кольца R cLimr  R  < о* , то всякий 
копочно-порожденный плоский левый Я -молуль проективен.

Д о к а за т е л ь ст в . 3  силу теоремы 6 полное кольцо частных Q



кольца ft является полусовершенным кольцом, а в силу слелствия 2 
[б ,  с .1 5 б ]  всякий конечно-порожденный левый Q -плоский моцу.л 

проективея. Поскольку, ввиду леммы I  [ 5 ,  c . I 5 l ]  , кольцо £  отга
дывается в кольцо Q  , то согласно теореме 1 .2  [ 8 ,  с .З б ] всякий 
конечно-порожденный плоский левый R -модуль проективен. Доказа
тельство эакончоно.

Теорема 8 .  Для области целостности £? следующие условия эк- 
-  вивалентны:

(а )  всякая убывающая цепь типа (3 ) конечно-пороэденных правых 
идеалов кольца R стабилизируется;
(в ) для любого правого R -модуля всякая убывающая цепь типа (3 )  
его конечно-порожденных подмодулей стабилизируется;
(с )  всякий конечно-порожденный плоский леш й R -модуль проектп-

Д сказательство. Доказательство справэдливосш импликации 
(а )  = # *■  (в )  проведем в двух пунктах. Пусть кольцо R од
нородное Г з , с . 2 2 2 ] .  Тогда оно будет правым кольцом Оре и поэто
му вкладывается в свое правое тело частных. Е силу следствия 2 
( 6 ,  с .1 5 б ]  л теоремы 1 .2  [ 8 ,  с .б б ]  над кольцом R всякий конечно 

порожденный плоский лйеый R -модуль проективен. Используя теоре
му 4,аолучим стабилизацию любой" убывающей цепи типа (3 )  конечно- 
порожденных подмодулей любого правого R -модуля.

2 .  Пусть теперь кольцо R неоднородное. Значит, существуют 
ненулевые элементы Л и В кольца R такие, что a R Qi R * 0 .  
Тогда <tR @ В R -  прямая сумиа правых идеалов и 2L а.' 6• R -

свободный правый R -модуль ранга а  для любого а  . Далее, как 
и в доказательстве теоремы 3 , показывается, что для воякой после
довательности матриц &fn. 1т “ • )  » удовлетворяющих усло
вию ( 3 ) ,  существует целое число В такое, что йр ■ &

lly • Отсюда следует условие ( в ) .
Импликация (в )  -=•■£- (а )  очевидна, а

(в )  — г - ( с )  следует из теоремы 4 .  Показатель
ство закончено. а

Будем говорить, что проектишый левый R -модуль Р  типа Р  , 
если фактор-модуль P/J"(R) ' R конечно -порожден.

Теорема 9 . Для кольца R следующие условия аквивалентпн:
(а ) всякий проективный левый R -модуль типа Р  конечно- порог- 
ден;
(в ) для любого натурального л- и любого прагого я  -модуля ста 
билизируется всязсая убыла т а я  цепь типа (3 ) :

Л 1 2  Л1г Э . . 2 Л , a ...

i l ?



его конечно -поронденшх подмодулей J £ m = -,/f- ЛП1 у ,
причем -  рпт. )  ■ 5 т л я>л -
матрицы nv = I t 2 , . . . )  удонлетворяют дополнительному усло
вию

5 m s A *  A *(m o d  J ( R n ) )  (т -  (28)

Д оказательство, (а )  ( в ) .  Рассмотрим убывающую
цепь ( 2 7 ) .  Так как последовательность матриц З т ( т . = 1 ,2 ,  . . . )
уцовлетворяег условию ( 3 ) ,  то имеем

5 l r i  Q p r q  5 t r t  & t * a * a  •
P«t ptq r '

Положим * ./7 &[fL “ /7 5ftl Qp,9 . Учитывая соотношения

(28 ), получим, что

c9* ' e? cf  > z? e J ( Ы  >, (зо)
где Cq - S ftl ’ 3 [ г  ̂ . .  3 (tp tq  > ~ 9 . Поскольку ^ - о б 
ратимый элемент, то соотношения (3 0 ) влекут, что

е т-( -т - т-г г  -*-/  . г  -/»
£  „ Сп ~£а ш£ л <-а £  £  $ Ср £  (т* ( 3 j j

жим 9 х  1 - £ 9: - '  £  £ "Положим 
следует, что

. Тогда из равенства (3 1 )

= %ю Я т .( • (32)

Пусть г -свободный левый ^-модуль с базой у , , у , , , у*. ■
Положим { / - ( у , , . . . ,  у . ) 11 , Рт - < р ш  Р„т > -

подмодуль модуля F  , порожденный его элементами р ,„  , р/т
рпт . И

(Р т -‘-Р » м )я * т ‘ У _  (33)
Очевилно, что Рт ^ Р  mtt • Положим Рв я О , Р „  . Покажем, 
что ^-проективный левый -модуль типа Р° . Во-первых, Д -чи с
тый подмодуль модуля F * . Действительно, пусть , аг  ,■■■■, а * -  
элементы шпуля Р . Легко вилвть, что существует такое целое S , 
что a . /  Ps ( l = 1 ,2 ,  . . . ,  к ) .  Далее, с одной стороны, имеем 

*4j h  "V<* ) • У и>с n̂ 'roii стороны,л -£ T̂ Pjs*
~ (Tt t -  7 <P*S p S ’ ^ h  ■ Я* -У .

Отсюда

Q if

и силу свободноети Оазы у

А л Н Г | / - л
Гщ)*)},,- Значит,

, . у л , , у л подучим, что

t in .) X s ■ t 

У/"(/if /ш) У  “
m



п
Ws*t У f y  P / s *   ̂ • Следовательно, согласно 

теореме 2 .4  [ 1 3 ,  c .3 8 ^ J  Р  будет чистым подмодулем в м одулей * . 
Так как F  -  свободный левый R -модуль, то чистота подмодуляР  
влечет, что фактор-модуль F  / Р  плоский. Поскольку модули F ’ Р  
счетно-порождены, то в силу теоремы 3 .2  [ 1 4 ,  с .8 9 ]  модуль Р  бу
дет проективным. Bo- b t o ju x , Р -  модуль _типа Р °  , что мы теперь 
и покажем. Положим ci =Р, * T (R ) М- f X L '-  {  & ' /  а 'е . U t '}  ,

где О- -  э л е м е н т , -  подмодуль левого R -модуля М? . Так как 
)  = $m+t ,  £  R  . то Р„ -  Р m ti и Р ‘ Рт.

Поскольку согласно предложению 3 [ 5 ,_ c .2 0 8 j  J(R ') P=POJ(R)-F*, 
то P / T ( R ) P =  Р -  Рт -

Поэтому фактор-модуль P /T (R )P  конечно-порожден, и проективный 
левый R -модуль Р является модулем типа Р  . Согласно условию 
(а )  он будет коиетно-порожденным. Значит, существует такое целое 
t  , что Р  "  Рк при к *  £  . Отвода (Р /к +/ •••Рпк+< ) tl =

-  LL*(Р, . . .  А , , )  и, принимая во внимание ( 3 3 ) ,  получим, что

Значит, элемент 8 К идемпотентен п поэтому идемпотентен эле- 
' С9  £ ~ f ( Cj = 1 , 2 ,  . . . i .  Легко видеть С .и  £~* ~Cq & ■ £ .
ЪгСЦ1 ^qtl ' Э̂К КЗК *у S Ĉftf ( W / f t )  . •

мент ^  • (

Ь[*р,у t  / г ? н
то ■ 4 S  С
ция цепи ( 2 7 ) .

(в ) ( а ) .  Пусть P  -  проективный леш й -модуль 
типа Р °  . Согласно лемме 3 [1 2 ,  с . 7 2 ]  достаточно доказать конеч
ную порожденность левого идеала У ~ U 4°° Rn А т кольпа

Rn , где элементы Ат ( т = 1 ,2 ,  . . . )  удовлетворяют условию
А„‘ А„- Ат+<, Ат- Ат А* ( Т (R"'» ■ Положил Вт * / - 4

Очевидно, что 5 wt4 тВт ‘ Вmti и последовательность матриц <3^
( т. = 1 ,2 ,- . . . )  удовлетворяет услови (3 )  и дополнительному 

требованию в условии (в )  нашей теоремы. Поэтому согласно условия 
(в ) убывающая цепь В, Rr *  Вг Рп ~ стабилизируется, что 
на основании теоремы 6 [ 7 ,  с . 571] влечет стабилизацию возрастаю- 
шей цепи Rn А{ £  Рл Лг  £  . . .  главных идеалов Rn А т (
= 1,2,  . . . )  колы® Rn . Отсюда следует, что лепя!1 идеал У  "  
=UTPn Am является циклическим, следовательно, исходный проект и р 

ный лев -/ -модуль Р конечно-порожден. Доказательство законче
но. л

Ьулом обозначать через М, 
вого R -модуля УА' , Р = R 'И Р ) 
-  Тактор-могуль. Золи для пр о̂ -з-": 
гр.тъ Р  л -п о р о т : '-л ,  > » зо ге

прямую <:ут.му л  экзогллпроп пра- 
-  актор-кольцо. -К - Uf/UP 'T(R) 

ппнохч) правого R -■ л дуля Р  »<••- 
Р  модуле?' типа  ̂ (ft) , ~~! ?ь



Л  либо некоторое множество гомоморфизмов конечно-пороаденшх 
проективных правых R -модален, либо некоторое множество квадрат
а х  матриц над кольцом R . Тогда R£  обозначает И  -локализа
цию кольце R, как в работах [15  , 16 , 1 7 ] , и явянется универ
сальным И  -обращавшим кольцом.

Теорема 10. Лия каждого натурального числа И существует та
кое полулегальное кольцо Т  , что шполнены следующие условия:

(а) всякий проективный правый ? -модуль типа P ° ((J-)
(у. *  л -/ )  конечно-поровден;

(в) существует не конечно-порожденный проективный правый 
Г -модуль типа Р* (п ) ;

(с) все конечно-порожденные проективные правые Т  -модули
СЕОбОДШ .

Д оказательство. Пусть А -  некоторое поле, А -  алгебра Р*
= I  < А - А г >  получена присоединением универсальной нцемпотент- 

ной Пу Кп, -матрицы А - ( а ^ )  к полю А [ 1 8 ,  с . 4 3 J  . Тогда матри
ца А определяет универсальное расщепление модуля *R  , т .е .

* Р̂ ®Рг ~ прямая сумма проективных правых R -модулей Р1 
и Р~ , определенных соответственно адвкпотенткыми матрицею А 
и / - А .

Правый R -модуль М. называется фундаментальным [1 8 , с . 43] , 
если JJ. * & М г -  прямая сумма ^ -м о д ул ей , где <ddf -  сво
бодны! правый -модуль, Aii • £  в  Л гс и изоморфен
ouhomj из модулой Pi или Р£ . Случаи Л < ’(о)ът Л £ ж(0)вв  исклю
чаются. FundR будет обозначать полную подкатегорию конечяо-по- 
ро.вденных фундаментальных правых R -медалей категории А Р  , Со
гласно теореме 5 .1  [1 8 , C .4 3 J полугруппа £>© [ Fund R )  порожда
ется классами Ш ,  [Pt] , [ P tJ  , связанными с одним одреие- 
ляхи'им соотношением [ Р у]  © Г Р£]  * [ ' ’R ]  . В  силу теореш
5 .1  [1 8 , с . 43] каждый подмодуль фундаментального правого ^ - м о 
дуля изоморфен фундаментальному правому R -модулю. Так как

I . о£ d im  А * 0  , то снова согласно теореме 5 .1  [ 1 8 , с . 4 3 ]
т у£ d im  R * £ $£■ d im  R i f  , Поскольку кольцо R  не явля

ется  классически попупростым, то Ь. у£ d im  R-  / . Следователь
но, алгебра R является лево-и  прввонаследственяой. Так как ко- 
нечне-порокдешшй проективный правый R -модуль Р  является под- 
лчр юм конечно-порожденного свободного правого R -модуля, то 
г сачу  теоремы 5 . 1 .  <{18, с . 4 3 ] Р *  mR@ *p? , где Р*  изоморфен 
•о бо мод;.1?, Р * , либо подали, Рг .

«але ы. мо.пио гаредали^ь лрозктавнуи рапгогуя фуннпию f  19 ,
■ о 1 ; р .  .) ( F u n d R)-* V I / /  -  полугруппа цс лих пол одет ел  •



них чи сел), заданную следующим образом:

P([RJ W ,  р([Р<])’ Л-1в', Р(СРЛ] ) - i 0 .
где £в -некоторое целое число, 0 < l0 < л  . Так как полугруппа 
5  ф ( Fund R) поровдается элементами Г R 1 ,E P /]  ,С /°г ]  с  определя- 
адим соотношением [P i J  + [ Рл ] -  [ 'Ч ! ]  , то , очевидно, р  будет 
гомоморфизмом. Эта функция р  проектишого ранга определяет фун
кцию внутреннего проективного ранга [1 9 , с . 2 72 , теорема 2 3 ]  с л е - 
дующшл образом: если дана идемпотентная т*т- матрица i  над 
кольцом R, Р  -  конечно-порозденшй проективный правый # -мо
дуль , определенный матрицей Е , то полагаем t  ( Е ) *  р  (  [ P J )  ; 
если Я) -произвольная /яж/ц-матрица над кольцом R , то поло
жим г ( Я ) * ш л  { г ( £ ) ,Я * в - Е  с ]  , где Е  -  идемпотентная мат
рица. Так как р ( [ Р ] ) *  О при РФ (О), Р е  F u n d  , то t (E )  
-р(ЕР ])Ф  О при Е Ф О . Значит, функция Ъ честная f l 5 ,  с .
272] , функция Z удовлетворяет закону нуля Г19, C .2 7 0 J , т .е .  
для любых матриц , С% над кольцом R , если C i'C ^  т О , то 
i(Cj)+ ь(С£)*ъ( Е) для каждой идемпотентной матрицы Е такой, 

что C( ‘ Cf ■ Е , Сг = £  Сг . Теперь в силу теоремы 2 .2  [1 9 , 
с . 2 7 1 ] множество'?’ все х  Ъ-неполных квадратных матриц над коль
цом R образует минимальный первичный матричный идеал,и локализа
ция Rep относительно матричного и д еал а '? ’ является телом.

Далее, построим гомоморфизм А -алгебр f : R к ® & ,
полагая <-f{cuLJ)  = 6 ^  (0,1), YU) =1 , где О у  -  символ Кронеке- 
ра. Обозначим через 21 множество всех  квадратных матриц £0 над 
алгэброй R таких, что матрица ^ (Я )  обратима над алгеброй Е & Е , 
Если дал/я-матрица (0 из Л  , то :  т R -*■ тR обозначает 
гомоморфизм модулей, определенный матрицей следующим образом:

(*< ег  -  ел ..* ,У  Я  А (D
где Ох “  стандартная база модуля R . Покажем,
что всякая матрица 2) из 21 является 1 -полной [1 9 , с , 2 7 1 ] . 
Пусть w //я-матрица Е из 21 и Е - Е   ̂ . Тогда p (E )*< f(E ]  f
и в силу обратимости матрицы Ч(Е) получим, что Y(E) "  1 . Пред
положим , t ( E )  * р (E P J У ff> и Р= 1R ® 5 Р *  , где для опреде
ленности положим Р *  = p i как модули (по определению фундамен
тального R -м одуля), тR = Р ® Р '  -  прямая сумма модулей,
«( ‘. mR J> mR , dp  -  соответствующий гомоморфизм,определен со 

отношением ( I ) ,  *<■£ ( mR ) *  R • Так гак Y ( тЕ)(  = * ( £  ® А )
, то ? ( Р )  -  т( 1 ф £ )  , Т .е .  (£<£>£) =

5  m\ l e l ) .  Значит, -модуль (^*,)стабилъно свободен и
поэтому свободен. Пришли к противоречию, ибо <f(P * )  s Y(Pj) о wo*
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дуль / ( Р' )  не свободой, icon k -модуль. Пусть теперь Я)~ 
произвольная т*т-ыатрица из И  и ъСЗ)) < т, .  Тогда по опре
делению 1(Я )  существует идемпотентная 1 * (  -натриш  Е та гая, 
что Я) = ЬЕ ' С и г-(Я ) = is ( Е )  . Если I  * п  , то Я) неполная 
матрица [1 6 . с . 322] и матрица Щ Я )  не гожет быть обратимой. 
Значит, t *  г*', из обратимости матрицы <р(Я) следует обратимость 
матрицы </(£)  . Как показано выше, для илемпотентной Е’ Е  -м ат- 
рицы Е из Е  неравенство 1(E )  невозможно. Следовательно, 
для любой т*т  -матршгы Я из И  имеем /ч-,и матрица Я)
яш я ется  ь-полной. Отсюда следует, что гомоморфизм <2$  ■ тЯ 

Я , определешшй матрицей Я  из И , я ш я е т ся  г-полным [1 5 ,
C .3 6 0 J  , так как х (А д ) * Ъ($>) ~ т. . Обозначил через мно
жество всех  гомоморфизмов Я-а , Я) . Далее , построим 2ЕЛ 
-  локализацию кольца Я, как в работе [ 1 5 , с . 364] . Так как
гомоморфами из 2 ^  являются Ъ-полными, -  фактор-замкну- 
то , R -  наследственное кольцо, то в силу теоремы 4 .2  [1 6 , с .  
3 6 6 J  имеет место вложение R *" Я ср . Функция внутреннего 
ранга, определенная для матриц над телом R ср, индуцирует функцию 

Ь внутреннего проективного ранга для кольца R£  л • Так как 
Я г- = R ̂  как кольцо, то эта 'функция в свою очередь индуци

рует честную проективную функцию р  на полугруппе (  Я ^ )  -
классов [  Р J  коночно-порожденных проективных правых Я ^  -моду
лей ( Г Р J  означает класс всех  проективных Я£  -модулей, изоморф
ных конечно-порожденному проективному правому Rj~ -модулю Р  ) .  
Согласно следствии к теореме 3 .1  [2 0 , C .6 8 6 J  R^  -  полулокаль- 
ное кольцо, я силу теоремы 4 ,2  [ 1 5 , C .3 6 6 J каждый конечно-порож
денный проективный правый R̂ . -модуль стабильно индуцируется не
которым конечно-порожденным проективным правым # -модулем Р  . 
Пусть F - m  -порожденный проективный правый Rg -модуль, причем 
т. минимальный, m <tv  , р (  E F ] )< n ^ ,  и модуль F  не содержит 

п гачоствс прямого слагаемого модуль R^  . Покажем, что Е = (0 )  . 
Пусть модуль F * (О) . Так как согласно теореме 4 .2  [1 5 , с .
36С] проективный Я£  -модуль F  стабильно индуцируется конечно- 
порожденным проектишым правым R  -модулем Р  , равным сЯ @ ^ р * 
где модуль Р *  изоморфен либо Р 1 , либо Рг  , значит, fRr  & F ^
= 1Rг  9 Я * . Так как Я£  -  пешулокальное кольцо, то согласно

СЛЯДСТВШО 1 .4  [ 2 1 ,  С.1 4 3 ] получим, ЧТО либо F  • * R£  ® ^

л... с !Pg *  [  1 Р v ® Р • Последний изоморфизм невозможен пре

С- t > 0  , потому, что фактор-году ль Р~ не содержит в качестве 
прямого слагаем ого модуль Я , ибо 9 р *  э  ‘Fpi . Значит, F  ^

; . 8



» t */ n n *
■ “ это ПР°ТИВ°Р0ЧИТ п радиол о кению относ ительно_м>-
дуля F  . Итак, t * t  и F s ? P r  . Значит, фактор-модули F  
и t Р* изоморфны. Нс. последний изоморфизм невозможен, целому что 
модуль F  порождается не более чем т  алементами, т  <■ п, , a 
модуль 9 П  не может порождаться менее чем ^ п. алемомтами.
Итак, предположение F  F(O) приводит к противоречию.

Пусть теперь F -  /п -порожденный проективный правнй R ,, -  
модуль, причем т -минимальный, m *rv, p ( [ F J ) <  tv , F  4 (О) 
Согласно доказанному модель F  должен содержать п качестве пря
мого слагаем ою  модель Я ̂  , предположим F - Я̂  ® F  И t  -  
максимальна!!. Значит, подмодуль F * проективен и не содержит 
в качестве прямого слагаемого модуля Я£  , F *  т порозден, 
п ь 'л /rv < п, , р ( С  F * ] )  * fi- . Согласно доказанному имеем, что 
модуль F * " ( 0 )  . Следовательно, F= еЯ£  , p ( [ F J )  *t<n.
и модуль F  ^ .-с в о б о д е н .

Теперь покажем, что все  проективные праш е Я^~ модули 
типа Р ‘( 4 ) 10  * Q < ° " )  конечно-пороздены. Пусть F  -  проек
тивный правый Яд -модуль типа Р" (О) . Тогда фактор-модуль F  
изоморфен либо Яг  -модулю е R - & ‘ ( О Ф t )  , либо модулю

• * ? / « £ ) ■
Пусть F  *  ̂Я' @ * (  О Ф i. ) Р * -  проективный V  -модуль,

определенный матрицей А £  (А ) (  ■ Я Rs  -  универса
льный £  -обращающий гомоморфизм). Тогда

л р г я Г р  «  я1( 0 * 1 ) *  "ей  
£  и

согласно теореме 5 [2 2 , с . 233] проективные Д -модули "F и 
® * Р * иэоморШи. Следовательно, модель V  конечно-по- 

рожден. Таким будет и модуль F  .
Рассмотрим теперь t  алгебру Я (») •& < ‘ ! > А , Л)1

^т“Хт,1 ( т * 1' * ’- •) • порожденную элементами х 1” ' /нл-ы&г-
X - ( Х Г ’ ) и опредапяюишми соотношениями 

т Vриц
X -  Аtn + 4 U )

Х' тАлгебра Ru\ универсальна относительно свой ств * » я х ...
[  19, с . 3 6 4 ]  . Рассмотрим свободный правый /?(л )  -модуль F 
- л Я(п) с  базой Ff , e£ t  . . е ^  и его подмодуль
где К umi  *(*■)  и элементы U „ , , U ,т* Ut 1 *' У /пя.

(п>- 1,2 , , . . )  определяются равенством

Umi  "  U тп ) * ( е , е г е„) Хп (3)
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Пусть ‘  A ’ e.L h'c ; ( j  • / ,2  -произвольные элементы из
В В  Л' . Соотношения (3 )  и (2 )  Елекут включение К„ £  f fмодуля

поэтому сущ ествует такое а  , что я , е  К СС, и- . ■ ■
' </ 7 ’ /  **' fl У

= ( е , , е £ . . . е п ) Х ? - ( Ъ у  t y j
Значит, ( f y  ... у -  -  л у  г у . ..  t> y -) /t

= К /
'•у

Теперь имеем
Ь - / у )  ■

а- ш(с ,  е£ ... ^  ^  ... ^ ) Ь , (е< ег ...ел)

' ( 7 у  / у - / у ) 11 “ £  “-pui </у </* / , 4 ,

X  Oft

Отсюда согласно теореме 2 .4  [1 3 , с . 383J  следует, что ДГ является 
чистым подшдулем ^  и фактор г мо.дуль F /K  -  & (п) -  плоским.
Поскольку модуль Д" счетно поровден, то в силу теоремы 3 .2  [1 4 ,
с .  8 9 j  К будет проективным ^ (л )-ы о д у л ем . Определил гомомор
физм •' R (n) R , дде Я “ £  < А • А* > -  Еышепо-
строеннья k  -а л геб р а , полагая ул ( в Г ф - а у  [ i , j  * f , Z a ;
т. -  t , z , . . .  )  . Очевидно, что i ' -эпиморфизм. Обозначим через
£ ( л )  множество всех  квадратных матриц #  над кольцом та
ких, что матрица </л (Я) обратима над алгеброй Rs  . Из свойства 
универсальности легко след ует , что имеет место коммутативная 
диаграмма

RCn)

R

' I f f  (Я)

С4)

где кольцо Г является 2 * (п) -локализацией кольца Я (л) ;  Л _  — 
универсальным ^^-обращ ающ им гамом орфизмом. Так как R ̂  -по- 
лулокальноо кольцо, V7*. -эпиморфизм, то согласн о следствию  к 
теореме 3 .1  [ 2 0 , C .6 8 6 J  Г  будет полулокальным кольцом. Поло
жим К**и~ К*т , ГО9 u*mi г -  подмодуль и и’т< ,

ип>1 >-- t ипк являются элементами правого Г  -модуля " Г  с ба
зой е *  t е *  , . . .  t е*я , определенные равенством

( UfXt -  О - Г *  (5 )
и х *т ' * £(т  ( Х „ )  l m - t , z , . . . )  .  Д алее,как и выше,по
казы вается, что подмодуль К* является чистым в модуле Л Г  ,
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фактор-модуль Т / К * -  Т  -плоскш и К  проективный 
Г -м о д у л ь . Так как K ev  </’П £ & J ( T )  , V ^iX ^)  * А } 

то фактор-модуль К '  является Л -порожденным. Следовательно, 
правый Г -модуль К является модулем типа Р° (ю  . Покажем, 
что модуль К * не конечно-поровден. Допустим, что он коночно-ьо-
ровден. Тогда равенство X*m = X
ношение К' -гг)
модуля К 
что

nut и (5 )  влекут соо т-
К , поэтому ч силу конечной порожденяости 

к X* , равного J ~  х*т • сушествуот такое целое число а- , 
*••• Тогда « £ .  «  Л>!, у ‘ t, t  t > f\

“у ' 4  и,la cij i •• ■ * £ > * /  т<uh ) -

« £ * -  *£,*к * ; • « ; - * * > -с1 с ° ( су \ * п  .
Отсюда в силу овободности базы В * , £ £  и соотношения
Л Д  = Х £ ' X f_i следует, ч т о / J  - X С  * Xjt Л */ ., С

и *£т .е .
К ( ‘ Х у  (6 )

Далее, взедем k -алгебру R0 порожденную алфавитом ■х , у  о
одним определяющим соотношением л-у  = О , т .е . ,к а к  в рабо
те {2 4 J , Я , -  i  < * , у  1-ХУ =0 >.

Пусть if0 : R 0 - * - £ ®  £  -  гомоморфизм /  -алгебр такой,
что U ,О) ,  /„(V) * ( а> 0 )  ^„-м нож ество всех  квадратный
матриц (0 над кольцом R0 таких, что матрица fi(tQ) обратима 
над алгеброй А Ф i  , Те — £  -локализация кольца Rr

Г.
и £„• х + и

Определим гомоморфизм I  -алгебр <R : R (я) 
следующим образом: ¥ ( х [ ^ )  “ $ij '£„ У  t’m‘  1,Z, ■, >

i , j  = 1, Z , ■.., Л )  • Легко нидеть, что для любой матрицы Я  
из множества Z  (п)  матрица <f 1%) обратима над кольцом , 
поскольку имеет место коммутативная диаграмма

ч
R /

’ и  

t e l

где £ -гомоморфизм /  на £ -алгэбре ~А >
определен слелушим образом: ( i j )  (&>0 ■■ <"'1
Значит, можно построить коммутативную диаграмм'
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Теперь р а в е н с т в  (6 )  влекут, что i '  £ J  y d  % m [ l  £  * у  d f ] e

( i -  единичная я г л -  м атр и ц ) и у  *  у  показано
в работе [24], последнее равенство невозможно. Следовательно, 
правый Г -модуль К * типа Р° щ)  не конечно-порокден. Рассмот
рим теперь проективный правый Г  -модуль Р  типа P °«f) ( f * * -*). 
Исходя из диаграьмы ( 4 ) , построим Р .-м о д у л ь  Р  в Г *  z  . Так 
как в диаграмме (4 )  является эпиморфизмом и легко видеть

Кe t  fi,x * J ( T )  , то (полечив Ке% Y „ z M& )  имей!,
что Тl o t  , *Х /Т(ЯЖ) * Т / Ц Т ) ,

Р/Р T {R )* P  <St (T/J(T))~- Р 9 г (Их /Т(Яс  ) ) ‘ (Р*т *г У(РФт *х У(Яя)

Значат, -модуль Р &r  Rj, является модулем типа Р * ( у )
(<f t n  - 1 )  и в_силу еышедоказанного он свободен, поэтоцу бу
дет свободным Т -модуль Р /Р  Т ( Г )  . Отсюда в силу теоремы 
6 [22, C .2 3 3 J и вытекает свободноеть Г  -модуля Р  .  Итак, все 
проективные правые Т -модули Р  типа Р * (у )  (у  л n - / )  
свободны. Теперь покажем, что всякий конечно-порожденный проек
тивный правый Г  -модуль р  свободен. Рассмотрим ого фактор-мо- 
дуль Р  , он изоморфен одному из Г  -модулей е Т ,
* Т (В* ( £  Ф О)  • Не ограничивая общности, можно счи тать , что 
р г Т в * ( О ф & )  . о т е щ а  *  р  £  ” *  ?  6  * К  +  как

Т -м одуль, согласно теорему 5 [22 , с , 233] получим, что про
ективные Г -  подали Р и Т ф * ц щ изоморфны. Значит, Т 
-модули К и К *  конечно-пороаданы. Пришли к противоречию, 
поскольку, как показано выше, К* -  не конечно-порокдея. Следо
вательно, всякий конечно-порожденный проективный правый Т -м о
дуль свободен и 7 есть  искомое кольцо. Д оказательств'" законче
но.
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ОБ ОПРБШпЕМОСТИ АБЕЛЕВЬХ ГРУПП СВОИМИ 
ПОЛУ ГРУППАМИ ЭНДОМОРФИЗМОВ

А.М.Сеоельдин

Говорят, что абелеЕа группа G  определяется с м е й  полугруп
пой Е (G )  (сгоим кольцом [ ( G ) }  эндоморфизмов е некотором клас
се  абелевых групп, если р этом классе не сущ ествует таком груп

пы Я  . ч т о  6 г $ н  и E,(G) = E\H'), U(Gr)  =  Е(Н)) .
Данная работа состоит из Д Е у х  частей . В перЕОи части дока

зывается некоторые Еспомогательные результаты и рассматривается 
вопрос об определяемости абелеЕых групп некоторых классов своими 
полугруппами эндоморфизмов (предложения S .1 ,  1 1 .1 ,  1 2 .1 , - 1 3 .1 ) .
Во втором чести работы рассматриваемый Еопрос полностью решается 
в классе вполне разложимых абелеЕых групп без кручения (теорема 
А .2 ) .

Основные результаты были доложены на семинаре по алгебре е 
МГУ и ТГУ и ан-онсированы в [1] .

• Обозначим через ранг абелеЕои группы 6г . группу G на-
зорем почти делимой, если множество H ( G )  = { p l p G  Ф G J  
конечно.

1 .  Вначале докажем следующий простои факт.
Лемма 1 . 1 .  Если система поперно ортогональных

проекции аоелевои группы G  , то G ® ( 5 p G  ® Я .

Действительно, заметим Еначеле, что £ / ( & , £ i ) mо  >
2 с  * *(Z1 ( ? )  * £ < ? ■  . Следовательно, достаточно рассмо-

Uj 1 < 7  1
треть случай П -2  . Имеем (У ~(5jGr ® (*~<?<) Gr • Пусть 

т . е .  $  = £ г ф  для некоторого у  r€  G  . Тогда 

£(1£)*<?1?Z Iff') % Такмм обрезом, p e ( 1 - ( 5 i )Q  и. следо

вательно, Группа £ц G выделяется прямым сла
гаемым в Gr , а . следовательно, и в ( / ~ б / ) G  ■

Лемма 2 . 1 .  Пусть £ '(& ) = (?'(£)лля  некоторых абелевых групп

<*, а  _  ия в ~ £  ® & l . v  _

Тогда G * Z $ l И £ * ( б 1 ) - Е Ю ,L=< L
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Д ействи тельно, в условиях леммы имеем V'(<fj (у ) ж }
где (?/ , - ^ п .  -  полнея системе ортогонельных проекций разложения 
С i ) .  С ледовательн о, £ ^ (Е ,)  (i- ■ система ортого
нельных проекции группы Ц-, согласно лемме i . l  имеем_ прямое 
разложение G * £  <®(f, G & Н  (2 ) .  Обратно, если <5,, ..<5, Z
полнея систем е ортогонельных проекции, со о тв етств у  ш ея  разложение 
( 2 ) ,  то ,р а ссм о тр ев  V  и применив снове лемму i . l ,  получаем 

<5 = О . Отождествляя Е (Gi)"EiE (G )£i  и Е (6tt ) Е (S)E[ , 
имеем V  (Е ■(6 L))  -  П £ к Е ‘(S H E , ) ~ £ l E '(G )  Zi *  r  <Gt )  ,
L = t v .

Замечание 3 . 1 .  В условиях леммы 2 . 1 ,  рассматривая представ
ление эндсм('р^иэмоЕ_метрицеми f 2 ,  о • сЬЪ]. получаем, что е с 
ли Ч>(4>) -  <?е Е ‘(G),  ? € £ • ( $ )  . ТО V ( f i j )  = n£i<r£j)m

= £ l V ( V j Z j *  *fLj  . гд е  Ц ^ п  и H /ijU  -  матрицы эндоморфизмов 

<f и ( f  со о тветствен н о , l,J  = 1 , Z . Следовательно,

f j  f  f \ t )  * *£( Р/те^есл* J  + £  . Кроме того,
ясн о, что Ф индуцирует биекции между Нот ( S ,  , & ; )  и
Hom(GL ,G j)  для лгбых Lrj e  { f , £ л )  . Обозначения леммы 2 .1

используем в дальнейшем без срециальных огово р о к.
Лемма <1 . 1 . Пусть^ГУ^/ 23 E ’(S)  для некоторых абелевых 

групп G . G-G, ® S i  и сущ ествует такой гомомсрризм ~"~£f
что для любого <С/££Нот. (Gg,Gf ) коммутативна диаграмма

St - *•* . Gt

^ \ r  / « .
Тогда Нот Нот ' ( ,  G , )  .

Д о к а за те л ь ст в о . Пусть Hom(G£ ,Gf ) и

е Нот (6/. , G , )  тако й , что У ° £ а - л  для некоторого *  'е £ ( £ ,)  

Имеем -  <£((* '*■/>)(£& * < i ) )  . где  Ег -  проекции

с с о т в с т с т в у т .и е  раэлокени* G  *  G, & Gg • Используя замечание 3 . 
получаем Ч> ,л  r fl)  = ( < f u ')  *■ f (  f ) )  X (  V ( £ f i )  * f ( E g ) )  =

= *  (•*■ '* fg )+ Ч ’ ( Н * г )~  PM ) * f  (/>).



Лемма i>.i. Пусть Е  ( £ )  =* Е ( & )  для некоторых абелев! х 
групп», G mGt 9  t  и существует такой гомоморфизм^ ■'<£, ,

что для лгбого О + р ц  £  Н о т  ( ^  t$ f )  коммутативна диаграмма

t f ,

Ы  i

Тогда Нот «  Нот ($ г
Деис. вительно. пусть А , / к е  Нот ( $ г  , £ , )  и £ /г е. Нот(6£,^)  

такой, что 3/* для некоторого Jtr'ef( & . ) . Имеем f ‘
> VCC*, * № / * ) ) • № * * )  <НЫ +Р)~( ? ( £ < )+

+ ¥ и а щ т )  v ( * < < ) * «  <n*) + <f(p) .

. t  . -
Лемма 6 .1 ,  Пусть Е  Ш)  = Е  ( ( f )  для некоторых абелевых 

групп $ ,  6  “ф  е& г и Нот (<xi t G ') = Нот ( S i  }  &< )  .

Тогда/
1) если Ы  " № ) -  мономорфизм для некоторого

f a  е Hom(Gt ,&, )  . то Е (Gt )  »  Е  ( G t  )  ;

2) если 4  -  4>(&и )  -  эпиморфизм для некоторого 

4 е Ь т  ($г , в { ) . т о  ?  Е( 6<)  .

Деястзнгаль.ю у 1 )  - мономорфизм, е Нот($г , 6 ^

Е  ( G i )  . И м е е к ^  *Л)  -  <f(fa Л *fit  Д/ “  №  *  )

Следовательно, % (А+/к) = <f (Л )  + <?(/Ь).

2) Пусть 4  = ^ 4 ^ "  эпиморфизм, $ 6 Нот (t}£ (£( ) 
4 , f i e E ( G t)  . Имеем ( 4 ^  */kte ) - ?(лЕе ) г
* f  (jk &,t ) ~ (*£(*) + V ( Р ) )  & i  . Следовательно,
tnt/b)4f>u)*rrp. f

Лемма Пусть Е ( 6 )  s  Е ‘((?)  для некоторых абелевых 
групп <* , Q и G B6 t © . где ($t -  &е . Тогда

< ? • $ , * £ / ,  £ Ш ) *  * ( § ) ,  E«rt) * £ ( % )  ,



Д е й с т в и т е л ь н о ,  обозначим через £^  изоморфизм Е(г =■ Gf , 
о через 6 -  ему обратный. Имеем ^ ( £ и t£2f ) -  ^ ( £ , / )  /-У ^ , )
( з а м е ч а н и е  З . ь )  и [ Ч , (£ ,г

= t U )  +£t  )= у/ц  т(<?к 1̂§- Таким обрезом, <Е ,г  и ^  явля

е т с я  в з а и м н о  обратными , п р и м е н я я  леммы <♦.! и 6 . 1  

Кг “fig = ** />? ° ^ 1г  ) * получаем требуемые изоморфизмы.

лемма 0 .1. Пусть  E'(G) = E ‘(G) для некоторых абелевых 

групп G , 6  и G=G1 ®G£ ®G} , T ^ G f = G & . Тогда

G - G t * £ , * Л ,  Е ( М  - * < £ ) .

E ' ( G t  &<*л) ^ Г ( £ г ® & , )  . - t  . -
Д е и с т в и т е л ь н о , с о г л а с н о  л е м м е  2 .1  имеем, Г ( Ъ )  * £ ' ( * £

Lg {1 , Л , 3 ]  . П римен яя л е м м у  7 . 1 , имеем Е ( 6 , )  * £  ' $ > .

А б е л е в у  г р у п п у  G  н е з о Е е м  S -  однородной, если она разла
г а е т с я  в  прямую су м м у  п о п а р н о  изоморфных прямых слагаемых,т.е.

G “21 & G: , G, s  G: для л г б ы х  i j  €  3  ,  l f f & £ .
1еэ 1 <t J

П р е д л о ж е н и е  9 . i .  S -  однородная ебелеЕв группа определяет
с я  с в о е й  п о л у г р у п п о й  эндоморфизмов в некотором классе абелевых 
г р у п п  т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  когда она определяется сеоим кольцом 
э н д о м о р ,  и э м о в  в  э т о м  классе. _  _

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  Е  ( G )  s Е  ‘( G )  для абелеЕых группа?

и G = И  ® 6г: , G; *  G- L j e J , / Cf/*£  . Случай, когда число
i e J  (Г в

с л а г а е м ы х  группы Ст конечно и нечетно, сеодится к случае четного 
числа слагаемых по лемме £ .1 .  В остальных случаях имеем 
G - G 4 где Grt = Gt  . Применяя лемму 7 , 1 ,  получаем
E(G ) = Е ( G ) . ' ц, t _

Демма 10ь. Пусть E ’( G )  ж Е  ( G )  для некоторых абелевых 
г р у п п  G , G г полугруппа эндоморфизмов которых изоморфна подгруп
пе мультипликативной полугруппы кольца Q  . Тогда

M m  -  г ( $ ) 1 .

Действительно, если эндоморфизм </р€ Е (G) есть умножение
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на простое р е Т ( б г )  • то неразложим в произведение необрати
мых эндоморфизмов, я следоЕйтельно , и обладает этим с в о й -

стеом . Таким образом, V (¥р) есть также умножение на некоторое 
простое <j.£ Я  (G)

Предложение 1 1 * 1 .  Делимые абелевы группы без кручения опре
деляйся сеоими полугруппами эндоморфизмов в к л ассе  эсех  абелевых 
групп. £

_  Д ейстЕительно, пусть Е (6 )=  Е (6 )  для а б е л е Е ы х  групп 6  , 
G и 6г -  делимая группа без кручения. Дели t(G )  *  / , то 

согласно лемме 1 0 .1  группа G делимая и без кручения. По л е м м е  

2.1 получаем l ( 6 ) ° /  и , следовательн о, 6  » 6  . Если ранг
группы 6  не меньше д в у х , то согласно предлож ена 9 .1  и [Э]  
имеем G = Gr •

Предложение 1 2 . 1 .  НередуцироЕанная абелева группа без кру
чения определяется своей полугруппой эндоморфизмов в некотором 
классе абелевых групп т о г д а , когда ее  редуцированная часть опре
деляется своей полугруппой эндоморфизмов в  этом к л а ссе .

_  Д ействительно, пусть E ‘(G ) = E’(G) для ебелеЕых групп G , 
G и G “ Gf ® Grt -  группа без кручения, где 6<_- редуцирован

ная, a Gtg^ делимая части  группы Q . Тогда &  л Gt & 6 е  ,

Е (G L) = Е  (Gt ) (лемма 2 . 1 ) .  Согласно предложениг 1 1 . 1
имеем 6 £  *  6 2 •

Предложение 1 3 . 1 .  Н ередуцироваж ая абелева группа без кру
чения, ранг редуцированной чести которой не превосходит ранга ее 
делимой части , определяется своей полугруппой эндоморфизмов в 
некотором к л а ссе  абелевых групп тогда и только т о гд а , когда она 
определяется своим кольцом эндом^ррилмов е этом к л а с с е .

_  Д ействительно, п у с т ъ ^ Т # )  = Е 7 ^ )  для абелевых групп. 6  ,
G и G = G Y &Gi  -  группа без кручения, 6 /  -  ее  делимая, а

G£  -  редуцированная части и l ( 6 f )  •> 'f ' (G t).  Обозначим через
изоморфное Еложение группы в Gf . Используя' инъектив

ность группы Gf , согласно леммем *♦ .! и 6 . 1  имеем 6 ~ 6 r ®Gj,

,  с ( $ , )  *  г ( & , £ ( ( , )  -  е  а } , ) .

H o m t & z j G f )  -  Homl&i tG,) .^Еслк . ^ j o c o r -

ласио леммам 7 . 1  и 8 . 1  имеем £(6,) = E(G<)  и E(G) ^ Е ( 6 )  . 

Если же Х ( 6 г , ) * /  , т о Ь ( ( ? г ) - (  (случаи 6г ш0  три ви ален '.
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учитывая, что НО гг) (6  г } <i{ )  -  , £ )  и предложение ч . 1  ,
i 1еем 6, = 6/  и Е(6)  = Е ( 6 )

2. Перейдем теперь к еопрису определяемости полугруппами эндо
морфизмов вполне разложимых абелевых групп без кручения.

Предложение 1 .2 . Абелева группа без кручения ранга 1 опреде
ляется своей полугруппой эндоморфизмов в некотором клессе абеле
вых групп,содержащем класс групп без кручения ранга 1 ,тогда и 
только тогда, когда оно делимая группа.

Доказательство. Достаточность следует из предложения l i . i .
Необходимость. Пусть А -  редуцированная абелева группа без 

кручения ранга 1 . Если /У(А ) /  > , то существует абелева
группа без кручения 3 ранга i такая, что Е(А)  :  £ ( 6 ) »  А * 6  ( P J ) .  
Пусть теперь /У ( А )1  < . Рассмотрим такуг группу £> без круче
ния ранга 1 , что / У  (3)1 *  1 7 ( A ) !  t У ( А ) \ 7  (5)  ” /Д  j  ,

J ( & ) I T < A ) ~ f p Ki , i < K  , для некоторых L , К £  Ж  , где 
Pl> P i  >P i “  последовательность всех простых чисел. Имеем 

Е ( А ) *  Q  Р Ж А ) ]  -{//■■• p i ' f r j *  Z  при ps t  Т ( А )  
и <Аs е  31 при p t е  У  ( А)  )  f £ (  3 )  s  & P f (  3 )  ]  . Стро ии изо

морфизм му ль ТИЛЛИ Кб 1 ирных полугрупп IP Q ‘ [ 7 ( A )  J  -  

2<Я-£Т(3) ]  следугшим обрезом: V ( p * '  " . . . '  Д  * '...'/>**

- р * 1’... 'Р*‘ "... Очевидно, что f  есть биекция, сохраняемая

умножение, следоветельно, Е '( А) я Е' (6 )  , А ^ 3
Предложение 2.2. Однородная вполне разложимая абелеЕв группа 

6 без кручения определяется своей полугруппой эндоморфизмов в 
классе всех вполне разложимых абелевых групп без кручения тогда и 
и только тогде, когда она почти делима при l (G)>1  и делинея 
при 1 ( 6 ) 4

Доказательство. Необходимость следует из [3] и гредложения
1 .2 .

Достаточность. Пусть Е (6 )  31 Е ( 6 )  для некоторых гполне 
разложимых абелевых групп оез кручения 6  и 6  . Если 6  = 6 . ,  
то из предложения х .2 следует, что 6  = 6  • Пусть теперь 6  -
почти делима и 1 ( 6 )  *2 . Согласно предложении 9 .1  и [3 J 
имеем 6  = 6
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Предложение 3 .2 . Вполне разложимая абелево группе без кру
чения ренте 2 определяется своей полугруппой эндоморфизмов в 
классе всех вполне разложимых обелерых групп без кручения тогда 
и только тогда, когда она почти делима и типы прямых слагаемых её 
сравнимы.

Доказательство. Необходимость почти делимости следует из 
ГЭ] . Предположим теперь, что G - G /  ® G£ -  почти делимая 

вполне разложимая абелева группа и Т (Gf )  ^  Согласно
предложение л .2 найдутся такие группы^, , £ г ранга 1 без вру
чения , что типы групп Gf , Gg , Gf ,G ,  попарно несравнимы и 
E ' ( G i ) ^  E ' ( S i ) , i u1,2 . Имеем E ‘ (G)  ‘ П ^ ‘ ( G L )  =
= 7 7  G =  S ’ G,6> £  .I 1 yi

Достаточность. Пусть G " Gi  ® Gg -  почти делимая вполне раз
ложимся группа со срагнимими типами Т (G<)  и t(Gg).  Если 
Z ( G i )  “ Г  ( G i )  I то применяем ’редложение 2 .2 . Пусть теперь
t ( G < ) > U G z )  и E J ( G ) * E ‘( $ )  для некоторой вполне разло

жимом еоелерои группы G без кручения. Согласно лемме 2 .1  имеем 
G ”G i ® G t . Т- (G f ) ж l  (G&)  - 1  . Рассмотрим £f l €4om($2,df)

таком, что С%г((}г) т$ 1  , где ff, и дг  -  элементы соотретственно 
групп и Gg с  минимальными характеристиками Л ^ , ) к  
Пусть Н о т  ) и * 1£ .Поскольку
I  ($/) * X 1<?) . т о  сукествует такой d ^ e  Е  (& , )  , что ■

Икеем . Применяя лемму <4.1,получаем Hom(Gg

S HomiGi  A t )  • Полегая , согласно лемме 6.1 имеем

Е (Gg) ^  Е ( 6£)  . Учитывая, что группы^»/ и Gg почти делимы,
имеем G f = G, и Gg = Gg , следовательно , G  S G .

Пусть подгруппа группы @ типа te Л  , где J? ^ -  мно
жество всех резличных типов. Положим Я. jl d (  (Ц ) /  ,
типы из S п_ будем называть почти делимыми ( Л ш0,/,2,.. -  )• Тип

J?  назовем изолированным в Я  , Я  СЯ  , если для л бого 
1 < Q '  либо Т '* Т , либо Т ' Ф  Т . Множество Я  С Я  назовем 
изолированным с Я ' с  Я  , если каждыи тип ю Я  изолирован в 
Я '  . Подмножество Я  "с Я  ' ( Я  с  Я )  назовем сверх изолирован

ным в Я  , если я ’ И̂О ЧЛГО13̂  но ? Ьв и дли Л-̂ ОГО С из того, 
что.О "  изол крона но в £ V (  Я  ' \ Я ' ) , Я ' Г )  ( Я ' \ Я ' )  * 0

■а 1 Я ”‘П Я п 1= /Я" n Q j  для каждою Л  4 .2 ,i, лсдует



Пусть G = 21®G; ~21& G lV -  вполне разложимая 
i£0 1 TtQ($) П ) ф

гселеЕа группа без кручения, где Q -21 , J(t)
* { t e f f / T W £)  - * }  , я (6)  -  множестро всех различных типов 
групп S - ( i c J )  ранга 1 .  Полонии Q  '(G) * { t e Q ( 6 )  /Т
изолирован в Q m *  и  m i - / } .

Теорема *t.2 . Вполне разложимая ебелева группа G без круче
ния определяется своей полугруппой Ьндоморфизмов в классе всех 
вполне разложимых абелевых групп без кручения тогда и только 
тогда, когда?

а)  всякий тип из £2(6) почти делим;
б) множество Я ' ( 6 )  сверхизолироЕано в £ 2( 6) .  
Д о к азател ьство . Необходимость а) следует из [Э] . Предпо

ложим, сто существует такое множество n ' c Q  , ЧТО Я '  изолирова
но В Я ' 0 ( Я ( 6 ) \  Q ' ( $ ) ) ,  Я ' П ( £ 2 ( 6 ) \  Я ' ( О )  -  0

и / Я ' П Q J  • / Я Ю л % /  _для каждого п •* < , 2 , Ъ и 
Я  ' * Я \ ( я )  . Положим 5 = 6 , ®  &е , где »

6 2  * 2 1 9 Q  (Т) . Имеем £ ' ( & ) % % $ ' ( & * * * )  . Так как

/ Я П Я „ 1  -  1 Я ' ( 6 ) Г ) Я  п 1 для каждого О т 1 ,2 ,3 . . .  , то, исполь
зуя построение при доказательстве необходимости в предложении 1 , 2 »

получаем Е '  (<лг )  ж Е  ’( 2 1 9 6  ***). Заметим, ч т о £ у и 6г -  вполи
характеристичны, следовательно, Е ' ( G )  s  E ‘( G )  . Ксно, 'iToG^G.  

Достаточность. Пусть условия а) и б) выполнены,

r m v f l )  - £ & , * * >  -
некоторая рпслне разлсжимая абелева группа без кручения,

G a] - Ж  9  6 ;  , f i t )  7 / г
Jd  ?(X) ’ n  П) ~ s' (T) V _  /-ч - r  \

Покажем гначьле, что 17 = U для лмбого Т е  <bd l « y  •

Действительно, пусть G j ~ G  (T>, ® G  )  ,
V* Г

тогда по лемме 2 .1  имеем и E ' (Gf )  = EX G £),

E ‘(Gt ) =  Г ( 6 £ ) . Если / J < V f > t  , то согласно предложение
2 .2  получаем 6 / =  &г н 6  г  не содержит прямых слагаемых ранга 1 
типа X , т . е .  G <т> — 5  rt> . Если / У ( Т ) / ~  1 и Tf. £2 ' ( G )  , то

лне



Gi  содержит прямое слагьемое ранга 1 типе, сравнимого с Т . Сог
ласно предложению 3 .2  иьеем G . = G,  . Учитывая предложение 2 . 2 ,  
имеем £ , 3 ? £ ' ? т . е .  G (t> * G .
Пусть теперь G v -Z l G ^  , тогда G* не содержит прямых с л а га е - 

((г) , t
мых ранга 1 ти п ов,сравнимых с S 2 (G ), и для любого Teba(G) ) 
\ Q '(G  )  _  содержит прямые слагаемые, иэомор5>нне G (t* ,

кроме т о го ,Gр не содержит прямых слагаемых ранга 1 типов, не при
надлежащих £2(Gr) \Q '(G ),  т . е .  Gj *  Gz ■ П_усть £ 2  '(G) - мно
жество типое прямых слагаемых ранга 1 группы 6 }/ . Ясно, что G  ̂
не содержит однородных прямых слагаемых ранга 2 , iQ (G )  изо; ировано
в £2 ' ( G )  и (£3(&)  I S3 7 & У ) a  ' (G )  п  (Л ( & ) № & ) №  -
наконец, по лемме 1 0 . 1  шьемf Q ' ( G ) f t £ 2 п )  j~I£t) (G)ft £2п / Ql .

Так как Y^^CEePXH30J1MP0EJ H0 в £ 2 ( 6 )  , то a w )  -  
= £2 '(G) и, следовательно, G = G

Пример 5 , 1 .  Пусть Т t Tt  -  типы,содержащие характеристики
( Л * » , » " - . -  ) ,  ,  О ,  соответствен н о»

@(<ПСТ)@<А d ) ) e  & * ’)  6 ' @ Q ctt) ,
Те Q t I f  Г», Тг} , '

тогда группа G '  определяется, а группа & не определяется сеоими 
полугруппами эндоморфизмов в классе всех  вполне разложимых абеле
вых групп без кручения.
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о б  г а о ш я х  совпали ш  м ю гоон ’аэия и к е а з !  многообразия, 
ПСРСЕДБННОГО КОНЕЧНОЙ АЛГЕБРОЙ ЛИ.

К.Н.Семенов

Ь работе А,Ю.Ольшанского [2] описываются многообразия финит
но аппроксимируемых групп а изучаются условия совпадения многооб
разия и квазимногообразия, порожденного одной конечной группой. В

работах Г1 , 3 ]  его результаты о финитной аппроксимируемос
ти перенесены на случай многообразий алгебр  Ли над конечным по
лем . В донной роботе р ассш тр и вая тся  многообразия и квазимго- 
гообр азия, порожденше конечными алгебрами Ли. т . е .  конечномерны
ми алгебрами Ли над конечным полем.

lianoMHHM, что по определению ф нятно аппроксимирует я алгебра 
Ли е ст ь  поддекартово произведение некоторого множестш конечномер
ных а л геб р . А -алгебра определяется как алгебра Ли, в с е  нальпответ
ные подалгебры которой абелевы . Монолите ческой назы вается алгебра 
с нонулевыы кгиманьшим идеалом -  монолитом, вритичесгая алгебра 
определяется как конечная алгебр а, не принадлежащая многообразию, 
порожденному ее собственными факторами.

Т ео р еш  1. Пусть & -  конечная алгебра над полек характерис
тики р  А г, 3  . Р авен ство CpVa,i/(G)  "  V'dV ( 6 )  имеет
место тогда и только т о г д а , когда»

О G -  А -алгебра •
* О в с е  монслитические алгебры из trat(G )  изоморфно

вкладываются в G
Утверждение о ста ется  справедливым над любым конечным полем, 

если дополнительно предположить, что ;1лгебра (г р а зр еш и т.
З ау еч 1Ряе 1 .  Проверка условия i t )  для конкретной конечной 

л г е б г ы  молот п очазаться  затруднительной, в отлитие от теоретике-



группового авалога [ 2 ]  ,  где достаточно изоморфного вложения
в порождающую группу лишь факторов само): этой гругаш. Одного, как 
следует из доказательств в [ 1  *  3 ]  ,  порядок (  т . е .  ко-
личество элементов ) моыолитической алгебры из многообразия, по
рожденного конечной алгеброй Ли (у , легко оценить константой, 
зависящей только от 6  . В  частности, многообразие Vu,x-(G ) 
содержит лишь конечное число моыолитическвх алгебр.

Замечание 2 . Из предыдущего следует также, что в \ra.v(.G) най
дется конечная алгебра Ли L такая, что любая другая алгебра 
из V O - t ( G )  вкладывается в некоторую полную пргыуо степонь ал
гебры L -  факт, отмеченный в f 2 ]  в групповом сл у ч ге . Дей
ствительно, достаточно в качестве [_, езять прямее произведение 
всех неиэоморфяых монслитических алгебр из v a v ( G ) .

Замечание 3 .  Ь отличив формулировки теоремы 1 or ее теоретико- 
группового аналога [ 2  f теорема], сказы вается своеобразие 

теории многообразий А -ьлгебр Ли. Дало в том , что любая монолити- 
чесдая груши из многообразия, порожденного конечной А-группой, нь- 
ляется , во-первых, критической группой и , во-вторы х, фактором по
рождающей группы [ 2 1  .  Приведенные утверждения об А-груопах
не переносятся на А-алгебрн Ли. Пример монолитной нокритической 
А-алгебры построен в [ 5 ]

Теореме 2 .  Критическая алгебра из многообразия, порожденного ко
нечной А-алгеброй, может пе быть фактором порождающей алгебры.

Д оказательство теоремы 1 . Необходимость.
Предположим, что & содержит неабалеву шиы.отватную подал

гебру и пусть trv -  ьькси№льный порядок нильпотентных индекса 
2 неабаленых подалгебр в 6  Тогда в каждой такой подалгебре 
выполняется квазитождество

л [ *  A J  * X* =*• АГ„ -  О/и. i 1 I lJ  л ‘
соответственно

6
гмг I s ) выполнено квазитоядество

С другой стороны, тогпа N2 с  V ' a i ( G )  , л в /Vг и,
следовательно, в VUV ( (г )  последнее кваэнтождеетво ни випел- 
няется. Достаточно рассмотреть -игобру

* ‘ Z ( » ) >
Таким образом, если Q содержит нсабелеву нильпотентную подал
гебру, то  у г а ъ ( С г )  / vclv  ( G ) .

Для доказатальства условия i t )  предположим, ото L 
монолитическач алгебра и з тгаь (G )  , И звестно, что для конечной



алгебры Ли Q (j, v'cbty ( G)  может быть отождествлено с всевозмож
ными подалгебрами прямой степени G . Т ак что условие vab(G)m 

(<х) дает Еложение L *->~nxGi , =  G  .
Пусть 3iL -  проектирование на L -ю компоненту в П .
Тогда (  Кеь J ± П L )  & L ,  (  П  Кех,^ ) f )L  - Л  П1_) ~ 0  .
Но L -  конечная ( по замечанию 1 ) монолитическая алгебра, пос
леднее равенство дает для некоторого i0 • П L -  О .
Тогда At- /, • L С>-*- G  _  искомое вложение.

Достаточность. Пусть w -  конечная алгебра Ли, удовлетво
ряющая условиям < )  и / О  • Из условия < )  и
работ [ 1 ,  , 3 ]  следует, что V a v ( G )  — многообразие
финитно аппроксимируемых алгебр Ли. Пусть Н с  v a v  ( G )
Алгебра Н вкладывается в декартово произведение своих монало
гических фекторов, конечных в силу финитной аппроксимируемости. По 
условию I С) каждый такой фактор в свою очередь вкладывается в 

G , что дает вложение И Су-*- П * Gr-t , G ̂  “  G .
Поэтому V'a.Z'(G) £  (f ^ 0 -t (G )r обратное включение очевидно. 
Теореш  1  доказана.

Д огазательство теоремы 2 . Пусть -  любое конечное поле,
/ Л / = ^ ,  К -  его квадратичное расширение, 

для некоторого J. и Лг -  сопряженный с относительно
группы Г&луа G aJ>( K / i  )  элемент К . Тотда по формуле 
Виега для квадратного уравнения имеем £ ,
Положим

Л , ч Е ( И ) .  \

Обозначим через V  двумерное векторное пространство 
над К с  базисом { е ,  , е г  J  .  Матрицы A L ,  &i 
естественным образом действуют как автоморфизмы пространства V  , 
Положим. S  f « k t & &i , -  i A t  + £  6 г

S j  ” AA^ * t  3  7 .  Рассматривая , 3 g  , £3 , V
как алгебры Ли с  нулевым умножением, определим следующие метаболе--  
вы алгебры Ли над &■ : Gt -  3  ̂ А V  , 1 = 1 ,  2 ,  3 .
Очевидно, что V - G .  Поскольку любое преобразование из 
*>i действует т ТУ как автоморфизм, Q ■ , 6 г , G, 

А-алгебры . [4^ ,  л емка 3] .  Обозначим через Af , Аг ,
A j  ассоциативные алгебры, порожденные соответственно «У/
Sg , Sj . Так как - л Е .  »  «г-Е

алгебры Af , Ф.“ t t Z  , J  , содержат КЕ , так  что любой 
идеал алгебры G\ .  ,  лежащий в V  , будучи AL -  под-

1 3 6



модулем, должен быть и К -  подмодулем. Теперь становится ясно, 
по 6 /  , 6 г , а ,  -  мополитические алгебры с монолитом /е,. 
Более т о го , они ли ти чески е в силу предложения 1 [4]

Заметим, что 63 — . Для этого рассмотрим алгебру
6\ = где  6 ' ,  - S '  Л  ГГ, S '  -  I f - A . + S f  ) +
+ i R 1 • l ( o p )  6 i .  пусть 6V  6 e G a  t  ( Л /4  )

8 f  j f  у , S* J -  базис /Г над ^ , тогда [ $ f e i  , £ц ^у, ^  <v ,
Z( }  -  базис над А .  Изоморфизм G'f -  6 3

задается  заменой этого базиса на { е ^ / е / в  £ £ €ц J  . 
Действительно, если Д  = * т о « ( е ' ^ 1 =
“ )“a’f6"£f + Я-*6 && • и матрищ умножения на Д в

базисе { ^  } совпадает с матрицей умножения на < в бази-
с е  { 6 £ / , 6

Для до газательства  теоремы покажем теперь, что 
6ц £  V'0'b(G-i ) , а именно представим 6ц в виде фактора 

6 1 * 6ц  • Обозначим через /2 подалгебру в G< *-G3 ,
порожденную элементами ( 'б ,£ , }  , (et , е^)  , ( * f , e , ) %( A f , Аг ) , 
(А/,бц) . Легко проверить, что матрицы действия элементов (/4,, ж
(ВцВц)ъ базисе [(o,ef ) ,  ( £ ц , ) f ( в t , имеют вид соот

ветствевно
/  <4 У О \  / Оу О О \
[ О  «< О ) [ о а- О ) .
\о О ос J  > \ 0 У От /

Так что очевидно, что ^ 2 ^ / , £/)<* // и H/t(e ,,e t) *  6гц
О стается добавить, что 6< г например, потому, что

6ц содержит элемент &ц со с  тал ярным действием на 6 \  -  V" , 
вид которого не зависит от базиса в 2^ . Такой элемент не
представляется в виде а- Е = 6А у t 6  Вг  , так  гак отсюда С -О , 
а оператор А у не может быть диагонализируем над 6. , посколь
ку он аннулируется неприводимым над многочленом -  минималь
ным многочленом для «б . Т ео р ею  2 доказана.

Отметим, что большое количество примеров, иллюстрирующих отли
чия многообразий А -алгебр Ли от А-групп, изложено в работах Г.Б.Шег 
вой [4 ,  5 ]  . В  гастности, указанный выше пример постро
ен под влиянием работы [ 4 ]  .

Автор приносит благодарность Ю. А. Бахт урину за постановку задач 
и внимание к работе.
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ЗШОЦЕПНЫЕ МОДУЛИ НАД ДЕМИДОВЫМИ 
КОЛЬЦАМИ

Е.В.ТАРАКАНОВ

В последнее время в  литературе широко изучаются различные 
эндосвойства модулей и абелевых групп. Под эндосвойством моду
ля понимается его  свойство как модуля над кольцом своих эндо
морфизмов. К изучаемый в  ряде работ классам относятся и эндо- 
цепные абелевы группы, то есть  абелевы группы, у которых вполне 
характеристические подгруппы образуют цепь. В [ I J  без доказа
тел ьства  приведено описание эндоцепных абелевых групп, содержа
щих ненулевые элементы конечного порядка, а  в  работе [ 2 J  отме
чены некоторые свой ства  эндоцепных сильно неразложимых редуци
рованных групп без кручения, а  такпе групп без кручения конеч
ного р ан га. 3  донной ста ть е  описаны периодические эндоцепные 
модули над коммутативными дедекиндовымп кольцами. Изучение эн
доцепных модулей сведено к случаю модулей без кручения.

В се кольца предполагаются ассоциативными и с  единицей, моду
ли -  унитарными. Под словом "группа" понимается абелева группа. 
Через Eg (М')  обозначается кольцо эндоморфизмов модуля М 
над кольцом R  , через М ‘*  ̂ -  прямая сумма «< экземпляров 
модуля Л] ( я  некоторое кардинальное ч и сл о ). Напомним, 
что дедекиндовым кольцом назы вается коммутативная о б л асть , в ко
торой всякий собственный идеал п р едставляется в виде произволе
ния конечного числа максимальных идеалов.

Определения, обозначения и основные факты, касающиеся моду
лей над дедекиндовымп кольцами, приведены в

[3 ]  , обозначения, относящиеся к абелевым группам,_ в

Г4] .

i3 S



§ I .  Общие свойства
Модуль М р  над кольцом R называется эндоцепным, если

он является цепным как левый модуль над своим кольцом эндомор
физмов. Очевидно, что модуль М R над коммутативным кольцом 
эндоцепной тогда и только тогда, когда его вполне инвариантные 
по.пмодули образуют цепь, то есть  для любых двух вполне инвари
антных подмодулей К и L в выполнено К е  L или L S K  .

Лемма I . I .  Пусть Мр -  модуль над кольцом R , MR •
Тогда любой вполне инвариантный подмодуль Н е  М #  пред
ставляется  в виде // = ®г  Н ■ , где каждый НL ~ Н П МL
-  вполне инвариантный подмодуль в М L , L e i ,

д о казательство . Пусть 5Ft •' М~~М -  естественные проекции 
М па М L , L e i  . Так как И вполне инвариантен в М R ,

3\ Н е  н  для любого L e i  . Д алее, поскольку с  МL ,
для любых l и j  из J  имеем J L H n i L H =  О . Таким 
образом, очевидно, М R Jf/ Н , из включений

Н s  Н П  M L для любого L e i  получаем, что 
Т \ Н  = Н n  M l .

Лемма 1 .2 . Пусть Мр -  модуль над дедекандовым кольцом R , 
Мд*) является эндоцепным тогда и только тогда, когда М я

эндоцепной модуль над R
Доказательство утверждения непосредственно вытикает аз лем

мы I . I .
Легла 1 . 3 .  Фактор-модуль М / N  эндоцепного модуля М по 

вполне инвариантному подмодулю N  — М  является эндоцепным
модулем.

Д оказательство. Пусть К  u L -  два вполне инвариантных 
подмодуля в М к f  •' М *" М /  N -  естественный эпимор
физм. Тогда, очевидно, из К  s  Д ( L  s  К )  вытекает, что 

/  П .
Лемма 1 .4 . Пусть М  -  модуль над дедекандовым кольцом R  ,

М -  А ® В , причем А -  вполне инвариантный подмодуль 
в М . А/ является эндоцепным модулем над R  тогда и толь
ко то гд а , когда А и В -  эндоцепные над R  и для лю
бого эломента $ е  В  имеет место включение

A s  E j (  Л П  в
Доказательство. Необходимость. Пусть М  -  эндоцепной модуль. 

По лемме 1 .3  В =  М /А  _ эндопепной модуль. Далее, по
скольку Е р  ( М) 8 -  виолнэ инвариантный подмодуль в М  ,
Ер  (  М ) 8  -- А или А £ £#  ( М ) 6  для любого S e  В



Пусть Е Я ( М )  6 £  А . Тогда / м 6 s  А и А Р  б  *  О
( 4 м -  тождественный эндоморфизм модуля М , 4„ е  ЕR ( М )  ) .
Таким образом, А =  Е я ( M ) S  для любого S e  3

Д остаточность. Пусть М = А в) 3  , А и В -  эндоцеп-
ные модули над R  . Любые два вполне инвариантных подмодуля 
Mi и Мг в 3  по лемме I . I  имеют вид М / = (М ( РА  )  6 >
© ПВ ) ,  Мг = (Мг П А ) Ф ( М г П&-).

Пусть, для определенности, М < Р А £ Мг О А . Поскольку
A s  Ея (М ) 6 для любого 6 е  б  , М{ 3  В s  Мг П В 7 

следовательно, М i £  М г  .
Л еш а 1 .5 .  Пусть М -  эндоцепной модуль над дедекиндовым 

кольцом R , не являющийся инъективным модулем. Тогда сущест
вует единственный ненулевой простой идеал Р  *я  R такой, что 
М *  М Р .

Д оказательство. Существование ненулевого простого идеала 
Р *3 R  со свойством М А М Р  очевидно; иначе М Р  = М 

для любого M P <  R , следовательно, А х. = А для любого
R и M r  -  делимый модуль над дедекиндовым кольцом, 

а ' следовательно, и инъективный модуль. Пусть существуют два 
ненулевых простых идеала Р  *=* R и Q R , для которых 
МР з* М  и MQ ^  М . Поскольку Р  и Q -  простые соб
ственные идеалы в дедекиндовом кольце, Р  и Q -  максимальные 
идеалы в R  (см . Гь , с .  2 4 3 J  ) .  Таким образом, из P s p * Q s  R 
следует, что Р  * Q = R  (иначе Q s  Р  или P ^ Q  , что 
противоречит максимальности Я  и Q ) .  Очевидно, М Р  и MQ  
-  вполне инвариантиые подмодули в М  . Но М  -  эндоцепной 
модуль, значит, либо МР ~ М Q , либо MQ s  М Р  . В первом 
случае М -  М (  Р t Q )  — М Р  * М Q s  М Q } 
во втором случае М s  М Р  , таким образом, получено проти
воречие с  выбором простых идеалов Р  и Q . Следовательно, 
существует единственный ненулевой простой идеал Р  Я  со 
свойством М Р  £ М

§ 2 .  Периодические модули
Перейдем к рассмотрению периодических модулой над дедекнвдо- 

внми кольцами. Напомним, что модуль Я/ над дедекиндовым 
кольцом R  называется периодическом, если для любого элемен
та а  из М существует такой ненулевой идеал I  <  R  , что 
Л I  = 0  . И звестно, что всякий периодический модуль п редстав-



лячтся в в »  прямой суммы Р  -  примерных моделей, т . е .  мо
дулой, каждый элемент которых аннулируется некоторой степенью 
ненулевого простого идеала Р  . Эти модули называются Р  -
примерными компонентами модуля М  , ч

Лемма 2 . 1 .  Всякий периодический эндоцепной модуль М  над 
дедекккдовым кольцом Р  является  Р  -  примерным для некото
рого ненулевого простого идеала Р

Д оказательство. Согласно предыдущему замечанию модуль М 
представляется в виде прямой суммы М =  6> М i , где M i -  

P L -  примарныэ модули для различных ненулевых простых идеалов 
Р^ <  R  (  с е  I )  . Очевидно, что каждый Mi является впол

не инвариантным подмодулем в М .П о  лемме 1 .4  для любых 
дзух ненулевых М L и М. должно вш олняться включение 
M i  -  S В , где S  = £  д (  М ) ' fie. M j  . Однако, по

скольку -  впол!е инвариантный подмодуль, 5  6 ^  Mj и 
ML =  Mj , что невозможно. Таким образом, в прямой сумме вое 

слагаемые, кроме одного, равны нулю, и М я -  Р  -  примарный 
модуль.

Напомним, что модулем типа И  называется г  -  пример
ная компонента фактор-модуля К  /  R  , где К  -  классиче
ское поле частных дедекиндового кольца R  . Известно [ 3 ]  , 
что периодический модуль Е R над дедекиндовыы кольцом
является  инъективным тогда и только то гд а , когда он представ
ляется в  виде прямой суш и модулей типа Р  для различных не
нулевых простых идеалов PL <  R . Из этого  факта следует 

Лемма 2 .2 . Пусть Мд -  периодический инъективный модель 
над дедоккндозым кольцом R  . М R является эндоцепным 
тогда и только то гд а , когда , L  -  модуль
типа Р  00 для некоторого ненулевого простого идеала Р  < R 

о( -  некоторое кардинальное число.
д о казател ьство . Необходимость непосредственно следует из 

предыдущего замечания. Для доказательства достаточности, учиты
вая  лэмму 1 .2 , нужно п оказать ,ч то  модуль типа Р  ° °  является 
эядоцопныч. Известно [ 3 ]  , что всо собственные вполне инвари
антные подмодули модуля L типа Р  имеют вид L [ Р к]  “
= [ a . c L \ a , p K - О  } ,  .

Очевидно, что L ОP J  £  L 'C P 2]  s . . . e  L L P h3 -  » 
что и доказывает достаточность утверждения.

Известно ГЗ] , что над дедекиндовым кольцом R  в сяк nil мо
дель М представляется в виде М т Е О Н , где  Е ипь-



ектнвный, а  Н -  редуцированный модуль, т . е .  модуль, не содер
жащий венулевых инъективных подмодулей. В этом случае Н назы
вается  редуцированной частью модуля М

Лемма 2 .3 .  Пусть М -  периодический эндоцепной модуль над 
дедекиндовым кольцом R , М “  £  ©  Н , где Е -  инъектив
ный, а Н -  редуцированные подмодуль М . Тогда лиоо Е  = 0  ,
либо Н • О

Д оказательство. Пусть М = Е Ф Н  , Н -  ненулевой под
модуль в М . и звестн о, что Е  вполне инвариантен в М
По лемме 1 .4  для любого О £ /L s  Ц  имеет место включение
Е & S А, , где S • Ер С М )  -  кольцо эндоморфизмов модуля
М . Поскольку М -  периодический модуль, существует такой 
I ^  R , что а  • о  . Отсюда следует, что 
= S ( A I )  = О , значит, и E I  = О . Однако Е  _ инъек

тивный модуль над дедекиндовым кольцом, а значит, и делимый мо
дель, так что для любого %£ I  имеет место Е т ~ Е . Таким 
образом, Е -  О , и лемма доказана.

Напомним, что модуль М над дедекиндовым кольцом Я назы
вается ограниченным, если существует такой ненулевой элемент 

t «  R , что М г  = О . Аналогично случаю абелевых групп, 
нетрудно п оказать, что всякий ограниченный модуль р азлагается  
в прямую оумму модулей, изоморфных R /  Р л , для Р  ** Я 
-  простых идеалов в  R , п  в  Z  *

Теперь мы можем дать описание периодических эндоцепных моду
лей над дедекивдовыми кольцами.

Теорема 2 . 4 .  Следующие утверждения эквивалентны:
(1 )  М -  периодический эндоцепной модуль над дедекиндо

вым кольцом R  ;
(2 )  м  £  L « >  ИЛИ M s ( R / R * ) (* ) ® ( R / p * - , ) (*>

где Р  < R -  ненулевой простой идеал в R  ;  L -  модуль 
типа р  00 \ f i €  Ж t ; Л и Яг -  некоторые кардинальные
числа.

Д оказательство. ( I )  — ?» ( 2 ) .  Пусть -  периодический
эндоцепной модуль. По лемме 2 .1  М ^  -  Р  -  примарный модуль. 
Далее, согласно лемме 2 .3  в  разложении М = Е  (В Н  либо 
Е , либо Н равны нулю. Если И  » О , то М% -  инъек

тивный Р  -  примарный модуль, и по лемме 2 .2  М  S* L u ) , 
где L -  модуль типа Р  03 . Рассмотрим теперь случай

Е - О . Итак, пусть М  -  редуцированный Р  -  примарный 
модуль. По петь 1 .5  существует такой ненулевой простой идеал 
Р  <  R , что М Р  ^  М • Выберем элемент О ** х е .М  \М р ,



Очевидно, существует такое 6. с  Z *  , что e r e  М [ Р к ]  ”
= { а е  М IЛ Р к ~ о )  . Поскольку М -  эндоцепной модуль, а 
М Р  и М [ Р к ]  -  . очевидно, вполне инвариантные подмо

дули в  М , верно включение МР s  М С P * J  . Очевидно, 
что М /  М Р  -  ограниченный модуль, следовательно, и 
М /  М £  Р  к J  -  ограниченный. Это аначит, что существует та

кое Z  * , что для любого а - е  Л/ имеет место вклю
чение с с Р ^ ^ М С Р * ]  , то есть  для любого си из М  
выполнено Ои P l  f М _  ограниченный модуль. Таким об
разом, существует п е  Z  *  со свойством МР*1 *  О,
М Р " " 1 & О , согласно замечанию перед теоремой 2 .4  ,
А7 представляется в виде прямой суммы модулей, изоморфных
R / p S  > р  о  R ' s e S  s  {  /, 2 , . . . ,  л }  , п е  S .

Предположим, что в прямой сумме есть ненулевые слагаемые вида 
Р  /  р  п- 1  j  t  > 2  . Сравним вполне инвариантные подмоду

ли М £  P J  и М Р п- ' '  . Поскольку М  -  эндоцепной, либо 
М Р п~ъ ^ М С Р  J  , либо М £ P J  s  М Р  

В первом случае, очевидно, (  А/ Р п" v ) Р = M P n~'l t 1  = О 
что противоречит выбору n e Z ^  . Значит, М Г P J  s  М Р * г 
следопатольно, должно быть выполнено М £ P J  Р CR/ Р ' ’ v ')s - 

s  (Л1Р  г )  П (  R  / Р  n ' v )  . Однако, поскольку R / P n~‘v'
-  прямое слагаемое в М , имеем М Р  п~г' П L R / Р  п~х' )  =
=(R / Р  л ' ъ )  Р п ъ  =  О . с  другой стороны, поскольку 

в R  /  Р л ~г' , очевидно, существует такой элемент £ , что 
& Р  -  О , пересечение М С Р ]  П ( R !  Р  п~'' )  непусто. 

Таким образом, в прямой сумме модулей вида R / Р 5 все сла
гаемые изоморфны R /  Р п~' или R / Р  п , и импликация ( I )  
( I )  = >  (2 ) доказана.

( 2 ) ( I ) .  Согласно лемме 2 .2  всякий модуль L  типа
Р ° °  является эндоцепным, а  по ломме 1 . 2  и прямая су ш а  L

является эпдоцопным модулем.
Пусть теперь М с Q Мг  t М, =  ( Р / р А') , Мг ^ (Р /Р "  ')  •

Рассмотрим произвольный вполне инвариантный подмодуль /V ~ М 
Очевидно, существует £ в  интервале от 0  до h  та к о е , что 

N £  А/ £  Р  * J  . с  другой стороны, нетрудно п оказать, что 
существует такой S в  интервале от 0 ^ о  А , что M P S s  /V. 
для модуля М  выполнено условие М Р  = 0  , з н а ч и т , . ? я
я Д 7Р 3 с  /\/ s  м  £  p h ~ s  J  . Однако в нашем случае
М Р 5 -  (  R / P h~s ® ( R / p n' ‘ -s) (A)>M £P *-sJ  =  (R/P*'sf )® 0 fr >*)i.

Таким образом, либо N  -  M p s , либо Л/ “ Л1 £  Р  * '  *  ]  ,



Для завершения доказательства отметим, что в модуле М
и М ( Р КJМР{вполне инвариантные подмодули вида 

зуют цепь, а  именно
О * МРл ъ  М [ Р ]  с  М р я~'я м  p p J] £ . . .  s  M P s м  С Р п2 -  М 

и справедливость (2 ) • = > •  ( I )  доказана.

все
обоа-

§ 3 .  Модули без кручения и смешанные 
модули

Модуль М над дедекиндовым кольцом R называется модулем 
без кручения, если для любого О *  е е  М и любого ненуле
вого идеала I  R имеем & I  Ф О •

Предложение 3 . 1 .  Всякий инъективный модуль £  без кручения 
над дедекиндовым кольцом R  является эндоцепным.

Д оказательство. Известно [3 ]  , что всякий инъективный модуль 
без кручения над дедекиндовым кольцом изоморфен векторному прост
ранству над классическим полем частных К кольца R . Рассмот
рим произвольный эндоморфизм << ■ К  — * -  К  . Очевидно, он 
вполне определяется элементом ( £ С Р") . Соответствия
£ g ( K )  з  £  <— • - <*•/ » 6 е  К  , как нетрудно п оказать, 
является изоморфизмом между £ х ( R )  и К  . Отсюда следует,
что .  К  =  „ К  , то есть единственными вполне

£Л(К) *  ’
инвариантными подмодулями в 1 * #  являются О и само л ^  . По 
лемме 1 . 2  (  ^  также является эндоцепным модулем, п
предложение доказано.

Предложение 3 .1  позволяет свести  изучение эвдоцеппых моду
лей без кгучения к случаю редуцированных модулей. Хаузен в ра
боте [б ] описала эндоцепные абелевы группы без кручения конечно
го ранга. Однако вопрос о полном описании эндоцепных R -  моду
лей оез кручения остается  открытым даже для случая Я  = Z

Рассмотрим смешанные модуля над деденчндовыми кольцами. Тео
рема 3 .2  сводит изучение смешанных эндоцепных модулей к случаю 
модулей без кручения.

Теорема 3 . 2 .  Следуэдие утверждения эквивалентны:
( 1 )  М -  эндоцепной модуль над дедекиндовым кольцом R ;
(2 ) м  &  ( R / р ^ ' У 71 0  (  R /  Р л У или

М £= L( (В К (В А  , где Р R  -  некото
рый нен; левой простой идеал в R | i  -  мо^гль типа Р  ;
К -  классическое поле частных кольца R \ А -  рслуцирс*- 

ванный эндоцепной м о^ ль без кручения.

Ъ5



Д оказательство. ( I )  ■ - Т>- (2 ) .  Предположи*!, что М не явля
ется редуцированным модулем, h1 к Е @ Н , Е  * О . Тогда 
согласно лемме 2 .3  в И нет элементов конечного порядка, 
оледовательно, М — L и* © К ^ ’ ® А , причем А -  редуци
рованный эндоцепной модуль без кручения. Осталось рассмотреть 
случай редуцированного модуля, содержащего элементы конечного 
порядка. Рассмотрим периодическую часть Т ( М )  модуля М  
Очевидно, Т ( М)  -  вполне инвариантный Р  -  примарный подмо
дуль в М . Если Т ( М )  с  М Р  1 для любого t c  Z  * ,
то Т ( М)  -  Р  -  делимый Р  -  примарный модуль, следова
тельно, Т(М)  -  делимый подмодуль М  . Но М -  редуци-. 
рованний эндоцепной модуль, значит,существует S c  Z  такой, 

что M P S ^ Т ( М )  . Таким образом, любой элемент из МР  
имеет конечный порядок. Пусть в М  существует элемент я  бес
конечного порядка. Тогда, я P s *  О , но x P sc  М Р 3я  Г ( М ) ,  
значит, существует такой ]  *3 R  , что Р  ) J  ш О , сле
довательно, к ( Р J  )  = О , что противоречит выбору л 
Такам образом, Т ( М )  = 81 и М -  редуцированный Р  -м о 
дуль, а следовательно, по теореме 2 .4  
© ( R /  Р п )  f д импликация ( I )  ~ - >-  (2) доказана.

(2) = * -  ( I ) .  Если Л/~ (Р/Р*-')*1 <9 (P/p")W ,
то со теореме 2 .4  М -  эндоцепной Р  -  модуль. Предположим 
теперь, что М ^  L v> & К ^ ’ Ф А "  Е  © A  t 
где Е  -  инъективный модуль} А -  редуцированний модуль 
без кручения, являющийся эвдоцелнчи.

Поскольку Е  -  зполне пввариалтный по.дмодуль в  М  , для 
завершения доказательства осталось применить лемму 1 .4 .
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КОЛЬЦА ЧАСТНЫХ ДИСТРИБУТИВНЫХ КОЛЕЦ
А.А.Туганбаев

Все кольца предполагаются ассоциативными и с ненулевой единицей, 
модули -  унитарными и, когда не указана сторона, правыми. Дистрибу
тивным модулем называется модуль с  дистрибутивной решеткой подмо
дулей. В [ I ]  доказано, что классическое кольцо частных,или локали
зация по простому идоалу коммутативного дистрибутивного кольца, яв
ляется дистрибутивным кольцом. В то же время в [ 2 J  приведен пример 
коммутативного дистрибутивного кольца с  недистрабутивныы максимальт- 
нъм кольцом частных. Так как максимальное кольцо частных коммута
тивного кольца изоморфно кольцу частных относительно радикального 
фильтра плотных идеалов, то отсюда следует, что кольцо частных 
коммутативного дистрибутивного кольца относительно радикального 
фильтра идеалов не обязано быть дистрибутивным кольцом.

Основным результатом работы является тоорема I ,  а среди других 
результатов выделим теорему 2 .

Теорема I .  Пусть Q -  кольцо частных коммутативного дистрибу
тивного кольца А относительно радикального фильтра Т , обладаю
щего базисом из конечно-порождв1шых идеалов. Тогда кольцо Q дист
рибутивно и является дистрибутивным модулем над кольцом А .

Теорома 2 . Для того чтобы классическое кольцо частных Q 
коммутативного кольца А било „лстрибутивным кольцом, необходимо 
и достаточно, чтобы для любых элементов m  и Л  кольца А суще
ствовали такие элементы л  и 6  кольца А , что & * 6  -  регуляр
ный элемент кольца А и / п а е  пь А Л tv А  , п б е  т, А О tv  А .

В связи о теоремой I заметши, что как классическое кольцо час
тных коммутэтиБксх'о кольца, так и его локализация по . росгему 
идеалу шляются кольца™ частных относительно некоторых радикаль
ных фильтров, обладающее базисами из главных идеалов. Поэтому 
теорема I обобщает упомянутые выше результаты работы [ I ] .



Д оказательство теоремы I  разобьем на ряд утверждении. Приведем 
необходимее определения. Через X ( 3 )  и { ( 5 )  обозначим соот
ветственно правай и левый они, .. .тори подмножества В кольца А . 
Элемент си кольце. А называется регулярным, осли Х(Л) = f ( u ) » О , 
Подмножество Т кольца А называется множеством правых знамен ге
лей в А , если существует такое кольцо А г и кольцевой гомомо];- 
фнзм f T - f  :А “*• А т , что все  элементы множества f ( T )  обрати
мы в кольце А т , щлмем Ar = { f (a )  f ( i ) ~ ,lcucAl t e  Г }  , Кеъ ( j ) z  
= {аеА la t  = 0 для некоторого l e  Т . В этих условиях кольцо А г
называется правым кольцом частных кольца А относительно множест
ва Т , а гомоморфизм / т -  коношгчоскнм кольцевым гомоморфизмом. 
Кроме то го , для любого м о д у л я ^  над кольцом А, естественно,опре
делен готюкорфизм правых А -модулей р т= р : М  — (Мт)д , где че
рез Мг обозначается модуль частных М ( Ат )  ьодулл FI , 
являющийся правим модулой над Аг . Гомоморфизм Q называется кано
ническим модульным гомоморфизмом. Если Т = А ' N , где А/ -  правый 
идеал кольца А , то будем писать Ан , f  н , МN g  # 
вместо A f  , / г  , Мт t cjT . К]Х)мо то го , иногда вместо 
f j l c i )  или fijlm)  мы будем писать си , пи 4ej>03 m a x  {.А) 
обозначается множество всех  максимальных правых идеалов кольца 
А . Кольцо А называется локализуемым справа, если для любого 

N6  /псих(А)  существует правое кольцо частных A N . Любое ком- 
мутативное кольцо является локализуемым кольцом.

Лемма I .  Для модуляМл над кольцом А равносильны условия:
(а )  М -  дистрибутивный модуль;
(б ) для любых элементов гги и /м модуля М существуют такие 

элементы Си и 6 кольца/? , что / = СС *■ 6  , тси А * л б  Assn А/и А .
Д оказательство. (a )= j= -(6) .  Пуст ь t ~ т *-/и  , G = тАОп-А . Так 

как t А - t А С] (тА * л-А)=tA Am. A * LA /7 tv A , то найдутся такие эле
менты 6 и ci кольца A , что t - tS * t cL , t i £ m A  , t d t  ruA . 
Тогда rv6= IS - m  S €  G , mud- = id. - n d  t  6  , Положим
d  *  / -  S t f = a - d ‘ 1 - 6  - d  . Тогда си И S -  искомые элементы, 

поскольку / = cu * S t t f  = i  - t 6  - t-d -  0,  m f  • m f  - I f  *
*  -  n / e  &} той “ n u t  * m f  e G  , n - 6 e  G

( 6) -=>(8 ) .  Пусть F  , G , H -  подмодули модуля FI , / -  элемент 
модуля F П (&  f- H ) , причем f  = p  * 3  , p  в G , f t  И .
По условию найдутся такие элементы И н 5  кольца А , что 1 - 4 * 3  t 
fucue о А , об €  /IА  . Тогда f  а  = реи * f-cu с  f  А ЛО А £  F  П G > 
f g  = o S t f 6 e f A  n l A s  F ПН , j - f e u  f  6 e  F n f f  *■ F  П H , 
Н Л ( Ь + Н ) 9 : Р Л й  * F  O H  Q F O  (G + H ) .
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Предложение I .  Пусть М _  прямой предел дистрибутивных модулей 
над кольцом А , j F  д  . Тогда М -  дистрибутивный модуль.

Д оказательстве. Пусть { f j  : Mj {A y  •' /*£ — при i  * J J
-  системы гомоморфизмов, входяирос в определение прямого предела 
модулей. пи и ги -  элементы шпуля М . Тогда т - / 4 (nul )  , /и  »  
= fj  (n/j)  для некоторых nuL е  М -L , л ^  е /lf, . Г^стьУ -  такой 
индекс из <7 , что t *  L , t * j  . Тогда m =ft (/nt ) , tu -ft (л . ,)  , 
где т t ^ (m,L )  , ^  ^  ) • По лемме I ,  примененной к эле
ментам m-t и дистрибутивного модуля nut , найдутся такие
элементы си & кольца /) , что / =* Л- ♦ S  , /те  ̂ои е  /и{ А ,
rvt f> е  nvt А . Тогда п и л е  л  А ,л -А еп гА ,  По лемме I  М -  
дистрибутивный модуль.

Лемма 2 . Пусть Q -  правое кольцо частных кольца А относительно 
множества правых знаменателей Т , f  -A~*Q -  канонический гомо
морфизм, Мл -  модуль над кольцом А , д  М-~МГ-  канонический го
моморфизм. Тогда:

(а )  для любых элементов л е  А , t e T  найдутся такие элемен
ты B e  А , и е  А , что Ли. “ i 6  ;

(б ) если сие А , t e  Т и t a  «■О , то найдется такой 
элемент и е Т  , что л и  » О ;

(в )  Кег (д) = [ m e М/ /п1=0  для некоторого t e T ]  ;
( г )  для любых элементов cLt кольца G. найдется такие 

элементы Л 1 , . . . ,  а.^  кольца А и элемент t множества Т , что 
d i  - { (л,.') f  Н У 1 при У * i 4 ru ;

(д ) Мт - {q On) f  ИГЧт е М, ЫТ) ;
(е )  для любых элемонтов ,...t модуля Мт найду гея такие 

элементы _nut m^  модуля М и элемент t множества Т  , что
^  r « j  t ’ 1 при

(ж) (  F t G ) r - F r  + G T . ( F  ПСУ)Г -  F T П & т для
любых подмодулей F к G  шдуля М  ;

( з )  если МА -  дистрибутивный модуль, то и (МГ ~) q  -  дистрибу
тивный модуль;

(и) если ш -  элемент модуля М , F  -  подаю дуль модуля М и 
пи е  F T , то r n t e  F  для некоторого t е  Г  ;

(к )  если Т» А \ N , где /V -  правый идеал кольца А , то Q
локальное кольцо;

(л ) если М -  дистрибутивный модуль, Тк A , г д е ^ -  правый 
идеал кольца / , то для любых элементов пи  п rv модуля М най
дутся такие элементы а. и 6 кольца А , что / = а + 8  ,(птАПпА)м - 
“ ni Q О п Q = ( т а  А *  n S А)  , модуль т Q л  п  Q совпадает с од
ним из модулей т Q •, п Q п ( ^ г )^  -  цепной модуль.
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Д оказательство. Пункты ( а ) , ( б ) , ( в ) , ( г )  см. в ГЗ , с .  51 , 57 , 6 1 ] .  
Пункты (д ) и (е )  проверяются с  помощью пунктов ( а ) , ( б ) , ( г ) .  Пункт 
(я ) следует из пунктов (д) и ( е ) .  Пункт ( з )  проверяется с помощью 
пунктов (к ) и ( в ) .  Пункт (и) вытекает из пунктов ( д ) , ( о ) , ( в ) .
Пункт (к ) доказан в лемме 8 (и) работы [ 4 ] .  Докажем пункт ( л) .  По 
лемме I  найдутся такие элементы а, и S кольца А , что i  = а *  В и 
т аА *л бА  с  F  , где F ■ тА п  п, А , Так как по_пункту (к ) колыр 
Q локально, то хотя бы один из элементов а  , В обратим в коль

це Q , следовательно; _либо n ia .  Q -  т Q , либо п .8  Q = A Q , 
откуда модуль movQ t-ABQ совпадает как с  одним из модулей т  Q , 
п, Q , так и с  модулем т  О О п Q . Поэтому модули т Q f n  Q 

сравнимы по включению. По пунктам (д ) и (ж) получаем оставшиеся 
утверждения.

Лемма 3 . Пусть Мд -  модуль над локализуемым справа кольцом А . 
Тогда:

(а )  если / п -  элемент м одуля^  , F  -  подмодуль модуля М и 
ljNln\)eF/f для любого /пах (Л) , то т .е  F  ;

(б ) если F  я & -  такие подмодули модуля М , что 
для любого N 6  m a x  ( А )  , то F  = G  ;

(в )  если для любого /V£ m a x  (А) модуль /А ̂  над кольцом А # 
является дистрибутивным, то М -  дистрибутивный модуль;

( г )  если М -  дистрибутивный модуль, то для любых элементов т ,  
к п, модуля М найдутся такие элементы CL и 6  кольца А , что
/ ■ а  + о и nva,A + /иВ А =т А П tv А 2-пороаденный модуль.

Д оказательство. Докажем пункт ( а ) .  Пусть б ^ { а е А / т а е  F J  . 
Надо доказать, что В -А  . Допустим противное. Тогда 3 s  N  для 
некоторого /V £  m a x  (А) .  цусть Т= А ' Л  . Так как £ л (т)е F  , то 
по лемме 2 (и ) m t e F  для некоторого t e T  . Тогда tz-ГПМ * ф, 
получено противоречие. Пункт (б )  вытекает из пункта ( а ) .  Пункт
(в )  следует из пункта (б ) и леммы 2 ( ж) .  Пункт ( г )  вытекает из 
пункта (б ) и леммы 2 ( л ) .

Предложение 2 .  Пусть Мд -  модуль над локализуемым справа 
кольцом А . Тогда дистрибутивность модуля М равносильна тому, 
что для любого А/е  m a x  ( А )  модуль над кольцом А^  является 
цепным, причем в  этих условиях пересечение любых двух конечно-по- 
рождешшх подмодулей модуля М является кокечно-порожденкым модулем.

Д оказательство. Первое утверждение следует из лэмм 2 (л )  и 3 ( в ) .  
Второе утверждение вытекает из леммы 3 ( г )  и т о го , что для любых 
элементов /у . $ п_ дистрибутивного ;лодулч М
зерне равенство ( £ .
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-ул тп!Ш I .  Дистрибутивностьконечно-порозденного модуля МА 
мал локплвауемш  справа кольцом А равносильна тому, что для 
любого Не m ax (А)  модуль над кольцом А ̂  является цикли
ческим цепным моцулом.

Утверждение вытекает из предложения 2 и цикличности любого ко
нечно- порожденного цепного модуля.

Лемма 4 .  Пусть F  и М -  дистрибутивные модули над коммута- 
тишшм кольцом А ,.//* НотА ( F, М) , причем F -  конечно-порож- 
денннИ модуль. Тогда НА -  дистрибутивный модуль.

Д оказательство. Пусть Не т аг ( А ) , 3 “ А # , 6  = Fн  , I- ,
Я Н^  , Е = Ноть (S tL ) ,tf"HomB(3,t). Так какЯ^з- £  в , то по 
предложению 2 достаточно доказать дистрибутивность модуля Еа .
По следствию I  модуль & g цчкличсн. Тогда существует мономорфизм 
Еб -*■ W л , причом h/g з  L vi по предложению 2 модуль L g дист
рибутивен. Поэтому Eg -  .дистрибутивный модуль.

Предложение 3 .  Пусть М -  дистрибутивный модуль над коммутатив
ным дистрибутивным кольцом А , Q -  кольцо частных кольца А отно
сительно радикального фильтра Т с  базисом из конечно-порожденных 
идеалов, R -  модуль частных модуля М по Г  . Тогда R  являэтся 
дистрибутивным модулем как над кольцом А , так и над кольцом Q .

Д оказательство. Так как R А изоморфен прямому пределу модулей 
вила ИотА (F ,G ),  где Е е  Т  , а  & -  некоторый фектор-модуль нодуля 
М [  3 , с . I 9 7 J , причем Я -  базис для Г ,  то R л изоморфен пря
мому пределу модулей вида Нот А ( F}£ ) , F е  Я  . По предложению I 
и лемме 4 R -  дистрибутивный модуль над кольцом А и , следова
тельно, нал кольцом Q .

Д оказательство теорем I  и 2 .  Теорема I  следует из предложения
3 . Теорема 2 вытекает из лемм I  и 2 ( г ) .
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ЧИСТОТА НАД КОЛЬЦОМ ЭНДОМОРФИЗМОВ 

N. А.Турманов

В работе всюду под R будем понимать ассоциативное кот >- 
цо с  J ,  а  под чистотой -  чистоту по Кону [ I ] .  Правый R -модуль 
М2  называется чисто вполне приводимым, если всякий его чистый 

подмодуль выделяется в нем прямым слагаемым.
С произвольным модулем Mg  можно связать  левые модули 

£ М и с- М , где Е = Еf i d  д М -  кольцо эндоморфизмов моду
ля Mg , а  (5 = 5  Lenoi R М ~ - кольцо биэндоморфизмо с модуля

. Отсюда, по аналогии с понятием классически полулростиго 
кольца, естественно возникает вопрос о строении кольца R , над 
которым для каждого правого Е  -модуля М*  модуль £  М ( с о с т -  
ветственно (  М ) чисто вполне приводим.

Определение I .  Ьудем говорить, что кольцо R пр;шадлежит 
классу X  (соответствен но X '  ) ,  если для каждого правого R -  
«едуля модуль М (соответствен но £ М ) чисто вполне
Приводим.

Лемма 2 .  Пусть R -  коммутативное кольцо, М R -  простой 
R -модуль, Mg  -  рациональьое расширение модуля Mg [ 2 ]  и 
F. = E n d g М ,  Е  = Endg М .  Тогда модуль ^ М является 

чистым подмодулем модуля £  М . _
Д оказательство. Если через Мя обозначим инъективную обо

лочку модуля Mg  и Е = End g М _ , то можно считать^ что 
М^М  s  М . Тогда для любого е е  £  существует е е  С 
такой, что e l  м  = С . Отсюда для любого элемента т е  М 
имеем е  ( п  ) = е  ( п. )е  М , так как модуль М R квази-- 
инъектиоен ( т . е .  Е М = М )• Таким образом, £• М - Л1 и, нл- 
чит, М явл яется  Е -модулем. Покажем, что подмодуль f  М 
нодуля £  М является  чистим. Пусть дане система —л. --  кий



ы W e ‘j  ■X  ̂ ‘ /riy £ M  <e y e  £ J " i’ ->  * ) .

имеющая решение j c ,  *  , . , . ,  X n -  М в модуле ̂  M .
Рассмотрим элементы 0 /  m { , Л - , , . . . ,  а л еМ  . По определе
нию модуля М найдется такой элемент г е  ^  , что Т-Я-, , . . . ,  
1Л а^М и 1>/г7у ^ 0 .  Умножая (к) на * -  , получаем тождество 

я
(и к) Z  е ' .  lUV^)  -  t /гу , где f  .

Однако элементу t e  Я соответствует эндоморфизм те Е  (дей
ствительно, пусть М„ =  (. Я /  L )>? , где А -  некоторый макси
мальный идеал кольца Я , тогда Е  ̂ EtuLRM s Elu/g ( g/ L ) “ /̂L, 
и поэтому можно считать, что V = V- + ) .  Так как i/nf /Q,
то имеем 0 ^ ( Ту + £  ) = ( Т - + / , ) ( Т у . +  £  ) = С mt ,
где /ГС., = Ту + Д для некоторого . Отсюда г- / 0 з н а 
чит, существует 0  / такой, ч т о / - т  = *• /  = i /я. . Приме
няя^/ к (к  к ) ,  получаем /  ( Д Т Л - ) - 2 ? e 'l̂ ( ' ULL) a

~/ny А Л Я  V j -  1 ,К

Таким образом, элементы / ( и *у  ) , . . . ,  / (  )^И/
образуют решение системы (к) в модуле ^ М .

Теорема 3 . Пусть R -  коммутативное кольцо. Если R cX  , 
т о : I )  всякий простой R -модуль рационально замкнут ( т . е .  сов
падает со своим рациональным расширением);
2 ) всякий антисингулярный простой R  -модуль инъективен. 
Д оказательство очевидно при использовании леммы 2 и [ 2 ,  19 .32
( ci )] .

Теорема 4 .  Пусть R -  антисиьгулярное слева кольцо и
Re  X , тогда цоколь кольца /? выделяется в R прямым сла

гаемым, т . е .  R = W C R @ fir,
Д оказательство. Пусть А -  минимальный левый идеал в R ; 

покажем, что ? А -  чистый подмодуль модуля я Я . Для этого 
воспользуемся предложением 8 . 1  [ 3 ] , согласно которому левый иде
ал /} чист в R Я тогда и только то гд а , когда В ■ А - В Г) А 
для каждого правого идеала 3  кольца R .

I .  Пусть В  -  произвольный правый идеал в R  и 6 =
= а е В П А  • Тогда уравнение 6 X - U e A  = EndR R )
имеет решение К = 1 в R . Если R А • # R обозначают соот
ветственно рациональное расширение ^ А и Я , то имеем # Я С 
-  р Я -  я А ®ЯС в силу инъективности модуля R А [ 2 ,  1 9 .3 2  

'i ' ]  . Отсюда 1 - С{ *• с.г ( С , е  А , СгеС  '  и (t  = f>C,  + 6 с г .
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Но С э  Sct  *  си -  S c А к ,зн ачи т, Си = 6 Cf ( / £  R , С ,е  А ) .
2 .  Покажем, что беЕ.чо/^А  . Действительно, R является 

ассоциативным кольцом_с единицей, a  R -  подкольцо в R [ 2 1  . 
Отсюда R = Ело/ - R . Так как 6 * f l  s  Я , то S яьляется
R -  эндоморфизмом модуля ^ R , а  значит, 8 является \\ R - 

эндоморфизмом модуля R , т . е .  6 е End R . Отсюда Sc End  ̂А .
3 .  Итак, S С,  = сие А , где t ' t n d p A , с ,е  /  . По опреде

лению R А сущостпуот %е R такой, что гС^е А и ъсиА 0 .
Отсюда б Л ь  Су) •= 'о сиА 0 ,  значит, Х'С^А 0, эндоморфизм
? 1 а ненулевой. Так как S/Ac  End^A -  тело, то существует 

f e E n d g A  такой, что f  ( t/A ) => ( 6 /а y f  = i A . Тогда эле
мент CUj -  f  ( си )е А таков, что о ■ си  ̂ -  си , Таким обрезом, 
если 6  = сие&ЛА , то 6  « си = 6 си^еЗ А , ч.а.ВЛА ^ 5 А ,  
Окончательно Q А= ВПА , значит, #А  -  чистый подмодуль в
И R . Отсюда по условию R = А © R,  . Если Soc R = / 1 ,
где -  минимальные левые идеалы, а  индексное множестсо ,7 
вполне упорядоченно, т о , применяя индукцию R = Ai 4 @ Ry =
• А у в А ^ в R£ = . . . ,  получаем R *  Soc R@ RT ( St t it  ).

Следствие 5 ,  Пусть ^  - -антисингулярное артиново кольцо. 
Тогда R *  X  тогда и только то гд а, когда R -  классически по- 
лупростое кольцо.

Следствие 6 . Пусть R -  антисингулярное коммутативное 
кольцо. Кольцо R чисто полупростое тогда и только то гда, ког
да кольцо R классически полупростое.

Д оказательство. Напомним, что кольцо R называется чисто 
лолупростым, если над R всякая точная чистая последователь
ность R -модулей расщепляется [4 ]  . Над чисто полупростым 
кольцом каждый модуль о азл агается  в прямую сумму чисто простых 
модулей [ 4 ] .  Используя этот факт, легко п оказать, что чисто по
лупростое кольцо R с  X .

Наконец, госледняя теорема даст полное описание класса о? т .
Теорема 7 .  Кольцо R e X ’ тогда и только то гда, когда R  

есть чисто полупростое кольцо справа.
Д оказательство. Необходимость. Пусть и -  про

извольный 1гравый R -модуль. Если Т ц  -  чисто инъективная обо
лочка модуля М £ , то модуль I к -  алгебраически компактный и
подмодуль М„ чист ь 1 я . Тогда { R 9 M  )^ цист в (/* © /  ) *  . 
Имеем biCnd Л  £  ® 7  ) = б  =  R Г Ь ]  . Значит, подмодуль ^ ( R« R)  
чист в модуле ^ ( £ © 7  ) .  Отсюда - g { R  Э М
для некоторого £  -модуля А/ . Отсюда R® I  =/?© At Ф Л как 

R -модули. Факторизуя обе части равенстве. по -  , получаем



I s  M S>S  . Значит, модуль M я алгебраически компактен, а  коль
цо R чисто полупростое справа [ 4 ] .

Достаточность. Пусть R -  чисто полупростое справа кольцо 
и M s  -  произвольный правый R -  модуль. Пусть 6  = BlendЯЛ1 
и (  N -  чистый 6  -  подмодуль модуля ^М . Так как P s  <5 ,
то N R является чистым R -подмодулем модуля Мц и ,значит, 
Мя = NK © Кя для некоторого R -модуля К^ . Покажем, что 
К является левым 15 -модулем/

(  £ О Г )  Haml ( N \ K , )\ (£*d  N Нот (М,К)\
^ ~ Е(М' } "\Н0тг (Н \ Н ' Е ( К ' )  \Нотя (К//) End  ̂К ) -

Покажем, что для произвольного <f = ( .  §  )  е  <5 имеет место

(*  « f  = 0 .  Действительно, для эндоморфизма е  =(% °)&Епс/я М

должно иметь место равенство Е е  - е е  . Но Е е  = е б  <=► = 0*
Таким образом, <5 £  Abend я N  <В B l e n d значит, Л" явля

ется  df -модулем. Отсюда £ М = £  К и R & X ' .
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АБЕЛЕШ ГРУППЫ БЕЗ КРУЧЕНИЯ КОНЕЧНОГО р  -РАНГА 
С ДШОЛНЯНШИ ЗАЫКНУТШИ СЕРБАШНЫМИ ПОДГРУППАМИ 

А .Р. Чехлов

Все группы б данной статье предполагаются а б е л з в н м и  р е д у ц и р о 

ванными без кручения.
В б I  данной работы рассматриваются группы, в которых в с е  з а м к 

нутые а 2  -здической топологии сервантные подгруппы в ы д ел яю тся  

прямыми слагаемыми (зд е сь  такие группы называются CS - г р у п п а м и )  .

В [ I ]  показано, что изучение редуцированных CS - г р у п п  б е з  к р у 

чения сводится к квазиоднородксыу случаю (абел еву  ред уц и р о в а н н у ю  

группу А без кручения называют квазиоднородной, если для ка ж д о го  

простого числа р такого, что рА А А, она не имеет ненулевых э л е м е н 

тов с бесконечной р  -высотой) , причем квазиоднороднне CS -г р у п п ы
пр -ранга алгебраически компактны. Здесь найдены необходимые

и достаточные условия, при которых квазноднородная группа конечно
го р  -ранга является CS-группой (лемма 1 .5 ,  теорема 1 , 1 )  . При
ведены некоторые следствия полученных результатов (следствия х .1 -1 .3 ) .

В § 2 исследуются кзазисервантно инъективные группы, сокращенно 
Q 9J  -группы. Группа А называется 4 9  3  -группой, если всякий гомо
морфизм Q А любой сервантной подгруппы G в А продолжается до 
эндоморфизма А • Описание Q 93 -групп из класса X  получено в [2]  . 
Класс «if- э т о  класс всех  групп, у которых тип каждого ненулевого 
элемента меньпе или равен некоторому максимальному типу в множестве 
типов всех  ненулевых элементов группы. П.А.Крылов построил пример 
связанной 093-групт: без ненулевых элементов максимального типа 
(3J (группа называется связанной, если все ее фектор-rpynm: по нену
левым сервантным подгруппам делимы) и описал все  Q 9J-группы р  - 

ранга i  / для каждого простого Р  Г4] . Автор свел задачу харак
теризации групп к квазиодноро.дным 09У-группан и доказал,
что кваэиоднородиая квазираэложимая ОФЗ-группа является одноред
кой (5 )  . Здесь получены характеризации # ^ 7 -групп, все  ненулевые
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эндоморфизмы которых -  мономорфизмы (теорема 2 . 4 )  , и связанных 
транзитивных групп (теорема 2 . 2 )  . Строится пример транзитивной, 
но на вполне транзитивной группн (теорема 2 . 3 )  . Первый пример та
кой группы получен в [6 ] . Построенная здесь группа не имеет нену
левых олементпп максимального типа, тем самим получен положитель
ный отвот на вопрос из [о ] . Показано, что квазиоднороднал -  

группа, содержащая ненулевые элементы максимальных типов, лежит 
в классе X (теорзма 2 . 5 )  . Теорема 2 .6  сводит изучение квазиод- 
нородннх Q(PJ- групп к квазинерезложимкы QP7 -группам мощностям, 
не превосходящим мои^ости континуума.

Порез f-о обозначим р  -ранг группы А , т . е .  ранг ее уактор-

группн /А / р А ‘ G (G л ) -  замыкание в y j-адической (в  ^  ■
одической) топологии подгруппы G ;  < G ># -  соответственно 

сорвонтная, соответственно р -сервантная подгруппа, порожденная 
подмножеством G ; Е ( А ) -  кольцо эндоморфизмов группн А \Kp (&)t

Х д(а) ,  i p(d) - соответственно ^ -в ы с о т а , характеристика, тип 
элемента CL в А - Если X -  характеристика, t -  тип, то А ( Х ) -  
= { & е А  I Х(а) *  X J ,  AU)*[aeA И ( а ) г  t )  ;  Q*p - кольцо или 
группа целых р -адических чисел; /7 -  множество всех  простых чи
сел , П(А)‘ [ре ПI рА + А} ;  /У -  множество всех  натуральных чисел.

Пусть Ир -  класс всех  групп без ненулевых элементов бесконеч
ной р  -высоты при данном р е  П . Напомним, что р  -характеристи

кой <  < * > ,  f V, опр. i ]  элемента Я группыЛ^называется множест
во {  р е  Q р I j-О, определено} , где f a .  обозначает элемент из А, 
являющийся пределом в р  -одической топологии последовательности 
з п ( f ) a  ( п * о , s n ( f )  есть ti -я  частичная сумма чис

ла ^ , записанного в веде формального степенного ряда, ^ -х а р а к 
теристики назовем эквивалентными, если существуют Л, nteH
со свойствами л. S Нг , тН.  £  Hj . Класс эквивалентности ^ - х а 
рактеристик называется уэ-типом [ I ]  . р  -тип элемента аеАе Нр
обозначается Хр (а)  ; Гр (А) -  множество у?-типов всех  ненулевых 
элементов группы А . Если 1р (А)  "  / и а е А ' р  А , т о  каждый 
и  А представим в виде для некоторого £ £ Qp  f 7 ,  теорема 

3 j  , d  называется р  -образующим А .И з  [ 7 ,  теорема 3 ,  лемма 7J  
следует, «то если 1р (A) a f, а е А  '  р  А , i t  5  и Нр(а)  £  Ир (!) ,  
то существует гоисморЬизм / ■ А — Ь , f ( a ) - S  . Если T1t Xt  есть 
р  -типы, Hf t Zf  ,Н 2 е  хг  , то под Xf П Тг (Г1 О Ct ) будем

понижать р - тип,  содержащий + Hj>p  £  Qp )  . Ка
множестве у)-типов порно ввести отношение частичного порядка:
Xf i  lz означает, что существую" Н\ £ Г, ,H t S  Гг , neAf со свой- 

о- Л Hi с  Hi . Знак ф означает несравнимость.



Группа А называется вполне транзитивной (тран зи тй ен о й )  , если 
для любых ее элементов ОАО-, в  условие Z ( a )* X ( t )  ( h a r m  влечет 
существование эндоморфизма (автоморфизма) А , переводящего Я/ в 
А . Связанней группа А кваэ«однородна и для каждого р е

е т  ото вытекает из т о го , что для таких р  она изоморфна некоторой 
р  -серэантной подгруппе группа Q р  [  6 ,  & 8 8 , упр. 1 7 ]  .

§ I ,  CS-группы конечного р  -ранги ц
ЛЕША I . I .  Если А есть  £ 5 -гр у п п а  и lpU)^V\0 , то !А\*2 °. 
Д оказательство. П у с т ь Л'рА  и 6  ■ < p t  . Так как ьЛ & )  = / ,

^ 6  П (6 ) . и по [ I ,  теорема 2 .1  J  А можно с ч и т а т ь  к в а з и о д н о р о д -

ной, то в силу квазкоднородности О с в я з а н а  [в , § 6 8 ,  упр. 1 7 ]  . 
Имеем А * А ® G . р -базисная подгруппа F  в 5 е с т ь  с в о б о д н а я  

группа ранга 1 0 (А). Поз тому F  и м еет  в к а ч е с т в е  го м о м о р ф н о го  о б р а 

з а  сервантную подгруппуЕ  в Qр с некоторым э л е м е н т о м , содержащ им

в своей ^ -характеристике фиксированный f  £  О '  [ 7 ,  леш а 4 J  .
Пусть Н -  замыкание в 6  сервантной оболочке ядра этого  гомомор
физма. Тогда 6 т Н @ Я ,  F  ф Н и (F+H 'i/H  = F / ( F  n  H )  = 
a  E ( F )  , где $  -  проекция А на Я  . Откуда Я  содержит под

группу, изоыорпную Е  . Кваэ«однородность А влечет /НА) • П (Е )*{р ]. 
Из плотности F  в А следует плотность ( F  * Н ) / Н в А /Н  “  Я  . 
Поэтому г - р ( Я ) ~ г р ( £ ) Ч  . Следовательно, $  -  связанная группа.

Если О А л е  Я  , то С * *  х  +Р9 > ;  -  прямое слагаемое в А .
Поэтому гомоморфизм / • ' £ - £  , / ( * * Р 9 )  ш9  , продолжается 
до I f e E ( A ) .  Имеем * ? ( * ) + P *f ( 9 )  , где ?  = Oip, О -  проекция А
на 6  . Если </(*) -  О , го д е р  в  . Противоречие. Далее, О А 
Ф(/ЦЯ)  s  6  . Следовательно, Сг также содержит подгруппу, изо

морфную Е  . Поэтому для (j существует q e  O f  со свойством J '  €

eHp < W  (л$  -  элемент, для которого определен > •

Таким образом, для каждого Ор найдется %*HplQ) (зависящий 

от | )  со свойством ЪЧьНр (9 )  • Поэтому если 1Нр(ф) 1< 2*° ,
то в силу IQ * 1 = 2 *** для некоторых Л, Ор , Л A fir , 
с л е з е т  Л I е  Рр • 3то противоречит тому, что Ор
- область целостности. Так как / £  / » / Нр ( р )  / ( ц  есть  р ~ об

разующий 6  ) , то / АI *  / 6 1 - 2  .
Б дальнейшем в этом параграфе под словом "группа” понимается 

квазиодиородная группа, не имеющая ненулевых элементов с бесконеч
ной уз-высотой для данного р е  П .

ЛЕММА 1 ,2 .  Связанные группы А к 6  изоморфны тогда и только 
тогда, когда 7^ ( 3 )  О Fp(Q) A <f .
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д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку изоморфизм сохраняет р -типы элементов 
г р у п п , т о  н е о б х о д и м о с т ь  очевидна.

д о с т а т о ч н о с т ь .  П у ст ь  Sс  R ' p 6 , y e G \ p G  и Z (S) 11 Гр (9) .

С ущ ествую т n t/neAt со свойствами Нр(1)^Нр ( л у ) , л  p ( y ) Q H p (m t)  • 
П о этом у i/>( 6) -  п<у, <р(д) ж/пб для некоторых /3 -*■£, VJ:G~* в .  
Т о г д а  ptf (B)  жп ш В } p<fiy) - лтр  и, значит, tp <f - a m  ■ 1& f

am  ■ 1 £  ( в с е  н ен у л евы е гомоморфизмы связанных групп в ре
дуцированные группы  -  мономорфизмы^ . Откуда пт  б ~ <Р <f (& )  £  

Я:Ц>'(в)я Ь  и n m G  = с  р (& )  s  G  .Д а л е е ,  V (В) ^  , V>(G)*G
И з в е с  'н о , что кпазинзомор'мзм связанных групп влечет их изоморфизм
[ в ,  п р едл о ж ен и е 9 2 . I  ]  .

ДЕП.А i . 3 .  П у ст ь  6 -  связанна^, А  -  некоторая группы. Тогда

е с л и  %в (д) *  И А (&),  гр ($ ) ‘‘ Zp (&■) , где y e G / а е А  , то су-
иествует гом ом ор ф и зм  <f -G -* А со свойством (р(у) жО- .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем Н р (y ) s  Нр(та) д ля некоторого /weA' и 
п у с т ь  f : G А , {(у)~т л-. Из квазиоднородности А вытекает, что 
П( А ) ^  П (G) . Е с л и  уА-А , то умножение на у  -  автоморфизм /I . 
Автоморф измы  со х р а н я ю т  р  -характеристики элементов, поэтому счита
ем, ч т о  в с е  п р о сты е д е л и т е л и  т содержатся в П (А)  . Если (р -  одж! 
из т а к и х  д е л и т е л е й  и Л  -  частное от деления т на некоторой степ ен ь  

у , т с  Ну lyf  -  Ну (ла,') и , значит, р (у )жяси  для некоторого 
гом ом орф и зм а р :&  -+А . Гомоморфизмы не поикают ,0-характеристики.

С л е д о в а т е л ь н о , п о индукции Нр(у)Я.Нр (а )  , Поэтому искомый tf :шй-

ЛЕ.Г.'Л . . 4 .  П у сть  А = в ®G  , Ъ р (Ь )=  l p ( G ) ~ 1 ,  }

г д е  S t y  е. А ' р А , O t S e b ,  O t y e G  . Тогда Zp ( 6 t H ) m ZpCS)UTp(y).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ^ p f A / H ) - / , пусть Ct + H~ £  (В + H) . Для всяко

го п  имеем a = s  л  ( <*)/? tci^  где cC„G Н, й-п £ А  . Пусть ■

c i = x t y  , сСл = Г*.1ВЧ ) , “'я"*л +9* > х , Вл еВ,  У>Ця*6, 
Г л е ®р  • Е с л и  к* К.р (6 ) , то р к х  *«< в ,  у - р у ,  * , f r e Q p -

Т о г д а  p Kx * p * s J S ) 6  > р кГ л  6 г р ?  6 Л , у *  Г л р  . '

Отсюда А * p * i , 1 . 0 ;  * р С ' /  „ * р пА„ , р  + р * р „  , где *„(Hp(S)t
f>pHp (у) , значит, А -ррг есть  предел последовательности

р * 5„ ( { )  в группе V*Hp(l)*Hp(<!), т . е .  <  V>p s Q *  .
СУМА . . 6 .  Группа А конечного р  -ранга П> 2 является CS - 

группой тогда и только тогда, когда она представима в виде

А - A L , где А ■ -  связанные группы, и всякое прямое слагае-
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мое в А р  -р ан га 2  есть CS -группа.
Д оказательство. Необходимость. Пусть О+ а е А  . Подгруппа Н т 

*  < Л > *  -  прямое слагаемое в А . В Н всякая оервячтная подгруппа 
плотна, так как а противном случае// р силу Ьр (Н) ш / содержа, ча 
бы /7-делимое прямое слагаем ое. Остальные утверждения вытекают из 
того, что прямые слагаемые CS -групп являются С 5  труппами.

Достаточность. Индукцией по ft . При ft mZ утверждение очевидно. 
Предположим, что оно доказано для групп /7-ранга <п, , причем вся
кое прямое разложение таких групп продолжается до прямого разло
жения в связанные группы. Пусть Н -замкнутая сервантная подгруппа 
ьА  ,  /и >Z . Если 6  - НПА у  * О , где А̂  , f c

I f  /“ 7 t -/ ,  А шJ©  Al -  разложение, указанное в условии леммы,

то по индукции A f  “ G ® М , причем р азлагается в прямую сум
му связанных групп. Имеем H “ G ^ F  , где F *  Н f) (М © A t )  ,  
i f  f  .П о  предположению F  -  прямее слагаемое в М &А^ - F & E  

Тогда A m(G ®  F ) ® E  ШН ® Е  . Пусть H ^ A j "О для всякой такой под
группы Aj. . Если 0 + а ,е н  , то a - O y f . . .  ,  о *  &^А± ,Л,®Аг - 
~G<* б  , где G ' « ъ ,  f- Ъ  > ;  , Н П (в а  4 А4 )  I* О ' . Поэто

му этот случай сводится к уже рассмотренному выше.
Если Н -  некоторая р  -характеристика, Qр , то

I h e H ] , если Т, t f} Гг  эсть  />-типы, то 5 ъ ^ { % Н / Hf.'c). 
Будем писать Tf * ЩТ , если n H i , где Hi ( t j , содержится в мно
жестве £// для некоторых r t f  /V ,/ ^ f t  , f j  < /g T) О (Ц Т4)  , если _ 
m Ht  , где , содержится г множестве ( % F )  Л( ? М( )  лля

некоторых m e N ,  Нет,  H f ( t f
Будем говорить, что упорядоченная пара р  - т т о в  , Г,

удовлетворяет условию ) для простого числа ^ и целого числа п. ~*0> 
если существует jU€Q*„ С(> свойствами

и г , ( / г Л й ( 2 - ' г , ) л с г % ) ,  
где р  г £  “JU , p m£ у t ,m  *  0 ~ оислв>

Заметим, что если А -  группа р  -ранга I ,  8еЛ  и Н р ^ Г ' н Ж  
то §  можно рассматривать как эндоморфизм /4 , в частности, Нр (£ )я

*Н р (Щб). Действительно, Нр(в) э * ° £ ? д л я  - некоторого %еНр (6 ).  От

куда п = Ь еН р (6). Далее, Н,>(£)*■%''Нр (А)*Н$\поэтому существует/в 
< w ;  . Ясно, что / ” £  .

ТЕОРШ  I . I .  Группа >4 уз-ран га 2  яяляется £ 5  -группой тогда 
и только то гда, когда она прздетавима в виде А ж А( в , _ггс 
-  связанные группы,и для любых Г( о Гд М ( )  ( i=  f,2  )  t у ь П (А)
следует, что если ^  ^  > TQ / У-бвлствор'.ч':г (»/
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для Ф и любого целого числа л- >0 , если же t t /  f , ,  соответст
венно Tf й » го пара ( ? t > K г ) .  соответственно ( ,  удов
летворяет условию ( ♦ )  для и любого ле/У .

Д оказательство. Необходимость. Пусть б € A р  А ̂  , & >0  
-  целое, П( А )  , ^ A ^ d fA f.O p A ^  и Н = < Х > ^  , где Х - к б + f,

t/ “ Тр ( t )  , ?2 *  Гр iff) , К=ФП/ . Имеем А тНОМ,  г д е , как в 
лемме 1 . 5 ,  Н л М связали . Выберем / > -образующий y e  М  \ у  М , 
Далее, у - Л  t f r  q ,  S -J IX  * 6  у , р  f x  t  А у  ,  г д е

Г ^ ( 0 р  . Так как х  есть  а -образующий Н , то 
f i X ' p ' x .  для некоторого p'i-Q *^  . Имеем р  ’л  -  f t ' кб *р 'у
и j u 'k 6 ~ к р ' 6 , H ^ (6) s H ^ ( j u 'x ) ^ H y  (.K j/'6 ) ~ H y ( j u 'S )

( ) i  ^if (jv &) . Следовательно, f t  » f t  '
эндоморфизм A t .

Из 6 у ( к б + р г в  U S t - f r f ) ,  <jmr i x t * p + A ( A 6 t f * f )
соответственно имеем

j u = - 6p  , J U K t 6 * - i ,  ( I )

Г * *  'A «*, Y  * Ap  ( 2 )

Нели Л *» О , to V " '  . Так как f i e  E (.Ар) , то (p A  А . .
и -г, 1 Г * Г V . ________ _ _________Откуда Л - 0  , 

что А * 0  влечет й .м' #т\ Л / ,
/*-0 TLiTp(/'qf-rz Аналогично показывается, 

, а  из ( 2 )  А ( Kfr ->U ) «  КИз (П  следует в(А~р к) . _____ . . . .  .  ^

Откуда А* - К в .  Долее, t у - к р (  <S *■о ) t р  ( к [  г а )  -
№ кр t y - r ,  у  =(1 - kjuaU S  1-tj) *Отсюда

* (~К (i~ к р)6 к кju о ) , где первое слагаемое в этом равенстве из
Н , второе -  из ЛГ. Из э

1*Р*Г)1К**Ю
* 1 3  . ц  .  _ _ _________ ________ г __________ _

этого вытекает Нр ( р  е  Нр ( к (1  ~ К р)6)П
пНр (кр$)  п,  так как Л = - * 0 ,  Нр ( 6) s Нр (( 1 - * р ) 6 )  Л
ПН/ p f ) . Итак, H p i p e H p i K f ' f ) ,  Н р ( 6) я  H p ( f u S )  И

< Пр (  6 ) , Нр (у )  >р £  Н р (к Ц - К р )6 )  О И'0 (  К р д )  .Необходимо
сть доказана. ~ г  t а

Достаточность. Пусть Н -  замкнутая сервантная подгруппа в А 
р  -ранга 1 . Будем предполагать, что Н » Н~ ( в  противном случае 
рассмотрим Н~ ) .  Пусть t + 9 e H \ p H  , О t  S e A . , a t  ое А,  
t { = ?р ( 6) ,  = tp  (О )  и, например, y k p A

Предположим, что t  ̂ Ф гг  » * 4  р Л  ,  Ка p i . Соглас
но условию найдутся f t , % , £  €  Qp , и е  /V,(u .p )= i  • со свойствами

Н р(6) ,  H p ( f ) &  ( ? ' * Н р ( и 6р  П ( £ - < Н р ( и р )  , Hp ( S ) s



*«- Kfi)ucL-fiuij f wp~ (i-icju)u(lf-p)+K(tKfi-f)udi-jvup. ) f
где ^-характеристики u d  t в p  -характеристике каждого д.пемен
та в правой части соответствующего равенства. В силу (u ,p ) - i  иоС 
и ид являются р -образующими соответственно A t и Лг . Поэтому 
А -Н  © М , где М = < (1- Kju)ud -f*u9> 1 .

Пусть Г, *  Гг> гг i  Г , и Х (6) ф. Х(р) . Тогда S - A . ( 6)> 
для некоторого усП(А)  (возьмем <}-р  > если д»я него выполнено 

это условие) . Согласно предположению tj 0'Тг ш =

= ^ р (« -  г  > )  S) п  гр  ,  j u e a p  . Тогда, как и выше, 

А* Н 0 М , где Л/ = < ( 7 - ^  sj u )u d  - JUup >~ f i c e /А, 6 ~ у *  d  . 
Доказательство аналогично, если и X(tj) + l  (А)

Если же t f  & и Х(/)*Лф). то из лемма 1 .3  следует, что //, ( f ) s  
^dp(Q ) . Тогда, как легко видеть, А=НЮАг . Аналогично А = Н&Л,  

если Tt *• Tf и I  (^) i  Л(1).
Наконец, пусть Г ,  * tz и, значит, t ( / ) mt(p). Случаи сравнимости 

l(S )  и 1 (0) рассмотрены в ш е . Пусть Х(6) Z ( о ) . Имеем t ( 6 *-Q)- 
- t ( t )  n ’t (р)  ** t (S )  . Поэтому существует d S  <6  >щ f Z ( S+p) “ 
- Z (d L )  . Найдутся л ,  m cN такие, что Z(rvd)  = Х-(б), Z (m d )  -  Z(p)f 

• Пусть cf : Af  At  , Ip: A£ -* Af ,  f : A / - »  H -  гомо
морфизмы со свойствами f ( A t ) » V'(Af) *  {  (At ) - 0> <f(t) ~/>d, 
<p( )̂s moL , /(d) - f t p  (они существуют по лемме 1 .3 )  , 
b t S f O  -  целке числа, п г  t S / n * f  . Тогда для Л -  r .i/t3 tp имеем 
± ( b t p ) ~ ( m  + i m ) d -d  . Далее, (Д а )  Л с  н  и ( / < ) / „ ' / „  . Поэто

му Н -  прямое слагаемое в А .
Итак, для всякой сервгнтной подгруппы Н в А р  -ранга I Н~ 

связана (значит, / V //Л ) и  //"есть прямое слагаемое в А . Всякая 
же замкнутая сервантная подгруппа в А р  -ранга 2 совпадает с  А . 
Следовательно, А является CS -группой.

ЛИ.и/IA 1 .6 .  Если А - связавшая группа и t €  Тр (А)тз.кои, что для 
любых T i , T t e r  (Л)  из Tf,tt г  Г  следует сравнимость f ,  , то это 
условие выполняется для любого элемента из Гр (А )  и для всякого 
V 6 Е(А) и или /-«< есть целое кратное автоморфизма.

Д оказательство. Пусть e , o , c , c i e A \ p A ,  rfi,A ) - t  Нр (р )*
-  Нр (С) , Нр (d). Существуют у , у>£ Е ( А), / б, = а  . Ь р 'м
*p(ht>)), tp (<fd)) > ? р ( f>) • Поэтому, напркмеи, Hp ( f ( t ) )  S
е //я( л у ( с » ,  hypLf(i)) для некоторого . Сткуда
f f ( l ) =n . ( f ( S ) ,  р е £ ( А )  . Тогда t p ( C)  *  ?р ( V [(<])) = Гр (</(()))-- 
= Хр(с1) . Далее, если <*еЕ(А), то И’ ’ dp (<А(В))Г\ Нр((1-А)6) э  
2 И (t).  Если 5 1=//', то j * ( < ~ л ) 6 = сснл

Следовательно, Н'~Ир(В). ,'л с с .- .ш .т а ш : С ^ ( * ( ( ) ) , tp ((f"^ ) B) 
янтекает, что , наяриьер, Тр (^( £))■= 1р ( 6) . £\() ,
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i l l )  *  x u i h )  . Поэтому <4( / )  * к х  , где 2 ( x )  “ X I / )  , d €  А/,
Согласно лемме ь .?  существуют p , r e E ( A ) yj K * ) - f  > f ( { ) "x  
lj.<eei- Ц f  =* f f r  -  l и </ “ К ?  .

ЛЖ A 1 .7 .  Пусть A • A @ й  есть  CS -группа, гда А и 6  -  свя
занные групп’:,  и для веяного <*€£ ( 6 ) «< или /- Л есть  целое 
кратное автоморфизма. Тогда любые Г уе  Т ( д ) ,  rt (.Tp (G )  сравнимы. 

Д оказательство. Пусть у е& 'р С г , Т р ( / ) ~ Г 1 >
2 lQ )-Zt и Г ^ Г , .  Согласно теореме I .  I  существует ju e  <2* со 
свойствами t i О tz < r p ( (  1 - / J ) g ) n  Гр ( f f )  и тг  гр (/, ц л и  
Тц ° Тр (cl) > Тt , гдеЛ d  ■> U -/J)S . Согласно доказательству леммы 
1 .6  t Г  - Г , .  Из сравнимости ? j ;  и Ту > вы текает, что 2 j*
3 Ту . Дли некоторого т е  А/ mjuE El А) . Как в лемме I .  о , существу

ют p t  Е (5 )  , КСН, Jt/J -  /• / . Для некоторых гомоморфизмов
р  индуцирует эндоморфизм на /(д )*6 , 

для которого p f ( t )  "y f • Откуда Г р (/)* Т р  ( f )  .
Противоречие. .

СЛЕДСТВИЕ I . I .  Пусть Л "у©  Л ; , где AL -  связанные группы,
П Ъ Z , такие, чтэ для всякого с<£ Е 1 А^)л или /-«< есть  целое
кратное автоморфизма, где J e  f z f l , - . , * ' ) ,  l f l >  Л - 1  . А яв
ляется CS -группой тогда и только тогда, когда любые Т4« ^  Му 
Г ■ €  Г М )  ( i + J )  сравнимы, пр;1чем если Ту *  Г , то существует

к л А ь ч > г , -
. Необходимость вытекает из лею и  1 .7  а  из того,Доказательство 

что
тельство

для i + j  существуют ненулевые гомоморфизмы А( (см. доказа-
ство леммы I . I )  .

моморфиэм О Ф { :  А , ~*Му , Если o "d = S , то d  есть  а  -образующий
А П______ iA r t l  .. U и / b~J\ ту__________ Z. ___A L . Поэтому gd = f(^) и (£d). Предполагаем, что
\ ^  О А ( в  противном случае д е л ^  |f на нужную степень у  ) .  Для

некоторого т е А/ , 1т ,у ) i , Н „(т у)  . Откуда ’H y,(d)*
( Ц )  ‘ , где %mg m  . у можно рассматривать

еН1\)ОЕ(Л ) .  Пусть у* з а *■ S/ a t ...  -  представление
не

Е На ( f d )  И H„IQ)  
как'элемент из ТЕ(А- 
у в виде формильного стеленного ряда. Так кат( ( 5 ,^ ) » /  , где J -
= ^ ( ? ) , то найдутся целые К, I  со свойствами зк+ t  ■ 1 .

Тогда куя 1 - ll)  ”+ !„ f a + int4 = 1~ t f *  f t  , где yV*

я i ^ - A*  S„fl tfrt . . . еЕ( Ас ) ПЕ ( A ■) . Откуда Tу U T ■ i

^ TD яf t )  6) П Гр (py ) . Согласно доказательству тзоремы I . I
A^‘@Aj  есть  CS -группа.
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Предположим теперь, что П/ ><? и что утверждение доказано для 
групп р -ран га < tu , причем всякое прямое разложение таких групп 
продолжается до прямого разложения, изоморфного исходному. Ссылаясь 
на доказательство леммы 1 .5 ,  видим, что осталось показать игоморф- 
ность прямых разложений 6  ® в  и А ,  @ Аг  , где G ■ < Л-1 1  > ~ .
Имеем, например, Г„ (а<) ^ Г  (а г ) . Поэтому f  (а ,  *CLe )-T p (&f)  
и, значит, G ~А , . По лемме Г .4  Т„ (сог ? в )  -  Т р ( а U Тр (а,^) =>

-  Го ( л г )  . Откуда А ~ (  А, & Аг ) /  G z  Аг
СЛЕйСтаЖ I  . г .  Пусть (з -  связанная группа такая, что для jjo-  

бых t ,  t f ,  Tt  6 Тр f t? )  из t<  Tf, следует сравнимость , ?г

Группа А ” .® At , где / £ -  £ ,  , является £<S -группой тсгда

и только то гд а, когда Tp (G ) линейно упорядочено.
Пусть jl П Ар -  класс всех  групп, у которых в множестве р  -типов 

всех ненулевых элементов группы имеются максимальные элементы. 
Группу назовем ^-однородной, если р -типы ее ненулевых элементов 
равны.

СЛЕДСТВИЕ 1 .3  Г 9 ]  . Несвязанная группа А € TRGRp  конечного 
Р -ранга является £ 5 -группой тогда и только тогда, когда для нее 

выполнены следующие эквивалентные условия:

1 )  А " Д  А £ , где A i  есть  ^-однородные изоморфные свя

занные группы;
2 )  А р  -однородна и р азлагается в прямую сумму связанных 

групп; .
3) А *  Ф А ■ , где A i - одноро,днке изоморфные связанные

вполне транзитивные группы;
4 )  А -  разложимая однородная Q ? J -группа.
Д оказательство. Пусть А -  несвязанная CS -группа из X ПЛр .

Тогда А р азлагается  в конечную прямую сумму связанных групп А “ 
=Д A -  ( f t p  ( А ) )  . Хотя бы одна группа, скажем A f , содержит

ненулевой влемент максимального р  -типа. Так ж е ,как в лемме 1 .6 ,  
можно получить, что все  эндоморфизмы А ( есть  целые кратные авто
морфизмов. Откуда вы текает, что Tp(At) состоит из попарно несрав
нимых элементов, в частности, все они максимальны. Из существова
ния гомоморфизмов А{ ♦  А^следует, что Tp (AL )  тоже имеют макси
мальные элементы, значит, в се  элементы из Тр (Ai )  также максималь
ны, кроме то го , они максимальны в Г р  ( А ) . Из леммы 1 .7  следует, 
что Al есть  р - однорюдные группы одного и того же р -типа. По лем
ме 1 .2  Ai изомороны. Итак, справедливо I )  . По следствию 1 .2  
группа, удовлетворявшая I)  . является CS-группой.

J )  —*>• 2) очевидно. 2 )  =*” 3 )  вытекает из лемм 1 .2 ,  1 .2 .  Эквиаа-
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лентность 3) и ■.) доказана в [2 , теорема 1 .9 ]  . 3 )  =** I )  вытекает 
из то го , что всякая однородная вполне транзитивная группа р - од
нородна.

3/3,КЧЛНИй. Зоя кая квазиоднородная группа конечного ранга лежит 
в dt ORp для некоторого р  f  9 ]  . Группы из следствия 1 .3  существу
е т . Действительно, „для каждого р е  П выберем в Q*p обратимый эле
мент 6р , не являющийся алгебраическим числом. Затем для л

положи!.! &л = < . .. ,р " б р  , ... > б Л О р  * V  . Пусть R -  серзантное
подкольцо а V , порожденное множеством { 6 Л / п= О, / , 2  }
S = {  6 / а ,  ICb,SeA , X(CC)^Z(6) } .  Согласно [ 3 ,  пример 2 . 3 ]  S -  

связанная вполне транзитивная группа (аддитивные группы колец 
обозначаем так же, как и сами кольца) . R- <б„ /и-О, > # с  V. 
Поэтому любой элемент из R имеет тип, совпадающий с типом некото
рого б п . Следовательно, множество типов t (R )  всех кенулев-ос 
элементов в R линейно упорядочено. Поскольку Х.(6/ а )  = % (l)~ZitL)t 
6/ CueS [  3 , пример 2 . 3 ]  , то .;э свойств элем ентов^ следует,

что t ( S )  ° t ( R )  , в связанной вполне транзитивной группе для лю
бых ее элементов си, I  выполняется условие Тр( А)  е tp ( 6) •'#“*- 

<=> t ( a )  a t  ( 6)  (теорема 2 . 1 )  . Следовательно, Tp(S) линейно 
упорядочено. По следствию 1 .2  для каждого т е N A S @ S  явля

ется  £5-группой. Пусть V„ “ < . . . ,/ >  бр , . . .  > С V ,  Т
-  сервантное подкольцо, порожденное {  Vл I n  = О , Г с  F
-  подпольно в V  , построенное аналогичной . Тогда Tp ( F ) также ли
нейно упорядочено, F  и S  не изоморфны ( t ( F )  + t ( S ) )  , но по
следствию 1 .1  F & S  есть  CS -группа. Приведенные группы не ква- 
эисорвантно ннъективны, так как согласно [Ь ] разложимые кваэиод- 
нородные QP7- группы однородны.

S 2 . группы, все  ненулевые ондоморукэмы которых
есть мономорфизмы

Кольцо/? называется Е -кольцом, если всякий эндоморризм его ад
дитивной группы R*  совпадает с умножением R слева на некоторый 
элемент из R . Подкольцо К кольца R называется сервантным,.если 

К * -  сервантная подгруппа в R * . Кольцо R называется кольцом 
без кручения, если R f  -  группе без кручения. Хоропо известно, что 
любое сервантное подкольцо в р является Е -кольцом.

Будем говорить, что кольцо R обладает свойством ( * )  , если R 
- коммутативна!; область целостности без кручения такая, что для 
всех ре П фактор-кольце R /р R -  области целостности, а Я* - рецу- 
.исовз гмая каээиоднородная т р у п а . Пусть к  -  поле частных доль- 

г.я-R  со свойством (И ) . 3  [ з ,  э 2 ]  показано, что R 3 { Ь/сиб R I
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w, g e R  , Z (w )*A A S )}-  такое подкольцо в R , что R * -  вп ол н е

транзитивная и транзитивная группа, a  R -  сервантное подкольцо
в Л .

ЗАМЕЧАНИЕ 2 .1 .  В Г з , § 2 ]  такие показано, что кольцо R со свой
ством ( * )  обладает следующими свойствами:

1) если а , , b e  R то JЦ а б )  • X W  + 1  (8)
2 )  если 8 /  w e R , то X ( 6/л )  • X ( t ) ~ X- ( & ) .
ЗАМЕЧАНИЕ 2 . 2 .  Е ^ и  R - кольцо со свойством (* )  , то из пост

роения и свойств кольца R вы текает, что R »  R , кроме того , е с 
ли R есть  Е -кольцо, a  R* -  вполне транзитивная группа, то R-R  . 
Поэтому если R е ст ь  Е -кольцо со свойством (* )  , то вполне транзи
тивность R t равносильна тому, что R т R .

Отметим, что если 6г и А -  связанные группы, то Нот(в,ЛУ свя
занная группа f l O j  , в  частности, Е ( A ) t связана . Пополнение 
связанной группы А в /  -одической топологии изоморфно П QpрЛгЛ Г
Поэтому Е(А)  вк л а д гаается в^/7^ О *р . Следовательно, Е(А ) 
есть Е  -кольцо со свойством ( # )  .

ТЕОРЕМА 2 .1 .  Для связанной группы А эквивалентны следующие ус
ловия:

1) А -  вполне транзитивная группа;
2 )  для любых ее  элементов 0 + W , 8  t(U ) i  Tp(o)

для каждого (равносильно для некоторого )  ре П(А) ;
3 )  А есть  ( J# ? -группа;
4 )  для характеристики X любого ненулевого элемента А имеет 

место изоморфизм t ( A ) t s  А (X)  и Е(А)  * Е ( А )  '}
5) на А можно задать модуль без кручения над таким кольцом R , 

что R* - связанная группа, R = K ,  П(A) a n ( R t)  и любые два линей
но независимых над R элемента А имеют несравнимые типы.

Д оказательство. I )  = >  2 )  . Поскольку связанные группы квазпол
нородны, то можно говорить о р - типах элементов А для каждого рсПСЦ 
Пусть 0 * w , 6еА и Тогда Х(Я)<Х(п£) и f  (а)  для не
которых ле.У и IеЕ (А ) .  Откуда Т „ (а ) * T p (n l)-T p t£ )  для любого р е  
е/1(Д). Импликация Та( a ) e t p ( S )  =*• Е (а ) б Е (£ )  справедлива всегда 
для любой группы 6,  £  Rр  .  В самом деле, без потери общности можно 
считать, что W, S s S '  р б  . Тогда замыкания <<*■> и <£>~ в />-ади- 
ческой топологии уэ-сервантных подгрупп < л >  у <£>  группы G яв
ляются замкнутыми серьантными подгруппами р  -ранга I  в 6г .  Для не
которого n e / i  имеем Hp(W )-Hp<n£) . Существует гомоморфизм /  : 
< а > ~ - * < £ > ~  , f ( a ) * n 8  . Откуда t ( a )  е Е( £ ) .

2 ) I )  . Пусть OEW,S^A и l (w )  <• Z(£). По условию Тр(а)^  
<?(£). Поэтому Нр(а)£Hp(xS) w я  некоторого кеА/ . Так как /Ь-харак-
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теогг.’ лка есть р  -сервантная подгруппа в Q р [  7 ,  гейма i ]  , то 
ьовдо считать, что (К,р)  “  / . Пусть Кшр™*- . . .  р ""  -  разложение К
: произведение степеней своих простых делителей р± f i  " л ;  .
/ с : / у А -А  , то деление на f  есть автоморфизм А . Так как гомо- 
ко не noHiwojor р -характеристики, то можно считать, ч т о д в
€.П(А). 3 силу связанности ьр (А) -/  при реП (А ) , значит, сущес
твует f^ E (A )  со свойством /(а.) (ал. введение) . Откуда /Лй7?с 
£  Нр ( « 6) для каждого а е ПСА). Следовательно, Hpi ( a ) s  Hpt (* ,£ ),

где н( * р  L 1 К . Имеем 1 * 1 , Кп)ш1 . Пусть < /;££(А ), а ) т
= KLb , и tL -  такие целые числа, что Л) £f +...+■ Kn t n -  l . Тог

да (Ci V/ + ...■*■(„ <fn )a  • 6 , т .е .  А вполне транзитивна.
I )  => 3 )  . Пусть G -  сервантная подгруппа в А , неко

торый гомоморфизм. Для 0*<jtG ныееы Z (д )< Л ( 'f(p)  . Пусть f € Е(А) , 
Л Я - ^ Я  . Так как G связана , то все ненулевые гомоморфизмы & -*А 

-  мономорфизмы. Откуда у  . 3 )  I )  справедлива всегда [2].
1)=^ 4 )  . ПустhOtaeA и I  -  Х-(а). В силу вполне транзитивности

А и так как все ненулевые эндоморфизмы А - мономорфизмы,отобра
жение у-*-у(а;осуш ествляет изоморфизм £  (А)*  на A (Z). Если 
то A(Z) s  Мот(6,А1 Поэтому по лемме 1 .3  И  А (1)  вполне транзиткв- 
на. Поскольку А(1 )  связана и а т  *  ш )  *  , то согласно замеча
нию 2 .2  Е( А) *  E l  А)

4 ) =>  I )  . Пусть 0^cutSeA и Z ш1  (о.) *  Л I t ) ,  t m t (a .) , & я 
Имеем G <8 HomlG.A) =  G & А (X) ^ A I d )  [ I I ,  следствие 2 ]  . Впол
не транзитивность ACZ) влечет вполне транзитивность [ 2 ,  лемма
1 . 2 )  . Поэтому по доказанной части I )  4 )  E(A lt))*  в  A(t)(Z)=- 
=  А I X) . Отображение { - * .  f  осуществляет вложение Е(А) в

E(A (t) )  % Это сервантное вложение. Действительно, так как А
связана , то Е(А) можно рассматривать как р  -сервантное подколъцо 
в Gp, значит, Е(А) р  -оервантно в Е(А(1)) для каждого pefl(A). 
Следовательно, Е(А) -  сервантное подкольцо в E(A(t)) . Поскольку 
сервантная подгруппа QQJ -группы, изоморфная самой группе, выделя
ется  в ней прямым слагаемым p i, доказательство теоремы I . I 2 J  , то 
ь силу того , что E(A(l))i' s  A ( Z )  есть (3^ 7-группа, Е 1/ У  = А( I )  
и А( I)  неразложима (A(Z)  связанна) , Е ( А ) -Е(МО) . Для фиксиро
ванных а  к 6 существует / е  £  (A (l)), f ( a ) - С . По доказанному най
дется р е Е ( А ) ,  ipio) = 6 , т.е. А вполне транзитивна.

I )  => 5) . В  качестве Я возьмем Е(А) . Для всякой группы G 
PIG) ШЛ( Е( G V ) .  Д а л ц д ^ 'Л  . Если Oda.SeA  и d(A)& d(S)t то Х(а)£ 
< Z (пб) для некоторого натурального А . Тогда для / е *  , / ( а ) ~я * ,  
имеем / ,  пеЯ , т.е. И к О .линейно эависигл! над Я .



a ) “* I )  . Пусть 0*cut 6еА , X(a)iX(tl Ксли = s t , r , i e R  , то 
Z(tUs) *X  (Si) . Так как А с в я з а н  , то А и /Сложно рассматривать 
как р  -сервантные подгруштн в Q* (рсЛ(А)) . Следовательно, 
i p  (Ub) -  i'p  ( г )  f  i p  id,) -  i p  a t )  -  i p ( i )  f i p ( i ) ( B Q*p )  .Т а к  

как fl(R  ')*  fKA) , to i  p  ( l )  *  i p ( i )  для вс ex p efl(R f), т .е .  i ( i ) >

( в  R* )  . По условию . Откуда значит,
А вполне транэитчвча.

CJliv^PГВИЕ 2 .1 .  для связанно»! группы ,4 следуыдие условия экви
валентны:

1) А есть 04*7  -группа такая, что множество типов всех ее 
ненулевых элементов содержит максимальные элементы;

2 )  А есть  (2£7-группа такая, что АосААО (определение
псевдоцоколя см. в П 2]  ) ;

3 )  для характеристики Л любого ненулевого элемента А имеет 
место изоморфизм С(А У я  А (X )  и / ./ }  вкладывается в Q*p для ьаж- 
дого/>г/7<^)как р  -сервинтное подкольцо, в котором каждый элемент 
есть целое кратное обратимого;

4 )  для любых СЯ а-, 6чА условие t(a)-M6)  эквивалентно tp(d)-tp(l) 
для каждого (равносильно для н екотор ого)реЛ(А), и тип любого 
ненулевого элемента А является максимальным;

5 ) на А можно задеть такой модуль без кручения над кольцом R , 
все элементы которого является целыми красными обратимых, чтс /1(A)-

любые два линейно независимых над А элемента А имеют 
несравнимые типы.

доказательство. 1)< = + 2) очевидно и ыдгекает из соответствую- 
прос определений. Действительно, ест  А вполне транэитизьа и /
-  максимальный тип в множестве типов всех  ненулевых элементов А , 

тоА(() будет минимальной сервантной вполне характеристической под
группой, поэтомуSocAtO . Vk обратно, если (г -  некоторая минималь
ная сервалгная вполне характеристическая подгруппе вполне транзи
тивной группы А , то любой ненулевой элемент из G имеет максималь
ный тип в А ,

I )  =*• 3 ) . Так как все ненулевые эндоморфизмы А - мономорфизмы, 
то сддествсвание ненулевого элемента с максимальным типом планет, 
что все тип?! ненулевых элементов А - максимальны, я в £(А) па*дый 
элемент есть целое кратное обратимою ( 2 ,  теорема i . l 2 ;  6 , теорема 
3 . t J  . Поскольку П(А)*Л(А(Х)) “ П ( Е ( А ) * ) t А( . 1) я E ( A ) f -  спя- 
занн’-е  группы, то справедливость импликации доказана.

,-)-*•  х) . В силу теоремы 2 . . '  достаточно поксчать, чтс для R~((A),

«ели CtC^UR* A(d)&X.(t), т о £ ( R  . По условию , i*  ,

где л , теМ , a  U,V о '-гггш - ч R . Уожно пред по лагэть , ч .о  д; ос-
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тке целители rv ц т. не делят А . Так как Х(ли^) *  Х ( ^ ) , а Я 1и ) ш 
= X(V)  ( в  силу обратимости) , то Л' делит т- : / я - л - л г ' .  Откуда

следует, что э л е м е н т ^ ( R равен £  R , т .е .  R ~ R  .

Справедливость 1 ) * * * 4 )  уже отмечалось в I )  ” *■ 3 )  . А 4 )  =*гI )  вы
текает из теоремк 2 .1 .  1)<=>5) доказывается аналогично теореме 5 .2  
из Г Ь ] .

СЛВДСТВИК 2 .2 .  Для связанной группы А следующие условия эквива
лентны:

1) А -  однородная <2 ̂ 7 -группа;
2 )  А есть ^-однородная группе, ( т .'е. Т р(а )‘ ,̂(Х)дпя всех ОФ 

^(Х,/еА )для каждого (равносильно для некоторого)р е П (А ) ‘,
S) на А молом задать модуль без кручения над таким кольцом R , 

все элементы которого являются целыми кратными обратимых, что П(А)- 
• H(Rt ) и А есть Я-модуль ранга I .

Доказательство. I )  = > 2 ) . Всякая однородная вполне транзитивная 
группа Л будет, очевидно, р  -однородной для всех р е  fl(A\ 2 ) = > 1 )  
доказывается так же, как 2 ) = ^ 1 )  теоремы 2 .1 .  1 ) * “*-3 )  вытекает из 
следствия 2 .1 .

Если А -  кольцо со свойством ( * )  , то обозначим через R *
-  сэрвантное подкольцо в R , порожденное элементами [ V,  ^  } »
t e f t ,  0 * а , , S e R ,  Z ( x ) = Z ( 6) J .

ЛЕ.'М 2 Л .  Если R -  кольцо со свойством ( * )  , то R - сервант- 
ное подкольцо в R , аддитивная группа G кольца R*  транзитивиа. 
Если, кроме того, R есть £ -кольцо, то транзитивность R*' равно
сильна тому, что R * R * .

Доказательство. Сервантность R в А1'с л е д у е т  из сервантности R 
в R . Пусть O t x , y e G  , Z(X) = X(yi Так как R*s R , то х - а , / 6,
y*C/oL для некоторых Оф ct/ ,6  t c ,d e R . Согласно замечанию 2 .1  
Х(а,/6)= Х(&) ~ Х(6 )= Х(С)~ X(d). Откуда в силу квазиоднороднос

ть аддитивных групп рассматриваемых колец X(cvcL) - Х(а ) * X (d )  -  
~Х(С) *■ Х(6) = Х (с6).  Следовательно, U=(CU)i)/(cS) f ХГ=(с{)/(аЛ)^Ц*. 

Умножения на и и гг являются автоморфизмами G- ( u t r - i )  , переводя
щими и в х  и X  в у соответственно. Справедливость последнего ут
верждения вытекает лэ определения £  -кольца и построения R *  .

ТЕОРЕДА 2 .2 .  Для связанной группы А следующие условия эквива
лентны: .

1) А -  транзитивная группа;
2) для любых 0 ( * # ,  feA t { x ) - US)'**' tp (о-) *  (S)

для каждого ( равносильно для некоторого ) р е П ( А )  ;
О) н А можно подать модуль без кручения над таким кольцом R , 

что R f - свлоа: ная группа, R = R * f П(А) ”Л (R+) и лпбые два лякчй- 
н-> юэчинсимых над R элемента имеют неравные типы.
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Д оказательство, доказывается так же, как 1)= *> 2) в тео-
I .  2 )= ^ 1 )  . Пусть 0+a.^SeA  и Х (а .)тХ(В). Но условию tp(u)° 
• Как и в теореме 2 .1 ,  доказывается, что существуют /, /е Е(А) 
t <flS)-cu. Тогда / <f ( t ) = 6 , / Д а ' • ДМ . Откуда / / “ У / 'Д  

т .е .  / ,/  -  автоморфизмы. Значит, А транэитивна.
1 ) ^ 3 )  . Б кач естве^ 1 возьмем Е(А ) . Имеем Л(А)’Л(А*) Пусть 

О + а,е.А , 6 -<d> ,  t Z ~Х(а) . Тогда )  —Нот(&>А)~ транзитивная 
группа [2 ,  лемма 1 .3 ]  . Подгруппа А ' -  {S^A I S - U i - , t e  R J  eopna- 
нтна в MX).  В самом деле, Ц(А') * n ( R f ) -  ГНА1Х))  . Если рх= (  ,
где ( е А ,,хеА(Х),/>еЛ (А' )  , то существует feR  } { а - р х .  . Име
ем 1 (a )*  Х(х)< X (р х )  . В (2р существует g такой, что g o . “ X  
(А  рассматр!гваем как р -серьантную подгруппу в Q * ) ,  и p f - / e R .  
Откуда g e #  , т . е .  £  а  -хеА'. Далее, А' характеристична в А (1) . 
Действительно, если Л -  автоморфизм A(Z),  Be А'  , то Х(6) ■ X (а. В) 
в а ш  , из определении А(Х)  следует, что это равенство справед
ливо и в  А . Так как А транэитивна, то Л индуцирован некоторым 
p * R  . Имеем В * г te R,*6 ^(рг)си, г д е Д teP и, значит, и( е А 1 . 

Из сервантности и характеристичности Л 7 в А(Х)  следует, что А ' 
также транэитивна. Имеем А'  -  R*. Поэтому R ”  R* . Если теперь О А 
f  Х,Ц*А и t ( x ) - t (p  , то l ( v t ) mA(vy) для некоторых рациональных чи

сел VtUs . Существует f e R , /(хх) - ( V ( / x ) )  - tlv . Если п  - об
щее кратное чисел V и и - , то ( m t f ) x  ’•(ти)ц  , где т х {, mt/eR  ,
т . е .X  и У линейно зависимы над R .

3) =*>■ I )  доказывается аналогично 5 )  =*>• I )  из теоремы 2 .1 .
ТЕОРЭ1А 2 .3 .  Существует счетная транзитивная, но не вполне тпаи- 

эитивная сзязаяная группа без ненулевых элементов максимального ти
па.

Д оказательство. Разобьем П на бесконечные непересекающиеся под
множества П! ,  Пг , ns . Б свою очередь /7< также разобьем на бесконеч
ные непересекающиеся подмножестваf £ ( I я f , Калдому поста
вим в соответствие Д / б / 7 '^  ( p i *  Pj ПРИ 1 * / )  • Для каждогор еП  
выберем в Q* обратимые элементы 6р и Vp , е-лгебраически незави- 
симке над кольцом целых чисел, причем каждое ХГр для ре<Я; имеет 
pi в качестве своего представителя в смежных классах кольца Ор

ffj Л п
по р й р  . Для Л *0 / ,. положим f f„ a < - - , р  6 р Vr.~<"",P  гр>~?е

ejen ^ P ~ ^  ’ г д о Л ' " /1 при Pe n ( L/ni  I пг " л  ПРИ Р € Пг и П ъ
n О в противном случае .

Пусть R -  сервантное подкольцо в S , порожденное множеством 
( е л\ Н=0, ( , --  i  . Поскольку tsplR*) =1 длл всех />е/7, то

связанность R *  вытекает из ее кгазиоднсродности. Л  а:ч!ьлчог>с.*чос.?.» 
R* мотет нарушиться,если только R есть ненул'':л •••,:? с -

1 7  i

реме 2 . 
- Т а (В)



вой р  -компонентой в S  для некоторого р  , это равносильно тому, 
что вр и Vp -  корни некоторого многочлена двух переменных над 
кольцом целых чисел, что противоречит выбору 6р и Vp .

Так жо, «ак d [3 ,  призер 2 . i j  , можно показать, что &  -  сер-

вантное подкольцо в S , a R * связана . Связанность 6  • (# * )*  сле
дует из того, ч т о б  сервантна в R*  . По лемме й .1  б  ■’’ранэитивна.

Для всякого 0 + v e R * t t(l)> t(/) , слодует t ( l ) < t ( l l) .  Поэтому б  не 
имеет ненулевых элементов максимального типа.

Покажем, что R t  R , из этого следаот, ч т о б  не вполне гранзи- 
тизна. Для этого заметим, что U т д — -—  €  Я 4 R *  . Пред-

6 i+  Vi
положим противнее: u eR  . Тогда существует А€/V такое, что К и, • 
- I , р д и ^  * » i ) u

Согласно замечанию i . l  X (? )= Z (at) - W d)-X<0
и ip (U )* i  при р е  П , , i p ( u ) - 0  при р еП г иПл . Поскольку Х(ки) + 
* X(v, f , ) n . . .n X l% i  | < ) » л м «  X ( t t) }  и

m̂ p(Vi ) mi при р еП ^ , то среди существуют 

такие, что Ьр{Ху)щО для печти всех р *  П§ . В силу свойств А?

-  ty t иу , где Су -  целые числа, а  i p < vy )  * /  при p e f? s . 
Имеем ки • С, g  ,+••■+Ст V  ̂  где ( V ) * /  при р е /lj  и

S i *•••* t m ' ) aO % ля почти всех р е  Rj. Поскольку

K(f>t tVf'nj - x 6 i е  R , то в силу с в о й с т в ^  имеем *<>/ “ (&i* *V ), 

( f t  g t  *■“ * £ »  S m t V ) '  * l (  *4 S i *  * m ' * ) * y * g t f  , где

ip ly )> h m  р е П ,  , i p  (y ) , k p (X) »  / при p e  Pj , i p { * ) ~ °  

для почти всех p e d ,  . Так какХ“* 0 { - у  , то i р Л ) > <  щм/жП,. 
Далее,

где каждое слагаемое в правой части этого равенства .принадлежиг Я . 
Пусть теперь 0  i l * R  -  ”акой, чте {р(1)+1  при р е /1 ,  . Пока

жем, что ie fff R . Имеем г  « т, V, * 1 т(  pj * v  , где ttee, R ,

t С & П, <...< Л( -  целые числа. Достаточно показать, что 

т( * . . .  =т, *0 - Переходя к ^-компонентам V , в силу выбора Vp

имеем т, р , 11 ... » m , р, * 1 в 0 (р )  1три p e J ,  . Поскольку J ,  беско-

нечно, то это число равно ьул/ы Откуда Cmj+ ■■■* mtPi )

Значит, т, лслисея на p f . Переходя к $г  , получаем, что пц  де
лится на ni  и т .д .  Поэтому гч^О . ^налегинно fn. « ... «■ rn, -  О
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Итак, v e S i R .
Если tf e  et A , то , ток как X(0' i ) a X lt/), в силу доказанного a ,e  

€f>t R . Поэтому полно предполагать, что tl &6f R $). Тог
да t t . . . t i i 6 t R . Если теперь Z +0  , то //... £ t lpG ,R  . В саном 
деле, в противнем случае гюдкольцо в R , порожденное яле».:Ы!том г'}, 
имело он нопулч ое пересечение tGiR . В атом случае налп-лен бн 
ненулевой многочлен двух переменных над кольцом целых чисел, ич-чо- 
ци.! в качестве к дрной 61 и 1% , что противоречит выбору Gp v. 'tfp .
С другое сторон’ \Apl2)>f при р е /7,.  Лог тому в силу яикп.тишого зи
ме I f ... St Z t 6"t R . Предположение же Z*0  и, апачи: ,
• -дг противоречит тому, что As„( £fgf *■•••+ £т %т)=0 для почти

всех f*n s . Таким обоаэом, u *R + .  Теорема доказана.
ЛИТЛ с .< :. Пусть А - вполне транзитивная группа, все пчнуловче 

эндоморфизмы которой -  мономорфизмы. Тогда А квазиоднероднц и если 
ее эндоморфизм i{ повивает р  -высоту некоторог ■ он элемента, то <Rt- 
£рЕ(А). Если, кроме то го , ось частичные ненулевые опдомор' и: ы 
Q - * А . бде G -  серпамсная подгруппа в А , язлиштсн мономер'иэ- 
мами (очевидно, этс выполняется, ооли А есть Q M  -группа) , то Е(А)  
сеть £  -кольцо со спойством ( * )  .

доказательство. Пусть 0 * Л € А  и Ар(а)<Л.р(</(ар или А^ау<*>. 
Если СеА л р с '</(<*), то 1 (d ) < X  (с ) . По: >т 01/у су^естзует / е £ (А )  . 
/(а)‘ С . Имеем l p f - f ) a = 0  . онаw * ,if* p f .  В случао£р(а.) = о - тож
дественный эндоморфизм 1ер  Е(А) . Откуда следует, чторА’ А . ,1так,
А квазиоднеродна.

Зафиксируем Of aeA  , пусть Z щХ(а) ,  t ‘, t ( a ) ) 5  * A ( t ) , f € Е(й) 
длл любых х , у е  6  Z а ( х )  *  (у) ХА ( х )  < Хл (у). Из г того

вытекает, что {  мо>-но продолжить до гнлочэрриэма сервантиой под
группы АИУ<А>'*А  . в самом деле, длл оеЛЛ)сущсстБует натураль
ное Л такое, что кч«е<3 . Имс-м Х (пр) iZ ffln p ))  . Откуда f l i p )  m/ZJC.> 
хеА  . Полагаем {(дух. Пусть £€£11) и f it )  ЕО . Имеем Z (S) £  XZflf)). 
Поэтому сучсствуот ific(A) , pit) -  f i t ,) . о c»jtу услогий па группу 
А ^  * /  • частности, все неиулевно гдщочор;иомы А ( Х )

- мономорфизмы.
Так г о , как в теореме . . ±, Е ( 4 ) f *  6  . Эндоморфизмы E ( A ) f , 

совпадающие о умножением £(А) справь и слева на некоторый его эле
мент 1 * 0 ,  совпадают своим действием на fe£(A). Посколоку все 
ненулевые эндоморфизмы Е (А  )* - мономердизмы, то t j c J t  для клг- 
дего ЗеЕ( Л) ,  т .о .  Ш )  коммутативно. Пусть / -  эндоморфизм Е(А)* 
v .fm -R  . Эндоморфизм, сэвпадеохдий с умножением Е1АУ на V , дей
ствует нз / так же, как у /  . П.згиму / оозипдзег с ним. нг^к, Е(А) 
есть Е -кольцо.
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Пусть /</ерЕ(А) , где Л  Уъ Ы Л ).  Тогда, например, {  повыша
ет р - высоту хотя бы одного элемента А . По доказанному выше /€
( рЕ(А), его и означает, что Е(А)/рЕ(А) - область целостности.

ТЙОРЬ.'А 2.4. Пусть А - группа, все ненулевые эндоморфизмы ко
торой - мономор ипкн. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) А есть ОФЭ -группа;
2) А - вполне транзитивная группа, у которой все частичные 

ненулевые эндоморфизмы G-~A, где G -  сервантная подгруппа в А ,
являются мономорфизмами;

3) все частичные ненулевые эндоморфизмы G ~~А , где G - сер
вантная подгруппа в А , являются мономорфизмами для любых / €  EU)t 
реП(А) . если(f повппает р  -высоту некоторого элемента А , то 
<fepE(A) , для характеристики X любого ненулевого элемента//

имеет место изоморфизм ш у  * А ( Х ) , М )  - кольцо со свойст
вом ( *) и Е(А )=Е(А).

4) все частичные ненулевые эндоморфизмы G ~*А , где G - серван- 
ткая подгруппа в А , являются мономорфизмами, на А можно задать 
модуль без кручения над таким Е -кольцом Я со свойством < *) , 
что RmR , П(А)* RlRf) , для характеристики X любого ненулевого 
элемента А имеет место изоморфизм R ' * ~АЩ Л любые два линейно 
незаЕИСжпл над Я элемента А имеют несравнимые типы.

доказательство. !)•*=*■ 2) , 3), 4) доказываются тек ке,
как в теореме 2.1.

2") => 2) . Пусть0Фа,6сА и I  - X(a.)&Zlt)t t mt(a) ш Так яе, как в 
4) I) теоремы 2.1  ,E (A (t))r s A(X)t Alt') вполне транэитивна,
и отображение f  - »  осуществляет вложение ЕСА) sElA(t)) .
сто серваптное вложение. Действительно, поскольку A ( f ) 5Е$У^ля 
характеристики J  любого ненулевого элемента А , а Е(А)Г кваэи- 
однородна, то А также нваэполнородна. Долее, если f=p<f, где 
А Е(А ), Р€ П(А)‘ П(Е(А)*),<Г(£Ш)№°^ы™пяе» Е(А) с его образом 
В ш и т .  ТО  (  повышает р  -высоты элементов из АН) . По усло
вию ftpEU ). Поэтому Е1А) сервантно в Е(А(0) . Далее, АН) серван- 
тнэ в А . Поэтому все частичные ненулевые эндоморфизмы G ~+,А(Е)> 
где G - сервантная подгруппа е A it)  , являются мономорфизмами. 
Откуда в силу вполне транзитивности вытекает, что A(t) есть u rJ  - 

группа. Поскольку A(Z)  s H<jm[G,A), гдeG*<a->., то А(Х) есть 
6^7-группа f2, лемма 1.3]  . Итак, £(A (t))*  -  А(Х). неразложимая 
Q9J- группа (н<.разложимость А(Х) следует из того, что все ее не- 
Е'улевне эндоморфизмы - мономорфизмы, см. лемму 2 . 2 )  , Поэтому, 
как в теореме 2 .1 , А вполне транэитивна.

) . Пусть Ota., 1еА, Х-Х(Ь)*ХЧ) и U L - j g , v ,l*R  . 
Поскольку A ll) 5 Rf , a R есть Е -кольцо, то эндоморфизмы ь и S



группы 4 (1 )  можно рассматривать как умножения Л W ho некоторый ег- 

влементы Г  и 3 . Имеем %4(t)<a) *  ^4(Х)  ̂^  и %А(1Г)( г а )* d )

Откуда %( 4)  * Z ( i ) .  По условию R . Отсюда ^  а  = ^ . Следова
тельно, Л вполне транзититзна.

Из доказательства 4 )  = >  4 )  теоремы 41.4 в ы т е к а е т  

СЛЕДСТВИЕ 2 . 3 .  Пусть А удовлетворяет тр еб о в ан и я м  4 )  в теореме 
2 .4 .  Тогда R совпадает с  £(А)при естественном вложении R  в Е(Л) , 

Отметим, что так же, как и выше, используя т е о р е м у  2 . 4 ,  можно 
сформулировать соответствующие результаты для вп ол н е т р а н э и т и ъ т э с  

(транзитивных) групп, все ненулевые эндоморфизмы которых -  м он о

морфизмы.
ТЕСРЕМА 2 .5 .  Если G - квазиоднородная Q 99 - группа, имеющая 

ненулевые элементы максимальных типов, то <*£% .
Д оказательство. Пусть ОФ a c G  и t(a ) -  максимальный тип. 

Воспользуемся доказательством теоремы 2 . 2  из [<_] . Рассмотрим 
множество*^ всех  пар M . f ) .  где А -  сервантная подгруппа в G  , 
d €  A, rje Н о т (А ,6)1 р (а ) тС и , и каждый ненулевой гомоморфизм 
< Ц А ) \ ~ *  О есть мономорфизм. Частично упорядочи;/ X  : СУ/,

, если . Множество X  индуктивно

и не пусто, поэтому оно содержит максимальный элемент (Н?<f) . Су
ществует <j>t£(G) } </>1н - <f . Tent же, как в [ 2 ,  теорема 2 . 2 J  ,

доказывается, что в V л < Ч *(о )> я любая сервантная подгруппа 
сильно неразложима.

Докажем теперь, что любой ненулевой эндоморфизм V  есть моно
морфизм. Предположим противное, пусть f ^  E (V ) t Ret f  *■ О * 
Согласно f2 ,  лемма 1 . 5 J  f  аннулирует все элементы максималь
ного типа. Предположи/, что l e V\/ >V  „ f i t ) *  о  . Найдется ое V '
\р V, и $ ) * Ц / (  ()) и t o )  * О . В самом деле, допустим, что для 
всякого U e Y ' p V ,  t ( d ) * t ( f i t ) )  , следует f(d )°0 .  Для х> 0  
> i j f l ( ) )  имеем t ( S ) * t ( p * t + d - ) < t ( f ( 6 ) ) , t ( S ) ~
* t ( ( p Kl  i - d ) - d > t  ( p * t  * d )  # откуда l ( t ) - t ( f > KS + d )  ' Пусть 

rtf/V такое, что l  (p 8 * d )  *  X( n ^),  ( * / / * ) “ J , и f(A )  t 

<fip* l + d y  п б  . тогда
(предполагаем, что £ (  V) s  f ( A )  ) ,  противоречие с выбором *  .

Далее, для каждого ксМ  £(Р  6 *  Л )  *  £ (  f (S ))  *  (  (у )  . Так
же, как и в ш е , получаем противоречие.

Тан как р(а)=<Х, тс р  действует на V как тождественный гомо
морфизм. Поэтому 6  = p(G ) ФK£"i р } a c p ( G ) = V  t V  являете.. 
д ? !J -группой, все ненулевые эндоморфизмы которой -  кокоморфизгч 
и й/имеет максимальный тип. Нетрудно тогда пока >а?ь, что таги .&
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нулевых элементов V являются моксимальными, откуда V * X  [ в, ТОО- 
репа . . . a j  . Если R • Kei.V*0, го так как для любого элемента пря
мого слагаемого ( . - группы существует гомоморфизм этого слагае
мого в дополнительное прямое слагаемое, не аннулирующий данной 
элемент ( 5 ,  лемма I . 2 J  , то R также обладает ненуловыми элемзн- 
томи максимального тиса. Выделим о R прямое слагаемое F , R “ 
’‘ F O E  , подобное V . Тогда У О F -  группа и, значит,
однородна Г б , теорема 2 . I ]  . Из существования подходящих гомомор
физмов следует, что тип любого ненулевого элемента Е кеныго или 
равен типу группы V . Откуда следует, что G € X .

На неразложимости Gt J - группы (т € X  следует, что все ее Сер
вантесе подгрупп)! сильно неразложимы ['А, теорема 2 .2  J . Поэтом}' 
справедливо

С;Щ)Р'ПЗ)1Ё 2 .4 .  Если G -  нее.злобимая кваэиоднородная G&J 
-группа, имеющая ненулевые элементы максимальных типов, то Серван
т е с е  подгруппы G сильно неразложимы, ненулевые эндоморфизмы G 
являются мономорфизмами и ненулевые элементы G имеют максимальные 
типы в множестве типов всех ненулевых элементов группы G .

Отметим, что описание Q93 -групп, имеющих ненулевые элементы 
максимальных типов и все ненулевые эндоморфизму: которых -  мономор
физм;;, подучено в [б ]  . Из [ б ,  теорема 2 . 1 ]  с л е з е т ,  что Q9J - 

группа AERp  кваэ «однородна. Обозначим через р ы А макс с а л ь 
ную р  - д е л и м у ю  под1’руппу в А .

CJIlvCTUffi . : .о .  Пусть А -  такая Q 93 -группа, что для каждого 
р е  П(А) А/p А имеет ненулевые элементе максимальных тылов. Тогда
А с х  .

Д оказательство. Согласно [и , теорема 2 . . J  А "  Ар ®  р Ы А , где

П (А ,)П П (рШ4 Ы  Поскольку прямее с л а г а е т е  6 0 v -групп «шляются 
<?у!7 -группами, то ссылка на теорему . . .Ь и [ ^ 9 теорема f c . l j  закан

чивает доказательство.
TCOFiu.iA 4 . Г». Если А -  нериэложикая квазиодпоролнел Q 99  -  

группа, то M l 4 г  • .
Д оказательство. Если все серпантние подгруппы А неразложимы, то

||
пс Г б , теорема IAI * 3  " .  Предположи».!, что А имеет разло.жи-
мге серпентине подгруппы. В частности, А еезерчи? сор»лнтнуг под
группу <<г; ^>„ тпхук, что . а этом
случае если А однородна, то по следствие она раэлог-дглп. 
Итак, А ю* оды'’ролла. Прег иоле-'им, ито t (о.) > t(f). ."дя псостотк 
счигм.ч. что Х(а.) > %($), A'p(a), Ap<fl‘R Рр.ссчэтри1' м н о 'ес '. с 
вс-.-х сорвпн'.ч'нг г о д н у ю  д  групп)' А таки ", чт: <д,Ь>я °<9>щ е  В г 
л е  6  . X  част;гг!о  унсрч~очечо стигсут; льно ек.т-■чемпд р  •/к-

iVb



гквно. Поэтому оно содержит максимальный элемент М . Если Ър(М)>- 
, то М имеет р  -базисную подгруппу Д , являющуюся свободной 

группой ранга Ър(М) , причем F  можно выбрать так, чтобы <л- > 
была прямун слагаемым в F Г 13, § 3 2 , упр. 7 j  . В F  найдется 
подгруппа Е со свойством F /E  = Qp и пр ( а * Е ) - 0  , где tip

- группа всех  рациональных чисел, знаменатели котору взаимно прос
ты с р  . Пусть Н *  <£>„  . Тогда Н я М ,  х  + р(.М/Н)  . Псд-
гоуппа С я <Си + р у > ® Ц сервантна в А . Действительно, если 
d e C  « * - * * : .  то d  -  * A и грр  -  у х4 , А *■ uz- - р * ,
где х е  A # ЛеН,  <fr -  простое число, а 1- -  рациональное, x / €<y>Jt,
x l e  Н  • Если »  + р  , то I - ( г р у ) - A f ( t y ) 4 1  (иг',. Поэтому 
U b  -  у х 3 , Xf e  М . Откуда Л J ( x i  t x f ) t ( x t - т3)  Г  где Xf *r f t < e ^ > „

* л - Ъ е / * i значит, d e C  . Если же y - p  , то , так как Ья,+
( р( М/ Н) ,  uv^pXj, где х 3 е М . Опять, как и вине, d e C  . Итак, С 

сервантна в А , Поэтому существует Е(A), f ( H ) * 0 ,  f ( a  *p f) - д
(%1С1/ 1-ру)‘ Х(д)) . Если f ( d ) '0  , то Q -p fc p )  , что противоре

чит выбору <j . Так как Н ъК п р и / ( а ) ? О , то /(А )  содержит подгруп
пу, изоморфную Qp , что в си;^ кваэиоднородкости А противоречит 
ее неоднородности. Итак, Ip (M )* ilie . П усть/Г -  Z  -адическое 
пополнение А . Имеем A ~ W ® V  , где & - < я - \ ®  М . Если АЛУ?
/  0  ,  то М ® А , Следовательно, AAVmO. _Поэтому если X
-  проекция А на Я  , то А А . Так как 1р(% ) *  ^р(Я) <  Й в ,

то mi  < /2| = г  ' г  13, теорема 3 4 .3 ]  .
Предположим теперь, что для всякого0+д*А  подгруппа % Ш<Ц >* 

не является прямым слагаемым в никакой сервантной подгруппе 
группы A ( i )  , гдe t ’ tty).  Тогда если A ( О  “ #  © V , то А(£)^  ̂"
- О  и J (A (t ) ) '~  A (t )  , где &  -  проекция A(t) на Я , Откуда --- ^
IACOI * 1 $ 1  -  Z 1 ° . Поскольку это имеет место для всех ти
пов ненулевых элементов А и модность множества всех типов имеет 
м а л о ст ь  континуума [ 8 ,  следствие В5.2] , то теорема доказана. 

Некоторые результаты этого параграфа опубликованы в Г1-1] .
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РКФЕРАТЫ .

УДК 512.553

Артамонов В.А. Проективные нодули и матрицы над модулярными 
алгебрами Ли / /  Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во Том. ун-те,
1991. Вкп. 10. С. 5-6.

Рассматривается конечномерная модулярная алгебра Ли, обладаг- 
шея градуированным идеалом со -специальными свойствами. Доказывает
ся, что проективный модуль над этой алгеброй Ли свободен, если 
ранг больше размерности идеала. При аналогичный предполол(ениях да- 
казнвается теореме о стабилизации функтора ^  и о транзитивности 
действия группы элементартых матриц на унямоду.зярних строках.

Ьибл. 9.

УДК 512.51*1

Беккер И .Х., Шапошникове Б.В. Скрещенные гомоморфизмы в S -  
сепарабельные абелевы группы без кручения / /  Абелевы группы и моду
ли. Томск: Изд-во Том. ун-та, 1991. Вып. 10. С . 9-16.

Вычислены первые группы когомологии Ну(а , 6 ) ,  ,
6f -  S -сепарабельном абелевы группа без крушения, построенная 

на системе S групп конечного ранга, для которой справедлив аналог 
теоремы Бора-Куликова-Капленского.

Библ. 6 .

УДК 5 1 2 .5 5

Вечтомов Е.М. 0 кольцах непрерывных функций, являющихся коль
цами Беэу / /  Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во Том. ун-та,
i9 9 x .  Вып. 1 0 . С. 1 7 -2 2 ,

Рассматриваются условия, при которых кольцо непрерывных функ
ций являетоя кольцом Беэу, т .е . каждый его конечно-порожденный 
илепл главный. Топологическое пространство называется F -пооот- 
рякством, если кольцо всех непрернрных-дейстзительмо-внлчных ФУНК* 
ций на нем является кольцом Беэу. Приведены "кольцевые" характери
зации ^-пространств. На основе чисто топологического описания 
иуль-мпожеств произвольного топологического пространстве дане внут
ренняя Tono.Boi ичеокая характеристика произвольных А"-пространств.

1 ибл . 9.
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УДК 512.541

Гриншпон С .Н ., Мисяков В.М. Вполне транзитивность прямых произ 
ведение абелевых групп / /  Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во 
Том. ун-те. 1991. Бып. 10. С. 2 3 -Х .

Редуцировеинея абелева группа А называется вполне трамэитив 
ной, если для любых дЕух ее элементов а .  в таких, что М(а') * 

i  1 И ( в ) ( Н ( 0 )  , /Н I 6 ) -  высстнне матрииы элементна CL и
S соответственно), существует эндоморфизм </> группы А , перево

дящий Я- в В . Получены необходимые и достаточные условия вполне 
транзитивности сепарабельных групп и прямых произведений сепара
бельных групп. Рассматриваются связи между вполне транзитивноотьг 
группы © Wj и группы П 6  ̂•

УДК 512.554

Золотых А.А. Тождества минимальных представлений ортогональ
ных алгебр Ли / /  Абелегы группы и модули. Томок: Изд-во Том. 
ун-та, ь991. Выл. ьО. С. 31-45,

Работа посЕящена изучен иг идеала тождеств со следом мини
мального представления алгебры Ли S O ( n )  . При помощи <2 -функ
ции, введенной Р.п.Раэмысловым, описывается этот идеал тождеотв. 
Прослеживается некоторая связь между идеалами тождеств со следом 
ассоциативно-лиевых пер и идеалами тождеств со следом и инволюци
ей ессоциетиЕНых алгебр.

Ьибл. 4.

УДК 512.541

Комаров С.И. О проективности 0 -  Л  -чистоты в категории 
абелевых групп / /  Абелевы группы и модули. Томск: Иэд-во Том. 
ун-та, 1991. Вып. 10. С. 46-55.

Рассматривается О -  «^-чистота и решается вопрос о 
ее проективности. Доказано, что рассматриваемая чистота проектив- 
не тогда и только тогда, когда класс плоских групп для этой чисто 
ты замкнут относительно прямых произведений. Дано опиоение чистот 
в категории абелевых групп, для которых класс проективных групп 
устроен специальным образом.

Ьибл. 6 .

:ьз



j/ik ’м 2. ъ г . i6 , 553
Левин А .Б ., Михалев A.B. Каянерностные многочлены дифферен

циально-разностных модулей к расширений дифференциально-разност
ных полей //Абелиты группы и нодули. Томск: Изд-во Том. ун-та,
199i . Вып. 10. С. 56-82.

Показывается оу чествование и устанавливается некоторые свойст
ва разнерностних многочленов, ассоциированных с фильтрованными 
ди1}еренииально-реэностмы>и модулями. Полученные результаты прице
няется для исследования конечно-пороидданых расширений дкчферен- 
циальио-раэнсстных полей.

Ьибл. J.0.

УД  512.5111

Мисяков В.Н. 0 сеперабельности прямого произведения произволь
ных абелевых групп //Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во Том. 
ун-та, 1991. Вып, 10. С. 83-85.

/,ается критерий сепарабельности прямого произведения произволь
ных абелевых групп.

Ьибл. 5.

УдК 512.51*1

Москаленко А.К. Об опрадедяемости счетной периодической груп
пы группами расширений //Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во 
Том. ун-то, 1991. Вып. 10. С . 66-90«

В предложении, что справедлива гипотеза континуума, доказано, 
что если X -  счетная пс риодическая группа конечной ульчовской дли
ны и £ x t ( X , A ) -  Е<±(У,А) для л сбой группы А  , то У  = Х ® Г  
где Г -  свободная группа.

1ебл. 1.

УдК 512.51(1

Никифоров В .А . Абелевы группы бея кручения рвнге 2 с неекеляр- 
ныз сртомор;измом //Абелеви группы и модули. Томск: Изд-во Том. 
ун-та, 1991. Вып. i0 .  С, 91-98,

Получено опиоенпе однородных абелегнх групп без кручения 
ренга 2 с нескалярным автоюрфизмом фундаментального дискриминан
те о точность* до изоморфизма.

Ьмбл . 3 .

ТР1
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Рычков C .D ., Фомж Л.А. Абелевы группы со счетным числом под
групп // Абелевы группы и модули. Томск: Изд- ео Том. ун -те, 1991 . 
Вып. 1 0 . С. 9 9 -1 0 5 .

Приводится полное описание абелевых групп, число 
подгрупп которых не более чем счетно.

Библ. 6 .

УДК 5 1 2 .5 5 3

Сахаев И.И. Совершенные кольца Басса и их обобщение // Абе- 
леЕы группы и модули. Томск: Кзд-во Том. ун -та . 1991 . Внп. 10 .
2.  1 0 6 -1 2 4 .

Д ается обобщение одной теоремы Б асса . А именно, для кольце 
R эквивалентны услогия: а )  всякий конечно-порожденный плос
кий левый R -модуль имеет проективное покрытие; б )  рсякий конеч
но-порожденный плоский левый Л.-модуль проективен; в )  для любого 
правого R -модуля Еоякая убывагщая цепь его конечно-порожденных 
подмодулей определенного вида стабилизируется. Получены и другие 
зезультаты . Приводится контрпример к одной гипотезе Лазаре.

Библ. 2 4 .

УДК 5 1 2 .5 4 1

Сеоельдин А.Н. Об определиемости абелевых групп своими полугруп- 
1ами эндоморфИзмов//Абелевы группы и модули. Томск: йзд-во Том. 
гн-та, 1 9 9 1 . Вып. 1 0 . С. 1 2 5 -1 3 3 .

Находятся условия,необходимые и достаточные для определяемогти 
>полне разложимой абелеЕой группы без кручения croei; полугруппой 
тдоморфизков в кл ассе всех вполне разложимых абелевых групп без 
[ручения. Услоеия получены не языке полной системы инвариантов.

Библ. 4 .

УДК 5 1 2 .5 5 4 .3 i

Семенов К.Н. Об условиях совпадения многообразия и кгеэигчо- 
'ообраэия, порождено го конечной алгеброй Ли И  Абелевы группы и
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модули. Томск: Иэд-во Том. ун-та. 199л. Вып.лО. С. -  ь38
В работе доказано, что многообразие и КЕвэимногообразые, по

рок, «иные одном конечной алгеброй Ли, совпадают тогда и тольуо 
тогда, когда, во-первых, все нильпотеитние подалгебры этой елгеб- 
ры ectxerm, м, во-вторых, все монолитические алгебры многообразия 
иаоморуно вкладывается в иорожлвгдуг елгеору (характеристика ос
новного поля бользе 3 ) .  Приводится пример, когда критическая 
алгебре многообразия, порожденного конечной алгеброй 1н, все 
нильлотентные подалгебры которой абелевы, не является фактором 
порождающей алгебры.

Ьиол. 5.

У J t  5л2.553.5

Тараканов Б.В. Вндоцепные модули над дедекж левыми кольцами// 
Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во Том, ун-та, 1991. Вып. 10.
С. i39 -iV ?

Описание эндоцепных модулой над коммутативным дедекиндогым 
кольцом сведено к описанир эндоцепных модулей без кручения.

Ьиол. 6.

)дК 512.50

Туганбеев / .А . Кольца частных дистрибутивных колец / /  Абелевы 
группы и модули. Томск: Изд-во Том. ун-та, 1991. Выл. 10.С. 148-152

Т.ог азана диотибутивность кольца частных коммутативного дистри
бутивного кольца относительно радикального фильтра с базисом из 
конечнопорожденных идеалов и отмечено, что в обцем случае кольце 
частных коммутативного дистрибутивного кольца относительно ради
кального фильтра идеалов не обязано быть дистрибутивным. Получш 
критерий дистрибутивности классического кольца частных частных 
коммутативного кольца.

Еибл. И.

УдБ 512.5^1

Турманов М.А. Чистота над кольцом эндоморфизмов / /  Абелевы 
группн и модули. Тонок: Иэд-во Том. ун-та, л991. Бып. 1C .С .153-156

Изучвртоя свойства колвце , над которым каждый правый Л - 
модуль как модуль над. кольцбм своих эндоморфизмов чисто вполне 
приводим. Чистота понимается а смысле II.Кона. Получено полное опи
сание класса X колец /I , обладавших свойством: для каждого право
го /€ -модуля Мя модуль t М над кольгом бяэидоморриэмов 
<? =■ в tenet чисто вполне приводим.

Ьиол. 5 .
ICO



УДК 5 1 2 .5 4 1

Чехлов А .Р . Абелевы группы без кручения конечного р  -  
ранге с дополняемыми замкнутыми сергантными подгоупиоми // Абеле
вы группы и модули. Томск: Изд-во Том. ун -та, 19 9 1 . Рнп.Ю .С, 1 5 7 - j.7*1 

Абелево группа называется CS  -группой, если каждая ее 
замкнутая сервантная подгруппа выделяется прямым слагаемым. Найде
ны необходимые и достаточные условия, при которых квазиоднородная 
группа конечного р  -ранга ягляетоя CS -группой. Всякая квазй- 
однорюдная С5 -группа мощности, меньшей-мощности континууме, 
имеет конечный р  -р ан г. Получены характеризации квезисервантно 
иньективных абелевых групп без кручения, все  ненулерые эндомерриз- 
мы которых -  мономорфизмы. Построен пример счетной транзитивной, 
но не Еполне транзитивной группы бея крученю\множестго всех нжул 'В н* 
олементов которо11 не содержит макоимальных элементов. Показано, 
что к Ев эи одно родная к.Евзиоервантно инъективная группа без кручения, 
содержащая ненулевые элементы максимальных типов, принадлежит клас 
су квезисервантно инъективных групп, описанных в FHNaT, 1980,
IIA I6 9 . Доказано, что неразложимая квазиоднородная кразисервантно 
инъективная группа имеет мощность, не превосходят:у* мощность кон
тинуума.

Ьибл. 14 .



UDC 512.553

Artamonov V.A. Projective modules and matrices over modular
Lie algebras // Abelian groups and modules. Tomsk: Tomsk univer
sity, 199Г. Issue 10. P. 5-8.

Plnite-dlmenslonsl modular Lie algebra admitting a graded 
Ideal with special properties is considered. A projective mo
dule over this Lie algebra is proved to be free provided its 
rank exceeds the dimension of the ideal. Under analogous assump
tions a theorem on stabilization of the functor and on the
transitivity of the action of the elementary matrices group on 
the unimodular strings Is proved.

Bibliography: 9 titles.

ULC 512.5^1
Bekker I.Kh., Bhaposhnlkova Te.V. Crossed homomorphlsms into 

S-separeble torsion free abelian groups // Abelian groups and mo
dules. Tomsk: Tomsk university, 1991. Issue 10. P. 9-16.

The first cohomology groups 0) are calculated for
Aut 0, G being an 6-separable torsion free abelian group, 

constructed over a system S of finite rank groups, which satis
fies si analogue of Baer - Kulikov - Kaplansky theorem.

Bibliography: 8 titles

UDC 5 12 .5 5

Vechtomov Te.M. On the ringR of oontinuoue functions which 
are Bezout rings. Tomsk: Tomek university, 1991. Issue 10. P.17-22

The conditions are considered, under which a ring of continuous 
functions is a Bezout ring, l.e. each of its finitely generated 
ideals is principal. A topological space is ecalled F-space, if 
the ring of continuous real-valued functions on it is a Bezout 
ring. Ring-theoreticil characterizations of F-spaces are listed. 
The intrinsic characterization of arbitrary F-spaces is set forth 
on the basis of a purely topological description of zero sets of 
arbitrary topological spaces.

Bibliography: 9 titles.
lee



UDC 5 1 2 .5 * 1

Grinahpon S.Ya., Uisyakov V.M. Fully transitivity of direct 
products of abelian groups // Abelian groups and modules. Tomsk: 
Tomsk university, 1991. Issue 10. P. 25-50.

A reduced abelian group A is celled fully transitive, if for 
any two elements a,b of A such that (HС0-)̂  1H(€.) (|H(o-) are
the height matrices of respectively a and b) there exists an 
endomorphism of A which transfer a into b. Necessary and
sufficient conditions for fully transitivity of separable groups 
and direct products of separable groupe are obtained. The con
nection between the fully transitivity of the groups ф(о and 

is investigated.
Bibliography: 5 titles.

UDC 5 1 2 .5 5 *

. Zolotikh- A.A. The identities of minimal representations of 
orthogonal I,le algebras // Abelian groups and modules. Tomsk: 
Tomsk university, 1991. Issue 10. P. 5I-*5-

The ideal of identities with the trace of minimal represent
ation S0(n) for Lie elgebra is studied. This ideal is described 
by the eg- function, introduced by Rasmislov.

Bibliography: * titles.

one 512.5*1
Komarov S.I. On the projectivity of O-Z-purity in the catego

ry of abelian groups // Abelian groups and modules. Tomsk: Tomsk 
university, 1991 . Issue 10. P . * 6 - 5 5 -

The O-Z-purity is considered, and question about its projectivi- 
ty is solved. It is proved that considering purity is projective 
if and only if the class of rlat groups for this purity regard
ing direct pioducts is closed.

Bibliography: 6 titles.
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Ul'C 512.552.16, 553
Levin A.9., Uiknalyov A.V. Dimensional polynomials of diffei'- 

ег не—differential modules and of difference-differential field 
extensions // Abelian groupe and modules. Tomsk: Tomsk universi
ty, Г991. Issue 10. P. 56-82.

The existence of dimensional polynomlele, that associate with 
filtered difference-differential modules, has been proved. Borne 
properties of dimensional polynomial has been obtained. These 
properties are useul for investigation of finitely generated 
different-differential field extensions.

Bibliography: 10 titles.

UDC 512.541
* Mlsjskov V.U. On separability of direct product of any abeli
an groups // Abelian groupe and modules. Tomsk: Tomsk universi
ty, 1991. Issue 10. P. 83-85.

The criteria of separability of direct product of any abelian
groups is given.

Bibliography: 5 titles.

UDC 512.5** I
liosknlenko A.I. On determinlty countable torsion group by. its 

group of extensions // Abelian groups and modules. Tomsk: Tomsk
university, 1991. Issue 10. P. 86-90.

In assumption that the continuum hypothesis ie right the fol
lowing result has been proved: if is a countable torsion group X  
of finite Ulm’s length and Ext(X,A)£ £xt(y,A) for any 
group A, then y » X ® F  , where V is a free group.

Bibliography: I title.



UDC 512.541
Nikiforov V.A. Abelian torsion free groups of rank 2 with 

non-scalar automorphism // Abelian groups and modules. Tomsk! 
Tomsk university, 1991. Issue 10. P. 91-93.

The description of homogeneous torsion free abelian groupB 
of rank 2 with non-scalar automorphism of fundamental discrimin
ant has been obtained.

Bibliography: 5 titles.

UDC 5 1 2 .5 4 1

Hichkov 6 ./., Pomin A.A. Aoellsn groups with countably many 
eubgroups // Aoelian groups and modules. Tomsk: Tomsk universi
ty, 1991. Issue 10. P. 99-10 5.

The abelian groups such that number of subgroups less than 
countable is completely described.

Bibliography: 6 titles.

UDC 512.553
6akhayev I.I. Perfect Bass’ rings and their generalisation 

// Abelian groups and modules. Tomsk: Tomsk university, 1991.
Issu e  10. P .  1 0 6 -1 2 4 .

One Вавб’ theorem is generalized. I'or any ring H the next 
conditions are equivalent: a) any finitely generated flat left 
В-module has projective corver; b) any finitely generated fiat 
left R-module is projective; c) for any right Ь-module any des
cending chain of finitely generated submodules some type is 
stabilized. Other results are given. There is the counterexample 
for one Lazard’s hypothesis.

B ib l io g ra p h y :  24 t i t l e s .

UDC 5 1 2 .5 4 1

S e b e ld in  A.M. On determ ining abelian groups by their eemlgroupe
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°f endomorphisras // Abelian groups and modules. Tomsk: Tomsk uni
versity, 1991. Issue 10. P. 125-133.

Ьесевбагу and sufficient conditions for determinity of fully 
decomposable torsion free abelian group by their endomorphism 
semigroup in the clase of all fully decomposable torsion free 
abelian groups are found.

Bibliography: 4 titles.

VDC 5 1 2 . 5 5 4 . 3 1

Semyona К.И. On conditions of coincidence of the variety and 
quasivariety generated by a finite Lie algebra // Abelian groups 
and modules. Tomsk: Tomsk university, 1991* Issue 10. P. 134-138.

It is proved that the variety and quasivariety generated by a 
finite Lie algebra coincide if and only if that firstly all nil- 
potent subalgebrns this algebra ere Abelian and secondly all mo- 
nolytic algebras of the variety are isomorphically imbedded to 
the envelopping algebra (the field characteristic is more then 
3) , The example, when critical algebra of the variety generated 
by a finite Lie algebra, all nilpotent subalgebras which are 
Abelia, is not a factor of generating algebra, is constructed.

Bibliography: 5 titles.

UDC 512.553.5 .
Tarakanov Ye.V. Endochaln modules over Dedekind rings // Abe- 

lisn groups and modules. Tomsk: Tomsk university, 1991. Issue 10.
P. 139-147.

The description of endochaln modules over commutative Dedekind 
ring is reduced to the description of endochaln torsion free mo
dules.

Bibliography: 5 titles.

192



troc 5X2.55

Tuganbayev A.A. Quotient r in g s  of distributive rings // 
Abelian groups and modules. Tomsk: Tomsk university, 1991.
Issue 10. P. 148-152.

I t  i s  proved the d i e t r i b u t i v i t y  o f  q u o tien t  r in g  o f  commut
a t i v e  d i s t r i b u t i v e  r in g  about radict.1  f i l t e r  with the f i n i t e -  
-g e n e ra te d  i d e a l s  b a s i s .  In ge n era l  case  q u o tien t  r in g  o f  commu
t a t i v e  d i s t r i b u t i v e  r in g  about r a d ic a l  f i l t e r  o f  i d e a l s  has 
not to  be d i s t r i b u t i v e .  The c r i t e r i o n  o f  the  d i e t r i b u t i v i t y  of 
c l a s s i c a l  q u o t ie n t  r in g  o f  commutative r in g  i s  found.

B ib l io g ra p h y :  4  t i t l e s .

UDC 5X 2.541

Tumanov li.A. P u r i t y  over endomorphism r in g s  // Abelian 
groups and modules. I'omek: Tomsk u n iv e r s i t y ,  1991* Issue 10.
P. 153-156.

The p r o p e r t i e s  o f  the  r in g  over which every r ig h t  module endo 
pure f u l l y  re d u c ib le  are  s tu d ie d .  The p u r i ty  i s  considered In 
the sen se  o f  P.Cohn. It i s  found the f u l l  d e s c r ip t io n  of the 
c l a s s  o f  r in g s  with fo llo w in g  p ro p er ty :  f o r  every r ig h t  module 
the same module regarded ov er  the biondomorphism ring  i s  pure 
f u l l y  reduced. /

B ib l io g ra p h y :  5 t i t l e s .

UDC 5 I 2 .5 4 I -

Chekhlov A.R. F i n i t e  p-rank t o i e l o n  f r e e  a b e l ia n  groups with 
a complement f o r  every c lo s e d  pure subgroups // Abelian groups 
and modules. Tomsk: Tomsk u n iv e r s i t y ,  1991. Issue  iO. F . 157-178

An a b e l ia n  group A i e  c e l l e d  СВ-group i f  every closed pure 
subgroup o f  A i s  a d i r e c t  summand. A necessary  and sufficient 
c on d it io n s  th a t  a quaai-homogeneoua group of the finite P-rar,k 
la CS-group has been proved. The d e s c r ip t io n  of qunai-injectlve 
to rs io n  f r e e  a b e l ia n  gro u p s ,in which nori-sero endomorphismo are 
monomorphlems has been obtained. I t  i e  constructed an era irp le  c.X 
a cou ntab le  t r a n s i t i v e  torsion f r e e  abelian group,which i s  -of 
f u l l y  t r a n s i t i v e  group.

B i b l i o g r a p h y :  T4 t i t l e s .
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