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11Рвдиолаьж

Ь учебнике изложены основы внеыней баллистики летательных 
аппаратов произвольного класса и назначения» движущихся в поле 
тяжести Ьеипи.

Внешняя баллистика как -наука сформировалась достаточно да
вно и имеет довольно длинную историю. Многие ее принципы были 
сфорцулированы выдающимися механиками и математиками всех вре
мен. Достаточно упомянуть (здесь) Г.Галилея, И.Ньютона, И.Ьер- 
нулли, Л.Зйлера, Ц. Б. Остро граде кого, Лагранжа, Массона, Аппе
ля и др.

На протяжении многих лет внешняя баллистика главным обра
зом занималась изучением движения артиллерийских снарядов и 
мин. С развитием ракетной техники круг вопросов внешней баллис
тики значительно расширился. Появились исследования по внешней 
баллистике реактивных снарядов, управляемых ракет, включая во -  
просы оптимизации и выбора программ! движения. Дальнейшее р а з - ' 
вхтие ракетной и космической техники ввело ь круг реыаешх вне
шней баллистикой задач такие; как исследование динамики и устой
чивости движения баллистических ракет и ракет-носителей косий -  
ческих аппаратов. Исследование движения, ориентации и стабили -  
эации искусственных едутников Земли также можно отнести к про -  
должению задач внешней баллистики -  к задачам космической бал -  
листики.

Рассматривая задачи исследования движения, внешняя баллис- 
•тика основывается на законах механики тела постоянной и пере -  
менной массы, на изучении аэродинамики тел сложных фори в ши -  
роком диапазоне скоростей, на гравиметрии, теории фигуры Земля, 
строения атмосферы, на теории автоматического управления и дру
гих науках.

В учебнике изложено далеко не исчерпывающее многообразие 
проблей, стоящих перед внешней баллистикой. Современное состоя
ние науки о движении летательных аппаратов рааличшх типов та
ково, что многие из рассматриваемых в учебнике задач могут слу
жить предметом самостоятельных теоретических и экспериментамь -  
ныл исследований.

Изложение материала основано на последовательности рас -  
смотрения принципиальных вопрссов моделирования к исследования 
движепия летательных аппаратов.

I . .  1 нативна 1)..1.:.иматоы.м, i}.£..lLv3.'aKc.ud*i, B.u.Oreiiti-
; J'. Л -d г/. •. a!.'. J i l . - T ' J W J m; ?» o . i ,
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2.2» 3 .1 , 3.2 -  В.Д.Лераляковыы.
В гл . 1 предстаалеш предмет и задачи внешней баллистики и 

дан краткий исторический обзор её развития.
Ч гл . 2 рассмотрены систеш отсчёта, используемые при реше

нии задач динамики полёта, систеш измерения времени, выводятся 
уравнения движения летательного аппарата; гл . 3 посвящена силам, 
действующим на летательный аппарат во время движения; в гд . 4 
выписывается один из вариантов систеш скалярных уравнений дви
жения летательного аппарата.

4тобы не утяжелять структуру учебного пособия, все задачи, 
вопросы и упражнения, а также сопровождающие их решения и ответы 
св ед ет  в отдельную часть.
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Глава к. ВЬЗДНЖ Ю dHbJMl ЬОЩ ЯЖ У

§ I . I .  Предмет и задачи внеиней баллистики

Эта книга -  об основных задачах исследования движения раз
личных летательных аппаратов, будь то артиллерийский или реак
тивный снаряд, баллистическая ракета или ракета-носитель, искусс- 
твенный ситник Земли или космический аппарат. 0>дс входит та
кие задачи,как расчет траектории дв.1жо;шя центра масс летатель
ного аппарата, исследование устойчивости его движения, определе
ние необходимых начальных условий движения ддя достижения цели, 
проблемы стабилизации движения около центра масс, управление 
движением и маневрированием летательных аппаратов...

Таким образом, круг проблем и задач, очерченный этим учеб
ником, достаточно «ирок. Здесь непосредственно соседствует ьоп- 
росы аналитической механики, динамики твердого тела, аэродинами
ки, динамики жидкости, астродинамики,теории автоматического уп
равления.

Взаимосвязь этих вопросов требует от авторов чувства меры 
с тем, чтобы при детальном рассмотрении некоторых специфических 
проблем не потерять главное, характерное для задач курса. Так 
же достаточно деликатшй и трудно релаомый вопрос -  о соиэмере- 
нхи доли традиционности и современного подхода к реыаемыы про
блемен. Традиции, установленные в учебных курсах, изучаемых 
студентами, могут быть полезны при чтении данного учебника,вме
сте с тем традиционные утверждения могут войти в противоречие с 

.более тонкими и точшми представлениями, получе;:нымн при раввя- 
тии различшх областей ракетной техники.

Название "Внешняя баллистика" в известной степени традици
онно, но и в какой-то мере позволяет вклочать весь перечислен
ный спектр проблем в одно название, тогда как названая "Дина
мика полета*, "Устойчивость движения ракет*, "Теория полета н*- 
управляешх ракет" и т .д . охватывает более узкий круг проблем1.

Греческим т е р м и н о м -  "бросав" -«редициожо обоана— 
чено название баллистики как науки об изучении закономерностей 
и особенностей полета артиллерийских снарядов. В дальнейшем 
етот термин бьд распространен на фобмад мучения диким и р *- 
кет и космических аппаратов.

<4ы будем называть все объекты исслпдовешя м м в м ы ш  «о -  
паратами (лА),при необходимости коюреткавдгя в пялом случал 
их гид: снаряд, ракета, искусственшй сцгтипс Зекхи (К З ) ж 1 Д . -
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Словосочетание внешняя баллистика уточняет, что изучает
ся двиконке тел шсло прекращения их силового взаимодействия с 
Пусковой установкой.

Конечно ие,"внешняя бсллистика снарядов" и "внешняя балли- 
с гика ракет" как нцучте направления имеют существенные особен
ности, поскольку предметы исследования у них очень сильно раз
нятся. Однако основные идеи и концепции моделированиями изуче
ния движения снарядов и ракет в обоих случаях общи. Конкрвтмм 
особенности моделей, задач и их решения будут изложеш в отдель
ных частях учебника.

Развитие ракетно-космической техники потребовало изучения 
явлений и процессов, характеризующихся скоростями движения тел 
порядка нескольких километров и даже десятков километров в се
кунду. Естественно, что для детального исследования этих про
цессов необходимо разрабатывать физически обоснованные модели ж 
вффектмвше метода реления задач я рамках построенных моделей.

Движение летательного ыыарата является чрезвычайно слож- 
шм'оосхолысу происходит под действием многих факторов, таких f 
как влияние гравитационного поля Йенли и (иижайыкх пданет,аэро
динамических сил, влияние состоя !^  с.тиосферы, влияние угздгго- 
сти корпуса и колебаний жидкости з баках. Учет этих факторов 

-фдеодвт к весьма сложным математический моделям в виде нели
нейна дифференциальных уравнений с переменными коэффициентам*.

Математическая модель должна бить достаточно полной, чтобы 
адекватно описывать изучаемое движение, но так^же и достаточно 
цростой для возможности разработки и реализации вполне коррект
ное алгоритмов существующими методами на современных вычнсли- 
т ш ш х  устройствах. Упроценше подхода эффектксш ладь доя дос
таточно узкого класса движений и тел.

Додели летательного аппарата как объекта внешай баллистики 
предстаьлястся моделями материальной точки, твердого тела, де
формируемого тела.

Уровень идеализации, принятый при построении моделей, опре
деляет не только соответствие модели ре'С.Ыш^ д'изенив ..етатель 
кого аппарате, не и иег.ильзуецай для ф :̂д£_.:1зац,:11 математический 
аппарат.ото оэзвеляет некотором обрезам клаосл^мцнрогг.тв матема
тические модели на детсрхикирсьслние и стохастические, непре
рывные и конечпу-pasii0 сIьие, линей-ие и не.ч1'.нс.:'.>> е , стаци^.нер- 
ш е и нестационарные.

Дегерыннирооькша м*де:;к вс v ..т. к динолвко дгиекя
от реальных нрецессов, : ̂ ч^лг,э<г„1.л.и.>



рьтов.Тем но менее, если они отрыкшит основные их характеристи
ки, то исследование детермиииро ниш-их 1тоделей монет привести К 
достаточно качественно^ олис^чию постьвленной задачи.

Основным моментом в проблеме моделирования динамики лета
тельного аппарата является предстамение силового взаимодействия 
его с окружающей средой как функции параметров самого летатель
ного аппарата, параметров его движения и пирометров состояния 
о кружащей среда.

Внешняя баллистика как р&^д&л механики и физики при исследо
вании механизма силового взаимодействия рассматривает физические 
процессы термодинамики, статистической физики, электродинамики, 
ионизации и рекомбинации, однако представляется, что силоЬой 
подход ори ре-деи-.м задач ьнежней баллистики должен быть основнш. 
сдесь необходимо помнить, что законы изменения количества движе
ния механической систеш и ее кинетического момента справедливы 
■ классической механике без всяких исключений и оба эти закона 
связаны с силами, вместе с тем закон сохранения механической 
анергии справедлив не всегда: необходимо соблюдение дополнитель
ных обстоятельств -  отсутствие трения, неконсервативных сил.

Таким образом, детальное моделирование силового взаимодей
ствия летательного аппарата с вналнеЯ средой является основной 
и достаточно сложной .задачей, рассматриваемой ьнеиней баллисти
кой. Дня ее решения необходимо построить модель Земли км  притя
гивающего тела и модель атмосферы. Дая представления аэродинами
ческих сил необходима детальная схематизация силового вэаимодвЯ- 

•ствия летательпого апглрата с атмосферой.
В процессе исследований разработанные модели требует уточ

нений. Такие задачи решаются только экспериментально и входят а 
круг задач экспериментальной баллистики.

Полет ракеты, как и любого летательного аппарата, может бить 
выполнен при условии обеспечения устойчивости движения. Н клас
сической механике задача об устойчивости дьижения считается од
ной из наиболее трудных, хотя ее общая формулировка вполне дос
тупна для понимания: устойчивость -  это спосббность сохранять 
заданное состояние движения, исновная трудность состоит в кон
кретном, математически формализованном истолковании мой способ
ности. Задача усложняется тем, что уравнения движения летатель
ного аппарата,как правило,нелинвйше и с переменными коаффмциеп- 
тами. Требуются фуадьментальные теоретические исследования я 
разры ты , у кик Ь|<ы/ оксиеримрчт^лыыу. методов для Обеспечения
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устойчивости движения летательных аппаратов. Следовательно, ис
следования по устойчивости движения отнесем к одной аз основшх 
задач внешней баллистики.

В связи с решением задачи устойчивости движения необходимо 
осуществлять точное согласование многих характеристик ракетной 
конструкции с характеристиками систем автоматического ухфавле- 
ния. сдесь можно указать задачу ориентации и стабилизации врв- 
цательмлс движений исцусстьеыых с гугни ков Земли.

С развитием управляемых летательных аппаратов во внешней 
баллистика возникли задачи, сьяэанше с определением и исследо
ванием оптимальных траекторий и маневров.

Перечисленные здесь (сгмсок можно продолжать) основше за
дачи и метода их рененкя тесни связаны друг с другом и образу
ют методологическую основу внеиней баллистики как проблемы мо
делирования сложшх процессов и явлений, связанных с движением 
детательшх аппаратов в поде тяготения &мли.

5.1.2. Обзор истории развития внешней 
баллистики

Внешняя баллистика как одна из ос.чот«х артиллерийских дис
циплин рчзвквалаеь вместе с артиллерией, ре,лая её задачи в ходе 
исторического развития Артиллерийской и ракетной техники.

Организация в ХУ и ХУ1 веках артиллерийских учреждений, та
ких, как 'Цунечшй двор* в Иоскве, "Гфоечжй приказ*, еаособство- 
ИДв обобщению сведений о стрельбе артиллерии. Создавались благо-  
{фмятше условия миро ко го распространения ошта лучших артилде- 
ристов и в области производства орудий, и в области их боевого 
использования, появдяхись возможности для создания самобытной 
Практической артиллерийской неуки. Уже в ато время артылерис -  
там были известно некоторые конкретные зависимости между элемен
тами траектории, баллистическими и конструктивными характеристи
ками снаряда и орудия и некоторце сведения о характере полёта 
страда.

Опыт им  досохих, так и иностранных артиллеристов ХУ1 века 
обо бард "цуикарскях дел мастер* Онисим Михайлов в своей кюсге 
"Устав р а к е т а , гуввш*:х и других дел, касапцихся до eoei ной 
науки*, поододияя, ьторая ч: сть которой была им догатсьна в lu fi 
г . В атом труде Онисим Михайлов потребно изложил вопросы орга-
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нКзацки и боевого использования артиллерии, а также изложил ряд 
(фактических расчетом и приемои по стрельбе и баллистике.

При последу идем развитии артиллерии и артиллерийской науки 
особое внимание уделялось вопросам баллистики. Этоцу способствова
ло развитие математических и физических наук, механики. U 30-40-х 
годах ХУП в. в трудах Г.Галилея было показано, что траектория сна
ряда , движущегося под действием постоянной по величине и направ -  
ленив силы тяжести, есть парабола. ,1араСолииоская теория движения 
давала возможность приближенного решения задачи о расчёте элемен -  
то в траектории, вследствие чего она наша применение во второй по
ловине ХУП в. и в первой половине ХУШ в.

Конец ХУП и начало ХУш в», были важный периодом в развитии бал
листики в связи с больший успехами в это время математики и меха
ники. К теоретическим разработкам вопросов артиллерийской науки, 
в частности вопросов внешней баллистики, были привлечены видам 
учёные того времени. Появились работы, доказывающие необходимость 
учёта силы сопротивления при изучении двшения снаряда. Здесь пре- 
жде всего следует указать на теоретические и экспериментальные ис
следования, проведённые И.|1ыотоном, правда, на малых скоростях дви
жения.

Дяя решения задачи о движении снаряда в воздухе необходимо би
ло опытным путём выяснить характер и степень влияния сопротивлемш 
во адуха ла  движущийся снаряд. Для этого необходимо было прежде все-' 
го разработать методы опытного определения скорости движения снаря
да. Лврвые опыты го определению начальных скоростей движения омфи- 

• да были осуществлен! в России в 172? г . специальной комиссией, в 
состав, которой входили молодые учёные Д.Ьерцулли и Л.Эйлер. В 1753г  

Д.Эйлер дал первое реаение задачи о движении снаряда с учётом 
сопротивления воздуха. В этом решении сила сопротивления вовдуха 
принималась пропорциональной квадрату скорости, что являлось бджа -  
ким к действительности для скоростей движения до 240 ы/е. Panam a 
артиллерийской науки в ХУШ в. цаиао {фактическое приложение в рабо
тах русских артиллеристов середины ХУм! в. Шли созданы ноше артил
лерийские системы -  единороги, секретные гаубиф, просуществовавши 
почти сто лет, вплоть до появления нареаниг орудий.

ОсьоАвые практические вопросы баллистики были отражены в кни
гах русских артиллеристов М.В.Данилова "Начальное анание теории я 
[фактики в артиллерии с приобщением гидрографических щравил"
(17 иг г . )  и Л.U.яельяиева-Ьо*ынцева ’ Артиллерийские цреддшвни* для 
обуче 4ия иночества артиллерийского и инженерного иляхвтсаого жор — 
пуса" Ц?бЛ v 1777 г г . ) .
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В 1820 г . в России было основано Артиллерийское училище, пре
образованное в 1856 г . в Артиллерийскую академию. Развитие внешней 
баллйстики во многом связано с этими учебными заведениями. Так, в 
183о г . был издан первый учебник по внешней баллистике, написанжй 
npt .'ccopoM Артиллерийского училища В.л.Анкудовичем. В этой книге 
с достаточной для того ьремснн полнотой были изложены основмм во
просы внешней баллистики.

Больше значение для развития внешней баллистики в этот пери
од имели работы одного из крупнейших русских учёных tl.tJ.Остро гред- 
ского. В Ib4i г . им была опубликована работа "О движении сферичес
ких тел в воздухе", где было дано общее решение сложной задачи о 
движении сферического вращающегося снаряда в воздухе.

К этоцу *е периоду относится разработка первого в мире элект
ромагнитного хронографа известным русским учёным К.И.Константине -  
вым, крупнейшим специалистом в области баллистики ракет и ракетно
го дела. С появлением этого прибора появились ноше возможности 
баллистического эксперимента.

Начало второй половины XIX века было ознаменовано новым значи
тельным прогрессом в области артиллерийской науки. В этот период 
началось и было осуществлено перевооружение артиллерии новыми нарез
ной  орудиями, стреляющими продолговатыми снарядами, стабилизируемы
ми в полёте вращением.

Переход к нарезной артиллерии поставил перед учёными и армл -  
леристами всех стран ряд серьёашх проблем, без разрешения которых 
невозможно было дальнейшее развитие артиллерии.

Перед артиллерийской наукой во всей своей широте, величии и 
трудности встали задачи изучение закономерностей движения вращающе
гося артиллерийского снаряда, получения больших начальных скоростей, 
прочности, живучести и скорострельности орудий из стали к т.д .

В решении всех этих вопросов ьедущяя роль принадлежит русским 
и советским учёным. Им по праву принадлежит приоритет в разрешении 
важнейших во просо.» внутренней и внешней баллистики, в разработке ме
тодов рационального проектирования артиллерийских систем.

В результате работ, nocpr"«:"iiv >; кручена») закономерностей д; иже- 
ния арещввщегося снаряда, р частно.ти. г ;д 1-чи о д»и!гг>нки продолгова
того скр.ряда относительно центра мяса;, so (•неише!1 ^^листкке поя -  
врлся новый рг.эдел "Теория fpw .г тельного д^ико;1кя снаряд?", впервые 
теория вращательного движения снаряда бшк. разработана в трудах рус
ского учёно го-артиллериста Н .В.Иьйевского. Ьго переел работа "0 вли
янии вращательного движения на полёт цродолговитыЛ. снарядов в i-озду- 
хе* относится к 186Б году. В 16&> г . выла в свет новая работа li.B.
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Майевского кик нош Я этап в развитии теории вращательного движения 
снаряда.

Результатом дальнейших работ явился систематический курс вне
шней баллистики, изданный в ItftO г . Последняя работа fi.d.Jaile вс ко
го "и решении задач прицельной и навесной стрельбы", в которой да
но строго математическое объяснение деривации вращающихся снарядов, 
относится к IbbZ г . Теория вращательного движения снаряда стала 
центральной не только в нашей страна, но и за рубежом.

В 169Ь г . ученик и последователь Н.Б.Майевского И.А.Забудский 
издал курс "фюшнеЯ баллистики", который был основмш руководством 
по баллистике в течение последующих 30 лет.

Дальнейшее развитие теория врацательного движения снаряда по
лучила в трудах акад. А.Н.Крылоыа, который провёл решение задачи 
более строго, освободившись от ряда допущений, сделанных H.B.ilafl -  
евским. Многое в разработке вопросов по теории врацательного дви -  
жения снаряда, по систематизации методов редения основной задачи 
внешней баллистики, по разработке теории поправок сделано Д.А.Вен> 
тцелем, Я.М.Шапиро, Б.Н.Окуневым. Новым этапом в развитии теории 
вращательного движения снаряда являются работы В.С.Цугачёва. Им да
но решение задачи о движении вращающегося снаряда при совместном 
рассмотрении систем уравнений, описывающих поступательное движение 
его центра массы и вращательное движение снаряда около центра мас
сы.

Особенно трудоёмким был процесс создания нового вида ч м М м ^  
снарядов -  реактивных снарядов. Их развитие связано с решением ря- 

.да сложнейших научных и технических проблем, постановка которых 
вызвала к жизни новые разделы науки и техники. К таким новым разде
лам относится теория движения неуправляемых и управляемых реакткв- 
шх снарядов, являющаяся научной основой для рационального баллис
тического проектирования их, исследования вопросов рассеивания и 
кучности последних.

*1ервые научные исследования в области ракетного дела принадле
жат русскоку артиллерийскоцу генералу К.И.Константинову, возглавляв
шему с 1В4У года Петербургское ракетьое заведение и много сделааше -  
Чу для улучшения организации производства и технологии изготовления 
ракет, иднако научные основы теория движения и ракетодинамики были 
разработаны много позднее в трудах видающихся русских учёна И.В. 
Мещерского и К.о.Циолковского.

:> с ноем труде "Динамика точки переменной массы", изданном в 
V&Ji г . ,  и в ряде последующих работ Л.^.Ыещерский заложил основы ме- 
хй1 ики тел псрсче.ний массы. В данной магистерской диссертации И.В.
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Нецарский впервые вывел основное уравне>ше движения точки перемен
ной массы. Установление этого исходного уравнения имеет весьма 
большое принципиальное значение в истории развития теоретической 
механики. Между тем в зарубежной литературе этот выдающийся резуль
тат и следований русского учёного замалчивается, а приоритет уста
новления исходного уравнения механики тел переменной массы незаслу
женно присьаивается итальянскому математику Леяи-Чевитте, который, 
лишь спустя 31 год,получил результат, являющийся частным случаем 
результатов й.й.йещерского.

В 1904 г . Л.й.лещерский оцубликовал вторую фундаментальную 
работу "Уравнения движения точки переменной массы в общем случае", 
в которой были заложены теоретические основы изучения движения ап
паратов с воздушно-реактивными двигателями.

В начале к особенно во второй половине века наибольший успех 
механики в общем размани науки и техники, несомненно, относится к 
ракетной технике и космонавтике. Это прежде всего создание крупней
ших ракет-носителей и космических Аппаратов. Это выбор и расчёт(для 
них.) оптимальна траекторий. Это исследование вращательных движе -  
ний спутников на орбитах и стабилизация их угловых движений. Это 
уточнение поля тяготения Земли.

Неоценимый вклад в развитие ракетной техники и космонавтики 
сделал выдающийся русский исследователь К.Э.Циолковский (1897-1935).

Константин Эдуардович Циолковский -  исключительное явление в 
русской и всемирной наука и технике. Почти ровесник Н.ЕЛуковского 
С1647-1921)| A J i. Крылова (1863-1945), И.В.Мещерского (1859-1935) он 
как бы не замечает творений современников и идёт собственным цутём 
гениального самородка-учвного. Сочинения Циолковского открывают но
вую блестящую страницу техники без какого-либо существенного исполь
зования современных ецу достижений в области механики и математики.

В самом деле, Циолковский использует в своих трудах лишь ариф
метику* алгебру и саше начала анализа бесконечно малых. Тем не ме
нее «того скромного арсенала математических средств Циолковскому 
было достаточно, чтобы заложить основы всей ракетной техники (вклю
чая и реактивно авиацию) и предвосхитить со временные достижения в 
освоении космического пространства.

В смелых и оригиналы«х идеях и работах в области ракетной тех
ники Циолковский на имеет предшественников и намного оперехьет учё -  
ш х всех стран и современную ему эпоху. Испольаонание ракеты как ле
тательного аппарата, жидкого гнелорода -  как одного из компонентов 
топлива, газовых рулей -  дек управления полётом - всё это было пред
ложено Циолковским более чем 90 лет тому дозад, когда ещё не сущест-
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вовало летательного аппарата тяжелее поедуха и ракета была пиро -  
технической экзотикой.

О ракетах знали.и запуски ракет наблюдали очень многие и еа- 
долго до Циолковского. Однако только Циолковский предложил ревк -  
тивный прибор, подобный ракете, как новое и единственное техничес
кое средство для достижения невиданных скоростей и pwcot полёта 
в вылета в безграничный мир коспоса. Начале теоретической разработ
ки этой проблемь- относится к 1903 году, когда была опубликована 
первая работа К.Э.Циолковского "Исследование мировых пространств 
реактивными приборами* / 1 /. Эта и последующе его работы содержат 
аналитические расчёты, опис&ьио конструкции и теорию полёта раке
ты с учётом изменения её массы во время полёта. Им был получек 
ряд фундаментальных форцул, исходя из которых легко математически 
определить лётные характеристики ракет. Мировую известность полу
чила $ор>фла Циолковского, определяющая максимальные возможности 
реактивного способы сообщения движения в свободном пространстве.

Из формулы Циолковского следует весьма важный практически! 
вывод: осуществление возможно более высоких скоростей движения ра
кеты достигается эффективнее цутём увг -ичония опюсмелымх скорое» 
тей отбрасываемых частиц, то есть повышением совериенства двигатель
ной установки, чем детом увеличения относительного запаса топя им  
на борту ракеты, то есть чутьи совершенствования её конструкции.

Хотелось бы обратить здесь внимание на раедел работы, озиглав- 
леншй "Среда тяжести. Отвесное возвращение на Земли" /// , где 
Он впервые в миро получил расчётные форцулы для определения зашн 

• сов топлива, обеспечивающих * мягкую* посадку на планету без атмо
сферы.

Значительное место и исследованиях занял воцрос о влиянии еш 
сопротивления воздуха на движение ракеты. Им были выполнен! перше 
расчёты по выбору намвыгоднейшего угла подъема ракеты с учётом по
терь hr (феодоление сил тяготения, сил сопротивления воздуха фн 
полёте о среде переменной плотности и изменения высотных характе -  
риотик двигателя. Грандиозными являются проекты Циолковского ооо -  
тавных, многоступенчатых ракет и раквтшх поездов, задуманные ш  
в 1929 г . Трудно переоценить все значение предложения Константина 
Эдуардовича о составил многоступенчатых ракетах. По существу, *то 
предложение открыло дорогу человеку • космическое пространство.

Вскоре.после 1903 года,ь ряде стран независимо друг от друга 
ста^и ьизникать кльсслческио работы, повторяющие основы, еаложен- 
ше Цио.-.KOBCi'it •. Ток, ь 1913 году и к последующие года цублихова-
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ляоь работы Эио-Пельтру, г 1919 года -  труда Годдарда, а с 1823 г . 
-  OCtpTa и с 198Ь г . -  :ана / г /  .

На фоне этих Независимо возникавши* исследований, не зная об 
олпс работах, Ерий Васильевич Кондратах (1877-194^) создал теории 
ранеты много позже Циолковского, lie зная о работах Циолковского, 
Кондратюк повторил их и, что самое ценное, развил их, и развил 
весьма ярко. В 1919 год/ Е. В.Кондратюк предложил использовать со
противление атиосферь, для торможения ракета при спуске на небесные 
тела с целью экономии топлива. Для экономии энергии при полётах к 
небесным телам он предложил выводить космический корабль иа орбиты 
искусственных спутников с поел еду ацим отделением от этого корабля 
посадочно-взлётного аппарата, осуществляющего посадку, что, ес -  
тественно, приводит к большой экономии энергии. В печати США от -  
началось, что полёт космического корабля "Аполлон* был выполнен 
по схеме, предложенной Кендратшом (статья "Как идея, которую нн- 
кто не признавал, воплотилась в j1ВД (лунный корабль)" -  Лай}, 31 
марта 1909 годе.), Обилие идей Кондратюка, впервые им выска -
эанных, сейчас частично используется, частично и ныне являются но
винками, а некоторые из них ещё только предстоит использовать вви
ду их эффективности. Приводится сожалеть, что эти рукописше рабо
ты били с убликованы лишь в 1904 году /3/.

Видное место в истории отечественной и мировой ракетно-косми
ческой науки и техники занимает имя Фридриха Артуровича Цехндера 
(1887-1933). Он был выдаицимся и оригинальным исследователем в об
ласти теории межпланетных путешествий и ракетодинамики.

Учбжй-одиночка, работавший за семьдесят лет до настоящего 
времени, Цандер имеет авторство на идеи, расчёты,инженерные прило 
кения в тех областях ракетной техники и астродинамики, где сейчас 
уровень разработок даже отдельной проблемы определяется цвленап -  
равленными усилиями многочисленных коллективов специалистов.

Не рассматривая полный набор всех аспектов и характеристик 
научного наследия Цандера, ограничимся лишь краткий перечислением 
осно.ших направлений его исследований.

Ряд основах положений современной астродинодики был выдви -  
нут и научно обогнонам Цандером. 11о своей тематике они относятся 
к космической баллистике и т.полнены Цандером в первой половине 
20-х годов, то есть еце до огубликоиания исследопаний других ав -  
торов на ту же тему.

В работе "Определение цутеР nepeierot, добавочных скоростей, 
которые должны быть сообщены ракотокг чежгкг.нети.' iy коралю, и про 
должитевьности перелОДя* Цандер дал аналитическое докадятельстго
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энергетической оптимальности космических траекторий, имеющих вид 
касательных эллипсов и полуэллипсоп, то есть глиптических траек
торий, касающихся орбит двух планет. В настоящее время, как извес
тно, межпланетшо траектории в виде касательных эллипсов носят на
звание. гомано вых* по имени немецкого исследователя В.Гомана, о пуб
ликовав пего в конце 1925 рода результаты расчётов этих траекторий. 
Однако результаты расчётов полётов по касательном эллипсам дли 
случаев полёта на Мпрс и Венеру бьяи получечи Цандером ещё в апре
ле 1923 года. В работе "Определение путей дня полётов в мировое 
Пространство с возвращением на Землю через целое число лет" Цандер 
Предложил и исследовал специального вида траектории встречи, назы
ваемые в настоящее время модифицированными траекториями Крокко. 
Некоторые из этих траектории), а также траекторию, называацую ныне 
траекторией Крокко, Цандер демонстрировал в 1925 году в Туле вме
сте с результатами расчётов. Крокко, стустя много лет после смерти 
Цандера,независимо повторил часть его предложений. Доклед Крокко, 
где он предложил одногодичное траектории, состоялся в 1966 году.

В работе "Изменение цуги полёта вокруг Солнца действием пжа- 
нет" Цандер не только предложил использовать гравитационное поле 
планет и их сгутников с цель» разгона или торможения космического 
аппарата (по современной терминологии гравитационный манёвр), но я 
обосновал его предложение теоретически. Метод исследования данного 
вопроса, разработанный и впервые о публикований Цеддером в 1929 Г . , 
даёт ряд форчУл > которые в наши дни являются классическими. В *о 
время подобных работ ещё не было в печати.

В работе "Корректирование полёта” Цандер ведалго до того, нег
де в печати было обрещеао внимание на вопросы коррекции первоначаль
но запланированной траектории, поставил и матемиичесхи ясоледовм 
задачу об оптимальной импульсной коррекции в простейшем случае ком
планарности исходной и скорректированной траекторий .

В работе "О выгодности ускорения полёта ракетой в моменты, ко
гда скорость полёта ецё большая", представленной в 1926 году. Цан
дером, опять же впервые были шдвицуты идея, математическая поста
новка задачи и метод расчёта оптимальных одноимцульснлс траектория, 
ииещке в настоящее время широкое применение.

Ив сказанного выше следует, что Цандером были исследованы им
пульсные траектории, принадлежащие ко воем трём по современной 
классификации возможным типам: перехвата, перехода, встречи.

Т&иич обраном, чы видим, что это был глубокий по содержания 
цикл работ, охватумлций наиболее широкий для своего времени яруг



вопросов, относящихся к ноноцу разделу космонавтики -  косш чеокоЯ 
баллистике.

С I3ci3-i!9 гг. центр тяжести работ Цандчра переместился в сто
рону ракетно-технической тематики.

Цандеру принадлежит авторство на идею применения крылатых ра
кетно-космических аппаратов для выведения на околоземную орбиту 
космических объектов и для планирующего спуска космического аппа
рата с использованием в обоих случаях аэродинамической подъёмной 
силы. Кроме того, Цандер первым а истории техники разработал про
ект крылатого двухступенчатого космического корабля. Зпесь интерес
но отметить, что идеи и разработки крылатых ракетных аппаратов«вы
двинутые Цандером ещё в 1924 году, сейчас стали общепризнанно» я 
рассматривается современными конструкторами как перспективные мо
дели глобальных транспортных систем.

В исследованиях Цандера по динамике полёта ракет им были рас
смотрены следующие вопросы:

-  разработка расчётной схемы определения параметров движения 
и элементов траектории полёта ракет, основные технические харак -  
герметики которых соответствуют современным представлениям о клас
ов баллистических ракет дальнего действия (Г Р Д );

-  о т ' «эацкя полёта БРДД из условия наименьшей скорости, со
общаемой в конце активного участка полета;

-  исследование возможности реализации "сверхдальних”  полётов 
о точки зрения обеспечения необходима запасов топлива на борту 
ракеты.

Цандером была дана инкамерная трактовка прило
жения эллиптической теории движения. Особо им был исследован воп -  
рос области существования оптимизационной задачи проектирования 
траекторий минимальной анергии (Т «В ). Наиболее последова
тельно проводилась инженерная интерпретация результатов боллисти -  
чес кого расчёта, что привело ого к постановке и решению вопросов, 
свяэанжх о выбором проектных параметров ракеты.

Методика проектировочных баллистических расчётов должна поз
волять, не прибегая к громоздким вычислениям, быстро определять 
лётные характеристики ракеты по её конструктивным параметрам и об
ратно: по задиннм лётным характеристикам -  конструктивные льра -  
метры. По схеме, разработанной Цандером, реаается больиинство прак
тических задач, составляпцих основу соиременжх проектировочных 
баллистических расчётов.

С имеьеч Оергея Павловича Королёва (1900-1Л»э) свяавны -чю - 
хальные события человеческой цивилизации: э»цуск парюго искусит-
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венного спутника Земли, достижение Луны и Зенеры,. полёт в космос 
первого человека, нашего соотечественника Юрия Гагарина. Много за
мечательного было сдельно Королёвым и £ 0  этих свержения и после 
них. Зто и освоение безмоторного полёта на планерах cijoeB конструк
ции, и конструирование оригинального лёгкого самолёта; это разра
ботки первых крнлатых ракет с жидкостным двигателем, конструирова
ние ракетоплана и установка реактивных ускорителей на боег>нх само
лётах; это, наконец, создании uouihux баллистических раке? длл обо
роны страны, космических автоматических станций и космических ко -  
раблей 'различных назначений.

С 1929 года после знакомства с Циолковским и пго работами на
чал заниматься вопросами ракетной техники. При всём романтическом 
складе своего характера Королёв треяао смотрел на зеци, понимая, 
что нельзя работать одноцу, что важно привлечь к вопросам реактив
ного движения общественность, исследователей и конструкторов.

В 1931 году вместе с 4 .А.Цандером, U.К.Тихочравочьш, И.А.По
бедоносцевым Сергей Павлович организовал группу изучения реактив
ного движения ( ГИРД), став в 1932 г . её начальником. стой группой 

была создана уIV августа 1933 года зацущена первая совместная жид
костная ракета на гибридном топливе, а 25 ноября тога ге  года -  
другая ракета с жидкостным ракетным двигателем (ЯРД) на двухкомпо
нентном топливе.

В Ленинграде в 1921 году была организована Газодинамическая 
лаборатория (ГДЯ). С 1929 года в ней разрабатывались под руковод
ством В. П. Глушко электрические и жидкостдае двигатели. В реэуль -  

. тате объединения ГИРД и ГДЯ в конце 1933 года в Москве возник пер
вый в мире Реактивный научно-исследовательский институт (РНИИ). В 
1934 г. !Соролев, будучи руководителем отдела летательных аппаратов, 
в содружестве с Е.С.Щетинкилш создал и исютал в полёте пераув оо- 
ветскуд крылатую ракету.

Ив февраля 1940 года состоялся первый полёт лётчика-испытат*- 
яя’ В.П.Фёдорове на ракетоплане конструкции Королёва. Интерес к ра
кетопланам особенно повысился в настояцое время в связи с коне* -  
рукроьанием летательных аппаратов многократного действия для полё
тов с Земли на орбитальные станции, а также для сверхдальних трам- 
саортшх полётов.

Новый этап деятельности Королёва начался в 1946 году» когда он 
стал главным конструкторам по создания комплексов автоматически уп
равляемы/. баалистнческих радеет дальнего действия.

Характерней чертой Королёва как главного конструктора бия 
принцдл прее«лственно?ги технических решений, сочимом новых м э »
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ментов с отработанными и многократно проверенными, тщательная экс
периментальная проверка новых элементов. Каждую нону» рпвработку 
он per сматривал не локально, я с позиций далёкой перспективы. №юи- 
но преемственность обеспечивала интенсивный и непрерывный процесс 
совсд/иенстгзяания ракетных конструкций. Этим свойством обладала 
баллистическая схема ракеты с отделяющейся головкой. Королёв, бу -  
дучи по образованию аэромеханикой, особый интерес проявлял к'конс- 
труктирннм гхвмел, которые позволяли использовать атмосферу ЗемлМ 
в качестве источника энергии. Применение воздушно-реактиьного дви
гателя должно было дать экономию в весе, так как в атом случае из 
компонентов требовалось только горючее. A-эрединамичен кая силе иры- 
дьеи у тати конструктивных схем должна бмля дать резерв дальности 
полёти. Вот почод этапе выбора перспективах направлений рае -  
вития отечественного ракетостроения большое внимание удалялось схе
мам ирилатых ракет. Однако общий уровень развития техники не поа -  
водяя использовать очевидные прето^ества итих схом. Г-оллисти^ес -  
кая схеш> ракеты, вмбран.шя в кичестпе основной, баз иро мшась на 
суцес гинном опыте разработки ИРД, в то время как проектирование 
воэдушно-рсактквннх двигателей с большими входными диаметрами было 
сложной и окснерной проблемой, трабуицей весьма длительшх исследо
ваний. Ьи-истическая схема позволяла также опираться на огьт раз
работки скстпм управления с использованием трехстепенных гироско
пов, тогдв как дпя крылатой схемы требовалась создание навита -  
ционннх систем на новых пришлипах, которые только начинали рае- 
вмваться. В целом баллистическая схема была выбрана потому, что 
позволяла поснользввятьсж рмды ш и инкенернош рвавшим, доступ- 
шмв для практический раллиэацки без всяких задержек. Как показал 
о[кт ми}юяого ракетостроения, баллистическая с х е м а  ракеты с отде- 
«япцеПгя голориоЯ сделала туть в космос наиболее простым и корот
ким, потому что в исходам предпосылках это Я схеш были основные 
комле центы для разработка космическое ракеты (ракеты-носителя).
Это обстоятельство позволяло осуществлять её поетапную разработку.

Простой перечень теоретических задач, которые приходилось ре
шать гц>и создании ракеты и космического аппарата, эа полнил бы не 
одну страницу: он гродояжявт расширяться по мере перехода к более 
совершенным конструкциям. Теоретической базой провюгнкх работ в 
№ Королёва служили пять основшх научных н&1фавле1«гй, которые по
зволяли сформировать требование § различим системам и агрога -  
там: .«то бка листика, аяродинамика, устойчивость движения, внешние 
нагрузки и 1фочность.
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Разработчику ракеты прежде всего приходится сталкиваться с 
решением баллистической задачи. Здесь, как ни в одной другой зада
че, необходимо учитывать множество особенностей конструкции ракеты 
и её агрегатов, которые могут оказать влияние на основные характе
ристики ракет: величину полезного груза, дальность далёта и точ
ность. Homo сказать, что ракета начинается с баллистики и конча -  
ется ев.

Обращает на себя внимание щаталыюсть, с которой были рытод-  
нены в КБ Королёва исследования по баллистике. Это были не теоре -  
тическяе поделки, шзваюше ■ жизни текдоми задачами (фоектирова- 
ния, а фундаментальная работа, в которой учтем* общие особенности 
баллистических ракет дальнего действия. Зпм объясняется её негре- 
ходящее значение. Многочисленные цроблем!, связанные с разработкой 
ракет, наполнили (эти) теоретические направления новым содержанием 
я способствовали такому развитию, которое выходит за рамки практи
ческих потребностей ракетной техники. Так задачи традиционной бал
листики тесно переплелись с фовяашми аородинамики и устойчивости 
движения и рассматривается сейчас компяеиаж>,ка> одно направление.
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Глава 2. СИСГШ ОТСЧЁТА И МОДЕМ Р Ш Ш Й

Исследование процессов движения тел, наблюдений за ними ■ 
регистрация параметров движения, а также использование оолучае- 
мц» результатов происходят в выбранных спе'иаяьним оораэом на
иболее удобных системах отсчёта. В общей случае под системой от
счёта понимается совокупность систеш координат, служащей для 
определения положения объектов в пространстве, и системы измере
ния времени. Для усхсвий движения» соответствунцих современным 
задачам внешней баллистики,ракет н снарядов, то есть движений со 
скоростями значительно ыеньаими скорости света в цустоте, время 
считается абсолютным, не эависяцим от систеш отсчёта* и может 
рассматриваться в уравнениях движения как независимая перемен -  
нал.

Цри рееении задач динамики полета наиболее удобными являет
ся ннзрцнальные систеш отсчёта, в которых свободное движение 
объектов» то есть движении, при котором на объекты не действуют 
витание силы, происходит с постоянной скорость». Для тажхх сис
тем справедлив принцип относительности Гал^клея, то есть уравне
ния, описывавцие процесс движения, инвариантны по отношению к 
преобразс >аниям координат и времени, ж выполняется второй закон 
Ньютона

£ ( " » )  = р .

где Р -  сила, действупцая на объект; т  -  масса объекта,' V . 
его скорость, устанавливающий, что ускорение материальна точек 
■ тел происходит под действием физических сил, таких,как сжла 
тяготения» сопротивление среды, сила упругости и т.п .

Практически абсолютно инерциялыых систем не существует.Од
нако система координат, движение которой в течение заданного 
фомеяутка времени с допустимой точностью яаляется прямолинейна 
ж равномерным, и» следовательно, её оси сохраняют постоянное на
правление в пространстве, в течение этого врокени может считать
ся инерциальной.

За инерциальцую может бить принята барицентрическая систем* 
координат известной "задачи двух тел", ток как центр масс консер
вативной систеш, состоящей из двух материальных точек, снловсе 
взаимодействия которых определяется заходом всемирного тяготою», 
дадкется прямолинейно и равномерно. Однако реь ьно таких консср-
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мтюных систем не существует. Возмущения, действуяцив казне на 
эту систему, изменяет характер движения барицентра я ограничива
ет время» в течение которого эта система может считаться юирци- . 
альной.

При реоения некоторых задач динамики полёта инерциальммя 
считается экваториальная геоцентрическая, экваториальная годно -  
центрическая и звёздная системы координат. Система координат,же
стко связанная с поверхностью Земли, вращается относительно по -  
лярной оси с угловой скоростью 7 ,> 1 (Г °  рад/с,и её линейное ус -  
коренио, направленное к оси вращения Земли, приблизит ел1'но равно 
3t4 to i f  >10"^ м/с^, где у’ -  ыирота места расположения начала 
системы координат. Ускорение системы координат, начало иоторой 
располагается в центре Земли, а оси не участвует в её суточном 
вращательном движении, направлено к Солнцу и приблизительно рав
но 0,y?»10"fc м/с^. очевидно, что эти системы могут рассматривать
ся как инерциальные при релинии задач, в которых влиянием инер- 
циальных сил, вызываемых их ускорением, можно пренебречь.

При описании движения объектов в подвижных, то есть нецнер- 
циальных системах координат, в уравнения движения вводятся члеш, 
учитывающие эйлеровы силы инерции, Еызьвоемые переноешми и к* -  
риолисовыми ускорениями, которые, как и даяемберовы силы инерции, 
являются фиктивными. Введение этих сил является условным, хотя ■ 
ряде задач при этом упрощаются решеше и анализ результатов. Для 
одних и тех же объектов выражения, определяет» айлерош силы 
инерции, зависят ст выбора характера движетя неинерциальной свс- 
теш координат. Поэтому при решении задач динамики полёта целесо
образный выбор системы координат имеет важное'значение.

Как инерциальные, так и неинерииидышв системы координат мо
гут быть прямоугольными или кризолииейнкыи. К последним относятся 
сферические, цилиндрические и т.п .

Основными характеристг vmh систем кос^данат являются распо
ложение начала координат, основная плоскость и основная ось. Ес
ли начало систоыы координат соиыецено с центром масс Земли (гео
центром), то она называется геоцентрической, аелч оно располага
ется на поверхности Земли, то система называемся топоцентричес -  
кой.

основная плоскость -  зто главная шоскссть систеш координат, 
ha 112Я задается 'Апраагениэ основной оси, влЗиразмое из условия 
наиболее гфостого построения модели ^видения и определённости за
дании; сна, как правили, совещается с плоскостью, имеющей гео -
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метрическое ши фвакческое определение. В зависимости от выбор* 
основной плоскости раадичают акв&ториалмме, горизонтальные и ор
битальные систем! координат, в которых основная плоскость соот -  
•мстиемю совмещена с экватором, ахосиостьи горизонта. е алое -  
ИМ «ш  орбиты.

Во вютней баллистике, как фаадео, иеполиувгсл прайм си- 
CWMI врмвуголыии коорлинет, в которых м  полоптелыюе иаяраа> 
ими» щинашетоЛ временно, фоисходяцее против часовой стрелки. 
В системе координат 0HY2 с основной шюскостмо О/. Y  и основ» 
ной осьв ОХ ось 0Y  рашоцмтся в основной плоскости, аод 
углом 90° к оси ОХ ,  отсчитывавши против часовой стрелки, ес
ли наблюдать с положительного нагуввдвни оси 0Z .  Ооаладняя, 
в овов очередь* направляется перпендикулярно основной плоскости 
ОХУ так, чтобы угол нейду 02 и Р У был положительным, веди 

отсчёт вести с положительного направления оси V* ,
Цри исследовании двягания материальное точки (например, цен

тра наев тела) её положение в выбранной системе координат вполне 
определяется тремя координатами. Если же изучается двимекмв тела, 
то д и  Офеявлешя «го  пвлииения необходимо знать положение ка -  
яой-оибо веданной точки этого тела и его ориентация в выбранной 
системе отсоса . Как ф ы иао, его осуществляется введением жёст- 
ио овяаашюй „  телом сивтещ координат. В игом случае координаты 
начала связанной снстеш ипордшв!? и углы Эйлера идя направляющи» 
косинусы её осей вполне оцремвлявт ипдоно1ец тела.

Во внешей баллистике наиболее уиотребительш oecTeiat коор
динат* описанию в ГОСТ 20058-00, где все драме цриноугодьше 
оистеш иоординат реадшеш на два кляееи:

-  системы, свиааням с Землёй или другими телами цростренс-
« N

-  систеш , связенше с иоследуемнм лисемлыим аппаратом 
(снарядом, ракетой, космическим аппаратом).

Выбор систем координат двя решения тех иди иных задач внем- 
ней баллистик* свиеан с формой, а такие характером и временем 
двштния исследуемого объекта. Д и  описания движения тел, стаби
лизируема цри помом гироскопического аффекта и не имещих ярко 
вцраженмой плоскости, которая могла бы быть принята аа основную, 
используется систеш координат» основная плоскость которых свяак- 
вается с рас палоиенаем векторов сил, действующих на тело. Науче
ние динямики тел, имекцих плоскости синкьтрии, как правило, про
исходит в системах координат, у которых осшаньл носкость соа -



ведает о одной на омекостей симметрии, я движение ракет дадьие-  
го действия и космических аппаратов рассматривается в имерцна»* 
ной системе координат, связанное с Зешёй.

§ 2 .1 . Систеш координат

2 . I . I .  Экваториальные геоцентрические систеш коор«*нат

Начало прямоугольной экваториальной геоцентрической систем*- 
координат ОЛоУо 1с (рис* 2.Х) совмещается с центром Зь т  и сое-

Рас. 2 .1 . Прямоугольная и сферическая акваторкакмые 
геоцентрические систеш координат: -  прямое вос
хождение; К  -  склонение; £в-  угол мамона вкдиогиха 
к шоскости экватора

оадавт с цштром небесной сферы. За основцг» июскость Ао0Ус 
донимается плоскость земного акватора. Л̂ ж пересечении плоское» 
ти выкотики, то есть шоскости, в которой происходит видимое г о »  
дачное двнекие Солнца, с екааторяавыюй плоскость* обравуется 
прямая, совпадшвцая с основной осав ОХ0 t направленной в точку 
весеннего равноденствии. Ос» 6’У„ располагается в плоско стц ак -  
вахора на состой от оси CAt ,  ось С’7с -  пврпвцдиаудярю аква •  
ториальной плоскости по оса вреценкя Земли на север. Достроенная 
таким образом система не участвует во врацагедьмо* двипдпг Змии.
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Положение любого малого объекта ши его центра масс (т .  Н  ) 
относительно плоскостей этой прямоугольной геоцентрической систе- 
т  определяется сферическими координатами:

-  радкуосм-еектором Z -  отрезком луча от начала коордимм 
до объекта;

-  углом об » называем-м цинаш восхождением, измеряемым ■ 
ялосностн экватора от неподвижной в пространстве оси ОК. до ши 
я п  пересечения плоскости экватора с перпендикулярной ему м ое -  
костьо небесного меридиана F* ММ , в которой находятся обь-

• » *  о-
-  углом а , называемым склонением, отсчитываемым в плос

кости меркдивна от экватора и сторону пслвсор.
Прямое восхождение изменяется от 0 до 360° (мая от 0 до 24*) 

к считается положительным» если отеччт ведётся против часовой 
стрелки ори наблюдении с северного полиса; склонение от 0 я »
90° считается положительном, если угол отсчитывается к северу 
от еквьтора.нли отрицательным для углов, расположенное в пшои 
полумарки.

Эта система сферических координат» не участвувдих в суточном 
вращении Земли, называется второй экваториальной системой. Поло
жение её основных плоскости и оси в мировом пространстве опреде
ляется координатами звёзд» которые доводятся в каталоге звёад -  
ш х положений некоторой а пом X  « называемой средней апохой 
равноденствия.

йод действием сил притяжения со сторож Думы и Солнца на 
сшйсцутув с полюсов Земли её ось вращения, двигаясь равномерно» 
описывает в пространстве коцус с вершиной в центре масс Земли. 
Это движение, называемое прецессией, вызывает равномерное пере -  
мецекие по эклиптике точки весеннего равноденствия я,' следом - 
тельно, изменение положения прямоугольной зкваториальной геоцен
трической систеш координат. Прецессионное движение точки весен
него равноденствия является периодическим» с периодом около 26000 
лет.

На прецессионное движение накладываются длиннопериодические 
■ иороткопермодяческие колебания оси врецвния Земли, вызываем* 
вернодичееккш движениями Луш я Солнца по их геоцвнтрическш 
орбитам. Эти» называемое цутационшми, колебания вмвываиг допол- 
иктмьние смешения точки весеннего равноденствия и осей прямо - 
угольной геоцентрической систеш координат в фостранстве. Лоэто- 
МГ №> система иоординет связывается со средней точкой весеннего
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реамоденсяамя ■ средним экватором в эпоху Т0 . Если иеобходшо 
определить истинные координаты наблюдаемой материальной точки а 
помет Т  ,  удалённый от X  , то необходимо внеств пооравкк ре»* 
дельно на влияние иугации и прецессии.

В случае» когда эедв'пна Т - Х  достаточно — явка, преобра- 
вование координат выполняется при'шцоиде прецвссмоншх пярдмот -  
рва Нмцома в поправок на цутациа.

Связь между геоцентрическими ирямоугольнымк в сферическими 
координатами выражается соотношениями

Х „  -  г  cv i К  СР1 ,

0 = Ъ Со!'?, Innof'y,

i .  = я V u S » ,

в которых -  соответственно с<ыононие к цнвюе воска» ■
двнве наблюдаемого объекта. Для исследования дгавенжя косшгам- 
квх объектов применятся также зрьцапщиеся вместе с Землёй свс- 
теш  прямоугольных в сферических координат. В акх основной плос
костью является плоскость небесного экгатора, а основная ось 
располагается в шоскости астрономического меридиана некоторой 
точки земной ооверкноегв. Как фавяао» за такую точку яри—— t 
ся Гринвич, меркдван которого считается начальшм(млв адлевшм. .

Как ка вест но, плоскостью астрономического мвридианя точкж 
—мной поверхности называется шоскость» про ходячая череа отвес
ную линию в этой «очке к параллельную оси вращения Эемга. floe -  
кошку в свлу отличия поверхностей постоянного потенциала овин 
Тяжести от поверхностей вращения, линии отвеса в обцем случае не 
цроходв* черев центр масс Земли в дажо не пересекается с ев нем  
вредржия, в» кроме того, вследствие прецессии в нутации ось ара-, 
цвнмя Земля совершает сложное движение описательно поверхности, 
«о  при построении систеш координат пригашается цредоодоаеши о 
вредней положении полюса относительно поверхности Земли. В место» 
ицее время цринят средний полюс, закреплённый средними встрожшв- 
цескимх широтами станций Международной службы движения полюса 
эпохи IV00-I90O гг .

Начало врацавцеРс* ьместо с ЗекаеЛ мгновенной систеш оря - 
моугольных коорсднат OX Y Z  совмещается с цснтрс-м масс Земав,
за осно»нув плоскость KOY принимаете«  плоскость истинного н*»
бег но го экватора; основная коэрдинатния ось СЛ дапрвгляется в
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«очф  G-c пересечения истинного небесного акааэора е g u c n e tK  
■Говвфшюго начального мерядаана. Оеь 0 Y  располагается в оо * 
ттаЛ  плоскости под углом 90° к востоку от ш осюетя ю т ы »  
ГО ч г 11Г « " « ,  а  ось РХ совмацаегоя с соверши т я р м т и а м  
средне* оеа 0Р  врафкяя Земля (ряс. 2 .2 ).

Рас. 2 .2 . Прямоугольная ■ гферчиигквя врацащяеея 
и с т —  координат; J. -  ярдюе гпгтг»д1 и> ; S -  
гряюнчское звёздам время*- t  • 5 -<J-

Сферическшн мудднатами точ и  М яв и м ся  е м  го ш и р т м  
кяй редцуо-ае>«ор г  »  дуга &„ М„ небесного экватора* нааиваа- 
■ая гршаячскж часовни углом £, я дуга ММ. иврвдиаиа небес -  
ной сферн, навиваемая склонением $

Смппеша в scot сястаиа оточил шаетоя tax яе, как я в ар »» 
мдуцвй» часовой угол измеряете^ кая двдггранннй угол маяду иаос- 
мссыа начального меридиана Р&0 я иарндяана наблвдаемой точка 
РМ , я отсчитывается оо дуг* акватора по направлению двяиаияя 

часовой стреляя от иачальаого мврвд,ваяа,я иаменяетса от 0 до 360°. 
■Ш  от 0 до 24к .  Эта сястаиа координат навивается первой аква» 
ториалыюй системой.

Ооотмоаения ивцду фяноуголыамя я оферяческши яоордкиата*- 
Ш  врищцвйги сястеш ашиопгож приведённым для неврацавцвйся 
геоцмереаеожой састемл.
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2 .1 .2 . Нормальная венная систем* координат

Э к  система «оордюшт , изображенная на рмо.2.3 »
является тодацентржческой, Её качало, точка Од ,  обычно свям - 
ваесся с точкой вылета, «о  есть течкой пространства* в «второй 
находятся центр масс снаряда или ранет в момент» когда ши те
ряется механическая связь со стволом  ши иалраш пщ ет.

координат

Основной плоскостью систем* ({ \  Yy является плоскость 
OcXvZj » совпадающая с плоскость» местного горизонта я точка & . 
Основная ось 0 указывает направленна стрельбы. Ось О на^ 
цравяена вверх по местной вертикали, а Се Jy лежит в плос
кости местного горизонта.

Нормальная земная система координат в основном нспохьаует- 
ся для расчёта траектория гяктра масс метаемого тела.

В некоторых задачах внешней бвдлкствст для определения поло
жения цактра масс тела удобнее пользоваться тодацентричвекой сфе
рической системой каординат, к зоЛракёьчок на рве. 2 .4. В ней а& 
координаты приняты; -t -  радм/с-вект*!, иногда называешй нак
лонной дзльносгый, являхацийся сгребен  /уча о* начала координат
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Н» центра т с с  тела; Л -  аэ кнут—угол, отечитимсшй по «шов- 
вой о ц ы п  в местной ГОриЗОКТОЛЬ'ЮЙ шоскости от н ц м ш ш  к 
север» <5 -  угод места, отсчятываешй в м р п ш м о ! ваоскоств 
мевдг. g в плоскость» горизонта.

Рве. 2 .4 . Топо центрическая офермческал смотема 
«ооцдвнат

Иногда д м  со хранения единства нвцравденм в отсчёт* умов 
н о т а  аавцута Л  вспвдьауется угол Я  •

Свявь между арямоугояьшмв в сферкческшв тоаецентрвчеовшв 
координатами яыравается соотноммишв

1 t  w i i  col A ,

Ь  *  г л £ й £ .
j{ j  = S coi£ ■Vin Jt

fteecre с нормальной земной свстемой коордвнат при ре меня» вадач 
внешней балляствхи всоольауетсв нормальная свотема коордкнат 
O X.Yy , начало которой совмещается с центром масс г наряд», 
а оси во всё время двивенкя остается оаралледьмшм осям иоршль- 
ной аемной СИСТ«М1 координат. 11ри использовании этой систеш мож
но определять положения в пространстве других систем координат,
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C IM U M R  СО С.ЦЦШДПМ ШШ «ГО ПарвМ1»*раМИ двихешя и аммара 
чадо в цантре масс снаряда.

Ора решении плоских аадач, связанна с pac-чвтом характсрао-* 
п и  б&ыистнчесиа рахет дальнего действия я космически* аппара
тов, то гд а  используется земная осс <мшл оаегема координат, в ко
торой пож ж ете центра масс тала определяется радуоом вектором 

Z в ппаврним углом у  ,  а за основную плоскость щшмиатпя 
плоское» стрельбы.

2 .1 .3 . Траектория* система координат

За начало этой сястеш координат 0XKY*  Д* цятимаотся 
центр масс снаряда. Основной плоскостью является вертикальная 
плоскость 0X*Y< »  в которой располагается вектор земной око -
роста центра масс Сто еоть скорости относительно Земля) V  , е 
которым по направлению совпадает основная ось 0ХК . Ось 0Y* 
размещается в основной плоскости перпендакудярне ОХ к .  Ось 02х 
декхт в плоскости горизонт а , перптдакулярыо оомовной ыоскоста 
так» что образуется прелая саиема координат.

Положение траекторией омотемы коордаиат относительно нор -  
паль ной определяется,как изображено на рас. 2 .Б, дом а углями*

Рис. * .5 . Трееигорная а нормальная систскы коордкнат

-  углом пути Ч' , называемым также углом поворота траекто
рии и измеряемым в плоскости горизонта, то есть в плоскости 0X^2^ 
мехсу осью р.\ я проекцией лектора скорое» центра масс на
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ету плоскость;
— углом наклона траектория 9 ,  назыв&ешм шагав углом 

наклона вектора скорости к плоскости горизонта, м  меряем im меж
ду направлением вектора скорости центра масс я плоскостью горе- 
зонта.

Направляюще косинусы осей траекторной сястеш координм 
относительно нормальной аемной приведет в табл. 2.1.

Таблица 2.1
Нормальная 
вемнвя система

1|®ехто£ная

OX, |
сястш£

0Y« { 07*

Р *-С
 

1_
_
_

tOiV col в -COiP'tinff

O.Yt j cvsG 0

| " tin V’” Cvi9 an Y br\6 coiV'

Угловая скорость траекторией сястеш координат относительно 
нормальной земной _

<3* *  У  «■ е ,

а её проекций на оси траекторией систеш соответственно равш

(сйл) л ^  Ч’ ^ п в ,  . ) ( < * > * ) , в .  W . I .n

С траекторией системой координат свя&амы некоторые важные 
характеристики, используемые при реяеняя задач внеяней баллисти
ки» такие,как начальная скорость Ve и угол бросания .

Начальной скоростью ^  принято считать искусственно вво
димое значение скорости центра масс снаряда в точке вид era , со -  
ответствуете моменту времени, в который донный срез снаряда раз
рывам механическую связь с дульным срезом ствола. Это понятие» 
оцределящее одно из начальна условий в основной задаче внеяней 
баллистики, введено для упрощения математической модели начально
го участка траектории снаряда.

Цря движении снаряда в канале ствола пороховые газы, под дей
ствием ешм давления которых совершается дарюняе, прорываются в 
зазоры, суцестцлощие Между боковой поверхностью снаряда я стенкой 
канала ствола и создают в окружности дульного среза г ел овое обла
ко, по форме близкое к т р у  и непрерывно расиирящесся. Пл о т н о с т ь  

смеси порохового rasa и э д з д у х а  в э т о й  соляхе невелика, но она
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аначительно увеличивается, когда в эту область пространства ус
тремляются пороховые газы из ствола после выхода на него снаря» 
да. Скорость их вблизи дульного среза значительно превосходит 
скорость снаряда. Поэтому б э т о й  области пространства снаряд, 
двигаясь не в воздухе, а в неоднородной и сильно возмущённой 
газовой среде, испытывает ускорение. Нискольку вытекающие из 
ствола газы исштывает сопротивление со стороны воздуха, то ско
рость газовой струи быстро убывает no tie ре удаления её от дуль
ного среза. Очевидно, ускорение снаряда при его движении в га -  
вовой среде прекращается,когда скорость ого центра масс стано -  
вится равной скорости газовой струи. После этого движение сна -  
ряда происходит а газовой струе с замедлением, вызывавши силой 
сопротивления газового штока, отличащимся от действия воздуш
ной средн.

Время движения снаряда в пороховых газах принято называть 
периодом последействия. Длительность этого периода зависит от 
баллистических характеристик артиллерийской систем! и дяя рае -  
личных систем изменяется от Ь-10~^ с до 5*10”^ с .

За ьремя движения в периоде послодойствия скорость центра 
масс снаряда, как правило, увеличиьеотся от значения дульной 
скорости , то есть скорости в момент вылета, до значения, 
соответствуицего началу движения в воздушной среде. Это увели
чение, как правило, составляет менее Z % от величины ^  .

В задачах внешней баллистики предполагается, что движение 
снаряда происходит в воздушной среде. Для того чтобы не ре -  
шать задачу о дьижении снаряда в периоде последействия и не со
вершать переход от движения в пороховых газах'к движение в воз
душной среде, вводится понятие начальной скорости %  , которая 
определяется экспериментально, экстраполяцией зависимости ско
рости центра масс от пути к точке вылета. Следует помнить, что 
дульная скорость Vg и начальная скороc tl Vc соответствует 
одной и той же точке траектории, но отличается по абсолютной 
величине.

У реактившх сньрядор, сходящих с направлялцих, значение 
начильноП скорости V"e совпадает с истинной скоростью центра 
масс в момент вылета.

Чтобы определить угол бросания 9о ь введём понятия,ха
р а к т е р и з у ю щ и е  условия ‘вред выстрелом.
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1Г

Рис. 2.6. Дульная и начальная скорости

Линиек вомншения принято называть прямую, совпадающую о 
осью канала ствола перед выстрелом. Угол /  между линией вое* 
выяекия и местной плоскостью горизонта называется углом возвы -  
пения.

Помольцу в процессе выстрела, то есть эо вреил движения 
страда по кычаду ствола, изменяется положение в пространстве 
оси канала ствола и вектор скорости цзнтра масс снаряда в ко -  
мент вылета не совпадает с линией возвышения, то вводятся по -  
нятия,' характеризующие условия вылета снаряда.

Лжшей бросания называется прямая, совпвдаяцяя с вектором 
начальной скорости 1^ , а вертикальная плоскость, проходящая
черве лшшв бросания, называется плоскостью бросания. Угол меж
ду линией бросания и плоскостью горизонта принято называть углоИ 
бросания, а угол между линией возвышения и линией бросания -  уг
лом вылета f  (рис. 2 .7 ).

Рио. 2.7. Углы возвышения , бросания Ро 
и вылета ^
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Угол вы лет J- ,  как и угол бросания 9* > определяется 
ексоериментально, и они оба служат для задания начальных условий 
при решении задач о движении снаряда, кап* ы 14.

2 .1 .4 . Сиэашая система координат

Как указывалось ныне, положение артиллерийского или реак
тивного снаряда в экваториальной геоцентрической или нормальной 
земной системах координат определяется иахфавлягцими косинусами - 
осей жестко связанной с ними системы координат.
Вместо направлявших косицу со а, как давило, используется комби- 
нация из трех углов, которыми могут быть углы рйлера.

Связанная си
стема координат 
в основном исполь
зуется для опреде
ления ориентация 
тел, имеоцкх одну 
или несколько плоо» 
костей оюжетрин.
В частности* у оа- 
модётов и крылатых 
раке* ета единст -  
венная плоскость 
проходит через цро- 

, дольную ось, в уп
равляемо* баллис -  
тичвских ракетах и 
у мин таких плос -  
костей может быть' 
несколько.

Дал таких тел 
связанная система 
координат (рис.2 .8 ) 

_ стройся следующим 
образом.

Начало координат-точка 0 -  помечаете* в центре масс тела, 
основная плоскость Оху совмещается с его плоскостью гиниотрии. 
основная ось Ь х. направляется вдоль проды ш »* оси в етороцу но-

Рис. Z.b. Связанная система 
координат
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союй части. Ось Су , называемая хориальной, располагается в 
ооновной плоскости перпендикулярно продольной оса &Х , а по па
ра чная ось 0 5 направляется вправо от направления оси Ох. 
перпендикулярно основной плоскости.

Если центр масс располагается вне- плоскости сиантряи, «о  
оси ОХ и Ои располагается в плоскости, параллельной плоскос
ти симметрии и проходящей через центр масс.

Положение связанной систем: координат 0x^2  относитель
но нормальной 0а Xu Vy I  * определяется углами рыскания Y  , тан
гажа д~ и крена jc. (рис. 2 .9 ).

Угол рыскания У' -  это угол в плоскости горизонта между 
оаья 0и<£у и проекцией продольной оси Ох. ыа плоскость гори- 
аента Ое&уУу • Угол тангажа г? -  это угол между продольной 
осью О х  и плоскостью горизонта. При исследовании движения тел 
на большие дальности угол &  рассматривается иак функция пути, 
то есть определяется как угол между продольной осью и плоскостью 
местного горизонта.

Угол крена f  -  это угол между нормальной ось» Oij и вер
тикальной плоскостью, про <одя1’;ои чероэ ось 1> Ъ
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Направлявцие косицу сы, определяйте положение о ce l е и и н  > 
но* систеш координат в нормальной земной системе, приведем! в 
табл. 2.2.

Таблица 2.2

*i СГв- я~з~а- н~н~в~я с~~я~с~т~е~м~а ”
Земная снеге- j q ~ ~ ! ~ ~ 0~£ \  ~ ~0?

- t M f -ьл f t 'eo if  +• М Ч'Ш л& нл?*  
0 °  &cj___________ CVi Y c c i ^  *. \u i V'-Vv* f  t  h * iУ  c o if

___tirt &  vol&'ccrtf

a. . u, W i V b n f  + C O i Y c O i f '
Ua2 j  - 0 W  fwlV" +4irt& 4 if iY tO if  -

Угловая скорость связанной систеш координат относительно 
земной _  i  ^  j.

й )  = у

Её проекция на оси связанной систеш координат, кая легко опреде
лить на ряс. 2 .9 , равш

« * > » . * £  «- Y

со^ -  Ч' t o i & w i f  • P ' - t b i f ,  

cOt  -  &  eo i f  ~  У  c o i  &  b n  .

£сля эти ураЬненмя р&арешть относительно /  , &- и f  , 
то легко получить, что

* s i £ * i ai w f  •

+■ cOt ovsf ,  

у  • ^  &■ Mij« _ (Cy t,n f )



2 .1 .5 . Скоростная система координат

Основная плоскость этой систеш О х*?*, содержат вектор 
воздушной скорости центра масс снаряда и строится перпендикулярно 
оси сммитрии, то ость плоскости 0 * у  . (Ори решении некоторых 
вадач внешней бждлиотики.при построении скоростной систеш коор
динат используется вектор скорости центра масс относительно м и
ной систеш координат.) Основная ось О х » направляется по векто
ру воздушной скорости центра масс, ось Оу,г. располагается в ос -  
новной шоскости симметрии перпендикулярно Ох^, и ось 0/«. -  в 
основной плоскости перпендикулярно плоскости так, что
бы система была правой. Начало скоростной систеш координат свя
зывается с центром масс снаряда.

При решении задач внешней баллистики и аэродинамики обычно 
пользуется проекциями аэродинамической силы по о с .л  этой систеш 
координат. Б соответствии с принятой терминологией оси скорост -  
ной систеш координат носят названия: Ох а. -  скоростная ось;
вдоль неё, противоположно её направлении, действует составляющая 
аэродинамической силы, называемая силоЧ лобового сопротивления; 
Oy<L. -  ось подъёмной силы, называемая в соответствии с состав

ляющей аэрод' 1мической силы по этой оси;
О id . -  боковая ось, по которой направляется составляюцая аэро

динамической силы, называемая боковой силой.
Положение снаряда, то есть связанной систеш координат, от

носительно скоростной определяется, как это видно на рис. id. 10, 
углами:

-  скольжения j3  ,  измерявши между вектором воздушной ско- 
рОСТИ( ОСЬЮ 0 Ха) и основной плоскостью О ху  связанной систе- 
ш  координат;

-  атаки U  • измерявши между продольной ось» Ох и сроак
цией вектора воздушной скорости 'S' на плоскость .

Положение скоростной систеш координат 0 x A»j*Za, относи 
тельно нормальной земной 2^ определяется, как это вид
но на рис. 2.11, тремя углами:

-  углом цути У  между осью ОХа и проекцией вектора 
воздушной скорости (оси Ох,^ ) на плоскость горизонта;

-  углом наклона траектории 9 , образуемом вектором воздуш
ной скорости с плоскостью горизонта;

-  скоростным углом крена |\̂  между осью 02», и мосюстью 
горизонта.
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Рис.РЛО. Положение снаряда в скоростной 
систеке координат

Рис,2 .I I .  Земная. т^ рктосийя и скоростная
Г HQOJllXhilT
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На этом же рисунке изображена траекторией система координат 
в которой ориентация скоростной систеил координат о тд еля ется  
одним углои -  скоростным углом хрена ^  , что объясняется тем, 
что оси 0%к и (/£&. совпадают.

Направляющие косинусы скоростной системы координат относи
тельно траекторией и связанной систем приведет в табл. 2.3.

Таблица 2.3

Скоростная ! 
система j

JI^aeKTO£HAfl_CHCTeMa_ _|_ _Саязанн*я_система_

О х» j ОЦк [  0 2 * j ~0х \ 0 j  { ~ o i  "

fa Си. 1 0  0 voidtvoip -futdcosp p

° Ь 0 И ^ в . tfrtjV  bnct оoJU 0

0 2  о. w ip

г . 1.6. Долу с коростная система координат 0 x ^ 1

ста с у  'ема, ш  и никеописываеше систеш координат, исооль- 
зустся д и  описания движения о с е с имютричгах неуправляема снаря
дов, не инепщих четко аыраженшх плоскостей симметрии, относитель
но которых можно осуществлять управление. Поскольку, как правило, 
такие снаряда стабилизируется при помощи гироскопического аффек
та, то использовать для определения их положения в земной системе 
координат угол поворота относительно оси симметрии неудобно. Что
бы устранить эту особенность и использовать условие осевой маха -  
нической и геометрической сюметрии снаряда,вводится си
стем! полускоростка* и полусвязанная, а также система координат, 
связанная с пространственно* углом атаки.

Полускоростная система координат обычно используется цри ре
ванш задач внешней баллистики для тел, у которых продольная ось 
совпадает с осью геометрической и механической смшетрии. За ос
новную плоскость систеш принимается плоскость , назы
ваемая плоскостью сопротивления, в которой расположен цродоль -  
пая ось и вектор скорости центра масс. Начало координат распола
гается в центре масс. Основная ось 0я'л направляется по вея го
ду скорости V  . Ось располагается в основной плоскости 
пероендаиудярко О*,; ; ось CtH ориентируется перпе<1дику^я1Но
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плоскости сопротивления так, чтобы система была правой. Система 
не имеет жесткой связи со снарядом. Положение последнего в ней 
характеризуется углами Эйлера: нутации S’ , прецессии ^ и 
собственного вращения Ф , образуемши, как п о  видно на рис. 
2.1Z, связанной системой координат.

Рис. Z.U i. Траекторий, водускоростная, увязанная 
систеш координат я система O x . p t .

Угол нутации $  , называемой тькжв пространстве нюм углом 
атаки, отсчитывается нежду вектором скорости центра масс и ф о - ' 
дольной ось» 0 t  .

Угол прецессии •) характеризует поворот плоскости сопро -  
♦явления относительно вектора скорости, то есть щмцвссионное 
движение.

Угод советзонного вранрния f  определяет поворот снаряда 
относительно его продольной оси.

Поскольку основная ось 0 Jet. аолускоростюй систеш коор -  
динат соьгчдест с осж « VX'^ и саответвтее.мо скоростной
и трпектор'<.Л скемч, то взаимное рс сположение этих систем on -
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роделяется достаточно просто. В частности, положение полускорост
ной системы относительно траекторией определяется углом прецессии 
-р , образуемым пересечением шоскостей и 0X1 • В

процесое движения снаряда полускоростная система вращается с у г 
ловой скоростью •? относительно вектора скорости и совершает ко
лебательное движение относительно оси Ог*, с угловой скоростью

Направляюцие косинусы осей полускоростной системы относитель
но осей траекторией систеш приведены в табл. 2 .4 .

Таблица 2.4
--------------------------г
Полускоростная 1-

система I

Ох'а.

Траекторная система

~ Т х :  ~ l  Т "  

1 0

V}*.
0

0 £ 0 'Нп У>

0-г', 0

* 
1 

! 1 
S

* 
X/ cpjv'

2 .1 .7 . Система координат 0 х „у „2 * ,  , связанная с углом
мутации

Основной пигскостью этой систеш координат, начало которой 
совпадает с центром масс, является плоскость О к„ув > совпада
ющая с плоскостью сопротивления. Основная ось 0 х л направляется 
по продольной оси снаряда, то есть совпадает с осью связан
ной систеш координат. Ось 0 у я располагается в плоскости сопро
тивления перпендикулярно ОХа , а ось 0 х а перпендикулярно 
плоскости сопротивления так, чтобы система была правой.

В отличие от связанной систеш  координат, жестко связанной 
со снарядом и совершающей вместе с ним вращение относительно про
дольной оси, оси систеш ? «  на имеют жесткей связи
со снарядом и не участвуют в его вращательном движении. Повтор 
связанная система координат вращается относительно с не теш  
о угловой скоростью собственного вращения снаряда У  и их »ааш*« 
вое расположение оцредежяется только углом , то есть углом 
собственного врещеййя.

Относительно полу скорости Л системы координат система
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O X 'l jn l *  совершав* колебательное движение с угловой скорое -  
тьв в плоскости сопротивления и их взаимное расположение оп
ределяется одним углом с* .

Взаимное расположение траекторией, полускоростной, связанной 
систем координат и систем* 0о&йу *2 л  приведено на рис. 2.12.

Направляющие косинусы систеш координат £?3t,y4i  • относи
тельно связанной и полускоростной систем координат проведены в 

таблице*.*. Таблица г.Ь

Система 

0 Ъ ц 21

0 х „

Тиолускоросткая система ]
[  o x i  1 - О Ц  у  o ? J \

t i n l f  о

[___£вяэанная _систю »_ _  __
f  * b * Y “0 y “ T " 0 /  

1 0  0

Н л
-  -WnS" coi& 0 0 cosV’ - u n f

0 г « 0 0 I 0 -Yin У  U r t f

2.1.8. Полусвязанная система координат 00с'у 'J:'

Эта система координат, в основном используемая для решения 
мдач о движении осесшметричшх снарядов, стабилизируешх при 
помощи гироскопического эффекта, позволяет устранить процесс 
расчёта углов прецессии и собственного вращения, изменяющихся ет 
какого-то начального значения фактически до бесконечности.

В этой системе плоскость Ojc’ 2* , проходящая черев 
ц»дольцую ось снаряда и ось 02* траекторией систеш координат, 
приминается аа основцуи. В ней располагается основная ось Ox' t 
совпадавшая с продольной осью Ох . Ось O i ' в основной плос
кости направляется перпендикулярно О х ‘ , ось Су* орьантируе*- 
ся перпендикулярно основной алоехости и располагается в верти -  
калькой плоскости траекторией систеш координат { рис .2 .13 ).

Положение полусвяэанной систеш координат основительно «ре* 
ексорной определяется у гл е м : З * -  между осью 0 х л и проекцией 
продольной оси снаряда О х на плоскость O x^ g . i  

<Sj -  между продольной осьв (“.наряда и её фоекцеей на ш оскосе» 
О х ^ к  '

Оси Су7 и 0 if оодусвяеаиной систеш, кая ■ оо* ■
О t а рассмотренной 'ранее с м * е ш ,т  участвует to  врец ем лы т
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движении снаряда относительно продольной оси.
Связь между углами, характеризующими положение гфодольной 

оси снаряда в полусвяэанной и в полу скоростной системах хоорди -  
нь , легко установить из соотношений доя сферического треуголь -  
ника /4 ВС

Если угол нутации §* мая, так что справедливо &S> , 
то принимается

eo i?  .
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ii.1 .9 . Уравнения хфеобразования координат, составляющих 
скорости и ускорения

При решении задач внешней баллистики и проведении анализа 
движения снаряда (ракеты) возникает необходимость записи уравне
ний движения в различжх системах координат, а затем перехода к 
одной наиболее удобно? системе. В этом случае необходимо про
вести преобразование координат, составлявших скорости и ускоре
ний.

Рассмотрим две систеш прямоугольна координат: инерциаль- 
ную систецу St с координатами Ж, , у , , i ,  и систецу S2 с ко
ординатами X t  , , совероавцув вращательное движение
относительно St . Переход от систеф координат $t к системе Se 
осуществляется при помощи ортогонального щреобрааования

где WU] - 1 квадратная 3 x 3  (матрица преобразования (
элементы й которой являются налравллвциж косинуоа- 

ми осей система S2 относительно осей систеш .
Если дня осей а;, , сиотеш координат S, ввести

совокупность единичных векторов 71 , ^  , К ,  , а для ооей X t  , 
(Л , системы координат <?2 -  другую совокупность

, то формулу преобразования от систем* S{ к системе $я мож- 
• но записать в виде

V
Ь - [ * * ] V

,*г. э , .

*1
й Л ) ( 3 . W ( & * . ) в»

ь ( Ы ( J . K i )

1а».
( * Д ) (К Л < > ( М < )

*4

< 2 Л .«)

где элементы матрицы -  его скалярные произведения единичных век
торов, равше косицусам углов между ниши Если система $л 
движется относительно S, , то едеменсы матрицу - будут i функци
ями времени (или 1ути ). Элементы матрицы преобразования являются 
постоянными величинами, если обе сиотеш S, и S j и и щ н аы м .
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Преобразование составляющих скорости и ускорения осуществля
ется дифференцированием по времени соотношения ( I ) .  Дня составля
вших скорости преобразований имеет вид

*1

*
i t

- М
х ,

У*

j ,

d[u\
d t

х ,

з,

(2 .1 .3 )

Аналогично преобразование ускорений осуществляется оо фор
муле

* 1

3 ' ■ и

Л ,

i *
4P<tM  

1 dt

it

>\ f \

V

*

A J л з,
(2 .1 .4 )

При обратной преобразовании координат

-i V
- L j “ 1

h
(2 .1 .5 )

Но при ортогональном преобразовании, осуществляемом посред
ством сращении одной системы координат юкруг н в ш ь другой, об
ратная матрица ГЦ J 1 эквивалентна транспонирснаньоП l f l r . 
Тогда

* -• И ' *
. 2,
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k . i . 10. Географическая система координат

При исследовании движения тел на большие дальности необхо -  
димо учитывать кривизну земной поверхности. Это наиболее просто 
осуществить введением систем криволинейных координат, из которых 
наиболее распространёнными является географические.

В иастояцее время в геодезии используются две систеш коор
динат, связанные с вращающейся Землей, но в отличие от первой 
экраториальной геоцентрической системы не содержащие зависимости 
от времени как системы отсчёта. Это астрономическая система коор
динат , построенная на основе астрономических наблюдений, и гео -  
девическая,для создания которой использованы геодезические изме
рения. Обе эти системы являются криьолинейными системами коорди
нат особого рода. Эта особенность связана с формой модели Земли, 
используемой для их построения. В част.'юсти, для модели Земли в 
виде шара с достоянной или радиально распределённой плотностью 
они обе вырождается в обычше'сферические координаты.

Для построения географической систеш астрономических коор
динат используем систему прямоугольшх координат , соот
ветствующую порвой экваториальной системе. За основную плоскость 

этой систеш, в рассматриваемой случае, принимается плос
кость среднего земного экватора известной эпохи. Основная ось 
О х нагфмялется в точку С-а и обрадуется пересечением среднего 
земного акватора с плоскостью вредного астрономического меридиа
на Гринвича, проходящего через среднюю ось О р  вращения Земли 

'принятой эпохи (рис.2 .I I  ) .
Положение любой точки М земной поверхности в этой системе 

можно о 1феделить цростренственшми коорциньтами линии отвеса в 
этой точке. Угод, образуешй линией отвеса с плоскостью ,
является астрономической широтой i f  этой точки, а её ас гро коми
ческая долгота Л -  его двугранный угол между плоскостью сред -  
него гринвичского меридиана и плоскостью меридиана этой точки 
( Р'ОМ ) .  Астроношческая шрота изменяется от -90° до +90°, от
считывается от плоскости экватора и считается положительной в 
северном полушарии. Астрономическая долгота отсчитывается от грин
вичского меридиана, считается положительной к эспаду от него, от
рицательной -  к востоку, и изменяется соответстви ю  от 0 до 180?

Для полной характеристики астрономической систеш в забав
ной точке необходимо Офеделить в ней направление астрономичес-
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кого меридиана. Д *я етого  определяется астрономический азим ут на 
специально выбраннуо «очку аемной поверхности (точка К  на р ас .

?»14  ) ,  то  е сть  двугранный у го л  между плоскостью м естного аст
рономического мерцдиена и плоскостью отв еса , проходящей черв » 

Точку М  и направление на точку К  . Этот у го л  отсчитывается в 
П  деэик по часовой стрелке от направления на север и изменяется 

от  0 до ЗьО°.

Р и с . " . ! 4 . А с т р о н о с и ч -С Ч и Я  с и о т г ч л  ч о о р д и н я т

Как уже укалы валось,аа астрономическую широ«у У  лпбоЛ точки 
эамной поверхности принимается угол, оСризуешй линией отьеоа в 
ЭТОЙ точке с плоскостью гкзатор<». Принято считать, что доиолна- 
ние до пряж>го угла соотьетстнует углу между линией отнес а. 
я осью вргцемия оемги. ш>ы;с ь силу ог.-ичия [ЮЕер.о'ости сем.1И 
от поверхности ррьцения а л i  л я  отгеса не пиресекает ось вращения 
Земси и тем более не проходит через центр масс оеч^и. Глэтоцу 
астрономические координаты не. ьэя выр&Л1Ть через углом  а вели
чины, измерение нь поверх пост»! оечг.и и отнесйнние к пкратору и 
эемноцу полюсу. 1ыоскостм нстро1им,мелких меридианов по та Г: же 
причине также не проходят череь ось вращения £лм..л, а лиуь парал-

ж

? 9

Мапр
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лельш  ей. Поэтому астрономическая система координат, не т м и м  
геоцентрической.

Очевидно, астрономические координаты можно преобразовать я 
геоцентрические, если имеются данше о форме поверхности Земли. 
Д&я этого используются различные модели фигуры Земли. Однако 
Применение любой модели связано с появлением ошибок моделкрова -  
нм  и преобразования астрономических координат в геоцентрические 
и, как следствие, ошибок в определении дроотранственжх щрямоу -  
гольных координат в системе .

Из-за движения астрономическжх полюсов, то есть точек пере
сечения аемной поверхности о ось» вращения, Земля и связанная в 
ней астрономическая система координат непрерывно колеблются отно
сительно некоторого положения. Поетоцу астрономические широта* 
долгота и аэицут в данной точке аемной поверхности, определяемое 
хутём непосредственных н&Сшцденмй. относятся к моменту проведения 
эксперимента и должш приводиться к той епохе - (тому моменту 
времени), дия которой создана связанная с Землей неподвижная си



-  48 -

стема астрономических координат. Если наблюдаеше астрономичес -  
к не координаты заданной точки и азю<ут обозначить соответственно 
<f , Л  , к  « а  координаты мгновенного полиса в момент наблвде -  
кий -  T f , у f  - в  прямоугольной системе координат с началом в 
точке среднего полиса и осями, направлениями на юг и на запад• 
то астрономические координаты ц географической астрономической 
системе координат могут Сыть вычислены по формулам

У  « У 5- (XftCS Л ♦ у я * п > ) ,

Д * Я  - ( Х р Ц п *  -  f r t O i A ]  »

J. ' - 2  ~ ( х , Ц п Л  -  y t c o i A ) v c  f .

При построении географической систеш геодезических коорди
нат фигура Земли моделируется эллипсоидом враценил, называемо! 
рефере нц-элл и пси идом, размеры и положение которого относительно 
Земли определяется так, чтсСы отклонение от фигура геоида были 
минимальными, а центр и малая ось ре^ерекц-эляипсоида совпадали 
с центром масс и осью врацвния Земли.

3 соответствии с постановлением Совета иинистров СССР от 7 
апреля 1946 г . в нашей стране используется референц-эллиле.оид, 
навиваемый эллипсоидом Красовского с параметрами;

-  большой полуосью (средним радиусом екватора) О- «  677624b м;
-  малой полуосьв & «  ЬЗЬбОбЗ м;
-  сжатием {  »  -  1/298,3 «  0,003362.
Система геодезических координат задается также в виде прост

ранственных цршвугодьшх коордкн&т Х г  , у г , / г , начало кото
рой Or совпадает с центром референц-эллипсоида, а основной плос
костью X r0r y r служит плоскость его экватора. Основная ось 0г х г 
-  это линия пересечения плоскости экватора референц-^ллипсоида и 
выбранного начального геодезического мрридиана, ось г распо
лагается в плоскости экватора перпендикулярно основной оси, а 
ось V r i r  нафьаляется по малой оси ре£вренц-эллипсоида на север 
(рис. 1Мс>.

Положение начального геодезического меридиана относительно 
начального астрономического меридиана определяется условиям ори
ентирования рефереиц-аглипсоида.

Если обозначить ЛХ0 , ди, , & 1 , -  координаты центра Or
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референц-аллипсоида-в астрономической системе, а а а* г , t AZ r  
-  координаты центра масс Земли 0 -  в геодезической системе, то 
для перехода от геодезической систеш прямоугольных координат к 
астрономической, то есть к геоцентрической, можно использовать 
соотношения

а ;ж

i
J.

х ,

i r
t r

АХ. 

I X  г

ЛХ”
л 2 г

О." 
0-21 
0.11 
ft.,, 

OUi

А .

Очa О-,»

. a **.
& it ^ 4i
Q u

f i j i  Qi»

r

i
г

где

а „ - e o i  Y w j ' t  -  Hn :

Л а = vinY-wnS' -  eoi 4“ 'V m 'teo {P  •

t l f i  = Ol^ * - ы н У ъ * ?  ~ tod o0 \ @ ]

O-zi - - VnV'-ttM't' «- ^ 'co i'i oo\@ ,

O 'zi = «Й  ’J’Vn 0 t = -tin V* 1пи f? ̂

0 W  - -и Л Ч < Ц п & ',. Одз = . « « #  ; 

у- , £  Ж 0  -  соответственно углы прецессии, собственного вр&~
ценил и цутации, характериаупцие ввакмное расположение осей гео  -  
деаяческой ж астрономической сметам координат.

Очевидно, что Эйлеровы углы V" , 'ь' к в  и координаты 
центров А Хс , А»/, • А i ,  ИЛИ ЛОСл , лу ,. , определяй
положение реферви^-злджясоида относительно Земли. Ив формул 
видно, п о  оси рассматриваема систем координат буду* п«рвллель
цы, если асе вйлеровы углы будут равш цулв.

Положешю лвбой материальной точки, в «ом « е л е  а находящей
ся ка поверхноотж Земли, в географической ожстеме геодважческих 
координат офеделлетсл геодеаичеоиви шротой, долготой ж высотой. 
Геодевическая ойрота *fr  «очки М -  его острый угол, обревовем- 
шЯ нормаль» к поверхности референц-вллишожде в етой «очке о 
•1*0 вкваторкальной плоскость* X rO r ^ f .

Геодеежческал долгот» А л втвй же саяпш иеи врм м  жш д*у- 
гренный угол между плоскостям» местного  п м м г а и к о  мервджеив 
РОрМ  ■ не<ч>и>й» гаедманввмЬ» мдчршяа РО ?Тг  .
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Геодезическая высота Н точки Н равна р&сстоякию этой 
точки о* поверхности референц-сялилсоида.

Кроме этих параметров для определения положения точки М  в 
цей необходимо указать направление местного геодезического мери
диана, то есть геодезический азицут направления на какую- 
либо фиксированную точку.

Следует отметить, что <fr , Я г , Н и J r  из непосредствен
ных наблюдения определены быть не могут и вычисляется посредством 
приведения данных геодезических измерений на поверхности Земли х 
поверхности принятого референц-эллипсоида.

ф и ориентировании референц-ышипсонда относительно Земли 
устанавливают соотношения между геодезическими параметрами %  , 
jLr , Н , U r “  астрономическими координатами У  , А , к ,н  ази- 

цутом U в какой-либо точке земной поверхности. Эту точку цщ  -  
нимаот ва исходный цункт астрономо-гводевической сети, а геоде -  
аические координаты и азицут а ней считают исходными геодезичес
кими датами.

В простейшем случае их полагают равными. В обцем случ м , в 
исходном пункте определяют не только астрономические координаты 
и наймут, но и составляющие уклонения отвеса и аномалия жвеляр
ной высоты.

Помимо астрономической и геодезической широт при ю редам  -  
к и и  географических координат используется понятие геоцентртес -  
/ой широты , которая определяется как остр** угол в плоскоо- 
ти местного меридиана между прямой, соединяющей геометрический 
центр Земли с точкой М на поверхности референц-еллипсоида, и 
плоскостью еиватора. Для установления зависимости между геодези
ческой и геоцентрической широтами необходимо задание фигуры ре- 
ференц-эллилсоида. Если в качестве последнего используется ел -  
липсоид вращения, то

Ун ~ а я с ^ [ и - { ) *  { д Г г ] .

S a. id. Намерение времени

Все процессы в природе, в том числе связанные с практичес
кой деятельностью людей, протекает во времени. Процессы пересе
чения тел в пространстве со скоростями, значительно мегьшими с ко-
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рости света^описываются дмфференциажьжми уравнениями, в которых 
время входа* независимой переменной и может рассматриваться как 
четвёртая координата. Цри наблюдении за движением и измерением 
параметров движении ракет, искусственных и естественных небесмв 
тех используется наземные станции, положение которых определяет
ся в той или иной системе координат жестко связанной с поверхнос
тью Земли. Направления осей такой систеш координат относительно 
иеподвмжшх эвеад, как и взоимше положения станций наблюдения и 
Ыблвдаемых тел, непрерывно изменяются из-за вращения Земли отно
сительно её оси. Чтобы учитывать эти явления,необходимо связать 
углы поворота Земли с течением времени, выбран для этого скстецу 
намерения времени, связанную с вращением Земли достаточно арес
тов зависимость!). В атом случае углы поворота Земли относительно 
её оси можно определить через видише перемещения точки весеш е- 
го равноденствия (средней 1ии истинной) по дуге экватора или 
точки пересечения экватора с начадьнш меридианом, исаольауя на
воднения видимых движений звезд на небесной сфере.

Се временные систеш  измерения и счисления времени построен
ии на использовании периодических явлениЛ, в которых длительность 
периода сохраняется с высокой точность» в течение необходимого 
заданного промежутка времени. В астрономии и небесной механике' в 
качестве такого явления используются вращение Земли относительно 
её оси, орбитальные движения Земли и других одадет относительно 
Солнца и Луны относительно Земли.

На «той основе построены три естественных системы измерения 
‘ временя: всемирного или универсального, звездного и ефемеридного.

Промежуток времени между двумя иосдедрвательмши о дно имен -  
мши кульминациями центра видимого диска Солнца на дажом мери
диане называется истинными сутками. Так как солнце движется в 
плоскости еюшптики и скорость его в течение годового обращения 
изменяется, то цромефтки истинного солнечного времени не про -  
вэрциональш углам поворота Земли, то есть продолжительность ио- 
тинных суток в течение года изменяется.

Поетому в повседневной жизни в качестве единиц времени ис
пользуются средние солнечше сутки, которые являются также основ
ной единицей всемирного (универсального) времени. За средние сол
нечные сутки цришмаотся промежуток времени между двумя последо
вательными одноименными кульминациями среднего екватореального 
солнца на данном меридиане. Среднее экваториальное аолнце -  его
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фиктивная материальная точка, совервевцая движения с постоянной 
угловой скоростью в плоскости екватора и ироходяцая точку весен
него равноденствия одновременно с истинмш Солнцем. Пряюе вое -  
хождение среднего екваториального солнца в каждый данн»й момент 
рь^но средней долготе Солнца и вычисляется по формуле

обф *  юкм пь.г .язе5 + ш о п4,5м*т *  o ,o m sr ,  (2.2.1)
в которой первый член правой части равен прямоцу восхождение 
среднего экваториального солнца, соответствупщецу фуцдаыанпяьной 
епохе 1900, январь 0, 12 К , а Т  -  шмеацуток среднего солнечного 
времени от фундаментальной епохи до вычисляемого момента, выретет»- 
шй в тропических столетиях*

Тропически# год -  его промежуток вранени между двумя после
довательными прохождениями Солнца черев средние точку весетигв 
равноденствия. Его продолжительность определяется формулой

Тропический год -  365,24219879** -  0,00000614** X

и медленно изменяется со временем*
Календари** год достаток» блиеок к тропическому» а чтобы 

отклонения между ними не накапливались достаточно быстро, ецё а 
юлианском календаре были введены так называемое високосные года: 
три калеьдаржх года содержали по 366 суток, а четвертый -  висо
косный -  366, причём последнему соответствовал номер нашего ле -  
то исчисления, делжцийся на четыре. Вследствие етого средняя про
должительность юлианского календарного года была 365,2Ь суток, 
что больше тропического года на 0,0078 суток ( I I  минут 14 секунд). 
Поскольку это отличив приводит к накоплен» ошибки (последняя к 
5 октября 1582 года составила десять суток) и, следовательно, к 
смещению дней равноденствий и религиозных праздников, то в 1582 
году был введён палой Римским Григорием ХШ так нашваешй григо
рианский календарь или “Новый стиль*. Новыы календарем "упраад -  
нялись* 10 дней, то есть еа 4 октября 1582 г . сразу последовало 
15 октября и было условлено каждые 400 лет выбрасывать из счёта 
3 суток, считая не еисокосньши годы столетий (Г700, 1800, 1900) 
за исключением тех, в номере коаздых число сотен делится на четы
ре (1600, 2000, 2400). В этом календаре средняя продолжительность 
года равна 36Ь,2425 суткам и превышает тропический год на 0,0003 
суток.

С понятием тропического года связано определение единицы 
времени -  се куп»!, введённое в 1954 году Генера .ной конферен -
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цией мер и весов: "Секунда есть 1:31ЬЪШ25,9747 доля тропическо
го года для момента 1900 г . ,  января и , в 12 часов эфемеридного 
времени?

Как истинное, так и среднее солнечное время на данном мери
диане .равно сумме 12 *■ и часового угла (угла с астрономической 
долготой, отсчитываемой от гриыаичского меридиана соответственно 
истинного Солнца или среднего экваториального солнца^ Разность 
между истинным и средним солнечным временем называется уравнением 
времени и изменяется в течение года так, как показано на рис.2.1/).

Среднее солнечное время на данном меридиане называется мест
ным средним солнечным временем, а это время на гринвичском мери- 

• диане, долгота которого равна нулю, принято называть всемиршм 
временем и обозначать ТИ  или М. За начало средних солнечжх суток 
принимается полночь.

Дня удобства осуществления хозяйственной практической д м  -  
тельности в повседневной жизни введено поясное время, для w o  
поверхность Земли разбита на 24 часовых пояса, границы между ко
торыми проходят по меридианам, удалёншм от нулевого к западу и 
востоку на 7°30’ , 22°Э0* и т .д . Внутри каждого часового пояса
время считается одинаковым к равшм среднему солнечному временя 
на среднем меридиане пояса. Следует отметить, « о  границы часовых 
попсов, как правило, смецамся так, что совпадав* с государствен» 
«ш и или административными границами.

Человек, находящийся в ч&оовом поясе с номером X к вападу 
от гринвичского меридиана,' определит всемирное время ТИ в дантй
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момент времена, вехи сложит время у  , обозначенное на его часах, 
с номером часового пояса X , выражеюшм в часах, поскольку ■
-  15°.

Нчпршер, если в г.Томске, находящемся на 85° восточной дол
готы, то есть в 18- ом часовом поясе к западу от гринвичского ме
ридиана поясное время 20k 30* , то всемирное время будет

М -  18к + 20к ЭОГ = 14к 30?

Основными единицами звездного времени являотся зввадше оут- 
ки и тропический год. фомежуток времени между двумя доел вдова -  
тельпши кульминациями точки весеннего равноденствия на данном 
меридиане называется звездшми сутками. Цветное звездное время, 
то есть звездное время на меридиане наблюдателя, считается истин
ным звездным временем, если оно измеряется часовым углом истинной 
точки весеннего равноденствия, или средним звездным временем,, ес
ли измеряется часовым углом средней точки весеннего равноденствия. 
Соответствующее местное звездное время на гринвичском меридиане 
принято называть гринвичским звездным временем. Истинное звездное 
время неравномерно и вследствие этого не используется для измере
ния проме*ут ов времени.

Если наблюдения проводятся в геоцентрической экваториальной 
системе координат , то,ках показано на рис. 2.1'/, звездное время 
гринвичского меридиана определяется углом 9f , а меридиана на
блюдателя -  углом в  . Очевидно, если известии 9̂  и восточная 
долготе меридиана наблвдателя А в , то местное звездное время

e - -e i ; о <  е *  2 4 я .
Это значение местного звездного времени может быть вычислено,ес
ли известна величина A  t  .  Гринвичское звездное время для 
9 К всемирного времени вычисляется по формуле

»S “69C»S33 + 36000*7689Ти + 0?ООО30708

и вцрсжается в градусах.
Для лобого другого момента времени t  его время может 6 т  

вычислено по форцгле

V е »  ^  5 T c t  ' * ' ) •
где tg  -- 0  ТИ , а
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2

геоцентрической системе координат

J Q  I _ .

сЙ " '  ( 1  + Ъ Ь £ \ 2 Ш Щ ^ а^  ~ ' 10 ~

угловая скорость вращения Земли относительно ее осн.
Всемирное время М  и гринвичское .звеадное $  время свяаа- 

ны соотношением

S  = 1 2 к + М  + U ,  *А/Л ,

в котором Л а -  прямое восхождение ореднего экваториального оолн- 
ца, вычисляемое по (2 .2 .1 ) , a Н+ -  мутация но прякыу восхожде- 
нив.

Промежутки времени, оцредедяоцие длительность какого-либо 
процесса, могут быть выражен* через местное среднее солнечное 
время m  или через .местное звеадное время $ . При этом между
гг' л $ существуют соотношения
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п г » ( 1 - 9 ) з  ,

где r т
(M  ----------   ; 9 = -------   .
Г 365,аШУ78У 366,342X9879

Значения jJ m и -JS приводятся в "Астрономическом ежегодни
ке СССР*.

Система всемирного времени, используемая для наблюдена* за 
космическими объектами, построена на основании астрономических 
наблюдений за вращением Земли относительно её оси с учетом попра
вок дЛ  на движение мгновенного полюса относительно условного 
международного начала и А*^ на сезонные изменения скорости вра- 
цения Земли, ho эта система является лишь приблмением к равно
мерной шкале времени. Чтобы улучшить равномерность окали времени, 
введена ефемеридная система времени ТЕ, основанная на гравитаци
онной теории движения небесных тел солнечной систеш . Она связана 
с ТИ соотношением

ТЬ = ТЛ + дТ ,

где а Т -  поправка на эфемеридное время, оцределяемая из наблю -  
дений за движением Луда.

Наиболее равномерной является шкала атомного времени. В 
ней эа X атомцую секунду принят интервал времени, равный 
91У2631770 периодам излучения, соответствующего резонансной час
тоте переходя между двумя сверхтонкими уровнями основного состо
яния атома цезия-»33. Эта единица времени совпадает с афемерид -  
ной секундой с погрешностью до 2*10 .

Для удобства исчисления времени при наблюдениях эа космичео- 
кими объектами используется юлианская система времени, представля- 
нц&я собой систецу сплошного счёта суток, начиная со среднего 
гринвичскою полдня 1 января 4713 года до нашей эры. Юлианские 
сутки исчисляется от полудня до полудня, что исключает наличие 
двух дат для наблюдений, проведённых в течение одной ночи. Табли
цы юлианских суток печатаются в “ Астрономическим ежегоднике СССР" 
и имеют вид таблицы, приведённой ниже.

Для вычисления значения юлианской даты, соответствующей за -  
данному значению воешфного времени, необходимо к шпанской дате, 
взятой из таблиц, прибавить Ы  часов и часть сутоп всемирного вре
мени к вычисляемому моменту.
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Пример. Сколько шканских дней пройдёт к монету всемирного 
времени 1990, январь. I ,  6fc 48'" утра ?

Решение» 1ак как плканские дни измеряются от полудня до по» 
дудня, то полночь, то есть начало 1 января, наступает через 12 
часов после 31 декабря. Из таблицы инеем для 31 декабря (январь, 
0 )

,7© (поддень) •  244^7892 •

К этому числу добавляется 12 часов иди 0,5 суток, то есть 

J2) (полночь) -  2447892,5.

И необходимо прибавить 6*1 48™ в долях суток

д .  + Ш —  «  0,283333.
24 60*24

Тогда ответ к задаче будет

№ -  2447892,783333 -  1990, январь, 1^6* 48* ТИ.
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5 2 .3 . Уравнения л и — —  точки переменной массы

Детательшй аппарат с работаяцим реакю м ш  двигателем црвмг 
ставляет собой систему переменного состава. Выэод уравнений двм- 
жшая такой систем! Ь.удеы оснотвать на общих теоремах диннмиш 
дистави материальных точек /4/.

К числу общ а теорем динамик» относятся: теорема об кзмене
мка количества движения с ее модификацией -  теоремой имцуяьсов и 
теоремой о движении центра масс; теорема об изманении момента 
количества движения, сводящаяся в частном случае центральна ежа 
к теореме площадей, а также теорема об изменении кинетической 
анергии (теорема живых сил) оря консервативности сил, выражай -  
цвя ааион сохранения механической енергии.

& основе вывода этих обща теорем -  количества движения ■ 
момента количества движения -  лежит д о я  выделения из всех ш и« 
приложение к системе, внутренних сил взаимодействия между м аг*» 
реальшми точками системы. Внутренние силы в своей совокупности 
нв могут влиять на такие суммарные меры движения, хак главный 
вектор и главный момент количеств движения точек системы. Только 
внешше силы, действующие на точки системы со стороны внесших 
тел или точек, не принадлежащих данной системе, могут изменять 
главшй вектор и главный момент количеств движения системы. 3 
использования этого свойства внутренних сил, предстааляпцих во» 
бой одно ив важнейших следствий третьего закона Ньютона, захм  -  
чается' главное значение двух первых обида теорем динамики.

2 .3 .1 . Теорема об иаменении количества движении систеш  
матеряальшх точек

Изложение материшьшх точек (И ; СI  * i,rO  относительно м>- 
чала коордш«ат_инерциальной систеш  будем определять радцуо*- 
ми-вежторами ?  - .  Скорости и ускорения точек систеш  обовнаяш 
соответственно через ^ . « * 1  и .

Тела (или точки), не включённые в данную систему, im bi?b<m 
внешними по отношению к рассматриваемой ckcvomb. Ханое равдам» 
яне точек на входяцие в данцую ои стеу  и не входявре в нее аа -  
висит от способа рассмотрения. Ш  моавм (и  а дальнейшем будем 
так неоднократно поступать) то включать некоторое точив и тела 
в данцую систему, *о  исключать их ив етой систеш .

ТЧким образом, и силы, приложенные к даньо£ системе, ш
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добиваем на две категория: I )  внутренние силы -  с ш  ваашодев- 
отвкя материальных точек, входящих в даннуп систецу, я 2 ) вне* -  
низ смяы -  сиды взаимодействия точен систеш  с точками или тела
ми внешними го отношению к системе.

Обозначим равнодейстцпцую всех внешних сш * пциложеншх к 
точке Ш ; , через 7. , а  всех внутренних -  через . Тогда
дифференциалыш уравнения двжжнние систеш  материальных точек 
могут быть представлены совокупностью дифференциальна уравнений 
динамики отдельна точек систеш

» t * /.П.. (2.3.1)

Вывод теоремы об нвнвмения количеств* движения систем  (a n  
кратко- теореш  количества движения) основан на идее и м и и т »  
внутренние сш  ка дифференциальных уравнений движения гк^ТееВ! ма
териальна точек ( I ) .  На основании третьего закона Ныяона о ра
венстве сш  действия и противодействия можно утверждать, что 
главный вектор внутренних сю  Fg^rj>. Р*в*и нуле

г , , ,  к  ( г -з -у
Действительно* мы должны сложить все силы веашодействия 

между точками рассматриваемой сястеш . Но каждоцу д ей ств », ф н  
локенноцу к одной точке от другой* соответствует равное ш  вели
чине я фотивоажяшое по направлению {фотиводействие* црим ивн-  
мое ко второй «очке ос первой. Цри сложении етих действий я цин 
«хаедейотвнй в один глдвжй вектор они все попарно унжчгожахттся, 
что щжвод^т к равенству (2 ).

Теперь фосумидоам уравнения (X ) по веем точкам системы

+  - (2 .3 .3 )

Второе слагаемое в оравой части етего равенства в силу со - 
отнонения (2) обращается в нуль. Векторная сумма

2  *  Р  (2 .3 .4 )

представляет собой главш й вектор виеннш сил. Следа0*  отметить* 
что ету суш у внеш п с м *  прюсавнюя к рмлячш м точкам снств- 
№ « вырежеецув одним вектором -  главмш вектором мявнос а п  -  
нельм  рассматривать как равнодействуищуд внвяши сш . В случае 
систеш отдельна мвтерм&ишх точек* двыжучнхея одна относитель
на другой» сено пгишиа ̂ в и вдв  Иствудщ»я*лиаано а м ш .



Уравнен» (3 ) на основании (2 ) и (4 ) прими  вид

£  =  Г  . -  ( г о д а
Ихи» вспоминал обозначения Щ  •

,  F  . (2 .3 .6 )

Вектор Ц. ,  р&вшй по вашчина проиваедампс массы Ш  ш *
териааыюй т о ч а  на вектор скорости V  ш в м а р !  наврашнюшв 
скорости, яажвавт кодгавством двикения точки

Ц, *=■ m iТ. (2 .3 .7 )

Гжаашй вектор f t  коашчеств дввванм « ш  системы* рав-
ш й

&  > « . а л )

■авивавт кошпаотвом дииктяя системы.
Мв раваямв (4 ) ,  (6_i в (6 ) следует, « о .

З Г  *  ^  *  ?  &  (2 * 3* 9)
8 «о  оовя ш и ша щ ровам  тсорецу об h b ibm ib w  вдяичества да— -  
и и ;

I Векторная цроивводиая ш  времени о *  кш пеотаа двш еж я 
васм ш  равна гд&вноцу вектору вца ивд сш , тцтггтггввп 
в п шпане.
Равенство цгяв главного вектора вцгтрешов сил приводит к 

вамвчвш в» что внутренние сады не ногу* алия** на ашннение ко-

2 .3 .2 . Теорема о двшимпш центра наос састаш  ыатереалыва
точек

Рассмотрим Ту вв_еецую систецу из П  материахыяа точек е 
радигспив иастпрамн я массами ПХ- .  ty ia v  М Ш ; наао- 
вём мапоой систем* точек. 1

. Введем го пятые центра масс_системы материальных точек. Это 
точка С с радцгсом-эекторои г а к т , что

-  2 m -vi ; I  „  -



Ваш фоиааодцув по времена от обеих частей (1 0 ), по д п ч

X *  tc. ’  V i »

j f l . - i ,  f t  = M ? * • (2 .3 .1 1 )

Отсада оледуит, что количество движения систеш  материалы** то
чек равно ароивведвгаю пассы систеш  ка скорость движения её 
цажра масс или количеству движения центра масс* а котором с ос *  
редоточеяа вся масса систеш .

Дифференцируя ( I I )  еще раа по времена ж вспоминая теорему 
ю ш чеотм  движзшиг, получим

Mu>i = М *  Р  '  £  f  i  (2 .3 .1 2 )
С

Это уравнение мижко рассматривать ка* основное уревнение ДМ** 
немиги точки -  центра масс С систеш  -  если в этой точке счи
тать сосредоточенной массу И систеш  и к ней цршоженной ом у 
Р -  главный вектор внешних сил.

Отовда вытекает теорема о движении центра наос:
Центр месс систеш  движется как точка, в которой сосредото
чена вся месса систеш  и к которой цжкожен ш олш й вектор 
внешних сих» действующа на систему.

/
2 .3 .3 . Хеоремд об изменении момента количества движения 

систеш  материал ьш х точек

Нгпгтнш, что момвнт силн £ относительно чвмтре 0  oagm- 
делам как вектор (точнее, псевдоьектор), по величнт и напрем » 
нив ревшй векторное произведение радиус-векторе Ч„ точки Ш 
цршоаения силн и вектора с мы J

М . ф - « .  * ? .  (2 .3 .1а )

Так же, как момент оиш,_может быть определён момент векто
ра количестве движения у  »  m I f  материальной точки. Моментом 
количества движения будет вектор к • величина и направление 
которого оцмделжтеся векторшм цроизведением и ^

к  -  Ч  < m v  , (2 . з л * )

Дифференцируй выражение (14) мкмс- г'.м: ■t'crr-a лииженмл по
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•рамена* подучаем _  _

c it  d t  г d t
но первое слагаемое в оравой части равно п ул», так ш  сом н и »* 
тала параллелыи , — _  —

* Ъ « V  * roV -Р.
c U  г

Далее на основании .reopejju об каменное количества д н и -  
н м  материальной точка q , ^ ^  , где ^  -  равнодв*ствущм
с н »  щрадоаенних к точке._Итак,

~  (2 .3 .1 5 )

Соотношение (15 ) представляет собой теорем» об ааменонни момвша 
количества движения материальной точка относительно центра 0  "•

Векторная производная оо времени от момента колячества дам» 
явная материальной точки относительно центра равна моменту 
равнодействукцей приложенных к точке сш  относительно тоге 
жа центра.
Обобщим ату теорецу на случай систеш материальна точек. 

Цраменяя аналогичное орадыдуцацу разбиение придоженннх к смете
на точек с м  ма вчгтреннве и внешние, соотновеяяа (15 ) ванадии 
д м  одной точки сястеш  в виде

Ъ ' Я ф ' й Д ' ) .
Г^огумифпвт атя уравнения ш ваш точкам пгттч  и учатывая, 
что векторная суш а моментов вовх вцутреинях сш  равна цулв* яе- 
лучш

1 1  M . t f J  (2 .3 .1 6 )

Глаанш моментом количества двавения састеш  отюсателыю 
ipurpa (или канетячеснм моментом) называет веаторцув cyieqr мо
ментов колячества двивантм всех входщах в смстецу материал ьжх 
точек относительно того aajjam pa. То всть,_ииагая

К  »  ?  к £ *  2  ? ;  V (2 .3 .1 7 )
i  с

получаем ,77

М ‘ в), (2 .3 .1 8 )
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М (#> * f i  (2 .3 .1 9 )4

Рбоанаяает пшшый момент внешних сцд.  приложенных к системе.
2юрцуда (ХЁ) выражает творец об ивменении главного моменте 

количества дв жжения сжстеш материальных точек (или теорему мо -  
ментов) ;

Векторная ар ок  водная во времени о * глазном  момента коли
чества. движения систем* ровна ввятоад относительно того же 
центра глааноцу моменту внеанжх сил* пгшштениыт к системе.

2. 3 .4 . Динамика точки переменное массы

Под словом "точка* в дальнейвем, как и вш е, п и та ется  те
л о , кинематическими алемемтеми вращательного двмания которого 
ори рассмотрении данного вопроса можно цренебречь я » сравнению с 
кинематическими алементами его посту пательного движения. Точка 
переменной маосн -  это тело, неко*орай часть массы которого в 
процессе движения отделяется от него ждж, наоборот, к массе ко -  
торого присоединяется новые массы»

Следуя одмоцу иа основоположников диммпет переменной 
массы И.В.Мецерскоцу, будем в да&ьнейжем предполагать, что 
■ ...к  системе непрерывно щяюоеджняюгея ч м п а р  бесконечно на вит 
масс таким обрааом, что скорости точек апогею  иимпяптгн непре
рывно, тогда как скорости частиц ж iwiibht жх фаеоедженжи к оме- 
теме иеменимся на жонечше величжш*.

Рассмотрим в момент времени t  две точки: овду массой m (t ) ,  
и к я у р  абсолатцую_скоросп V  ,  другу* маееой е£*п I t )  о uSoo- 
лвтной скоростью U, j  в дальнейшем принимается,  ото мама m fjt) 
представляет непрерывно дифференццуецув фушаща времени. В но -  
мент времени t  + d t  эти две точки обраагат одцу к ж у  массой 
П\ + сЫ  (  в случав щжсоединешя массы а Р 1 >  0 , в с л у ч и  отмахе- 

Ы т  4. 0 ) ,  скорость которой равна tF" t d ¥  • Црииешм 
теорецу колжчеотва движенхя ж састеме, состоя т»} жа етжх двух то - 
чыи В момент t  количество движения равно m if S o ffll ,  а ж 
момент t i d t  j  m +olm )(iF  + с№ ). Црирадпнже  количества двше ■» 
Жжя аа время c it  будет (исклияая велжчжш второго аэржхка ма -  
лоотж) _

m d i r  + d m (v - u  J ,
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ж, следовательно, перехода к производной количества дм т и  «►» 
стеш по времени и обозначая к  равводейстиуицув втанкх см*,
цяиоженма х точке с конечной массой, получаем

_  « » * «  

Велор й *  У «С  U .3 .21 ) представляв» собой относительную ско
рость прмсоадкняпцейся массы.

Вектор
d m  ^
И Г  °  U *3*22 )

иавовёы реактявиой силой . Уравнение (2 0 ) может бить записана в

* > -

т Ж ~  * ^  + (2 .3 .2 3 )

Эго -  основное уравненха динамики точки переменной массы. Оно 
шражает, что уравнение движения точки переменной массы приводит
ся к веду уравнения движении точки постоянной массы, e c u  к прх -  
зэтгнкыы к точке силам присоединить реактивную силу.

Надо, конечно, иметь в веду, что масса №. в (2 3 ) на являет
ся постоянной величиной, а зависит от времени ках явно, так ж не»
ЯВНО.

В качестве иллюстрации праме нения уравнения (2 3 ) рассмотрим 
посту дательное движение ракеты, прячем отвлечёмся от влияния сих 
тяжвстя и сопротивления воздуха. Обозначим черев J7lK постоям -  
цгк массу корцуса ракеты, через m  т переменив масоу её топли
ва и черев -  т т  массовый расход газов, щюходяцих через. 
ягодное сечение сою а. Будем_цредподагать, что скорость истече
ния гааов постоянна и равна С • Согласно (23 ) уравнение дам -  
иежя ракеты орм тавих предположениях будет

(  rflT)~ Q r  *  С ~°cLtJ  (2 .3 ,2 4 )

Цроектвдуя на ось Ох. ,  совпядаицую с направлением движении ра
кеты, и замечая, что l\ * V ~  ,  С *  = -С  ,  находим

, ч d f  „  o t m r
( m K ^ f y l T ) 7 F - - C  Ж  .

откуда, умножая на d t  ж интегрируя, оодучш
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^  *  0  m *  "T m * ’  (2 .3 .2 6 )+• 1ЯТ

r j *  орхожвно, ч*о пря t  «  0 » m T » I ( J  i  V* ■ 0.
В к о н ц е  горения т т  -  0. Обоашчая скорость р ш п  в и м  

п н я  аарм  ,  ш хучш  мрарв форцуау аа Цаоиоасаого

V t  ‘ C & b ( i +  - $  ) ■  (2 .3 .2 6 )
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i  2 .4 . У р ш и и  х и т м  т п ш ю г о  
х м  тела переменного состава

В п и н т  масса, летательного аппарата -  ракеты -  неорервМ» 
уменьшается п и и м  обрааеы вследствие выработки топлива. Класси
ческие теорем* динамит систем материальна точек аостоятого со
става, рассмотренные ш оп, к системам переменного состава маово -  
редствешо нецвиемин. Однако* основываясь иа этих творамах,мож
но вывеет аивлогичи» таореш и сформировать цамнцжп состаала- 
и м  уравнений движения д м  систем пвремвмюго соста а , в чаетноо- 
ти д м  реаклтш х летательное аппаратов.

2 .4 .1 . Кинематические в динамические соотмманни д м  
свстамы переменного состава

Дудам рассматривать ваккнутув поверхность S« (рис. 2 .1 6 )*  
которая ограничивает объем V  , заполненный раанообраамив (твёр - 

I* иидкими* гааообратиапм) частичным. С тачанием временя «дан
чаетжр входят в объём 
V ,  а  другие* цм бо -  

рот, выходят. Совокуп
ность материальна час- 
твц* аалыипвшввг в . 
объеме V  ,  является 
системе а переменного 
состава. Обоаыачвм ату 
систецу чарде 2  ,  

Дустъ поверхность 
S, и материи! има чао» 

тиф  ш ремцаптся отно
сительно некоторой ина- 
рпвалыюй сметам! от -  
счёта ы. .  По-

Рис. *.18 веросность S. цж  атом
и м и  двфорвпфоваться. Количество двккемш в кинетический момент 
относительно точки 0  ц, систеш  £  обозначат в. в К  ,

Наряду с системой 2  введём в ргхсмогренке систему постоим» 
иого состава 2 *  * состоящую только из тех материальна частиц, 
которые в нвко*орый_4жсароа;-н>*1й «о.чзнт времени t  г  
объем V  . Через Q * и К * обозначим количество дэирш ш я и



ь а  -
*

кинетический момент свсте, мы 2
Системы переменного 2  и постоянного И  состава в момент 

временя t  совпадает. Цоэтоцу

Q * ( i )  -  в  ( t )  , % * 0  *  )  . (2 .4 .1 )

Qp« t  -  t i  системы 2  м 2 *  будут состоять ка p u m a  частиц. 
Вследствие этого

+ К? * < t , )  (2 .4 .2 )

где и t.(4 «) -  изменения количества движения я кинети -
чаевого момента систеш  И  * связанте с переменной её состава 
еа время д t  -  t i ~ t  .

Ьмчтем ( I )  ив (2 ) и разделим юдучемцуп р аздеть на Л^ . 
Переходя далее j$ пределу при «  учитывая ври этом, что

( i )  *  0; к  И) «  0 , падучий

И ' Ж  *  d ±  . + ^  . u  .  з ,
d t  d t  М  > .  Л  , c t F  d F  u -4- 3 )

□рокаводные , к представляю* собой секундные расхода
количества движения и кинетического момента через поверхность $, 
в момент времени t .

Соотношения (3 ) имеет кинематический характер и даетоцу спр*- 
ведяибм для любой системы координат (инерцналькой или немнлрциадь- 
ной).

В рассматриваемой инерциальной системе координат и
системе Z  *  как в системе достоянного состава, применимы теореш 
динамики об изменении количества движения и кинетического момента. 

Ца основании этих теорем в фиксирований момент времени t

g . - F i  £ \ й .

Из равенств (3 ) и (4 ) следуют равенства

4 f = M  U  4 .6 )
Ж  сU  > Ж  П  c t f  W ,4*W

Соотношения ( 5 ) , .полученные для момента времени t  ,  оста- 
и с я  офаведоивы и для другого момента времени t '  , если счи -  
тать, что F ж Н -  главный вектор и главней момент, всех вне®» 
них с м , действующих на систему £  , о ^ / i t  и ^ 11/alt ~ ° *  “
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цуня» hi расхода колжчества дввмижя ж кинетического а м т  чарт 
яоеертосгь 3, в рассматривавши момент времени t  .

йорчулы (Б ) федставляпт совой мвтемитипескув ааяюь теорем - 
об «вменена количества движения а кинетического момента систеым
переменного состава относительно жнерцвальиоЯ омвмш жоордвни.

2.4.2* Сжотем! переменного состава с твёрдой оболочжой.
Цяицха затвердевания

Цгвть вемжцутая поверхность S , огранжчжаажцая сно^ецу пе -  
рейеммого состава Z  * является недеформхруемой. Тахув пиверхиость 
будем tit тмит- твёрдой оболочкой систеш £  . В случае ражем, 
яафвевр, твёщпй оболочкой является поверхность, проходя*** черев 
ш м рпеет»  ворцгеа ракеты ж выходное сечете оома.

Введём авотему координат O ia .y ,* , , межаменно свяэанцув с 
те8цдо1 ебелечюй $ (ржс.2.19).

Эта система в общем случае не является жмврцжалыюй, тех каж 
двжжется вместе с оболочкой произвольным образом относительно 
жнерцжальной сжстемы отсчёта 0 u X û u.2^.

* «Определим изменение колжчестьа движения ж кинетжческого мо - 
мента относительно систеш координат i ? t  • Индексом '? "
отметжм все веджчиж относительного движлния, относительную про -  
ааводнуг обозначим через ° /olt  . Тогда соотиоаенжя С3> прмиут
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S < L  ? e .  S 7 «  S W A  h ,  . , ,

ГЯ* * ? • / *  к ** »/ & £  -  относительные Свкундше jm n g i  количес- 
m  двяквни* я кинетического момента через поверхность $ в мо -  
цент «ремами t  ;

Теорем об изменении количества движения систем! можно щт- 
менять только_ к систене 2 *  * имеющей постоянна массу.

lfyoTb Р -  главный вектор внешних сш , деЯствувцих в момент 
временя t  на сисМ ф  переменного состава Z  . а  следовательно, ж 
иа систему 2  *  .

Тогда в рассматриваемый фиксированный момент «ременя t

$ * >  ? .  а л я }

Теаерь, дня того чтобы связать равенства (6 ) я (7 ) ,  необхо- 
дшо представить абсолютное движение каждой чаете »! сЬ » систеш 
2 4 как сложное: относительное движение относительно оболочки S 
я осей О & у ,  JFt я переносное движение частицы вместе с оболоч
кой 5  и осями 2 ( относительно инерциальной систеш от
счёта ОиЯцЧиХы«

Абсолютную, пеценосную и относительную скорости частицы обоз
начим «врез ,  V"ie * V t i , а ускорения соответственно черев 
&• ,  5 , .  » Oiix, . Корнмясово ускорение часто »! обозначим через

а и  •
Очевидно, что

?  т ‘ * ‘  -  ?  т ‘  Ж -  -  ?  т ‘ 5 >  1 г - 4-8>
Яо теореме сложения ускорений

а г 4 а 1е *  Л ; г  ♦ а ;к  -
Ооеточу

. (2 .4 .» )

Отсвда* учитывая, что . g .—

^  *  Ж  ’
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Судам а м т ь , что вектор £ iT U ft iv  представляет собой цротеодч 
цув колжчестеа двшения систеш  % *  в относительном движении

S r v l i a iV  * 2 Mt  w • (2 .4 .10)

Наконец, вспомним, что

Г к * - 2  m i d ; *  (2 .4 .1 1 )
i

!федстааляет собой гх&вжй вектор кориолксовых скд инерции, дей- 
ствудцц в момент ореха на t  на систему 2  .

Поскольку среда Z  непрерывно пеняет свой состав, можно го
ворить л ш  о движении твёрдой оболочки S  относительно осей 
Окх*Цщ.Ъм • то есть о переносном движения среды 2  . В момент 
времени t  систему JL* и £  совпадаю и кмевт одинаковые анм е- 
ж я вектора £  m iQ, и  .

Таким образом, переносное движение среда £  в момент ppaiie 
ми t  описывается следувдим уравнением, иоторое получим на ураа -  
маем  (7 ) ,  исшльеуя (9 ) ,  (1 0 ), ( I I )  и кинематическое соотновеше 
Сб),

?  31 г  + ( г § * )  * Ъ  *  ( '  ж )  (2* 4 * Ш

Все члеш  ^ а а ой  части этого уравнения имеет размерность си
лы. Вектор )  можно рассматривать как главный вектор'
реактивисс сил, обусловленшх переносом иоличества движения е о ш  
черев поверхность 5  .  Силы, главж й вектор которых равен 
назовём вариащионжми.  Эта сялы возникает вследствие местадомвр- 
ности относжтального движения среда и обусловлаш  наметшими 
(вариациями) количества движения относительно сметами координат 
Ot I ,u ,  J , .  Если относительное двжжею.О среда стационарное, то
есть в каждой точке, неподвижной относительно осей 0iX,y,2i ,  
плотность среда и скорость частиц V'i  не меняйся с течением 
времени, то вариационные силы равж цулв.

Аналогичный результат можно получить ка теорем! об ввменении 
кинетического момента сиотеш  переменного состава.

Кинетический момент систеш  2 4 относительно точки Си (см . 
рис. 4 .2 ) _

(2 .4 .1 3 )

Отсюда



Суш*

г  $  «  r n i h  -  0 .

«•Ж Ш  _

4jjj~ * tP -  v  х й1 - 0  ,

Я 8 НИШ*
j j T* _  _ _ _ _

2 1  *2 *  ж W t C l t  ”£ * 2 г  *  n i v a - i .  4- 5 1  S e i  <  n i t  с*-г . (2.4.14)

Но* учитывая форщгду (8 )« ммио мшомь
-  -с cLU*

Ом*ощг _

$  * 2 * / » г п ; а ; г* £ г *  ^гш а-.е + ? Я \  * т ха уК ♦

Отоядв ди м ою т вракни t  , учятывяя (4 ). ямуаи

Z^^ifliatt-H'S^P-Z^^roiaii^ Мк^ , (2.4.И)

ГД» -  ГЩ Ш Й  НОШ И» >r>fOIW 1fl4T ш .
Л§1мцща ■ моим» цммш t т смогеqr 2

ГмяшШ моммв и м м т ом , дрМомдячрк m S  1 тя тя  вр*-
има t (■ m оястиу Z * )  омоапшно м и * ^  » буят

H 0i “  М

Огатеф урмимю» (16) мимо црадоавмь в ваяв

zi* «Wi5;«3 Mot-ZBl . (2.4.П)

Ь м т и в а  ими» стотчи Z* ммвммшио *о«м 0t в м и м  
мордам* OtX.y.l, рами

* m u &  »

а_*го о«мвп— вммя фомводмая

-  7 2 -
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В фмхснроммшЯ МОМеНТ врлмени t

4$ -° '  -- 2  г  ■ • m a iv  . (2.4. » V

(2 .4 .10 )

С другой сторож , _  _  _

1 Ь = .  *  I * * »
_  d t  '  d t  са  '

где К? , ,  -  n m r o e a l  иона i t  систем  переменного состава от -  
неспелы е точки 0 { в систем* коордииег C‘i ac,^,Z,' »  " I ' l / d i  
отмоситехьшй седунджй расход ххметчееяого imubiitb 4 t.ee  повер
хность $ .

Ив вмракемй (1 7 M I9 ) получаем _

2 ?! ^ * М « , л ( - а Н  ■ «•«•“»

Равенства (12) и (20 ) ашсмваот переносное дшвеняе сястеш 2  я 
представляв* собой другу» запись теорем об ивмвмют количестве 
двииип ■ кинетического момент системы перемемвго составе.

Леву* честь уревиешя (12 ) необходимо у в е е и  к обычному 
виду. Однжхо ге тр е  ме ними ваписать равенстве, етлогачж е (в ),  
тех хек между перенос tenet скоростями х ускореннее имеет место 
следуяцая свяаь: _

a t
г т  ш  -  угловая скорость врецения систеш ноордине» Ui x ,U ,H i .

Теперь представим, что в момент времени . t  системе перемен
ного составе 2  еатвердела, то есть прекратилось движение чес -  
тжц относительно твердой оболочки ( , • 0 ).  Тогда переноснее
ускорения частиц систош 2  буду» равны абсолвтмш ускорениям 
частиц подученного таким путан фиктивного твёрдого теле. Обоэиа-' 
чим его фиктивное твёрдое тело через 5 , дли которого справед-
ливо соотнонение

,7
d t  U ie ’

тогда. _

-  d  о  - c lQ,
L .r - -^1  (2 .4 .21)

Меняя момент еатяердевения t  , получим рееличше твердые
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тела $  • которые ограничат одной и той ж* твердой оболочкой 5 
ж отличается друг от друга только величиной своей массы и распре
делением ев внутри оболочки. Различные тела $ можно' рассматрж -  
вать ж кал одно фжктжвноеатвёрдое тело переменной кассы*, внутри 
которого с течение^ времени возникает или исчезает материальше 
частмф, неподвижные относительно твердой оболочжж тела. Как вид
но* движение фиктивного твёрдого тела 5 совпадает с движением 
реальной твердой оболочки S . *

Дм производной по времени от количества движения тела S 
получим на основания (12) и (21 ) следующее соотношение:

Это уравнение представляет собой запись теорем* - -> изменении ко -  
дичества движения с истца* переменного состава.

. Результат! аналогичный данному, можно получить и для теорет 
об наменении главного момента жоджчества двжаешя систеш пере -  
манного состава.

Рассмотрим твёрдое тело 3 , которое подучилось бы при за
твердевания 1ствш переменного состава Z  в некоторый момент 
времени t  . Твёрдое тело 5 неизменно связано с оболочкой S и, 
начиная с момента времена t  , движется вместе с нее. Лрк этих 
цредпцлоиениях аналогично (21) получм»

твёрдого тела относительно полюса iii .
С учётом подученного соотношения равенство (20) можно а вме

нить равенством

Центр массы тввдаого тела S обозначим через С и поместим в него 
начало систеш коьрдишт 0 ( 3; , j ! , . В пом случав вместо («Л )
будем иметь



Действительно, так как ' i ' - i - t e ,  (см. рис. Z .1 9 ) и для 
частиц фиктивного твердого тела 2 ; • V-- ,  п

l L Z \  = 2 ^ '  « У ? М ;  ■ ^ ;Sm : *

= “ » 0  при 0 , - C  .

Таким образом уравнение (24) описывает движение твёрдой обо
лочки 5 относительно центра инерции С систем! переменного со
става £  .

Обобщая теоремы оо изменении количества движения и кинети -  
ческого момента системы переменного соптала, можно сформулировать 
следующий принцип затвердевания для системы переменного состава!

Уравнения движения твердой оболочки сястеш переменного сос
тава 2  в производьшй момент времени £ могут быть записаш в 
виде уравнений движения твёрдого тела постоянного состава, если 
представить, что в этот момент времени система переменного соста
ва 2  затвердела к что к полученное таким образом фиктивному 
твердому телу деняожем!: I )  внеяню силы, деВстцупцие на систему 
£  ; « )  реактмвмге силы; 3) кориолясовы силы ж 4 ) вариациом- 

ше с и т .

4.3 . Принцип затвердевания для реактивного летательного 
аппарата

Будем считать, что кордус летательного аппарата в полёте не 
деформируется. Тогда принцип затвердевания, сфорцулированшй в 
предыдущем параграфе, может быть применён > такому летательному 

аппарату, который представляет собой частный случай системы пере
менного состава с твёрдой оболочкой. Однако дня летательного ап
парата (ракеты) формулировку этого принципа целесообразно несколь
ко изменить. v-

йело в том, что реактивную силу ( - ' * / < #  ) нелосродст -
венчс измерить не удаЬтся, поэтому е « бично объединяет с силами, 
воэнихагАими вследствие атмосферного давления на корпус ракеты и
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д»*.*” * а струе гаеов • погодном м ш и ш  сома двигатели, * так
ая с вариационмши омами.

Рассмотрим ракету с твердой оболочкой и работающим двкгате - 
■м, установленную горизонтально и неподвижно на исштатвльном стен
де.

Таи каи система иооршнат С х , ^ <  I t  , связанная о твердо! 
оболочкой, не оодекана, to fts ■ С и » 0, и уравнение (22) в 
данном случае принимает вид

На ракету действуют следупцие внешние сияы: вес; реакция 
опор, на которых закреплена ракета; силы, еоаникавцие вследствие 
ревности атмосферного давления и давления в выходной сечении со»* 
ла , приложенные к оболочке ракеты.

Силы веса можно исключить иэ рассмотрения, тел как в дальней
шем равенство (2S>) будем проектировать на горизонтвльфв ось во -  
ординат.

Теперь остается условиться о том» что не следует понимать 
вод тягой двигателя. Для летательного аппарата (р а к ет ) »то  «а  
движуцая сила, иервопричицу возникновении которой ш  усматриваем 
в работе двигателя. Она обладает тем удобным свойством» что моим 
быть непосредственно измерена на стенде. Д£И закреплённая ракеты 
аила таги уравновешивается реакцией опор (L » равной тяге Р  •

Равнодействующую сил атмосферногоjm ae ieu i и давлении в вы
ходном сечении сопла обозначим через /> (рио.2.20).

&

Рис. <:.Л)

Модуль этого вектора равен Р ) So. . ПИ -  дав
ление на с ре ее соша* р  -  атмосферное парлсние; ? -  плоцадь
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■полного сменяя еопла.
Хамм обрами, в рассматриваемом случае г м и ш й  вектор вмея» 

н п  скд равен Р -  8.*■ ? . - - р  ♦ Р» . Подставлял его выражение • 
уравнение (2 6 ), получим

р =(■ i H * ^ ' (" I N  ■ и *4,2ь>

Сяла тяги Р ,  нэмеренная в реаультате стецяошх ясштаняй, яв
ляется, как видно иа выражения (2 6 ), равнодействуйте А реактив»*», 
вариационных и внежнях сил, вызвамшх несовпадением атмосферного 
давления с давлением газа в выходном сечения сопка.

Следует особо подчеркнуть, что под давленном р  понимается 
исклвчительно барометрическое давление охружавцей среды, но не 
истинное давление на поверхности ракеты, эиаяенив я распределение 
которого зависят от условий обтекания движущегося летательного 
аппарата. Все добавочмм силы, связамдо с движением в атмосфере» 
относятся к категории аэродинамических сил я в выражение тяги не 
вклвчаотся. _  _

Подразумевая теперь под Г и Мс соответственно главный
вектор и главшй момент всех вне»пи сил, кроив силы атмосферного 
давления я давления в выходном сечения сопла* уравнения (<£ ) я
(24) можно ваписать следуяцям образом:

-^ 5 -  -  Р  *■ Р  FK » (2 .4 .27 )

—ЦТ ~ Mpi + ^  * • (2 .4 ,28)

где

главный момент силы тяги относительно центра масс ракеты; -
главный момент сил, обусловленных атмосферным давлением на корцус 
ракеты к давлением газа в выходном сечении сопла двигателя, отно
сительно центра маос С .

На основании уравнений М )  и (28) можно сформулировать прин
цип затвердевания ддя реактивного летательного аппарата:

Уравнения движения твердой оболочки реактивного летательного 
аппарата в произвольный момент времени t  могут быть записа
на в виде ураенони* двишейия т.мрлсго тела (постоянного сос
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тава), веля представить, что в момент времени t  двтатвль- 
жй аппарат затвердел и к полученное та к т  образом фиктив
ному твердоцу телу приложат: внешние силы, дейсТвуацие на 
детателыый аппарат (кроме сшш Fr ) ,  сим  тяги реактивно
го двигателя, силы Кориолиса.

2. 4 .4 . Уравнения движения центра масс и вращательного 
движения летательного аппарата

Количество движения фиктивного твёрдого тела $ , которое по
лучается в результате затвердевания ракеты в момент вреиени t  , 
определим по формуле

Q* “  т К *  > (2 .4 .29 )

где П  -  масса фиктивного твёрдого тала, равняя массе ракеты в 
момент затвердевания; -  скорость центра инерции фиктивного 
твёрдого тела. -

Согласно гфкнцицу аатвердеванхл ороиаводцув */dJt в 
уравнении (27) следует вычислять аналогично случае твёрдого тела 
с постоянной массой

ffl -  т а *  , (2 .4 .30 )

где Q-c -  ускорение центра масс твёрдого тела 2 .
Подставляя (30) в (<?7), оолучш

т д £  = Р + ?  *■ Рк ■ (2 .4 .31)

Во время движения летательного аппарата его центр_масс перемеща- 
ется относительно корцуса с некоторой скоростью frc i и ускоре
нием С1с г  вследствие расхода топлива. Рассматривая движение 
центра масс вместе с кордесом летательного аппарата как перенос
ное движение, а движение относительно корцдгса как относительное, 
для абсолютных скорости %  и ускорения й 0 центра масс можно 
ааяисать следующие выражения:

Vc ~ ^ct * 0<  ̂*  ftcfc r Q» ei +  ̂Vсч, f (2 .4 .32)

где V'cv • &сс ~ соответственно оереносныо скорость и ускоре -  
ние центра масс ракеты (как частного случая реактивного летатель
ного аппарата); 6.1 - угловая скорость корпуса ракеты.

й момент времени t  (в momivt потвердев>ния ракеты) центры
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масс ракеты я тела $ совпадает. Повтору в етот момент

Последнее соотношение представляет собой уравнение движения 
центра масс реактивного летательного аппарата^» векторной фо^ме 
в инерциальной системе отсчета. Слагаете m а 01 и £г 3 * 
представляет собой силы, обусловленные перемецвнмм центра наос 
летательного аппарата относительно корпуса.

В дальнейшем для удобства уравнение (34) будем записывать в
виде

обозначая черев 2  Р црааув часть (34) -  еумф аеех сил, доло
женных к ракете.

Цри практических исследованиях векторные уравнения движения 
ракеты заменяют «квивалентной системой скалярных уравнений, котр- 
РУ*> подучай, проектируя каждое векторное уравнение на какие-либо 
три вммою пврпецдккудкр»* оси.

Спроектируем уравнение (36) на оеи подвижной сфямоугольной 
саотемы координат O x u l  , начало которой (точка 0 ) совпада
ет в титром инерции ршеты С . _

Если cLV'/dt -  цроизво^ная какого-либо вектора V  от но -  
сительм систем! Ожу i  , ^  &/ctt -  производная етого
вектора относительно систем! О х у  к J  -  угловая скорость 
системы O xy t . а системе 0 и 1 «у «1 и  , то, как известно и»
ыеханики (см ., напрыыер, 'Ь/ ) ,  '

(3 3 ), будеы иметь

т а 0 -  F  - Р  *■ F K *■ m a c t  +2n\Zb * ire t . u . 4 .34 )

Ч - 2 Р , (С .4 . 3 &)

(2.4 .3b)
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( ж 1) , -  ^ - « л

(ж 1 ’  4 ?  * “ * ‘ rY - И Л * >1
где V*. , V"j ,  tt"j -  проекции вектора V' на оса 0Х 
СОх  | GO,. , u )z -  проекции ветора сЬ на те и  осн. 

йышслнм векторное произведение

U .4.38)

V 0г

со а v  *
i к

cox <Oj tt>*

v 3 * ,

(u3j V-* - (Ol  I f f )  t +. 

m+- (cOjlTji -  4-

+ (C0*l^ -  a>jirx ) i?  ,

входящее в уравнение (3 7 ), в, объединяя <иеш, содержащие один 
и тот же единжчныВ вектор, учитывая, что относительная прока вод 
ная вектора Т  равна

e t r  d K ~  dLVuг  d r . -

ж * - а г 1 " * r t -  u t  * ■
получай

ж ' { ж *  6)|r*"t0» V L "(lE* *■

Отсада вытекает равенства (3 8 ).
Иеподъцуя соотиоиенм (3 8 ), векторное уравнение (36) можно 

Представить следующими трема скадярмаа уравнениями:

m

m и Л . З З )
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г д е  % х  * ^*4 • -  проекции в ек то р а  ско р о сти  ц ен тр а  м асс
р акеты  н а  оси  ( ? х  .  О у  ,  О »  ;  2 - Р *  .  S  F* > Т. ~ ЧР** ЛР0 -  
акций в сех  ска*  приложенных к р а х е т е , н а  оси  О т  .  Otf , Оз .

Оцусткм индекс "С* в уравн ен и я (28) ,  сч и тая  а  дальни йнеи ,
«по моменты сид и ки н етически е моменты в у р авн ен и ях  динам ика л е  -  
т ател ь н о го  ап п ар ата  вы числяю тся отн оси тельн о  ц ен тр а  м а с с . Т огда 
(28) залижем в виде - ,

o i K s v  г :
- Щ -  - 2 . м  , (J4. 4. 40)

гд е  Z  М = М . ,  Мр &^  М кс.
Спроектируем у равн ен и е (40) н а  о си  подвижно!! с а с т е ш  к о е р д а - 

и ат 0 ,  н ачахо  которой  Ох со вп ад ает  с  центром  инерции
ракеты  С  .  4 s

Ц усть /С * , ,  ,  К г< -  проекции ки н ети ческо го  моменте
ф иктивного т в ёр д о го  т е л а  к а  о си  п о д в и т о й  сиптем и к о о р д и н ат , а
2 .М * ,, » £  М у, ,  2  М а , -  сумма ц ю екц и *  м ом ентов с и х , дв Я ств у в - 
цвс н а  р а к е т у , н а  оси  аодвииной chct« m i к о о р д и н ат . Т о гд а , и о п о ш - 
в у я  формуаы (38) ,  получим следу вц у в  эк аи в аяен тн у ь  с  и с т е ц / тр ёх  
c x a ju p tao c  уравн ен и й :

^  г С й р к 1 ,  Г С О , , * * ,  = £ М * ( ;

♦ СО*, K j, -  К « ,  ’  £  M t l  . (2 .4 .4 1 )

К еш  ■ к а ч е с т в е  о с е й  подвижной с и ст е м ! ш д р и т  О (OCiU.2 , 
m 0f t m  гл а ш м е  оои т и д а и »  т о , к ак  и а в е с т я о ,

K j ;4 '  У х , (* )х ,  )  K j ( *  ;

где 3,,^ ,  З у , ,  3 ,., -  моменты ниву или фиктивного t i^ juwxsj яма 
ыю главное осей и и у и . В атом случаи уравнения Q il)
■ад

k ,  I z T ' 4 -  £  М * ( j
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(Согласно пркнимцу затвердевания производите от кинетического мо
мента и его проекций вычисляются к м  для твердого тела с постоян- 
Ш1МК моментами инерции.)

Заметим, что твердое м яо $ я корпус ракеты имеют относя -  
телык инерцкальной системы координат одну и ту же угловую ско
рость СО , поскольку движение твёрдого тала £ совпадает с дви
жением корпусаракеты.

Уравнения (4 ь ) записаш для произвольно га , но фиксированного 
момента времени t  - Меняя момент затвердевания t  » будем полу
чать твёрдые тела ii с различными моментами инерции а на правде -  
шями главных центральных осей инерция. Следовательно, уравнения 
(42 ) в различные моменты времени t  представляет собой проекция 
уравнения (40) кс. различные оси координат. Чтобы уравнения враща
тельного движения (4<:) записать в одной системе координат, необ -  
ходямо учесть вращение главных центральна осей инерции относи -  
тельно аорцуса летательного аппарата. Однако в полёте направления 
главных осей инерции ракеты изменяются незначительно, поэтому в 
дальнейшем, пользуясь уравнениями (4 2 ), мы будем предполагать,что 
направления главных осей инерциа относительно корпуса ракеты ос
тается нехаменншх. Такое предположение является вполне доцусти- 
wm, так как дрвш ш тельте члены в уравнениях (4 ^ ), поязляпцис- 
ся в результате учёта вращения главных центральных осей инерции 
относительно корпуса рвкеть, в большинстве практических аадач яв
ляется пренебрежимо малыыи '
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Глава 3. ОДЫ, ДКЙСТВУЩИЕ IU ЛЕЕЛТЕШШ АЛИаРкТ 
аи ВРЕМЯ дш зния

В провыв части уравнений движения центра масс летательного 
аппарата (2 .4 .39 ) входят;внешние силы; сила тяги двигателя; силы 
Кориолиса, обусловленные относительным движением частиц внутри 
вращающегося корпуса летательного аппарата.. и силы, ьнзваимю пе
ремещениями центра масс летательного аппарата относительно корпу
са. В правые части уравьений вращательного движения летательного 
аппарата (2 .4 .4 1 ) входят но менты соответствующих сил. 1к>д в н етя 
ми силами будем подразумевать силы тяжести и аэродинамические си
лы.

Расчёты показывают / t /  , что у подавляищего большинства
неуправляемое ракет корхолисовы силы, а также сш и, вызванное пе
ремещением центра масс относительно корпуса ракеты, весьма паям 
и ими вс многих случаях можно пренебречь. Хах можно поступить там 
более при исследовании движения управляемых летательш у аппаратов 
в атмосфере.

Ноэтоьф в прааых частях вышеуказанных уравнений, если не бу-- 
дот оговорено особо, примем к рассмотрение лишь те силы и моменты, 
которые имеет наибольшее практическое значение: силы тяжести, си
лы тяги двигателей и аэродинамические сипы.

Детальное изложение зависимости сяои тяги от видь топливе, 
от типа и конструкции дпигате-г.я и режи^о^ его работы, от парамет
ров пвидения летательно. о аппарата и состояния окруж&ицей среды 
является предметом специального курса -  теории Бцутрикамерных 
процессов. ii этом, разделе остановимся на представлении силы тяги, 
рассмотренном в п. <1.4.3.

ii лвйих. задачах внешней баллистики сила тяксоти аходит в чи
сло учитываемых ж ,  так как ьо все время даижен::, летательный 
аши..рат находится под действием гравитационного 1юля Земли. Рас -  
смотре.ше потенциала силы притяжения, мидели Ззили ь свойств её 
атмосферы даю 1ыиболее детально, поскольку нам я - будет представ
лено розмижносги вернуться к этим вопросам.

1ч!ышз аэродинамических сил и моментов доведён на основе 
методой размерностей в мо/.&нике. Проблемам шали за и определения 
ьз1<ьди.ииичесчих сил будет посвящена отдельная часть учебника.



§ 3 . 1 .  Потенциал силы притяжения

На всякое тело, находящееся в сфере действия Земли, действу
ет силе протяжения, величина которой может быть вычислена исходя 
на осн^вми положений теории притяжения. Основой этой твори яв
ляется авжон всемирного тяготения пьютона, в соответствии о кото
рым всякие две материальное частшр взаимно притягивается с силой, 
прямо пропорциональной цроиаведению их масс и обратно пропорций -  
нальной квадрату расстояния между ними. Иод материальной частицей 
я атом мфедаленяи понимается маю* количество вещества твердого, 
аидхог) ,  газообразного, занимащаго малый объём. В современна 
федста&аениях введено понятна материальной точка -  объекта, на 
амещаго геоматрмческого измерения, но ойладавцаго конечной мас
сой. Ооетвцу аакон всемирного тяготами в дальне Явем расоматрмва- 
ется для определяяая с ш  ваажмодействия материальна точек»

Ксля в абсолвтном пространстве, с хоторш свяеана снстама 
поощ рим * расположен! матеряаяьте точки Я  и Р  с ма^»
сама o i t i H i j  ооответствекно, положение которых оцредалано ради

у сами векторами 2t и 2̂ . (рис. J . I .  ) ,  то в соответствии с законом 
аоаифного тяготения она пратягавеотся друг я д д о у  с сп о й » в *-

где I  ■ 6>а ,0 »1 (Ги  &<^/кг^ -  грааят«фгнп1м  постоянная^ а » )г | ■
В форфле (5«1Л)

т о р  Л

t  w , m2 
f  - j z - (3 .1Л )

ла е а м и р п п  ow oea -  
тельно вааимодяйгтвуя^д
мвтержалыш точек а эа » 
васат только от раео«о»>
ш я 1ижду ммм. 8 «о оаиь»

/  ч ** * » w -  велхяош  е ш
у  остаётся наяамемной в п *

бой снвтема координат.

О

ЧкхЗы уароотип. иа т 
ломание* вудем считать

* li   - .«оч ф  М  врпмпяяяцвй, д 
Р  -  |у«ягмааа<и 11» обла
давшей ац..лпнмой м&соой

Рис.3.1.
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«очка M q m ir u a n  точку P  о силой

Ci*U 4 )

направленной no радиусу-вектору (-2  ) .
Посввяы у  (3 .1 .2 ) определяет силу, о которой точка Л  ц т я -  

п о  « от адаячцув массу, раопмошанцув в лвбой «очке ф осярантва» 
«о  и о !  форцглой описывается сияовое поле» которое фшшго к и н  
вас» ценимы м и,мха паяем ньютоновского тяготения.

Есля обоенвють координаты притягиваемой «очки х  ,  у  ,  % (  и 
«утягиваицпй -  х ' » у \  2 ' »  то нмуавлвящиа косинусы вектора 

АКЯГ*

= f 13ЛЛ

ft црм нрм  б ш  iip осям яоордншт

X ( « и »

.J> = c o i f « , 2 )  ; f

Д м  сам вого ш ля (3 .1 .2 ) «  образуемого помеченной в точф  Ж  t o -  
чмной мвооой m t .  сучестчует функция (( J ) ,  навиваемая 
«■вовой фгмарпй массы т., (ш и  потенциалом втой массы), дм  во* 
торой аламвнмрная работа еа> поля равна подачу дяфферамралу 
*той фуняуш. Сиедовитально, проекции сихы Р  на оси координат 
могут быть оф едалеш  череа ату функции и виде соотноаечий

Y - ^  ' V- ̂  „ 1в4
х  * я г  ’ э7 ’ h -j t  (ЗЛ*6)

*  7  -  у i a d  Ч

Условие существовании функции U.(x,4 , i )  аашоывается в вццв

К  м  ■ R  К .  I L  Ж  ( , , й
у у  “  з г  * 97 £ 3 у  • а х  *  э *  ' 3*1 * ад

или Pot 7  -  о .
Легко яроворитъ, что для силового поля» описываемого (5 .1 *2 )»

тйкви функцией является



Н ( * у , г )  - 1  y i  > (3 .1 .7 )

где

Если имеется множество с вдовых шлей* определяемое формулой 
(3 . i . i : ) ,  то потенция ях обцаго, суммарного доля образуется ш  
алгебраическая сумма потенциалов отдельна полей. Ооетому(  есля 
объём пространства Г > занимаемого телом жонечшх размеров (ряс* 
J.--- ) ,  разбить произвольным образом на бесконечное множество 
алементаршх объёмов сI -  ,  содержания массу

точкой «ела  с координатами i ' , у ,  / ' и точкой г' с координата
ми *  • Ч »  i  > расположенной вне тела, в которой вычисляется зна
чение силовой функция) -  плотность тела в «очке с ко
ординатами х ‘ , ч ' , i ' .

Интегрирование в (Ь .1 .9 ) производится по объвну, занимаемо
му телом в пространстве, и поэтоцу значение силовой функции, как 
я составлявших силы тяготения, зависит от формы тела я его поло
жения в системе координат.

Функция p i  г i ' ! , характеризующая распределение плотнос
ти, в реальных телах является неотрицательной, одноаначьой и ин
тегрируемой в области пространства, занимаемого телом. Поэтоцу в 
любой точке пространства, расположенной вне тела, составляющие

г

У

Рас. 3.2. (3 .1 .9 )

-  расстояние между произвольной
И

силы тяго зния по осям координат определяйте* соотношениями



-  в г/ -

^  1 Г  '  ^  I' m ' I S J J 0 >'A
Силовая функция (3 .1 .9 ) к её часпне цропводные (3 .1 .1 0 ), 

рассматриваемые как функции координат X .  у  » 2 фятягивамюй 
точки единичной массы Р ,  конечш^одаоанаяш я непрерывж во 
всем внешнем относительно тела Т  пространстве. В этой о б ла ет  си
ловая функция удовлетворяет уравнен» Лапласа

д. дга д2и дги .п

д х г + Э у а *  д х г  ш

Если взаимно притягивается два «ела  ^  и сйл ,  ванинишри» 
соответственно объём* Т , и Тг i  швжцие распределения охотноо-
*еа Д  = JJf I*.;.у/,*;) *  • * ° »  раэвадм кавдое иа
них на бесконечное множество элементарнле объёмов» содеркацкх 
елементарте массы dfnt - f f U'l! и d т2 dz  соответственно, и 
сушмруя силовые функции взаимодействия этих элементарных масс* 
силовую функции взаимного притяжения тел 3// и можно
сать

t'n.\ . \
(3 .1 .1 2 )

(ч^

где

расстояние между производивши точками тел Я ,  и ,
Дея вычисления сил и моментов, дейстчунцкх на каждое иа 

тел со сторош другого, с каждым ка них связывается собственная 
система координат <>L , ,  ц\ , t {  ,  положение которой относи
тельно абсолютной систеш координат определяется углами Эйлера: 
прецессии 'У ,  нутации ^  , собственного вралрния <)’ и коо{щя> 
натами начала -  ^  , 2. * ^  (s *c « 3.J. ) .

Если функции распределения плотности в телах коиечш* одно*-
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начш и не'-'ерывш (или интегрируем!), то проенрга сил тя готели » 
действу про. со стороны одного п и  на другое» шражштся ооотю »

I  <Я( ) *

С* Л «г' 4

<Л> и д .  13)

В ф одолах (3 .1 .1 2 ) it (3 .1 .ХЗ) интегрирование производится по объ
ёмам, аанмсаежм телами, и переметами интегрирования явдявтся X ; > 

, г\ {I* 1 ,2 ). Поетоцу силовая функция (3 .1 .1 2 ) и coci .влш -  
аре сих взаимного црятякения (3 .1 .1 3 ) является функциями двенадца
ти независимых переметав У ; , , /_• , * i ,  ̂ , 5 ;  ( t  ■ 1 ,2 ).

Очевидно, что в общем случае цри взаимодействии двух тел кая-
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дое из них подвергается действие момента гравитационных сил дру
гого. Составляющие этого момента по осям» соответствующим '/,• , f ; ,

, относительно начала связанной с телом системы координат 
выражаются формулами

, ■ I  I - V J L  /» г ,Д1
t ; • j ' i -  ' L * r  ’ L * - r  - о » -  ' (Л Л -14)

Силовая функция (3 .1 .1 2 ). рассматриваемая как функция координат 
начал связанных с телами систем координат, удовлетворяет урав -  
нению Лапласа

Д  L\ ~ ' t “  Г™" + 3 V J (с * 1»^) • (3* ХеХЬ)
^ 4 -  с7 ;

Нискольку силовые функции тела (3 .1 .9 )  и взаимно притягива
ющихся тел (3 .1 .1 2 ) удовлетворяют уравнению Лапласа, то будучи 
правильными во всем внешнем относительно тел >фостранстье и регу
лярными на бесконечности, они являются гармоническими функциями к 
могут быть представлеш в виде абсолютно сходящихся разложений по 
сферическим функциям или гармоническим многочленам, область сходи
мости которых может быть достаточно просто определена. Для того 
чтобы найти эти разложения, определим сферические функции и их 
основше, необходимые нам в дальнейшем, свойства.

Вид и структуру элементарна сферических функций можно пред
ставить, рассматривая решение уравнения Лапласа, записанного в 
сферических координатах

3 I i  du. \ 1 J ( .  п (О 9 \ i л  - .

д г { г  7 ч )  '  i o T  ?(? W ' *  v r f B  1 к 1 9 ° ’ 1 3 Л Л 6 )

Частное решение этого уравнения, отыскиваемое в виде

U (Ч в,х) = {ll)4(0.JL) , 
содержит проневедение функции переменной» которая определяется и  
уравнения

f k w i  ’ х  = ( З Л *17)

и функции двух переменных, /доыетворяощей уравнешв

?г ! мпО й  j v — гг + X У -- о . (J .I .I8 )
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Легко проверять, что

? П )  ' Ч "
в , следовательно,

X - r u n  *1)

Замена в (3.1.18) X  его аначенхем цжводкт к уравнению, которо- 
iqr удовлетворяет любая адункция Уп { в , л )  • навиваемая поверхности»! 
сферической функцией п  -го порядка

&  “ ¥ 1т  * ; д  Ь  * ■ 0 ‘M J “

функция Уп( 0 )  есть линейная комбинация одночлен», кажда» 
ш  которых есть произведение функций только от 0 ■ только от Л  , 
Ооетоцу ревете (3,1.19) отнекивается в вядв

! U M ) «  P j g ) L j a ) . (з .1 ,2 о )

Опеле подстановки (3.1 .20) в (3 .1 .19) и раадалемяя переменка Д1Я 
о цредахания каждого на множителей получается уравнения

cf- L<\ _ 2 1
- -  К An ,

9  - f U - / ) f £ H n ( r M ) -  = 0 ., . »  г , , ,  , v .  (а л .2 1 )
сU

Частное реавияе первого содержат
CoS КА  в ' tort Kyi

Второе, навиваемое уравнением Лежандра, в котором - е « 0  ,
P ( i )  -  P(oOi0) , частными решениями имеет сферические функции.

Орк К «  0 часпне решения уравнения Лежандра определяется 
соотношением

■второе является многочленом степени а  и содержит только четже 
степь ни гщя чепвм П. и только нечетные 4 »  П  нечетном.

Соотнояенме (3 .1 .22) называется формулой Родриге, а многочев- 
т  P „ ( j )  • амчис т ещ о по'ней, многочленами (ьолиноммш) Лежандра. 
Полагая П. -  0 ,1 ,2 ,3 , легко вычислить
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Ори К /  0 частное реяенме уравнения Лежандр* вычасляется но фор- 
цулв

к определяется многочленом степени п  ,  веди ^ - ч е т н о е  чхело, 
в многочленом степени ( п  - I ) ,  уннлешам на /l-Ъ2" ,  если < -  
нечетное число. Г\У*'

Многочлены !„  ( Л  к&зивевтсц присоедннёншма Зунхцшши Я » -  
кандра я шчисляотся по формуле (3 .1 .2 3 ). В частности, д м  п. *  1 
I  К -  I ) i  п -  2 (  к -  1 .2 ) в И -  3 (  К -  1 .2 ,3 )

Иногочлеш ■ ф исоадавимм функции Дежаидра, как ■ поверх «  
ноетже сферические функции /г -то  порядка. оЛмвд—w и д щ ц ц и  
свойствами;

I. Многочлен* 1аиацдре о л т м  а о е М а у м н м ш  у и м м »  в 
рад Тейлора фгнхции

Ф { и ' * )  = ( 1 - и х  + U * )  2, ( а д . * »

которая наливается цюиэепдщп» ̂ н н рв й иногочаешн Д е м ф к Я ю

(3 .1 .2 3 )

р [ л)в )  -  в и - Ш - ? ) А .
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разложение, как легко щювецить, имеет вид

1)  = F> d *  Рл Юг ) .  (3 .1 .2 5 )
П у

2 . ЬЫогочяеш Лежандра Р„ />) и присоедикёкные функции Я» -  
ка1.дра ; ( i t ” 0 ,1 ,2 ,3 ,...  ;  к -  1 ,2 , . . . , п  )  образую* 
ортогональную в промежутке С-1, +1) последовательность функций, то 
есть

'г ! О ,  т 4 п ,
, т .л

Ь ^ , Р ,К% ) ^  - Ц -  ^  А
. j  " ' [ ? П ' 1 { П - К У

3. Д и  многочленов Лежандра справедлива форцула сложения, оо- 
ределявцая значение многочлена от сложного аргумента. Если

t u ’ jji  ̂ сс\& \%ЛЬ' * \ir\b -sin У ic-i ( Я - Я ' ) ,

то

Р . « « , )  - Z  j ;  Г Г ) м и р Г « й в ' ;  п л к б я - л ' ) ,

где S’ «  2, <?< .  I  для всех /С -  1 ,2 , . . . ,  П .
4. Всякая поверхностная сферическая функция п. -го  порядка 

может быть представлена формулойП,
Уа /р,д)  = Z P „  +■ 8 nfchrtK,/ ) j

К "О

содержащей i ; W i )  произвольное постоянных ,Л „К и 6 „*  . Эту фор
мулу легко преобразовать к виду

V (| |(?, J*' ^  "S '̂ >15 , *' ,

где C l„s -  постояннее коэффициенты, а /О -  элементарные сфе
рические функции

( )
[,ni(‘J,A)4\ {а>*Ч)МКЛ , S ̂  #г . (л .С)

■У-14 WU1'' Р^'(Я>1Ь>) М П  КЛ  , S > ft , К  - 5 -я )

Очевидно, что на сфере единичного радиуса бесконечная последова -  
тельность функций
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yo(9,x) , УХ ( М ) ,  . . .  ,  Чп(е.>) ,  . . .
образует ортогональную систецу функций, то ость

(  0 , п * т •

j  J У п ( в . »  Ут(в,л)1пг>9о19с/я = j  J 5 L 1? *■ i  in if> ! n „m 
в о l 2 * * l f r 0 * пЧп-к)\

где X »  S » если S ^ l i i i  к ^ - п  , если S > п .
5 . Элементарные сферические функции Vn i (9 , j )  можно кдасои- 

фицировать, проводя геометрическую интерпретацию на сфере единич
ного рададса.

Элементарная сферическая функция У о в - Р , ( Э)  обрацается в чгяь 
при гг неравных вещественных значениях 5 - cci© , симметричных 0 0  

отношению v1«  0, то есть 9 = . Поскольку, как указывалось шив.
ыногочлен Лежандра P „ ( v )  содержит только четные степени 9 , если 
П четное, и нечетные, если п  нечетное, то при нечётное гг одам 

на корней этого многочлена обязательно будет равен цулю, а осталь- 
w e  будут располагаться симметрично относительно егс , как парад* 
дели сферы единичного радиуса (рис. 3 .4. , а ) ,  ф и п, четном вое

Рис. 3.4. Герконики сферических функций: а ) -  еональ- 
ш е ; о ) -  секториальные; в) -  тессеральные' ,

П параллелей располагается симметрично относительно }  »  0,  Па
раллелями, соответствующими корням многочлена, единичная сфера 
разбивается на ( r t * i )  сферических поясов или аон, причем цш па »  
реходе из одной зоны в другую функции У „„ (л *  в )  мвняот анак. вамщ- 
стаие этого функции, то есть многочлены Лежандра, нааывавтся 
аональшни сферическими функцией.

Элемент дрные сферические функции
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_/п) л
Pn I »  е* кЛ - 

К ь = Я ,  l(?'/ SiV’ K/t
обращаются в нуль на меридианах здиничной сферы, долготы которых 
находятся из уравнений

co i  и Л - О ,  Ъ л  Л.Д = О.

•(ервдкаш разбивают поверхность сферы на 2п  сферических 
секторов, внутри которых 'функции Уйв и Ч»^п принимают шпере -  
менно пел слои е льны е и отрицательно значения. Эти функции называ
ются секториальшми сферическими ^ушарша.

Остальные элементарные сферические функции называются тессе- 
ральными сферическими функциями. Они попеременно принимают ш ло -  
яительнье и отрицательные значения в сферических четырёхугольна -  
ках, образуеилс корн«ми их уравнений: им соответствуют а -к  парал
лелей и 2 к меридианов на сфере единичного радцуса.

Доя того чтобы получить выражение силовой функции произволь
ного тела в виде рада но сферическим функциям, перейдём в (3 .1 .9 ) 
к сферическим координатам. Обозначим координаты притягиваемой то
чки единичной массы Р черев г , д  ,  Я ,  а произвольной точки М  
притягивавшего тела г '  • б ‘ • X  (рис. 6.5).

Поскольку

X  * •?. сснЯ ; ^  = % Ъ п 9 ,

X ' -  ? ' Ij = Z ’ -b inG'i inJ1;

«о  расстояние иоцду точками P и Л

л  -/■г2 » ? ,г- з{' ,
где j  -  угол , образований радиусами-векторами точек 9  я Л  ,  и

<wf г — (х 10 «м1*'* btidbfid'tn(ji-jl‘ I (3.1*26)

Полагая t  > ' l '  и используя свойство проиаводщей фу шарм 
•шогочленов Лашццра* мо*ш записать

3 - Ч | 1 - 2 т ю Ч , * ( ;| :Л 4 ? . ( т , , Г Р . ' "  ( З Л - г , )
Рад (З Л .2 7 ) сходится абосш тю  для всех С£ у  ■ й 'Т . Всзш
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то остаточный члеы этого рода

= z  -7 ^ -  а  ‘,£« ^
n - m

с у чатом того, «то |p4(m?5f)j <. I  удовлетворяет неравенству

« 0 я Ч т

и может быть сделан каким угодно малым соответствующем выбором т . 
Учитывая (3 .1 .2 7 ), силовую функции можно записать

1 Г*
U- (ч .0, Л) = { £  —Ц—  \<■г')"РЛ f ;  • (3 .1 .2 8 )

I f )
Так как по фододе сдохеншк

Р„1«* f )  - - Z  Й  Р Г ’̂ е ) Р л‘1 с « е ' )  с « с ( А  -я ’ ) ( s . i ^ 9 )

■ является сферической функцией /г -го  порядка относительно коор
динат 9 к Л' , то подставляя (3 .1 .2 9 ) в (3 .1 .2 8 ) и интегрируя во 
переменным t ' ,  в ' ,  А '»  ми снова т л у ч ш  сферическую функции по -  
радм  а

У^ (9 ,л )  ' Z  ♦ f t , * * » » . * * ],
К ч . 0

в которой

(3 ,1 .9 0 )

( n n c ) i  ■  .........   -  ~ l
't )

пестоянша» величина которых м н с к  о * структуры (распределена* 
плотности) и ориентации тела в фостранствешой енотам» координат. 

С учётом (3 .1 .3 0 ) скхоиув фртшрн тела можно еаоисать

U(* {l £  -^Гй р ! *■*] СЗЛ..ЗЦ

„  / ?  .
( ? А Л) т 1* »  * * *

Л-0 с
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Если начало схстеын координат, в которое вычисляется потен -  
цкал тела, располагается в какой-либо точке его го тела, «о  рад 
13*1.31) абсолютно и равномерно сходится во всех «очках простран
ства вне сферы радиуса *2. *  , где z '„ ox -  расстояние
от начала координат до наиболее удалённой от него точки тела (рис.

J|5)#

Рис. 3.t>.

Действительно, если существует ‘z. >  2.,
(3 .1 .31 ) в виде

, то представляя

* У .
Щг. 0 , л )  '  /2, Р,.-*) >

Л *С'

где

рЛ

U j i t O , x ) ~  f X  \{ ' ' ) f t  *
- /г)

пахучим с учетом того, что

оценху остаточного члена j> _  *>

i U J  i f \ ( | )

I = no.
(Г)



Ори вычислении потенциала Земли форцула (3 .1,31)  преобразу
ется к более удобному виду.

Учитывая, что

А , о "  у  | t  0л р &  -  m >
■ (Г)

и вводя обозначение

^ no - m а пХ, ,

где О .» 6378160 ы -  экваториальные радаус Земли»(3 ,I . 3 I )  можно 
записать

"U f«,e,л) = — ■ [i * 3„P,,twP) 4

+ 2  Р„  1Эм 9)\АЬ1.соИ(Л * Ь п< tC/ 1 < (3 .1 .3 2 )
«.2 <--1 L

где X, -  зональные* Л и  я &„< -  тессеральше моменты, боль -  
■шнотво иа которых в настояцее время вычислено по наблодениж еа 
движением космических аппаратов. Их значения приведены в табл.3.1 
■ 3 .2 .

Таблица 3.1
Зональные моменты в разложении гравитационного роля Земли

Ч е т н ы е  Н е ч е т н ы е

Уг • 1082,645* КГ6 ±6 16 -  -2,53* iO-6 ± 2
^  -  -1.649‘ К Г6 ± 1 6  ^  -  -0,22*10"® ± 4

J£ -  0,646-lQ"6 ±3 0  У, -  -0 ,41 .10-6  ±  6
У* •  -0,270*10*"^ ± 5 0  ^  я 0^09‘ Ю"6 ±  6

Ju •  -0,064*I0 -6  ± 5 0  »  -0,14* 10"6 ±  5

Ув -  -0 ,397-К Г6 ±4 7  у -  0,29*I0 -6  ±  6

0,179* К Г 6 ±  63 -0,40* iO "6 ±  6

Ори реоеяин аадач динамики полёта в ф яю угольной системе ко» 
одоашт, в частности в экваториально* геоцентрическое систеш



Теолица 3 .2
Тессерапьине моменты в разложении гравитационного поля 

Земли

Т ~ “t 1'апси.нкн (19-J7) [ Кььдейн (I9tf7)
а 1 *  

1 iO1 1 Jn< • to' У * L  ю'6
2 г 3,38 -i,3 5 2,4V -1,34
3 i 1,94 0,27 1,95 0,28
3 2 0,73 -0,54 0,76 -0,56
3 3 0,5(з I .  о2 0,51 1,59
4 I -0,У7 -0,47 -0,56 -0,46
4 г 0,33 0,66 0,40 0,o6
4 3 0,86 -ОД9 0,87 -0,21
4 4 -0,05 0,23 -0,01 0,34
5 1 -0,08 -«,10 -0,03 -0,09
5 2 0,63 -0,23 0,62 -0,22
5 3 -0,02 0,01 -0,37 -0,01
5 4 -0,26 0,06 -0,30 0,07
5 5 о .х ь -0 ,5 » 0,07 -0,62
о I -0,05 -0,03 -0 ,03 -0,02
6‘ 2 0,07 •С ,37 0,09 -0,34
6 а -0,05 0,03 0,00 0,03
6 4 -0,01 -0,52 -0 ,03 -0,45
б 5 -0,31 -0,46 -0,29 -0,44
6 б -0 ,04 0,03 -0,43

О М  2 ,  разложение силовой функции необходим представлять в 
вщщв полиномов от X , ij , jE . Поскольку каждой сферической фунл- 
Я*ш а - г о  порода Чл { “ ,)■) соответствует однородщй гариеннчео- 
**й  многочлен, содержаний,как и Ул ;0,л) « ( 2 п П  )  злемеихарма
Одночленов* то ость

Уп1Ь,*)= 4 " Wn u ,  (/ г)  - СЗ.Х.ЗЗ)
 ̂л «/ '

* °  нвЯР**в*«* 13 .1 .3 3 ) в (3 .1 .3 1 ), можно валисмь для силовой 
«р о щ и  раможвнне
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которое,как я (3 .1 .3 1 ),сходится абсолютно и равномерно при всех 
'Z > 2 . Л*я вычисления гармонических однородных многочленов 
(Хл ( х . а  7  можно испольасвать следующий приём. Поскольку много

член Дехандра ) может быть представлен в- виде

C l f I , nmJs

Р П - Z  Р - is J* ’
где , ;j _ , 5 Л

P i 1 \̂   §.L±___-  посгояншо хоэффкиненвд F I  } ) -
ъ ’ Г * )  2 п$ П п - № » - 2 5 ) \  *

наибольшее целое число, содержащееся в "/> ,  то , обозначая

Q n - * * ( * r p n щ )

П. -^S  ̂J
мокко записать л

д З )

Q = 2 .  P ns ( * х ' +  1г>)  ? ' )  с е . * . » )
S-o J

Левхо доверить, что каждый член сумш с оравой шсти 
(3 .1 .3 5 ) есть однороджй многочлен п. -  й степекл относительно 
координат x . y . i  я 1 ' ,  у ' , / '  •

С учетом (3 .1 .3 5 )

(Т) IT)
я» следовательно,

и. 1Л  и (3 - 1 .3 6 )
■’ 1Г>

Практически построение силозой функция в виде раяотиняя
(3 .1 .3 1 ) щ » исходит сладухж^м обрезом. Дяя зедяншх виирн—  /l  -  
-  0 ,1 ,2 ,. . .  определяйте* величин »

л. -  Oj Q c Т рр ( e o i f )  ~ i ;

i t - l *  ( с с ц ) - х л ' <-у у ' + я * ' ;

п -  2 :  а г  = ( г г ) г рг ( w i j ) c r V f  -  ,

Исполмуя формулу (3 .1 .36 )*

ГМ,

1Т»
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' I G , p o / t  * f  y ' p d ?  <■ -г '"

« I x i  *y j j  4 1 ) ' m,
где  X  , ij , Y -  координаты центра масс притягивающего « е м .  Оче
видно, еоаи начало координат совмещено с центром масс тела, «о  
X »  ^ “  2 * 0 и K j* О

М^х,я,1\ - jQ,0<fc ‘ 7  j ( 3 * 'V ) p r f r  " 1“ *
* (М (Т) 1Г)

Задача 2. Выписать потенциал скш  тяжести Земли в пршоуголь- 
иой геоцентрической системе координат и составлявшие сжлм по осям 
этой системы. Д и  однородного шара, д и  эллипсоида ж др.

Если ввести моменты инерции второго порядка -  осевые к цент
робежные, обозначив

« Л ж: 5 ( И , а + - С - $ { х ' \ и ,г) р с К ;
о )  (>) (Т) °

Я ) . £=|ж'2‘р ^  ; ^ j V * ' p ^ s
(Г) d  J (г) J (Г»

ТО

| V * 4 - 2 6 )  г ■»

<■ У й х у  t- 5 £ эсг 
Если ввести момент инерции притягивавцего «еда относительно пря
мой, соединяющей начало связанной с телом систеш  координат с при
тягиваемой точкой

^ - г £ ^ г  -  ^ 2 F .

то

и г р с 4 , ? ) - т ( < Ь  5 - г - З Л )  • (3 .1 .3 7 )
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С учётом проведаншх вычислений силовая функция тела» зани
мающего объём Т  , в прямоугольной системе координат в машется

U. (М  \ ( у  + g  fr a  * ДО * * *)«- j p  О *  в ♦ С - V )  -

ТГз 2

Очевидно, что если начало системы координат совмещено с центром
масс тела, то второй член разложения обращается в цуль.

Разложение сидсвой функции взаимного притяжения двух тел мо
жно получить, используя тот же прием, что и в случае разложения 
силовой функции произвольного тела конечных размеров. Свяжем с 
взаимодействующими толами, зачинающими объёмы *  1 ,2 ), сис
тем! координат С- у: >; , ОСОЗНаНИЯ <£,■ ,  1; ,  S.; координаты
точек G- i # а через , у*- -  углы Эйлера, определяющие
ориентацию связанных систем координат относительно осей абсолют
ной системы (?<5 .

На рис. 3 . 3  для наглядности в * .  C-L перенесены оси абсолют»
ной систеш и обозначеж линии узлов С . Д/ .

Обозначим г ,  7 ,  J координаты г , Л 2 твлаТ^ в системе 

»  шлож**в

Представим выражение силовой функции вмш ного ципянения двух 
тел (  3.1.12 )  в виде

W  = f \ c i m 2 S ^ - - £ -  J  ,  ( 3 . 1 . 3 9 )
(V> it*,) т4

W

(3 .1 .40 )
<т,>

есть садовая функция села Т , на материальную частицу единична! 
массы, расположенную в те куцей точке jW,» тала .

. . Если теш  Т , и Та не имеют обора точек, то учитывая (3 - i.iV . 
можно представить
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'где U :l ( x  у i '  -  элементарные гармонические многочееш отно
сительно координат т . М 2 ,  корфшициенш которых зависят от Ч\ , 

г/j , . Цусть абсолютов координаты т . .//г : а\ ' , у ‘. , Jt  .
itoc кольну

со t/(r| к и ю  рассматривать как ыюгочаеш относительно абсо -  
люткых координат т . о-1 с коэффициентами, зависящими от углов 
Эйлера , i/j , '-fi .

В треугольнике обозначим

М ^ Г - Ъ .  ^ L l V

Тогда

’г ^  ̂ г ,г- г И г ' с ы р

u l W ! , = / f  ф й - ' [ 1 - г | Ч  -  f , ' f ' Л - (3 .1 .41 )

Подставлял (5 .1 .41 ) в (3 .1 .4 В ), вцракеше для разл ожения силовой 
функции U можно оредегавить в виде

"> и
U - l Z - h r r r  (3 .1 .42 )

>.о ft-

где ксаффицаеити ряда определяются соотношшмм.

. л * (/д > (3 .1 .43 )
. Л * '  ,  f  и У и . ч . л М т л

"  ' < l i (

и ряд сходится ори всех

И > г ,  *■ i t ,

гд* v.( «m ajt(C , J/f) ; *г2
:!ри вычислении иоаЗФадюнтов (3 .1 .4 3 ), x u  оравмо, 

ыаталь федетавляется а видь ряда.
1^мнер. Найдём иервыа чяеш разложения (3 .1 .4 2 ) apt условии, 

ч*о £ так велико то ср а в н и т  с ? , и , w o  чввнами порядка 
{/й? з :юм можно пренебречь.

Испвлыфк выражения дал потенциала уела, вьавюдейсгеуищего 
9 иФграьльиоЛ точкой едщчшюк мдосн, получим
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(n  *
U c t x ty , i )  -  M i  >

l C  m t ( 4 , X  ► < s , ? ) ;

где m 4 -  масса «еда %  j  4 i • 2 1 * “  координаты его цент
ра масс в системе координат С-// й ( ,  Г ( -  его ко «ан
ты инерции относительно осей этой систеш ; У / - его момент инер -  
цде относительно прямой -

Используя форцулу (3 ,1 .4 3 ), получим

Wt *' Л1 * Г_____
(ГдИ1 « й  ‘ У  Й2/ (т/>

Если рассматривать оолученноз выражен—  в система координо* 
в началом в т . t ,  ,  то оно представляв* сбловую адуницив т е м  /* 
относительно материальной точки с ыьсеой т1 /£ » расположенной
в т «  0-4 ,  координаты которой относительно ^  будут; -£  » '2 ,
-  6 , Нредставляя это выражение в веде рамояекия силовое функ
ции теш  Тг ,  получим

. м х (

где т г -  масса тела Тг »  • £а * "  координаты его
центра масс в системе * &i t Ci  -  его моменты
инерции относительно осей етой систе»»ч| ^  -  его ш>менг инерции 
осноспвльно прямой C-t иг .

Длл вычисления второго члена реалом* имя (3 ,1 .4 2 ) федставим

М х И ,  \ и >’‘ * ,  m * [ i^ S L t  Г№ 2 *  , *п
Ц 3 J -I 1 *1* <-t J V.4 ^

"  "У  <г,1 :>,)

Если перейти снова к системе иоордимм Сл£ $£ ,  я которой ко-
орданатм » .  обозначить ^  ,  й д' ,  а т « £ , соответс
твенно ♦ -«> ,  # то

( З ^ Я И  s - -  ' ' - Л  ,
i  2* i  г л 1 , ?

- m
-S

1A
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- _ L _ r i rai  f * « 4 _  Э 
3? J Г  '

'•Ti) “  (Г,) l TJ  1Тг )(Ti) 

и поэтсцу.

u iu £ ' 1' о i _  I M il**) ^  )
о.1 ъ д § \  a. / j  - 4 9 $. I g. / ’

гда £  . 

ilpu вычислении третьего члена разложения

. Г i f  { j , +  e>scr M ; ) j _
- p  - J ^  s j  j  CTn,4 *
'<• <тг) & (tj *

ограничиваясь «в ;ш ш  порядка */%? , получим

■%5— = -^4т- Г^‘ 2 (J*. - ♦ с , )  -  3  j  э/c /m ^ ] .
It &.* l (Т29

Так как -
£  * Я, ем

где о£ -  угол между £< и £, ^  г » а по условию £ велико к, 
следовательно, угол мал, то с принятой точностью можно поло
жить

J У,'о1тг  = т л Л

*  1Гг)Тогда

U ‘a )

и * *  т2  а л 3

■ потенциал взаимного приякенжс двух тал с пржилой точность») 
можот бить представлен в виде

ti j  •Лх* / J,  ♦ В ( +
1М  —  •- ! т> - ^ р - '  > К  — т * — .....................

гд* для сокрмцвния завися принято, что точим С, и совпадай 
о центрами масс тел. ■ -

Замечание. Вычисление разложения потенциала вааимодействи



двух тел значительно упростится» если использовать д а  представ
ления

, 2 ' '/>
? ' г ' '

удьтрасферичвские многочлены, называемые также многочленами Ге- 
генбауера.

Эти многочлены, обозначаемые С-г ,  являются коеффкцкен- 
тами при ^   ̂ в разложении в степенной ряд функции

■ фактически есть обобщение многочленов Лежандра. Оки ортого -  
н&льны в промежутке [-1 , +1] и доя их вычисления можно исполь- 
зо ват ь форцулу

d PG \x.d) |

J ь*-<7 .
Г 1" ' - —

* pt с1 Г

Qpa p  • 0 ■ p «  1 получим соответственно

s ! “ ' ,к

Для вычисления многочленов Гегеибауэра с более бысохжмк номерами 
можно использовать рекуррентную фер^ду

( Р * 0 ~ r ’ р f  0 ^  ~ l ? n f

шш выражения через гилергеометрическую функции. Можно и ея м ьм * 
вать также формулу ,

/»\ v> ( « '

С « >  * £  ь *  х  .
где

(»и  ̂ . ,(2ti+2p-2s-i)

’ 7 *  5 [ / p - s ) !

Используя удьтрасфернческие многочлеш, можно представить в 
45.1.43)
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Поскольку

где

lTi>ш дю яеграл ьн&я функция в последнем выражен» есть многочлен 
относительно координат текущей точки -М^ теда и повтоцу вы» 
числение коеффициентов U п'рУ) сводится и интегрировании шюго -  
членов.

Обычно ыдачи о потенциале^ цритяжэния Земля, врвцащейся с 
постоянней угловой скоростью W относительно её оси* рассмат- 
раяавтся в жёстко связанной и вследствие этого неянерциальной 
системе координат. Поэтому на материальную точку Р  единичной 
массы со сторош  врящвцвйся Земли шмимо ошсаниой выше сяш  
притяжвшя действуют инерционные силы.

Если т » Р неподвижна в клерикальной системе координат, «о  
на неб действует центробежная сила инерции» ни ц ан м ш м  оо ш р- 
оендихуляру, ецучешюцу не т . Р на ось вряценяя (р и с .з .б )? 
и равная

FM ^ O f f  , <3.1.44)

где 1 f I -  расстояние от оси врацвния до у. Р .
В прямоугольной система координат

кл)

^ л р  ’  J ^ ЛР 1,1У г ' С̂ ГПг
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г

Рис. 3 .6 . Завясяыость силы тяжестя от 
центробежной с ялы ш вдош  джя сфермчвсжой 
м о д а » Зешш

в сферической гвоцентрш юск»

Ооответстеето отенцяаш  w ax  фушцяй

Восшджш формулу легяо преобразовать к яяду, в котором во -  
мыцаал выражается через шюгочаенн ia rp a tea .

Дв*стви*ехыю, заменяя

\it\z tP- -  i  -  ес»1дгР - ,

д о т а шлучятъ

Q ы  *  Н Г "  [ i  -  р4 t9) ]  . (3.1.46)

РаанодоЯстцуяцая сяш  ммного првтяжеши Р „ я центробежной 
о ш  янерцп является сжлой т ш е п

ё  = р «  * ? и , .
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Потенциал склы тяжести с учётом закона независимости сил* 
очевидно, запишется

lv -  U < б , (3 .1 .4 6 )

а напряженность поди силы тяжести, ил и , что то же самое* ускоре
ние свободного падения» определится выражением

о - -(jndJ V' =■ 0̂ с( | U * G ) .

На поверхности Земли величина центробежной силы Fu> аави- 
сит от широт места, изменяясь от величин* Fu> а 0 на полисах, 
где и ,'!  * а широта -  "*h  до максимального значения Flo “
■ аз2’!  на экваторе, где ^  * а широта -  0 . Вследствие
этого величина и ьакравление силы тяг.ести, таи же как и ускоре -  
ыже свободного падения,зависят от широты ка поверхно< :и Земли.

Чтобы проиллюстрировать ото, представим модель Земли ж виде 
мара с постоянной ила радиально распределённой м отностьв. В 
«том случае геометрический центр модели совпадает с  ев центром 
масс» потенциал силы фитяжения

соответствует потенциалу материальной точки* обдядащей массой 
Й о т  а размещённое в центре масс* а сш а притяжения

а направлена по радиусу-вектору т . Р  .
_  Сила тяжести С- определяется как равнодейстаущая векторов
Fп а Рыи отклоняется на угол \  от радиуса-векторе Ъ * а _  

её величина изменяется от FMll = Р п на полюсе др F̂ -IFnl-l Р<»1 
на еиваторе. Точно так же изменяется напряжённость её садового 
доля* то есть ускорение свободного падения.

Вмачану влияния центробежной силы инерции на салу тяжести 
д м  рассматриваемой модели легко оценить*, сравнивая Гсо И  ̂(1 • 

Ыа поверхности Земли

■ 10 7 -  S.3К - Ю е '  О М
с , „ , ,  кгн  

о 2-

FJ ' f  к г *
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Следовательно,
|р I
1 jyiSs? : cCo6~ '

I I
Таким образом, величина максимального значения центробежной 

силы инерции составляет не более 0 ,35 f о* сады притяжении шара 
с массой Земли. Эта величина характеризует величину угла /[ и 
изменение силы тяжести.

В общем случае, используя (3 .1 .3 2 ) I  (3 .1 .4 5 ), потенциал 
силы тяжести можно записать

' 2  Z  г * Л ]  ’ (5.1.47)
"-2  i . i

где

„  -  a)Z(L .
^ ~ Т п

малый параметр.
Если в неинерциальной тоиоцентрической иди экваториальной 

геоцентрической системе координат рассматривается движущаяся со 
скорости) V  материальная точка единичной массы Л , то на 
нее помпю силы тяжести действует сила Кориолиса

= 9 * 1~ , 

величина которой ^

| j - P .toJ  ' п и ( ь И У )

ibTeiiUHBJi си-'.ы тяжести, описываемый формулой (3 .1 .4 7 ), поз -  
воляет вычислить эту силу, её ускорение и их проекции на оси вы -  
бранной системы координат. Если обозначить состаиля.-цую силы тя
жести по напргилеьию ^адиуса-вект. ра, »фо1<сдин>юго и о цзнтра оем- 
ли f-\ , составляюсь по направлению перне;,цику..ярниму ^ и рас -  
по.юквнноцу в плоск ости, перпендикулярной оси -р- оем.':и (ось 
С 1 геоцентрической систем* координат) Рг , и со^т;.и я(ицу«з по 

направлению, пер.:с/;дику.,ярно.\(у V л ньхсдячоь.;уся в :ь'.оокости,про- 
хидяцей через I  и V l  -  1-\ , тс
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^  -  л  ’ Fr  -  а а л  ’ ^ = *  эр " ' ( 5

Д м  вычисления проекций силы тяжести на оси эк., гориальной 
геоцентрической систеш координат можно воспользоваться представ
лением потенциала Земли в виде разложения по гармоническим мно -  
гочленам (3 .1 .3 8 ). 'Добавив к нецу потенциал центробежной силы 
инерции, получим

У(х-,уг)- Uicr,̂ ,i) ♦ G(r.y) - /{у +

' - $ %2'Чг>* г Ь ( Л ' 6 ' с ^ гЖ

Тогда

ГУ - С - ■ С - - 2^ , ,
'  З х  ’ у '  ‘ 4 '  9 ?  (3 -1 .50 )

Так как в форцульг '3 .1 .4 7 ) и (3 .1 .49 ) не входит масса притягива
емого тела, то фактически форцудами (3 .1 .46 ) и (3 .1 .50 ) опреде -  
ляются составляющие ускорения силы тяжести. Точность их вычисле
ния, то есть количество используешх членов правых частей форцул, 
зависит от характера решаемой задачи. Если дальности полёта сос
тавляет десятки километров, а высота траектории -  сотни метров, 
то в решаемой задаче допустимо использование однородного поля 
силы тяжести, то есть поля, в котором сила тяжести и ускорение, 
воздаваемое ей, остаются постоянными по величине и направлении 
•по всей траектории, ф и расчёте траекторий с дальностью сотни и 
тысячи километров и высотой над поверхностью Земли десятки и сот
ни километров необходимо использовать потенциал с таким числом 
членов в цраэой части, чтобы влияние отброшенное членов не пре -  
восходило доцустимой погрешности.
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3 .1 .1 . Модель Земли

Црм построения подала Земли определяете* такая ге о и т д о в о - 
к&я фигура, поверхность которой наиболее 6лвам  к истинной* а 
распределение масс в этой фигуре с достаточной точность» соответ
ствует опредалённоцу из ош та я обеспечивает вычисление достовер- 
ш х массы и моментов инерция Земли.

Если бы Земля была жидкой планетой, то её поверхность при 
отсутствия атмосферное, гравитационных я т .п . возцущений опреде
лялась значением её внешнего потенциала сяш  тяжести. При этом 
на вид геометрической фигуры Земли влияли бы такие параметры,как 
распределение масс я угловая скорость вращения. Если обозначить 
У0 -  вначеняе внешнего потенциала силы тяжести на поверхности 

жидкой Земли, то уравнение этой поверхности, называемой уровен
ной поверхностью, имело бы вид

V  - V, -- w r t it  (3 .1 .5 1 )

и описывало бы фигуру, нааываецую геоидом. Несмотря на то , что 
реальная Земля более чем иа Д/3 состоит и* твердого телг., в гео
физике фигура Земли моделируется уравнением (3 .1 .5 1 ) описывалщш 
геоид. Поскольку почти три четверти поверхности Земля покрыто 
жидкость», то поверхность этой жидкости при отсутствии атмосфер* 
ш х и гравитационных воацуцений, вызывавших волш , приливы и от
ливы, совпадает с поверхностью геоида, а верхний слой материков 
располагается над поверхностью геоида.

Цри определении фигуры Земли, как и любой другой планеты, 
необходимо знать али иметь модель распределения плотности. Прос
тейшая модель предполагает плотность постоянной, то есть планету 
однородной. В этом случае, если считать материал планеты, враца- 
щейся с постоянной угловой скоростьг. идеальной несжжаемой жид
костью, то равновесной фигурой будет эллипсоид М&клорена, сжатие 
которого определяется из уравнения

е г & ( { ,  З ё  i J j * * ) '  (3.1.52)

ГДв - 5- - V *
Ь - 7-  т • m ,-i' '' “  -  милый параметр;

О -  плотность жидкости; | -  универсальная гравитационная пос
тоянная.



За нулевое приближение фигуры неоднородной планеты, то есть 
планеты с произвольны распределением плотности, принимается сфе
ра, соответствующая невращающейся гравитуацей планете. Следует 
веметить, что силовая функция невращаащейся сферической однород -  
ной планеты, как и планаты с радиальным распределением плотности 
(р  p i t )  ) ,  вычисляется как силовая функция материальной точки, 
обладающей массой этой планеты

« ■ / - ?  -
Первым приближением фигуры неоднородной Земли является эл -  

липсоид вращения, называем й сфероидом Клеро, который ограничен 
эквипотенциальной поверхностью, определяемой разложением потенци
ала ло сферическим функциям, если в нём учитываются чл чы, содер
жащие степень сжатия I  •=■ в первой степени. Во втором и тре
тьем приближениях содержатся члош разложения соответственно по -  
рядка С* ж е 3 .

Чтобы получить ети приближения,запишем общее выражение для 
гравитационного потенциала в виде

- /  ? ! t - Z ( f f w  ' 2 £ 0 С < « » Ф ‘ *L 4.1 * “Л

-  I  L i -

& tin  к л ] (3 .1 .53 )

гд е  цультап олы аю  моменты <7„ ,  Л Пк. » вычисляю тся по фор -
цулам

a?3a- l w ) nP, ( t ' )piv )dr ' .т
ir)

<r)

%/
IT)

d'C ' i i i lO  (l&  » nl
iV

> жидких ыращвицися планет ось ы>здения всегда сововдьет с 
оддой вэ главных осей аллипсомца . Есл* с ггтой осью сов -
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м е с т ь  ось O t  полярной сясташ  коорданаг» то в силу симметрия 
плотность т будет вавясать от азяфтаяьноа коорджнаш Л  ф to  
•сть J? = в ';  » ■• кроив того» есть’ четная фдгняцяя у г »  &'■
Всладствяв втого ■ р&зложакяв потенциала оо оферячюкям (fcrJuapUW 
будут входят ь ш ь  обмчмю подянош Лвяанярв о чбткшш явдвяса- 
ш , так ш  оря янтегрцюааняя по в ‘ обратятся •  нудь «7„ с на
чётная индвусашц а при интегрирования оо А* обратятся в нуль 

. Н, следовательно, дал тавоЖ модели жидкой вря -  
цащеОсл планеты гр&внтацяоиаЛ потенциал W  вавявят от долготы 
я ааляонваятся в вяда

IL - - ^ Z P nu)\ j  dz 'dt '  ,
к'.* t'-- <

аджчём сушофовакяа прома водится только по чётиым п  .
Есдя поместить начало координат в центр масс» а коодатят •  

т е  ося сормес т и ь  с главным» осякя ннярцш» то выражение для 
гравятацяониого потаацяала И увроств?ся. Обозначал ко -  
ординаты центре масс Х „ »  я учитывая» что

m a ^
(П

г п а Д ,   ̂ = n n 0
tfj

m a B if  - 5 y d " 1 -  m %* ,
а а я г ш  в м «  О -

Вводя осовив я цвнтробшше моиянсн янврцяя

-{ цур(Ж~ ; t L - J x / p o f t ' ;  Р«|осс/ро^~
fTj {Г» (т»

я выражал фвеоядяивмяня фикция Лвщандра ври /г -  2 черев декар
товы ю одож ам » оолучш

■- а*т /г г ‘  • Ю ' а 2т ё >г , ,

£  *  а 1 т & г, , Р г 2агт ,
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что прс та ем  ш боре. систем! координат даёт

ЙА1' * 8>i( ■ J lt * B n  1У и жО-
Д м  жхдкоЯ вращающейся планеты, у  которой гравитационшй по

тенциал на зависит о* долготы,цеитробежшй потенциал рами

G ot. « 1 W  = т  £JT "  i,Vl^  - I T  £  ftrt*  J  ’  (3 .1 .54 )

вивший потенциал силы тяжести будет

V - ' x { i ‘  р Э Д  “ f *  f  • r  ^  I  (3 .1 .5 5 )

где  у  х a ’ a / /jfrn -  параметр, имеющий для  Земли один порядок с  ве

личиной сжатия.

Если жидкая вращающаяся планета находится в гидростатичвс -  

кои равновесия, то  внутренние напряжения в ней р ав ш  ги д ростате* 

ческоцу давлению, а  движение жидкости описывается уравнением 

Бернулли

^чси! Р р  c^ja d  v .
Отсюда с л е д у е т , что поверхности постоянного потенциала силы т с  -  

жести У  являются поверхностями постоянного давления Р и п ло - -

тновти О ,  е сли  уравнение состояния вещества цданеты имеет вид

Р - Р ( Р )  ■
Чтобы найтк дел в того случая уравнение поверхности планеты* подо
жки

У  -  V, -  evukt

Т огда  (3 ./ . 55) можно еа ш с а т ь

(З Л .Ь б )

Ва экваторе, где z а  ,  0  - j  • t  »  0 ,

v .  f l '  , р . "  - I J
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Подставляя (3 .1 .5 6 )  в ( 3 . 1 . ш д у ч ш  неявно* ур ав н ен м  по 
верхностя планеты , выраженное черва п щ ц о т р  <2- « Р е ж и м  тало  г 

уравнения отыскивается в виде равяож ем ш , в  котором ш  о гр а н и ч ь 
ся величинами 3-го порядка малости, уч м ы в а я , что а  имеет ве 
личину кулевого, у  к Уг -  первого, ,  У* , -  втор.,
го , ^  , У * ,  ^ 7/ -  третьего порядка и а лоети . Тогда

г . a ( i * a 0 < а гр2 -  а,Рч <- « л . . -

ГД0

г  - ( и  - Г 1 , Н з ^ ' f e ' t - W -  f  «  - f t * - ! *  

^  з^ ) *  # * * ♦  f 4 -  к -  f < ^  - f  ? » ;  ■’

а ,  = -  ( f  £ г-  f  6 9  - X j -  ^ (3 0 « f  3-  « ' 4  ♦ К Щ  + ' Д  ? )  > 

(К 1 - & ( 1 и *  -  f * 29 ♦ T £<f '  8 > £ 3 , - & X 9  * « X )  •

<5 ■ \  У  * - т  Г J  ♦ 4 -с г 1 J г ( з л . 5‘j.

Существенной особенности» формуя (3 .1 .58 ), (3.1.59) является нали
чие в них члена о :.редвл япце го в первом приближении
отклонение планеты от сферы.

Введён величину сжатия пл глеты

е . Л  - I  
с ■ о. 1 

где ^ -  ооляршй радиус.
Этот пареметр связан с величиной £  соотношением

й --й (/  . j U - 1 ) + ?  V  ••• ( з л - *

Исследуем реаоние (3 .1 . Ь о »  k o tj ; . ы гредвляет уравнение поверхнос

ти а ы ю т ы , .ш ходлцейся ь г.иц/ л  j v iiu c ck o j  равновесии , в виде рва- 

л^ж е:ля по полиномам Л «-ан др а  с v >;юстыв до 'м ечип J -ro  порядка 
малости.
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В кулевом приближении, очеввдно, t  • а  я фигур* я ц ч н  яв
ляется сферой.

В первом приближении, учмяшиI, что с точное two ДО м и г а м  
первого порядка малости С  * £ » > црцибр ц м  в i t )  «иимпш 
порядка в* ,

г  ■ a i ' i - 1  -  f  £j>3{t)l--0- [i-g  - J  г З Д - -  a w -  г  e ^ e j  ( з л . в н
Уравнение (3 .1 .61 ) ош сывм* фигуру» ш и м м у в  сфероидам Кдеро, 
которая широко применяется в геодеаав.

В сферических координатах уравненм алдшиюида вращения с 
малой полярной осью t  и акваторяадьшми осям» Л  wteer вид

г (3.1.62

Разжатая (3.1.62) в ряд по ведши» о н и  С , урмяим» ш п ь  
соида можно залмсать

2 = а [ { -  е - 1  е  W P c W * 0 + 1 -Sto?f>coik9)*- • • • ]  •

Заменяя в последнем выражении

COJ10  = |  Р 2 <- |  И *

полудам уравнение аллипвовда вращения в вядв раможания по поли- 
мамам Дежандре

• * * а ( Н - ? г-  i ( e * £ ei) P ,+ - § * %  + " ■  ]  < * • ! • « )

Сравнивая (3.1.61) и (3.1.63), легко наметить» «по сфероид Кдеро 
отличается от эллипсоида вращения чаенвмн порядка в 1 щ мае* 
Значение потенциала сшш тяжести на поверхности сферовдд Кдеро 
мокло вычислить, если в (3.1.36) подставить 1 иа (3.1.61) и в по
дученном выражении пренебречь членами второго порядка м&дооти. 
Тогда

Внешний потенциал силы тяжести сфероида Клере, очевидно, будет
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V % [i - з (e - ' 0 + & T '  «**el ' <»♦***>
Составдищке вектора напряжённости ноля в сферических воордняеямг 
равны

Ь ’ Я Г ' - 1#  [ { - ( e - f X i M V - t ) '  $  w e ] ,

? • ’  «  И г г ”  £  ' ! " *  i? ) f i » 6 > e r t0

■ Ha поверхности сфероида Кяеро, то есть при

t  - й ( { - е < х > } г 0 ) ,

1 + е - т 9 + ( г 9 - е) « » * 0 ] '

* t } ) { in Q c o s G

Значащи о «ш  тяжести, отивовнюя к единице массы, к » ,  что то же 
самое, ведичяка уояорешя сяаы тявестя нв сфероиде Кдеро, вячяс- 
деяюе е точю етьв до вядячин первого порядка иохоош , имеет щ д

(ЗЛ.вбУ

”  а"5” ^ + е  ”   ̂ ^

в оаначает вначиш  сжш тш естм ма «явь/оря, то есть ф и в r  . 
Вошчяна j i  навивается коэффициентом Кдеро. %ж

-  0,00628001, ^  -  9,78034 ц/с2.

Вектор ^ яацмшсм внутрь яванвтм я отклоняется от явлра»* 
деияя редоса-векторе на угод d

i t j j  1 * (2в

и дш  Земди 10*.
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E cu  в (a .1 .56) сохранить ш ш  второго порядка малости, то 
уравнение будет отшгвать фигуру пханеты, находящейся в гидроста
тическом равновесии, называв^» стандартна сферо! 1 второго 
арибяивеши

ъ = a [ l - е с о ^ - ( 1 г \ к ) ь п х<?&] , ( з л .е т )

где К >  О-леятжал второго порядка малости и может быть, как и 
сжатие в » выражена черев нультииодьные моменты

е - 1 .  ч . 1  * О н г * о  У ± о е . * ч
€ - г  h  + f  * /, " г  + V ?  - '  ц Ч  г ^ '

^'ЗгУ ~ 42 Ъ ~ jf У* ( 3 .1 .6 8 )

С точность» до малых второго порядка малости ускорение силы тя -  
жести на поверхности Земли может быть • вычислено по формуле

$с * Од d  * n ' f f  "  Р<  ^гИ<?У’г)  .
где

O ^ J 3 '  f ?  “  - J3' “ J с/ ? -■/<*■* •

в частности,

£-= 9, n o w  ( I  * o . m s m  м г%  -  u , c o L w s v ^ r z < f r )  ~

Геоцд, модепирующн* фигуру Земли, можно построить в два ари- 
ближения следующим образом. За аерэое приближение принимается в 
соответствии с принятым критерием основная фигура отсчёта -  нор- 
оадьная фигура, относительно которой вычисляются отклонения геои
да. Наацучшей нормальной фигурой является, очевидно, та , для ко
торой отклонения от геоида являются наименьшими. Лучше других 
(фостых геометрических фигур этому услорию удовлетворяет аллип -  
соид вроцения* называемый референц-аллипсоидом. Дня его построе
ния потенциал силы тяжести на поверхности Земли V ,  равный сум
ме в нежного гравитационного потенциала U0 и центробежного Q = 

P ; f - ) j  » вваисивается в Риде сумм его главной части V  
называемой норм&лыкм потенциалов» и воэцуцения Т  , то есть

V (3 .1 .0 *)
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Црн м ои  а главцув часть вклячавтся цеигробшшЯ я п я ц м  0. ■
основная часть внеанего гравитационного п отен щ ш

и,е -- т г  й  -  $  Э Д М -  f ;  V f t w ]  '  • » • * • * > >

«о  есть vc - Uoe + Q .

Величина вовцдония определяется

о* rv

- £  2  Р , л ( ^ п гсйлоД ♦ 8 ,)1С* л < л )  • (a . i .7 i>
П̂ е. К: Г

ч *Веля тона ^  в (3 . I .7 I )  выбирается ш 9 чтобы оря ’г > й  здлю со- 
«д  вращения с точностью порядка в 3 был ехвмаотенциалывВ по -  
верхностьв ддя нормального потенциала. Этот ш носоцд принято ыи- 
аыеать референц-вллшюоидон и использовать как первое ф к б ж е н м  
при построении геожда. Очевидно» что значение У?  отличается от 
«стенного вонаиного момента У* ,  определяемого (во набхвдгакям) 
ф и пймоци космических аппаратов.

Величии* входяцие в выражение для нормального потенциала ,  
могут быть вычнодеш, если навестен зональный момент Уе »  Тегдя

.  GL-& 3 ч , т  Ч „с (5  ч 39 а .
^ = d  '  Z f  8 *  i t  t m ~ 56 т ‘ <3.1.72)

г

«  ас° г (П - —Г— •
«Те

где со -  угловая скорость вращения Земли; ju^ •  10“^  -  о п о ек » 
тельная масса атмосферы* д<( -  ускорение силы тяжести для нормаль
ного потенциала на экваторе.

Если положить

Уг  -  1,08264* Ю "3,

Q, -  6376160 и,
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В-M - адеадмо9 м*/с2, 
со -  0,0000729211 с-1 ,

д .  ■ ю _6-
«о *  ш м г м  в ираом ц и б га ен ш

<le *  а г

ф ваиш  томдоммды м црбш ш ая к формул**» (Э .1 .72},

ft • 9,78026 ц/о2,  

щ -  0,00349778;
е - о,ооз»в> <1 ^ ;

298,256 

-2^6 ‘ И Г*.
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i 3 .2 .Атмосфера Земли

Атмосфера -  это газообразная оболочка Ъеили. Ее viaeca оцени
вается в 5, кг и состнвлябт около одной ш&лионнпй от
массы ою-мли (5,У8-10*^ кг ). Тол^чнч слоя атмссф1 ры принимается 
равной Ы>-70 тысяч км. Предполагаемой верхньй границей считает'» 
поверхность, на которой плотность атмосферы совпадает с п.ютгое- 
ть?о к ея планетной среды, ионоцная часть млссы а?чос Ьиры сосредото
чена в тонко» слое у поверхности Ьемди: приблизителочо 60 % vaccu 
располагается в слое дс высоты Ь км, 7Ь % -  до высоты 10 км, -  
до высоты 16 км, Sb 5t -  до 20 кч и кенее одно Я миллионной -  вши 
100 км.

В атмосфере иуептся жидкие ч твёрдое взвешенные частиц -  
аэрозоли. Первые -  это облака и туманы, вторые -  частицы ш и ,  ды
ма, продукты деятельности человека. Кроме этого в атмосфере суще
ствуют неоднородности в видо дождей, снегопадов, вы падения града, 
потоке, мнкрометеоритов.

Атмосфера находится л непрерывном движении. Оча участгует во 
вращательном движении Земли относителььо Ссмш(а и с sc ей оси и со
вершен под влиянием лучевой энергии Сеянца и взаимодействия с .зем
ной поверхностью сложное движение отнэсити.хы.о последуй.

Количественно состояние атмосферы характеризуется метеороло
гическими неличинами: температурой, дав.:в‘ша4, пл.>тностып и ышж- 
ноотыо воздуха; скоростью а направлением ам рс; количеством, аы -  
сотой и толщиной облаков; интенсивностью оездксь; водностью тума
нов, облаков к осадкг.ч и др.

Оскоьные паряиет{/ы атмссферч -  химический состав, о п т г е т ь , 
темперетура и данле;ле газовой составляющей, и также динамические 
процессы в пей с учзтом наличия гэрозолай-охазыяаэт сущвс-хьенное 
влияние ка движении легатечьных аппаратов. rice эти параметр» в той 
или иной степени из юшг-/г<:я во времени и пространства. По^тод дрИ 
расчёте траекторий движения .гетвтэдьных аппретов используется ме
теорологическое обеспечение, осуществляемое с помлцьи постоянно 
действующей сети метеорологических сгаьцйй.

Механическую смесь газов, вуодяцих п еостап атчозфез., пиния- 
то называть воздухом. До высоты приблизительно 9Ь км воздух, (Гли*- 
го царя перемешав чию, осущэстБляРМоцу за счет измэнения скорс-стк 
ветра с высотой, горизонт 1_ль«л< ч ввртчкзльшм тече::и.чм, а также 
турбулентности, ичечт гргхтичзски псстояннчй газовый состав. Вить 
95 км п слоях, где е  основное аллощаетсч радиация Ослица к црв**-



-  122 -

лютея процесс гравитационного разделения газов; состав воздуха 
существенно изменяется. Ь большом количестве появляются атомарные 
составляющие, происходят процессы диссоциации и ионизации. Под 
действием солнечной радиачии с длиной волны мзнее 0,24 мхм на вы
сотах белее 100 км происходит диссоциация кислорода. В слое 100- 
1ЬС км наблюдаются ионы окиси азота (М ?'г ) ,  атомарного ( 0 * )  и мо
лекулярного ( 0?  ) кислорода. Выше 150 км быстра растёт относи -  
тельное число ионов { 0 + ) ,  с высоты 250 км появляются коны атомар
ного аэста (А " ’) .  Число ионов в слое 100-1000 хм составляет 1<Р -  
10° частиц в 1 см3. Но доля ионов в атом слое воздуха невелика: на 
высоте 300 км она составляет 0,1 %, на высоте 800 км -  менее 10 %. 
Только выше 2000-3000 км наступает высокая степень ионизации. Раз
реженная ионосфера (около 1000 частиц в 1 см3) простирается до 
высоты 20-30 тыс.км и затем постепенно становится межпданетшм га
зом с числом частиц менее 100 в I м3. t

Слой воздуха, в котором сохраняется постояншй газовый сос -  
тав (до 96 км), называется гомосферой, слой с переменным составом 
-  гетеросферой (выше 9Ь км). Газовую смесь, в состав которой не 
входит водяной пар, называют сухим воздухом. Его средний обьёмшй 
состав в 'омосфере приведён в табл. .1.3.

Газовый состав атмосферы изменяется в результате производст
венной деятельности человека. Так содержание возросло от 
0,029 % в 1900 г .  до 0,033 % в I960 г .  Увеличивается содержание 
метана, сернистого газа, окиси углерода и др.

3 .2 .1 . Слои атмосферы

Основше параметры атмосферы, будучи функция» времени, зна
чительно изменяются вдоль поверхности Земли и по высоте над нею. 
Изменения до вертикали, ках правило, проявляются более резко. По
этому при описании атмосферы её делят по высоте на слои, характе
ризующие характер изменения выбранного параметра. Наиболее отчёт
ливо разделение по слоям проявляется, если в качестве критерия 
выбрана температура, фи определении влияния атмосферы на двике -  
ние летательна аппаратов температура, связанная простой зависи
мостью со скоростью звука, определяет дозвуковой, трансзвуковой и 
сверхзвуковой репам обтекания, а также влияние спшаемости возду
ха на звлич-цу сопротивления.

Но характеру распределения температуры с высотой атмосфера 
делится на пять основшх слоев: тропосферу, стратосферу, меэосфе-



-  r<a -

Таблица 3 .3
Состав сухогр  воздуха

Г а з I M  Объёмное со-
iny-i держание, % 
1ла 1

S & Z X T  «• *■ *  тю‘
1мас2а |темциал

! (фиТкческйе 
I парвиэтры_
! ¥ейлвр'.У давление, 
! К I атм

Азот 78,084 22,0234 1о,58 1 *6 , ' 33,5
Кислород О г 20,940 3I.99HB 1*,08 154,Н 50, i
Аргон А 0,934 35,943 15,76 150,о 48,0
Углекислый со г
газ О.СЗЗ 44,00995 13,79 J04.2 72,9
Неон Me 1,818* К Г 3 20,183 21,56 45,0 26,8
Гелий Н е 5,239* Ю-4 4,002о 24,58 5,1 2,26
Криптон Кг 1,14 •Ю“ 4 33,800 14,00 209,3 54,9
Водород н, & ‘ К Г 6 2,016 15,43 33,3 12,8
Ксенон Хе 8 ,7•1С“6

10” °  “ И г 6
131,300 12,13 289,7 5d,2

Озон 0 S 4? ,996 12,80 ‘ 261,1 54,6
Метан СНЦ (1 .2 -1 ,б ) "И Г4 12,99 101,1 • 45,8
Закись азота Л/г01 б -К Г 5 12,90 ЗОЯ,7 71,7

pgr, термосферу к экзосферу (рис. 3 .7 ). Тропосфера -  нижний слой 
атмосферы, характерной особенностью которого является падение тем
пературы с высотой. Среднее значение температурного градиента 
приблизительно -  6,5 град/км, хотя может изменяться в зависимости 
от .времени года и географических координат в очень широких преде
лах, от отрицательна значений порядка десятка градусов на кило -  
метр до такхх1 же положительных значений. Верхняя граница тропосфе
ры, определяемая поверхностью, с которой начинается резкое умень
шение градиента температуры, изменяется по вемтм поясам. 3 поясе, 
заключённом между 42° с .п . и 42° ю.ф., ев средняя высота 13-18 км, 
в умеренных ойротах -  приблизительно I I  км, в полярных -  около В 
км. В тропосфере сосредоточена основная масса атмосферы -  от .75 % 
в умеренных и высоких ойротах до 90 % в низких -  и почти весь во
дяной пар. Разность температур и давлений атмосферы по поведоос- 
ти Земли способствует образованию в тропосфере горизонтальных те
чений холодного и тёплого воздуха, которые иногда отделяются друг 
от друга чёткими границами -  фронтами. Восходящие течения, фронты 
и другие физические явления, происходящие в тро.юсфере, порожда
ют тумаш, облака, осадки, грозовую деятельность.

Слой тропосферы,толщиной 1*0-1,5 км, в котором происходит 
активный обмен энергией,и массой между атмосферой и ловзрхмость»
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Рис.З В. Вертикальное распределение приведенной 
толщины озона
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Земли, называется планетарным пограничшм слоем. Его нижние часть, 
толщиной около 50 м, а которой наибольшие вертикальные грг^иенты 
температуры, влажности и скорости ветра, принято называть призем
ным слоем атмосферы.

Сверху тропосфера ограничивается слоем, называемым тропопау
зой. Её толщина в зависимости от условий места и времени изменя -  
ется от нескольких сот метров до 1-2 км. Вертикальней температур» 
ный градиент в тропопаузе близок к нулю. Температура тропопаузы Ти 
зависит от её высоты, то есть толцинн тропосферы Н , и описыва -  
ется формулой

в которой Тс -  температура вблизи земной поверхности; f  -  сред
ний по высоте температурный градиент.

Выше тропопаузы располагается слой, называемый стратосферой.
В умеренных широтах в среднем этот сдой занимает по высоте область 
от I I  до ЬО км . 3 нижней его части, до высоты з» 25 км, усред -  
неиная температура практически не изменяется с высотой. Быве, в 
слое 25-45 км,температура достаточно быстро растёт со средним гра
диентом, приблизительно равным 2,8 град/км. 11а верхней границе и 
в стратопаузе -  переходном блое, отделяющем стратосферу от меао -  
сферы,- средняя температура близка к 0° С с дозможжми отклонени
ями ±20°. высокая температура стратосферы и её рост в слое 25-46 
км определяются поглощением ультрафиолетовой радиации озоном.

Цри существующем в стратосфере распределении температуры от
сутствуют условия для вертикальных точений воздуха. Злашюсть воз
духа в стратосфере мала; газовый состав отличается от тропосфер -  
ного наличием озона.

Мезосфера -  слой атмосферы, распологалицийся над стра'.' сферой 
(средняя высота а умеренных широтах 54-80 км), характеризуется 
падением температуры со средним градиентом j* v 3 ,b  град/хм. На 
верхней граьице этого слоя средняя тешмршура «180  К.

В мезопаузе -  переходном сдое о* мааосферы к термосфере,рас
полагающемся на высоте 80-95 км,- температура воадуха изменяется 
очень медленно до величины «  183 К, а затем -  в термосфере -  ра
стёт с высотой в основном за счёт поглощения солнечной радиации 
кислородом, который при этом диссоциирует.

выше термосферы, с высоты о 450 км, располагается вивший 
слой атмосферы, называем!? экзосферой. Верхняя граница этого сдоя 
определяется условием равенства плотностей воздуха экзосферы ■
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межпланетного газа. Из этого слоя происходит диссипация воздуха, в 
основном водорода и гелия, в межпланетное пространство.

С высоты ЬО-ъО км ь атмосфере быстро растёт количество иони
зованных атомов и молекул. 1к>этоцу слой, располагающийся выше это
го уровня, называется ионосферой. ВнеА1яя часть атмосферы, где 
взаимные столкновения атомов и молекул редки и степень ионизации 
воздуха велика, является радиационным поясом Земли.

Другой существенной характеристикой атмосферы является зональ
ное распределение температуры, то есть построение такого поля, в 
копром температура челяе' :я функцией географической широты и вы
соты нед уровнем моря и не зависит от долготы.

В метеорологии принято горизонтально и вертикальную проекции 
градиента любой метеорологической величины называть 
горизонтальным Я вертикальным градиентом и считать соответствующий 
градиент положительным, если эта величина убывает с ростом высоты 
или расстояния соответствующего направления. Следа ват ел ь но,
горисонтальный градиент зональной температуры в тропосфере зимой и 
детом направлен от экватора к полисам. Зимой среднее понижение тем
пературы от экватора к полюсам примерно одинаково а обоих полуша
риях: Зэ-сО° С в нижней и <2о-30° С в верхней тропосфере. Летом ,в  
южном полушарии, эта разность достигает <Д5° С в нижней и <20° С в 
верхней тропосфере и значительно ниже соответствующих величин в 
северном полушарии.

Ь стратосфере,зимойтгоризонтальный градиент направлен от уме
ренных широт в стороцу акватора и полюсов, летом -  от полисов к 
акв&тору.

Под влиянием разности температур атмосферы полярных и эквато
риальных широт возникает градиент давления вдоль меридиана от эк
ватора к полюсам, па не вращающейся Земле в связи с этим возникло 
бы движение воздуха вдоль этоги градиента. Возникающая за счёт 
вращения Земли сила Кориолиса изменяет направление движения возду
ха и иод действием двух сил устанавливается режии, соответствующий 
движению с запада на восток в северном полушарии и с востока на 
запад в южном.

Й тропосфере скорость западного ветра с высотой увеличивает
ся, достигая максимального значения -«110 м/с около тропох!ьузы.
Б стратосфере, где горизонтальный градиент имеет противоналожное 
направление, скорость западного ветра быстро у ывает и на высоте 
1Ь-2Ь км достигает минимума. Btue этой области, называемой ветро- 
паузой, над всем севершм полушрием преобладает восточный ветер.
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3 . Изменение состава воздуха с высотой

Динамические и термодинамические процессы, происходите под 
влиянием поступающей и атмосферу от Солнца и Ьвили энергии, соп
ровождаются химическими реакциями, диссоциацией и ионизацией га
зов, входящих в состав воздуха.

Азот Л/2 , будучи инертным, практически не участвует в хими -  
ческих превращениях и поглощении энергии в гсмосфере. обладая вы
соким (9 ,? 6 эВ ) потенциалом диссоциации,молекулы азота начинает 
распад ка атомы на высотах свыле 100 км. iio степень диссоциации
очень мала и слабо увеличивается с высотой, так что на высотах бо
лее 1000 км ещё существует молекулярный азот.

Кислород 02 , поглощая радиации Солнца, диссоциирует уже в 
гомосфере. На высоте Л) км над широтой <й° в летний день сущест
вует «  Ь 'Ю ° атомов кислорода в 1 см3. Степень диссоциации рас
тёт с высотой. Атомы кислорода, возбуждённые вследствие поглоще
ния солнечной энергии, соединяясь с молекулой кислорода с отдачей 
избыточной энергии молекуле инертного газа, чаще азота, образуют 
молекулы озона 03 , газа, играющего значительную роль в физи -  
ческих процессах, происходящих в атмосфере. Существует также ги
потеза об образовании озона цутём соединения возникающего при ис
парении аэрозольных частиц радикала ОН с водяным паром и кис -
лородом 0г ( о н  + Ĥ U + + 1« — ► + + И, где U -  нейтраль
ная частица), объясняющая увеличение озона в атмосдере при фене, 
рассеивании тумана, низкой облачности и т .п .

Озон наблюдается в слое атмосферы от 0 до 70 км, но основное 
его количество содержится на высотах 20-Ь0 км. Количественно со -  
держание озона характеризуется величиной ^  , измеряемой в ш и  
оцределяюцей высоту столба, который образовался бы, если иы озон 
был выделен из атмосферы и приведён к нормальному.давлению (1013,2 
г  Па) и температуре о° С. Эту величину называют приведённой толщи
ной слоя озона,или общим количеством озона.

Общая масса озона ь атмосфере составляет около 3,<d*I0^ кг.
Образование озона в основном происходит выше гЬ км. Б ник— 

нив сдои ои поступает вследствие вертикальшх течений и турбулен
тного перемешивания. Его плотность минимальна у  земной поверхнос
ти и на высоте около 70 км и максимальна на высотах 18-26 км. Ти
пичное вертикальное распределение деиведённой тодщшш слоя озона 
изображено на рис. 3 - 8 - . '

Приведённая толщина сдоя огона энашяадьно изменяется в те -
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ч т к  года и зависит от географической ойроты, ибщая заксноыер -  
ш е л  состоит в том, что с увеличением широты Св обоих полушари
ях ) ведечта \  у ье.:ичиьг.ется. Ьаиаекьяие значения £ наблюда
ются в поясе 7-iu3° с.ш. (.d.bC мм), наибольшие -  в поясах 70-7Ь° 
с.ы. и Ь0-60° ю.ш. Годовой хсд приведённой толцины слоя озона из
меняется с широтой. Однако для всех широт максимальные значения 
наблвдастся весной, минимальные -  осенью и зимой; с увеличением 
дисоты происходит сдзиг времени наступления максимума на поздние 
месяцы. В полярных широтах осенью и зимой, когда отсутствует сол
нечная радиация, содержа» *е озона минимально.

Озон практически полностью поглощает солнечную радиацию с 
джинами волн G,i£-0,iSi мкм (ультрафиолетовая область) ьа высотах 
45-50 км и значительно ослабляет действие биологически активного 
спектра (G,<&-0,3d шш), сохраьяя тем самым неизменными существу
ющие биологические процесса на Земле.

Количество озоьа о атмосфере определяется в основном годо
выми изменениями солнечной радиации и переноса его воздушными те
чениями. Кроме этого оно зависит ст влажности воздуха, наличия в 
нём "сьободных радикалов* {Oh, tlo^ и д р .), окиси НО и двуокиси 
МОх агота, "фреона* (смешанных ^торохлоридов ьгетшш и этана) и 

других химических реагентов, оказывсщих разрушительное действие 
на озон. Скорость разрушения озона существенно зависит от темпе -  
ратуры, возрастая с увеличением последней. Равновесная концентра
ция озона определяется температурой: чем ниже температура, тем вы- 
з »  равновесная концентрация и наоборот.

В настоящее время в результате антропогенного воздействия во
зникла серьёзная угроза существованию озонового слоя, основную 
опасность дая него представляют фреоны, стойкие хлорфторуглерод- 
ш е соединения, используемые в холодильниках, кондиционерах, в 
аэрозольных упаков&ах красок, лаков и др. Достигая за счёт турбу
лентных движений в атмосфере стратосферного слоя,фреоны под дейс
твием солнечной ультра^иолетоьой радиации респад&ются. Иолучаюадей- 
ся при этом чистый хлор существенно усиливает процесс естествен -  
ного разрушения озона. Этот процесс считается причиной появления 
над Антарктидой озоновой "дыры*, тс есть области, в которой вес — 
ной содержание озона уменьиается почти ьдвое. Существенное умень
шение озона в атмосфере в течение последних лет побудило ряд стран, 
ввести запрет на применение фреона в ьгрозсльь ж упаковках.

Углекислый газ OÛ ,, составляйся по объе^  0,03b %,  неравно
мерно распределён по поверхности Ьомли и по высоте. Он активно
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участьует в процессах поглощения и излучения тепла в атмосфере! 
поглощается растениями и поверхностными водами океана, „удаляется 
при сжигании топлива и в различных производственных процесса*. Так 
как растьоришсть 00^ в поверхностном слое океана убывает с рос -  
том температуры, то в тропиках его концентрация больше, чем в по
лярных широтах на ti-З  ррт. Кроме того, в летний период концентра
ция 0Ô j в. северном пилуыарии уменьшается на Ь-Ъ ррт вследствие 
поглощения его растениями.

Из-за выбросов продуктов производства происходит эжегодное 
увеличение СО̂  в атмосфере на величину порядка 10 т . Длительное 
накопление Со̂ , в атмосфере может создать "парниковый эффект*, то 
есть условия для задержиьания отдачи с поверхности Земли в космос 
тепловой энергии, вследствие чего наступит повышение температуры 
на поверхности Земли и в приземном слое. Распределение СО  ̂ с вы
сотой неравномерно, егс содержание в стратосфере на 3-Ь ррт мень
ше, чем в тропосфере. Причина этогс -  активное участие СО̂  в про
цессах теплообмена в атмосфере, его поглощение и обрьгоь&ние в 
поверхностном слое Земли.
1 В незначительных количествах в атмосфере присутствуют соеди

нения углерода: окись углерода 00 и метан СН ,̂ являоциеся продук
тами биохимических природных процессов и прокзаодстьбнной деятель
ности человека.

Молекулярный водород в основном содержится в атмосфере до 
высоты 75 км. Выые сумеетьует ато:.1£.рный водород, образующийся за 
счет диссоциации молекул и проникающих в атмосферу протонов, 
выброшенных вспылками и активными областями Солнцами фокусируемы
ми магнитным полем Ьемли. В зависимости от температуры Еоэдуха и 
активности Солнца в поясе 4аС-770 км над поверхностью океана про
исходит диссипация атомарного водорода, а также гелия и других га 
зов из атмосферы.

Ка иг.ертных газов наиболее распространён в атмосфере аргон А, 
который непрерывно поступает из литосферы, где образуется за счёт 
радиоактивного превращения. Остальные инертные газы: неон (A fe ) ,  
гелий (Н е  ) ,  крлптон ( К г ) ,  ксенон (  Хг ) -  присутствуют в а* -  
мосфере в очень малом количестве. В I  м3 воздуха содержится 16 ид 
неона, о мл гелия, i  мл криптона и 0,09 ксенона. Все эти газы од
но атомы, и оСладоат.кик видно из табл.Э>3,высоким ионизационном по
тенции-! ом. ,;..'этоцу при определении влияния на величину сопротивле
ния движ  ̂ чи летптсльного аппарата с высокой степенью точности их 
м о ж уо  считать ид.- л-алс ri_oOM.
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3 .2 .3 .Влажность воздуха

СуцестБенно влияет на свойства атмосферы водяной пар, который 
активно участвует ь процессах теплообмена, создает условия для об
разования облаков и осадков. Ежегодно с поверхности Мирового оке
ана (3<Л‘10о км*") и суыи (14У"Ю° км^) испаряется соответственно 
ЬСЬООО км3 и 7«ХЮО к.43 вода. В среднем в атмосфере Земли в виде 
пара содержится I29UQ кмв воды. Поскольку осадков за год выпадает 
в 4Ь раз больше, то очевидно, что пар в атмосфере обновляется 45 
раз ь гзд, то есть каж, jae 8,1 суток.

Количество водяного пара в атмосфере принято характеризовать 
следующими физическими величинами.

1. Упругостью,или парциальным давлением пара С , измеряемым 
в кг/м.с'* или миллибарах. Упругость пара, насыщающего пространст
во над плоской поверхно^тьи водь;, щ>инято обозначать £  . Эта ве
личина является быстровозрастающей функцией температуры и в интер
вале температур -20 -  +30° С может быть описана соотношением

1 biZG-t
E(t) * £. tV7 • 10 гч<ч*ь *

гд е . t  -  температура в градусах Цельсия, а £  -  выражается в мил
либарах.

2. Относительной влажностью

{  -  f  • 100% ,

показывасцей насколько воздух близок к состоянию касъсцения.
3. Абсолютной влажностью

л . О . Ж 6 7  „  л г
а  *  —  е  j f , .

определяющей массу водяного пара в I  м3 воздуха, где Т  -  абсолют
ная температура в К( S  -  упругость пара в миллибарах.

4. Удельной влажностью, или массовой долей водяного пара

характеризующей величину массы водяного пара в единице массы влаж
ного воздуха. Величина $- безразмерная; и -  соответственно 
плотность гы.ра и сухого воздуха; р -  давление влажного воздуха 
в миллибарах.
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г - тг = 0 , 6Z2
? ь

характеризующим отношение массы водяного пара s выбранном объёме 
к массе сухого воздуха в этом объёме.

Очевидно, что

S>'--7TZT « 51 * 4  °  i - S
6. Дефицитом влажности

c L = £ - e ,

определяющим разность между давлением насыщения и фактическим да-* 
вдением водяного пара при данной температуре.

7 . Точкой росы 'С' -  температурой, при которой содержащийся в 
воздухе водяной пар при постоянном давлении становится насыщенным 
по отношению к плоской поверхности вода» Для ненасыщенного пара
t  >  t  • Для небольших ( к - Z  )

E(z)  * E ( t ) t
где А  -  практически линейная функция температуры. При 0°^ {, 4 20°С

X  * 0,07 2 S  -  0,00051 ,

Разность между температурой воздуха и точкой росы Д г £ - Г  называ
ется дефицитом точки росы.

8. Точкой льда (инея) -  температурой, при которой находящий
ся в воздухе водяной пар при постоянном давлении достигает наш -  
щения по отношение к плоской поверхности чистого льда. Поскольку 
водяной пар поступает в атмосферу в основном вследствие испаре
ния с поверхности Ьемли, то распределение относительной влажности 
сильно изменяется во времени и пространстве и зависит от атмосфер
ных явлений, растительного покрова, соотношения водной и твёрдой 
поверхностей. Наибольшая влажность наблюдается в тропических ши
ротах, наименьшая -  в воне пустынь. Неравномерность распределения 
водяного пара по поверхности Земли и по высоте выравнивается за 
счёт движения атмосферы, которое складывается из упорядоченного 
переноса со скоростью ветра и турбулентное цульсацкй. В приземном 
слое турбулентшй поток водяного пара можно приближенно считать 
постоянным по высоте. Однако для тропосферы в целом такое за
ключение несправедливо. Ь  тропосфере содержание водяного пара и 
его парциальное давление быстро убывают с высокой. Для описают
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этого процесса используются эмпирические зависимости. Наиболее 
простой является форцула Ганна

г = ее- ю
■*Ал

в которой 1 -  высота над поверхностью Земли в км; ё а -  давление 
аара при 2 *=

Легко сосчитать, что парциальное давление & убывает в 10 раз 
на высоте 6 ,3 км и в 100 раз на высоте 12,6 км. Атмосферное дав -  
ленже дня тех же уровней уменьшается соответственно в 2-2,5 и 4-5 
рас.

Ев|ё более быстрое уменьшение парциального давления даёт фор
цула Зюринга z х

в. -  ю  6 *  .

Регультаты вычислений по м ой  формуле лучше совпадают с наблвде -  
киями.

В настоящее время для расчётов чаще используется форцула

- t j - C i 1
г  -  г с ю  j

■ которой коэффициенты S  и С аавмсят от географического положе
ния > сезона. В частности для Москвы,их значения приведены в табл.
3.4.

Таблица 3.4. В стратосфере деля пара в 
воздухе растет медленно с высо
той, хотя парци&тьное давление 
падает (более медленно,чем дав
ление воздуха).

Сезон Т  1 T V " ]
Зима 0,0483 0,01э8 }
•Весна 0,0941 0,01ьЗ 1
Лето 0,0У4Г/ 0,0138 {
Осень 0,0905 0,0124 !

3 .2 .4 . Туманы и облака

Наличие водяного пара в атмосфере влияет на её основные ха -  
рактеристики и, следовательно, на условия дрижсния в ней ,;.>татель- 
WX аппаратов. Степень этого влияния определяется -:ак количеством 
водяного пара в атмосфере, так и характером др чи° летательного 
аппарата, и возрастает при наличии туманов, оолаков и. эис.ков. Ес
ли упругость пара £  становится больше нась"1 .ей j  ;.wrr с.ти над
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данной поверхностью, в том числе над каплями воды или кристаллами 
льда, то начинается процесс его конденсации. Механизм за* здекия 
капель воды в однородном водяном паре -  гомогенная конденсация -  
возникает при больших пересыщениях (более 4-х раз) ■ «водится к 
тому, что при столкновениях многих молекул п̂ О образуется устой
чивая капля, ф и значительно меньших пересыщениях происходит ге
терогенная конденсация, то есть образование кр.пель на существую
щих в паре твёрдых частицах радиуса 7.^ I0- '5 см. Практически кон
денсация начинается тогда, когда температура воздуха понижается 
до точки росы 'с . Если температура воздуха становится ниже точки 
инея, то есть температуры, при которой пар становится насыщенным 
над поверхностью льда, начинается процесс суолимч';ии -  образо
вание кристаллов льда из пара. Вследствие этого в призимном слое 
атмосферы образуются туман иди дымка, а в свободной атмосфере -  
облака.

Туманом принято называть совокупность взвешенных в воздухе 
капель воды или кристаллов льда, уменьыапцих дальность видимости 
до значений менее I  км. Если дальность видимости 1-10 км, то со
ответствующая совокупность называется дымкой. Туман и дымку на 
следует путать с мглой, которая ухудоает видимость за счёт взве
шенных в воздухе твёрдых частиц и имеет относительную влажность 
значительно меньше 100 %.

Основной характеристикой туманов, а также облаков и осадков 
является их водность. Абсолютная годность определяется как масса 
капель воды и кристаллов льда в I м3 воздуха. Удельная родность -  
это масса капель вода и кристаллов льда в I кг воздуха.

Годность тумана в заданной области пространства определяется 
температурой и влагосодеряанием воздуха, характеризуемым суммар -  
ной массой водяного пара, капель воды и кристаллов льда в I м3 
воздуха. С ростом влагосодержания и покипением температур вод -  
ность увеличивается. Образование туманоь может цроисходитл следу
ющим образом.

а) При испарении с поверхности вода, имеющей температуру вы
ше температуры воздуха. Б этом случае давление насыщения £ в , со- 
ответстеулцее температуре испаряющей поьерхности, больше давления 
насыщения £’ при температуре воздуха, то есть £ „  > £ .  Очевидно» 
что испарение с поверхности вода будет происходить и после того, 
когда давление водяного пара в воздухе достигнет давления наст щи 
ния. Следовательно, возникнут условия для конденсации водяного па
ра, которые реализуются при наличии ядер конденсации.
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б ) При перемешивании в горизонтальном или вертикальном нап
равлении масс воздуха с различными термогигрометрическичи свойс
твам/.. Если две массы воздуха до смешения имеют высокую относитель
ную влажность f .  ( i. = 1 ,2 ), близкую и 100 %, и достаточно боль
шую разность температур, то после смешения образуется такой воз
дух, в котором давление водяного пара 6 , соответствующее полу -  
чикьвеЧся температуре, будет больэе давления насьпцения. Получив -  
ижйся трким образом пересыщенный водяной пар^конденсируясь,обра
зует туман.

в) Понижение темпе] туры воздуха является одной из основных 
причин конденсации водяного пара. При этом у поверхности Земли 
образуются туманы, а в свободной атмосфере -  облака. Туманы, об
разующиеся в результате охлаждения земной поверхности и прилега
ющего к ньй слоя воздуха под действием излучения и турбулентно
го перемешивания, называются радиационными, а возникающие в тёп
лой воздушно? массе, перемещающейся на холодную подстилающую по
верхность, принято называть адвективными.

Зсдьость туманов изменяется в широких пределах: от тысячных 
долей до с г/м3. Для туманов охлаждения она увеличивается с рос
том темг^рятуры, для туманов испарения -  уменьшается. По верти -  
кали водаость туманов практически однородна, существенно изменя
ясь только у земной поверхности и у верхней границы.

Ло агрегатьоцу состоянию туманы бывают капельно-жидкие, кри
сталлические (ледяные), состояние из кристаллов льда, и смешанже, 
содержащие ка и>и воды и кристаллы льда. Кристаллические и сме -  
манны* наблюдаются только при отрицательных температурах, капель- 
но-жидкие -  при положительных и отрицательных. Число капель в I  
смэ у адвективных тума.нов -  1-100, у радиационных -  ЬО-8ЬО, у ту
ман о е испарения -  70-о00. t-нзмеры радиуса капель <:-!8 мкм, крис
таллов льда -  3-190 мкм.

Верхняя граница туманов достигает высоты 600 м, наиболее 
часто толщна туманов составляет м. Вблизи земной поверх
ности ( jt'JQ м) температура о тумане убывает ( $ > 0 ) ,  выае сна 
определяется услориями турбулентных вертикальнь-х течений.

Облаком принято кяэырьть совокупность ьэьеиенных капель во
ды и кристаллов льда, нахоелмхея в свободной етмосJiepe, то есть 
№ некоторой высоте над земной поверхность», ilc строению облака 
практическ** не отличаются от туманов, но ичех значительно боль
ную вертикальную протяжённость и отли-ные условия образования.
Как и туманы,они бывают капельными (водяными), кристаллическими
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(ледяными)* смешанными. Первые существуют !$и положительных тем
пературах , вторые -  только при отрицательных. Однако при отрица
тельных температурах наблюдаются всо три агрегатшх состояния: 
для температур выше -10° С повторяемость капельных облаков более 
50 %, а ледяных -  менее 10 %', ниже -20° С состновечге изменяется 
на обратное. Зодяные облака состоят из капель раэысрами 4-25мкм 

с числом 100-600 в I см3.
В зависимости от высоты основания существуй облака верх -  

него (выше б км), среднего (2-6 км) и нижнего (ниже 2 км) ярусов. 
В верхнем ярусе располагаются перистые ( С ! ) ,  перисто-кучевые 
( Сс ) и перисто-слоистые ( Cs  ) облака; в среднем -  внсоко-ку- 
чевые ( ) и высоко-слоистые (/ 4 j)»  в нижним -  сло:итые (S t  )*
слоисти-кучевые (5 с  ) »  слоисто-дождевые ( ) -  Кроме этого су
ществуют облака вертикального развития: кучевке ( Си  ) и кучево- 
дождевые ( C l  ) .  Высоко-слоистые, слоисто-дождеаые и кучево-дож
девые облака являются источниками осадков: дождя, снега, греда.

Основные характеристики облаков приведена в табл. 3.5.
В зависимости от сезоне года и формы облаков средние значе

ния водности капельных изменяются от С,14 до 0,42 г/м3, а крис -  
таллических -  от 0,017 до 0,25 г/м3. Увеличение толчины облака 
сопровождается ростом средней водности. Уровень максимальной вод
ности располагается приблизительно на высоте 2/3 -  4/5 Н от ос- 
норания, где Н -  высота облака.

3 .^ .5 . Осадки

Выпадающие из атмосферы на поверхность Земли капли воды и 
кристаллы льда называют осадками. В зависимости от фадового сос
тояния и физико-химических характеристик различают следующие ви
ды осадков.

1. Морось -  однородные осадки, состоящие из мелких капель, 
диаметром менее 0,<£> мкм, не имевцих направленного движения, об
разующихся при рассеивании тумана и выпадапцих из слоистых и сло- 
исто-кучевых облглов. Интенсивность выпадения мороси не превыяа- 
вт 0,25 мм/ч « скорость падения к&лель в непоцвквюм воздухе ме
нее 0,3 м/с. .

2. Дождь -  осадки из капель диаметром более 0,25 мм, но не 
более 3 ш  (более крупные капяи дробятся при движении). Они вы
падают из слоисто-дождевых и хучево-дождевых облаков. Скорость 
падения капель не превышает 10 м/с.
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3. Снег -  осадки в виде кристаллов рягнтоэразттй $ор»и и 
размеров (радиус достигает Ь мм).

4 . Крупа -  осадки, состоящие ис ледяилс частиц, образующих
ся при замерзании переохлаждённых капель вэцы и сбьерненим сне -  
жинок, имеющих размеры от долей мм до 7,5 мы.

5. Град -  осадки из ледяных частиц крупных размеров (до 25 
мм). Образуется в кулево-дождевых облаках йри слиянии переохлаж
дённых капель врды с частицами круги с послегучцим замерзанием.

ибразовакие осадков и их интенсивность определяйся строе -  
нием и пертикальгюй колкостью облаков. Осковкке процессы образо
вания и роста осадков -  ксэденсяция и коагуляция. Первой харак -  
теризует начальную стадию и 1фюисходит благодаря пересыщению во
дяного пара .чад поверхностью облачмле капель. Ускорению роста 
способствует наличие кристаллов льда.

После образования частчц с раяаере.чи белое «сО мк>» основная 
роль в образовании осадков принадлежит коагуляции, слиянию час
тиц различных размеров, падающих на Землю с разными скоростями.'

3 .^ .6 . Аэрозоли и загрязнение атмосфер

Атмосферше примеси, оостояцие из твердых к жидких вовевен- 
ш х частиц, принято каэы.чать асро^олями. Они влияют на состав 
атмосферы, ослабляют радиацию Солнца, оказывг.ют влияние на ха -  
рактер рзяимодейстиия атм ос^м  с дзижуыимхея в ней с большими 
скоростями летательными ргцшоатами. Но происхождению аяроэоли де
лятся на естественные и искусственные. К перины отьссится косми
ческая пыл в, то есть микроме-геориты, попадающие из мирового про
странства в сферу дейстьия Земли и совершающие движение в атмос
фере; частицы, образующиеся при извержении вулканов, частоту по
чвы и горных пород, размерами до <.С ню-., поднимаемое четром с по
верхности Земли; попел, зола и дим, образуемые при леенше пежа -  
рах и т.р .

Источниками игкугственнчх (антропогенны;:) примесей служат 
фабрики и заводь, энергетические и отопительные системы, *раьс- 
порт, в основном автомобильной, сельсьо/изяй^трвчное производс
тво и другие объекты про*в.пиониой деятельности челочежр. d част
ности, при сгорьнии угля и нефти в атмосферу чыорьоывеется 

сернис'ого ангидрида $0^ , которыЧ на звету окисл.-яется кисло
родом во?пуха р серный ангидрид SO^ • Пислздний, соединяло*. с 
водящим паром атмосферы, образуот сарцую кислоту, сущесгвуичую в
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виде аэрозоли или выпадающую в вида осадков.
Особенно много в атмосферу выбрасывается окиси углерода 00, 

образуюцеЯся при неполном сгорании топлива. Вместе с цыделяицей- 
с* с поверхности океана массой (Х< её среднее количество состав -  
ляет *  0 ,i2  см пои нормальном дпнленик. В верхней тропосфере кон
центра' ия СО уменьшается, в п стратоо{>ерр происходит её разруше
ние п основном аа счёт реакции

о о  +  о н  —*• н  +
з  кенышх, но влияг“:их ка характер процессов в атмосфере ко

личествах при сжигании топливе образуются хлористый водород НС£> 
фтористый водород HP , окислы азота МО и tfOz , также являю
щиеся источниками образования ядовитых жидких аэрозолей. Особед- 
т'О ядовит!!м загрязнителем атмосферы является свинец, образующий
ся d выхлопных газах автомобилей из добавляемого в бензин тетраэ
тилсвинца P i  (CzHs)4 ■

3.2 .7 . Уравнение состояния

Из приаедё:1Ного выше очевидно, что атмосфера является неод
нородной и неравновесной системой. Она непрерывно получает теп -  
ловую энергию от Солнца и Земли, причём в раядах областях атмо
сферы количество этой энергии различно и значительно изменяется 
с течением времени, вследствие этого и других причин атмосфера 
находится в непрерывном движении, в ней непрерывно протекаот про
цессы конвективного и турбулентного теплообмена, поглощения и из
лучения радиации, фазовые превращения воды (испарение, конденса
ция, сублимация), химические реакции, диссоциация молекул, иони
зация атомов, грозовые разряды, выпадение осадков и другие прос
тые и сложные процессы. Поэтому уравнение состояния всей атмос
фер; как термодинамической системы, записать достаточно трудно. 
Одн-'ко для локальных областей, моделируя в них атмосферу однород
ной равновесной средой, можно записать достаточно простые уравне
ния состояния.

[кшболее простой модель» является представление атмосферы в 
виде сухого воздуха. Такой воздух является механической смесью 
геэов, указанных в табл. 3.3 . Состояние ксждэго газа опреде
ляется значениями трёх величин: температуры m , давления Р и 
плотности j> (или удельного объёма ч/ ) ,  которые спяэаш между 
собой функциональной зависимостью, называемой уравнением состо
яния.
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Реальный газ можно считать идеальным, ту есть удеглетчоряп- 
щим уравнению Клапейрона

если средняя потенциальная энергия вэаимодейстьия молекул значи
тельно меньде их средней кинетической энергии, отс .’ 'слоЕие выпол
няется, если параметрч.при которых существует реальный газ, су
щественно отличагтея от критических, тс есть Т 2 > Т Кр , Рхр.  
Температуры и давления, при которых находятся з атмосфере газы, 
образующие воздух, удовлетьоряют этому условии, поатецу уравнв -  
ние состояния любого из них может быть записано в ?ице

Wipe * I = i,2........п ,
где P i -  парциальное давление L-ro газа; wi -  его удельный 
объём; Т  -  температура; 0 ; - % /; -  удельная газовая постоянная» 
равная отношение универсальной газовой постоянной И - 8314,41 
Дк/С кмоль»К) к молярной массе JU\ , равной относительной массе 
молекулы.

В соответствии с законом Дальтона общее давление механичес
кой смеси газов равно сумме, их парциальное давлений, то есть

P i  4 ^
Если принять массу воздуха равной единице, а массу I -го  rasa - m;,

* °  W l
'  m-v

Подставляя vJ[ в ( 4  ) и суммируя все полученные уравнения 
по П , получим

К  = T Z  m ; Е.
L** Ul

ИЛИ

0 у  О V -lT  ,
где К(, - L  Mi Ki -  удельная газовая постоянная воздуха, рав
ная 287 ,Дж/(кг.К); р 6 , -  соответственно давление к у  даль
ней объём воздуха. Учитывая, что плотность

Л z ~Щ
уравнение состояния воздуха можно записать
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или Q
Р . J L  о Т

4 M i  ^  >

где .//[ = £8,9645 кг/кколь -  относительная молекулярная масса 
сухого воздуха.

Ьолее совершенной является модель атмосферы в виде механи
ческой смеси сухого воздуха и водяного дара. Последний в атмосфе
ре может конденсироватьс и сублимироваться, то есть переходить 
в жидкое и твёрдое состояния. Однако в достаточно широком диапа
зоне температур и давлений уравнение состояния водяного пара мо
жет бьть представлено уравнением идеального газа

ew, -- ь„т
Чтобы вывести уравнен/е состояния влажного воздуха, выделим еди
ницу его массы. Пусть в ней содержится масса S водяного пара и 
( 1 - S )  сухого воздуха. Тогда удельные объёмы соответственно 
водяного пара Wn и бухого воздуха w'g будут

’  V * = '
где W -  удельный объём влажного воздуха.

Обозначим: Р -  давление влажного воздуха; & -  парциальное 
давление водяного пара; ( Р - £  ) -  парциальное давление сухого 
воздуха; Т  -  температура, которая одинакова для водяного пара и 
сухого воздуха. Уравнение состояния сухого воздуха в этих обозна
чениях будет иметь вид

( p - e ) W t * R ST.

Если в атом уравнении н в уравнении состояния водяного пара 
заменить Wi и U/я их значениями, то эти уравнения запищутся в 
виде

6W - i . m f Z t S T t 

( P - e ) w - a t ( i - s ) T ,

Складывая соответственно прарые и левые части получаемых 
уравнений, толучим уравнение состояния влажного воздуха
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P w  -  p e  T f e  t  <? £ 0& s;}-

Величину f ip= + 0,oC£iS) можно определить как газовую no'j-
точнную влажного воздуха. В зтом случав уравнение состояния влаж
ного воздуха имеет тот же вид, что и для с у х о го  воздуха

P w - R 0 'T ИЛИ P/ j>  •= Z „ T

В метеорологии и баллистике вводится понятие виртуальной 
температуры

Z = Т с  + о,боь-з ),
для которой уравнение состояния влажного воздуха записывается

р  w

Если в это уравнение подставить X  и заменить в полученном соот
ношении 5 T Q (  его значением из уравнения состояния сухого возду
ха, то уравнение состояния влажного воздуха примет вид

U  Т  ■
1 - 0 , 2 , 1 2 % '

Т
. i  - 0,3tS е/р

Величину a"l = 0,6С8 S f  ж 0,378 е/р принято называть вир
туальной добавкой. Её величина максимальна при данных Т  и р  , 
если водяной пар является насыщенным, то есть

0 , 5 Г ! ~  •

Очевидно, что ( л Т  )тал мал при низких температурах и достигает 
значительной величины при высоких. Так при Р  *  1000 ГПа для Т “
«  -40° С (дГ  )мх = 0,01, а для Т -  +40° С ( * Т ^  = 8 ,9 .

фэаьнивая уравнения состояния сухого и м я т о г о  воздуха, 
следует отметить, что для одинаковых значений температуры ч дав
ления плотность влажного воздуха всегда мвнызз плотности-сухого 
воздуха.

■ З .а.8 . Стандартные атмосферы

Баллистические расчёты,как цраииго, доводятся для норыадь- 
ьых метеоусловий* соответствующих сродним статяотичаскдм дпяиац
полученным экспериментально, нааивпамт стацдзргншш атмосфера
ми. Отклонение реальных метеоусловий от стандартных учитывается 
введением поправок. Основные закономерности, яспольдуаша пр*
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построении ст^кдарт:их атмосфер, получены из простой модели ат
мосферы.

Для установления закономерностей распределения параметров 
вгчдуха атмосферы рассмвтривается статическая её модель, то есть 
предполагается, что атмосфера находится в состоянии покея по от- 
нпиени*’ к зеинсй поверхности, Очевидно, это имеет место тогда, 
хогдл результирующая вгех сил, действующих ча атмосферу, равна 
нулю.

На любой оЭъем атмосферы действуют массовые и поверхностше 
срды. Первыми являются ) риолисова сила и сила тяжести, вторыми 
-  сила давления и сила трения, обусловленная вязкостью воздуха. 
Корколисова сила и сила трения существуют только в атмосфере, 
движущейся относительно поверхности Земли и одних её слоев отно
сительно других. Поэтому на покоящуюся атмосферу действуй толь
ко сила тяжести и сила давления. Сила тяжести действует по нал -  
равленип, которое называется истинной вертикалью. Последняя все
гда перпендикулярна уровенной поверхности, которая в рассматри
ваемой задаче может бь'ть с высокой точностью представлена повер
хностью эллипсоида вращения. Б этом случае ускорение силы тяжес
ти вырезается формулой

в которой ■ i j j ~  -  параметр л ;  ил и; ъ  = -д -  -  сжатие
аялипсоида; ^  -  универсальная гравитационная постоянная;М  , о ., 
СО -  соответственно масса, экваториальный радиус и угловая ско

рость суточного вращения Ьемли.
Для того чтобы горизонтЕльная составлявшая градиента давле

ния была равна нуле (иначе возникнет движение воадуха), необхо -  
дню , чтобы изобарические поверхности совпадали с уро венными.

Выделим изобарические поверхности на высотах Jf к Ч * с/х. 
Пусть давление на них соответственно р  и p+dp . В этой области 
рассмотрим объём с основаниями I  м*’. На нижнее оснонание этого 
объёма действует сила давления Р , направленная вверх, на верх
нее основание -  сила дьчления р  t-dp  , направленная вниз, ha 
этот же объём действует сила тякести С-. > модуль которой

(3 .2 .2 )
направленная вниа.

Для того чтобы выделенной объём воздуха находился в покое,
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сумма вертикальных проекций этих сил должна быть равна цулв

Р - ( р + Ы р ) - 9 -  -О

т  - d p  (3 .2 .3 )

Подставляя в это уравнение j> из уравнения состояния, полу-

-  = - Л г  o f i  . (3 .2 .4 )

Интегрируя по высоте от уровня моря, где давление Ра , до высо
ты 2 с соответствующим давлением Р  , м ято зависимость давления 
от высоты представить в виде »  „

- тг- \ —*■— d i
Р ~ Р 0 е г * ° ' (г> . « • * • * >

&ту зависимость принято называть интегральной формой основного 
уравнений статики. Чтобы подучить зависимость изменения плотнос
ти воздуха с высотой,запиием отношения права и лечых частей 
уравнений состояния для уровня моря я высоты 2

J o i - P i *  г е - т - . Щ ы‘  

f>c Р .  ^ 0  / < * )
Из форчул ( л . ?  ) ,  (  2. / )  видно, что давление и плотность
воздуха, в силу того что

£ {? ) >  О и i  >  0 .
? (* )  '

всегда убывают с высотой и убывание их цроксходят тем быстрее, 
чем холоднее рассматриваемый слой атмосферы. Их значения на лю
бой высоте 2 определяются их величиной нп уровне моря, <ч так
же зависимостью вариационной температуры от высоты.

Для анализа полей давления в свободной атмосфере в метеоро
логии используется понятие геопотенциала. Геопотенцкадом Ф *  
уровня называется работа, необходимая для подъёма единицы массы 
в поле силы тяжести от цулевого (уровня моря) до данного уровня. 
Поверхность, соответствующая уравненао

я® , ( э -2 -7 )

называется геопотенциьльной. Для переносг. единтр массы с уровня 
на уровень сР**--с[Ф* необходимо затратить работа

с / Я Р *  ■



Тогда Ф  * f  j  e/i

Геспотенцкьльная высота Н * есть отношение геопотенциала Ф  
к нормальному ( стандартно^ )ускорег«;п счободногс падения <£„ =
*• 9,80665 м/с^, то есть
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н - | : ^ й  ,

Она име«т размерность длины. Её единицей служит гео потенциальный 
метр. Ьскольку ^  слябо изменяется с высотой, то Н и 2 нез- 
шчятедьно отличаются Д{..,г от друге.

Мерой скорости изменения ктмосферного давления к плотности 
с высотой принято считать вертикальный масштаб атмосферы, кото
рый можно определить как величину, обратив отрицательной ско -  
роети изменения натурального логари^ка давления (или плотности) 
с геометрической высотой. Поскольку

_ ° l £ -  - J L  = A l l —  оU  (* .2 .8 )
Р  '  £ Т  1

то обозначая величину, имепщуп размерность длины

Ж  -  м 
Щ  '  '

a " }rUm ц  . .  [ ^ ] ~ {  (3 -2 *9)

Введенный таким образом параметр Ц определяется тргмя перемен
ная! величинами ( Т  ,J U tg )  и определяет толщину тахой однород -  
ной (то есть р  j  aon it )  атмосферы, у которой давление и плотность 
на ей нмкней границе равны давление и плотности на том уровне в 
реальной атмосфере, для которого по форцуле ( 3 2.9 )  рассчита
на величина Н .

Черев этот параметр можно записать уравнение состояния воз-

" *  ? ’ Т Т р * Т Г [ П ' Н " -

С педенм м  параметра Н при получении барометрических форцул 
отпадает необходимость раадельного учёта Т  , M g  , ^  с высотой. 
Этот парах тр наиболее удобен для построения оарометричеггах фор- 
ц п  на болмих в ы сот» (2  >  90 км), где заметно изменяется моле
кулярная игсса воздуха. Если в некотором слое атмосферы можно
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g 4 (3 .2 .12 )

считать H * c o n i t  t то барометрическая форцула для этого слоя при
нимав вид

Р(2) -- Pt г ~  , (3 .2 . I t ) '

где J ( -  высоте нихней границы слоя; Р( -  давление воздуха на 
этой еыгото. Ьарометричсская формула ( з  9 **  ) ис пользуемся при 
решении задач о влиянии атмос^сь'' ня изменение элементов орбиты 
и время существования космических аппаратов. При этом в качест
ве нижней границы берется высота перигея. Если зи'псять уравнение 
состояния воздуха для уровня 2,

p r $ < P i H ,  (3 .2 .I I )

то, поделив (3 . Р./р ) на (3  Ы  ) ,  получим формулу для распре
деления плотности воздуха в слое с hi - una t  в виде

j W - P i - j f -

Первая международная стандартная лтмоофер&(ЛСА) была принята в 
1ЭсО г . Б хУ27 г . в артиллерии была введена нормальная артилле -  
райская атмосфера (НАД). Б 1949 г . были опубликован* таблицы 
стандартной атмосферы ГиСТ 4401-4Ь, затем бшш предложены я ис -  
пользовались GA-64 и СА-*в.. Б СА-73 установлен* стандартные чис
ленные значения параметров атмосферы в функции геометрической 
и геопотенциал ьной высот в диапазоне 2000 + 50000 м. Дая высот 
50000 -  80000 м приведены рекомендуемое значения и для гыоот от 
60000 до 120000 м приведены справочные дандае параметров, являю
щихся переходами х средней международной справочной атмосфере 
СУЯ.А 1972 КОСИАР.

3 СА-73 за стандартные услоаия ) \ среднем уровче моря на 
геодезической широте 4Ь°32 33 были приняты следующие значения 
метеорологических элементов: %с  = 286,15 К; Рсс = 101325 Пв >
■= 760 мм р .с т .;  *  1,225 кг/м3; £ = 0; скорость ветра на 
всех высотах равна цулю.

Б зависимости от характера изменения температуры СА-73 по 
высоте разделена ка слои, в каждом иа которых температура аппрок
симируется линейной функцией от гео потенциал ьно й высоты

Т  -  т е ^ ( н - Н с ) ,  .
где £ »  d ’Vdtt -  градиент температуры по геоаженцизлькой жгооте; 

и Нс -  соответственно температуре и геопотелцкальная рысо-
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та кй*юй i t i h ' слоя.
Дня сяовв с линейно изменмпц9йся температурой, в частносп

Л Г ' TI 1 те 7р(И-Нс)
Р - R e  *с - Р в е  *с

= Pc fi +^-(н-к)] ^  '

Дея изотермических слоев, в частности тропопаузы я стратосферы,

ф г ( н - Н с )
Р ’ Peg

При использовании двнмпс ОА следу** иметь ч "иду, что все ис -  
пояьвуемм вавмстости получены д м  статической атмосферы. Нали
чие горияонтальннх и вертикальных движений воздуха приводит к 
ваттным отличиям реальных средних значений метеорологических 
элементов от стандартных. Еце больше отклонения (достигает 60 О  
особенно на больших высотах и а высоких широтах реааьжх значе -  
ний в дшный момент времени от средних значений СА.

В 1ртиллерми в основном используется нормальная артклле -  
рийская атмосфера (НАА), в которой в отличие от СА-73 испольэу -  
ется виртуальная температура ~  , весовая плотность П и давле -  
ние измеряется в мм ргст.

Очевидно,

р  -  ^  k = 13,в к  ,  л = 13.6 £  •
Дня влажного воздуха

1 = £ -  |  JL ' П j  f )
Sa нормальные условия в НАА (то есть условия на уровне моря) при
няты • •

^ » а/ р т .с т .; ?с>*(- б * ртст.; ( £ =■ ой %)•,
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«  286,9 К ( О  -  15° C ){ /Т.,- 1,206 кгс/м3;

»  0,1229 кгс*с^/м^ = 1,2054 кг/м3, движения вовдута нрт.

Для вычисления изменения давления я плотности возадха о вч- 
сотой ^ принята зависимость £ '(у ) , предложенная Вентцелеи:

'2 8 8 ,9  -  0,006328^ при 0 « И . « 0 3 2 4  м

230 -  0,006328 С ^ -  9324) + 1,Г72« 10Г*1у -  9324)*

при 9324 м < ^ ^ 12000 м

221,5 К при 12000 и < у  < 3x000 м.

Значения давления и плотности, приведённые в НАЛ, рассчиты
вались по форюлам u .

_ Т >  - 1  f  -3 L
h, ' h .  Z й< • ^  П  = / i r ,  M e t  о ** *

?Лк)'

В расчётах чаще используется безразмерное функции изменения дав
ления и плотности с высотой

< г Л -  -  I S . ) и "  . т  . * *
- к / 1 w  ;  н у >  *  т с ,  '

в которых -  0,00632В.
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§ 3 .3 . Аэродинамические силы и моменты

3.3.1. Силовое воздействие среда на движущиеся в ней тела

Взаимодействие газообразной среда и двигающегося в . ой тела 
проявляется з возникновении-системы распределённых на поверхности 
тела сил от нормального депленил и касательного трения, называв -  
мых аородинамичеамми.

С точки зрения задач динамики полёта твёрдого тааа необходи
мо иметь данные лишь об интегральных характеристиках его взаимо -  
действия со средой. Поэтоцу поверхностные силы взаимодействия при
водим к одноцу глаеноцу вектору Я равнодействующей аэродинами -  
ческих спя к главному моменту Па момента этих сия относительно 
кахо'й-либо точки приведения. Такой точкой может быть пр< извольная 
точка тела, в частности центр масс.

Действительно» линия действия главного вектор» аэродинамячес- 
ких_сил И пересекает летательный аппарат. За точку приложения си
лы (L , как правило, можно принять любую точку на линии действия 
его Я силы, принадлежащую летательноцу аппарату. Эту точку прило -  
женил с д о  £  называют центром давления. Как правило, за центр 
давления принимают точку пересечения линии действия силы Я  с 
осьг или плоскостью симметрии летательного аппарата (рис. 3 .9  ) .

Обычно центр давления не совпадает с центром месс летательного ап
парат*. Л с яда А л  , приложенная к центру месс, по травму парад- 
лесьн носа сил соэцаё? относительно него момент Mg .

Рис.3.9

,  приложенную в центре масс летательного аппарата,



называет полной аэродинамической силой, а момент Мц -  полным мо
ментом аэродинамических сил.

В практике решения задач, связанных с расчетом^викения f<wi, 
необходимо рассматривать компоненты векторов £а и Мц в каких- 
либо системах координат. Наиболее удооно в качестве таких систем 
выбирать скоростную для проекции вектора A e { X a , , Y a , и связан- 
нуп для проекции вектора Яц{Мх, Ну,М}[} . Проекция Ха, г направ
ленная по линии действия вектора скорости Vc > называется силой 
лобового сопротивления. Подъемной силой будем навивать проекцию Y a  
(рис. ЗЛО ) вектора Но, на ось 0 у  в. скоростной системы юорди -  
нат. Ьоковой силой будем называть проекции Za, вектора £ «, на 
ось O la .  скоростной системы координат.
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Рис.3.10

Исторически первой и наиболее естественной является поттка 
определить силу лобового сопротивления.

Если рассмотреть обращённое движение и считать воздух несжи
маемым, то для простейшего тела, имевшего форцу пластинки (рис. 
3 . I I ) ,  величину лобового сопротивления Хс, можно определить на 

основе следущих рассуждений.
обозначж через V  скоросто невоацучонього воздушного пото

ка и запишем уравнение энергии, считал температуру к соответст -  
венно внутреннюю энергию несжимаемого гага постоянной. На едини
цу массы сумма кинетической энергии и энергии давления газа для 
сечения I - I  будет такой же, что и для сечения (рис. З Л I  )

V,4 Рх V/ Ъ
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Так как плотность считается неизменной, то • Ско
рость потока V i « V  . а скорость V* полагаем равной нулю, ilo- 
этоцу

р - р - А ^ .г г  r t  -  - j —

Если принять, что сзади пластинки давление равно давлению ок
ру* аяце Я среды* то есть P L то лобовое сопротивление получим.ум
ножал разность давлений на стенках пластинки Рг ~ Pi на площадь 
пластинки £

X q, '  —j f  '$  ■ ( 3 . 3 . 1 )
Ошт, однаио, показывает, что полученное соотношение не яв -  

дяется точным.Это понятно, поскольку при выводе были приняты пред
положения, значительно упрощающие явление.

В действительности аэродинамические силы и моменхы зависят 
от множества факторов: от физических свойств и состояния окружаю- 
чей среда, от размеров и $ормы тела, его ориентации и закона дви
жения. Цри анализе аэродинамических сил >м не имеем математичес -  
кой постановки задачи, так как исследуемое механическое явление 
шстолыю сложно, что для него пока ещё нет удовлетворительной 
схемы. Поатому экспериментальна исследования играют главную роль 
цри аналиа* аэрогинамичевок сил.
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3 .3 .2 . Основные моменты теории размерностей в механике

Физические закономерности, устанавливаемые теоретически K"in 
непосредственно из опыта, представляют собой функциональные зави
симости между реличинами, характеризующими исследуемое явление. 
Численное значение этих физических величин зависит ст йнбера сис
темы единиц измерения, не связанной с существом явления.

Поэтому функциональные зависимости, выражаоцхе собой физичес
кие факты, которые не зависят от системы единиц измерения, дожам 
обладать некоторой специальной структурой.

Цусть имеем размерную величину CL , которая является функцией 
независимых между собой физических величин О.t , Q-g , . . . ,  CZ*

(X » • • • » & * )  . (3 .3 .* )

Некоторые из параметре;в могут быть переменными, другие -  пос
тоянными.

выясним структуру функции /(<2^ ■.•••, <ХЛ)  в предположении, что 
эта функция выражает собой некоторый физический закон,не завися
щий от выбора систеш единиц измерения.

Примем, что в (Л ) записаны все (размерные и безразмерные) пе
ременные и постоянные величины, от которых зависят рассматривав -  
ш а  значения величины CL , называемые' в дальней«ом определяющие 
параметры .или параметры, определяющие класс явления.

Пусть среди Я  величин (X ; , . . .  I -  1, П»* первые К ( К ^ - П )  
имеет независимее размерности (число основшх единиц намерения 
должно быть ^  К ) .  Независимость pay мерности означает, что фор -  
мула, выражающая размерность одной из величин, не может бить го -  
лучена как комбинация в виде степенного одночлена формул размер -  
ности других величин. Наггоимер, размерности дойны L , скорости 
J^T * 1 1 анергии HL?T~ независим*, размерности д&ины, скорости 
и ускорения -  зависим!. Среди механических величин ооычно имеется 
не более трёх с независимыми размерностями.

Предположим, что К -  наибольшее число парамлеров с незази -  
симлми размерностями. Тогда размерности величин <1, 
можно выразить через размерности параметров CLt . . • . ,  G.* .

Примем К величин CLt , . . . .  Я  к за основам всхичиш и вве- 
*§м  дли их размерностей обозначения

С 0. tl - Д1, f [0.*! * А к •
Размерности остальных величин будут иметь виц



Г а ] « А Г 4 А ? : - / С \  

*  А * 1 А * * ”  А  к " »
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« » •

[& л1 - A f1 А^ • А к .
Изменим теперь измерения величин Л-к соответстюн-

но в <£1 oL к раз. Чясленже значения этих величин и вела -  
чин CL, CL а в новой системе единиц будут

, , И1 *пк
<Xt * a i i Q,i , d  -aCi ' " o L K &  ,

Cta *  о£а C tj t Qk*< * ^ i  * ’ * °^k >

0*K -  a iK (Х ц, -  d t * o i *  Cl Ц, .

В нооой системе единиц соотношение (<:) примет вид

/ **1 .Л «  /т 1 /П’ СР/ ,
О, -  <£t • • • cLK Л э оС4 f  (Clj, • • • > &  Л ) -

> • • V  • •• в'*г/>0̂ ' ■ • <̂ к Л  и ], (3 .3 .3 )

Соотношение (3 ) доказывает, « с  функция ^  обладает с во Bet -  ' 
аом однородности относительно единиц измерений еэличин ttt, . .

Выберем теперь сL i  так, чтобы соьратить числе независима 
переменных у функции £  . Положим у й ., , . . . ,  . Тогда
первые К аргументов в правой части (3 ) будут равны единице.Та
ким образом, используя то обстоятельство, что соотношение U )  со
гласно предполож'зьтш не зависит от выбора системы единиц измере -  
ния, ш  будим выбирать систему рдиниц измерения так, чтобы К ар
гументов функция £  имели фиксированное постоянные значения, рав- 

единице,
В этой относительной си^теие единиц измерения численное зна

чения параметров X  , C L ^ . j , СЬЛ будут определяться форцу^а- 
ми

а  п  a « w/7  _________ Ц- Г) _

11 '  . * (  п т * '  * 1 1 "а?* . .  а " *  * '

п ^ л 
а * ‘ • • • л ? 1'
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Нетрудно видеть, что значения П , П »-< , не мвися*
от выбора первоначальной системы единиц измерения, так как они 
имеют нулевую размерность относительно единиц измерения ■ .т ,А Л . 
Очевидно также, что значения П , ГТ̂  , . . . ,  П п-< воооще не ааьи -  
сят от выбора систем тех единиц измерения, через которые виража -  
ютея К единиц измерения для размерно независимых величии й ,

<ХЛ . Следовательно, величины П . f f t , П п-к можно рас
сматривать как безразмерные. Лоотому в любой системе единиц изме
рения соотношение (а )  можно представить в виде

П = (  ( ! « • • • )  1 1. П*,  • • • , П и-* )   ̂ (3 .3 .4 )

где 17 и все аргументы -  безразмерные.
Таким образом, связь нелазиеялих от выбора систрш единиц 

измерения между ( П+х )  размерыми величинами 0, , < 2 ^ ,... ,  
у которых К имеют независимые размерности, кожет быть представ- 
лена в виде соотношения между ( п, г £ - К  ) величинами Л , f i t , . . . ,  Л * .*  
представляющими собой безразмерные комбинации ив ( П. +1) размер -  
ных величин.

| 8тот общий вывод теории размерности известен под наарякизм 
П -теоремы /V/.

• Отметим два важшх следствия из П -теоредо.
1. Ь.сли некоторая безразмерная величина является функцией 

ряда размерных величин, то эта функция может зависеть только о* 
безразмерных комбинаций, составленных иа всех определявши её 
размерных величин.

а. Из IX параметров . • • • , Л л нельзя составить более 
(И -К ) независим» безразмерных комбинаций.

Параметры, определяющие клесс млений. гфиложечия теории раз
мерностей основаны на применениях п изучаемых проблемах (1 ~тео -  
реш .

Н связи с этим возникает вогфос о перечислении аргументов в 
функциях вида ( г )  -  олределявдих ларпмбтро».

Систему определяющих параметров вводим хз иостснорки выделя
емого класса задач и характеризующую полностью для дакноЛ среды 
каждую отдельно взятую глобальную задачу. ■

оснсвшм и первоначальным этапом в постаноьхе задачи являет
ся выбор модели или системы модеме?, сред и схематизация свойств 
искомых решений. Сида входит учёт условий симметрии и пыбор под -  
ходящих систем координат.
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Табмсцу определяющих параметров легко выписать, ведя вадача 
сформулирована математически. Это будут все размерные и беэраэ -  
мерные величине, которые необходимо и достаточно задать для того, 
чтобы вое искомые величина определялись уравнениями э;.,. .чм.

Указанная методика, вообще говоря, необязательна. Ложно вы -  
писать систему определяйте параметров и в тех случаях, когда де
тальные свойства ж>дани к система уравнения нвиевестны.

Достаточно опереться на предварительные данные или гипо -  
тезы о азде функу/й и о постоянных, котерне входят или могут вхо- 
дить в огрвделенхе модели, ч начальные, гранимые и другие уело -  
вил, шделяадие конкретике задачи.

В олрвделчицие параметры надо записыва!ь все размерные пара
метры, связанные с существом явления, независимо от того, посто -  
янны онк или переменны.

В общем случае метода изучения функциональных зависимостей с 
помоць» Г) -теореме по существу ограничены и недостаточны, так как 
с их помоцью невозможно установить сняэь между безразмерными вели
чинами.

Основная польза теории размерностей для теоретических и экс
периментальных исследований связана с возмокноегьп записи и изу -  
чения физических закономзрностей в безразмеоном виде, инвариантном 
относительно выбора системы единиц измерения.

В качостзе примера рассмотрим одну задачу.

Ьадача о движении твердого тела в бесконечной массе жидкости. 
Рассматриваем поступательное движение с постоянной скоростью V  
абсолютно твёрдого тела внутри жидкости. Форма тела произвольна, 
и рее геометрические размеры определяются заданием только одного 
какого-либо характерного размера (<£ ) .

Механические сеойотва несжимаемой жидкости определяются дву
мя параметрами: плотность» J> и коэффициентом вязкости f l  .
Тогда система определяющих параметров будет следующей:

j ° i  f 1’ ^  '•> Л  ■ 5, •*> »  3,

aL -  угол, характеризующий ориеьтациа твердого тела относительно 
ректора скорости У  . Независимее размерности имеет три парамет
ра: а  . V

Ома F , 1.ействущая со сторож жидкости на тело, может 
оыть представлена как некоторая функция , V ,rf )  . Из
общей теории расмррностзй вытекает, что из пяти размерных пара -  
метров м'лмо составить д м  безразмерных: о  ̂ * fya - fU  . Ком-
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0КК&ЦИЯ из параметров &  , V , Р  , имевцая размерность силы, живет
ц*п: j > V V a . J

Тогда можно записать

j>  y i  'd* ~ /  ® * )

или

f  Jfc.) . (3 .3 .5 )

Если жидкость сжимаема, то надо учесть скорость распростри -  
нения упругих колебаний в жидкости ( & ) .  Тогда система определя
ющих параметров будет: f t , f t , ^  , У ,  d l  CL, ft=  6, К = 3. И 
выражение доя силы будет иметь «ид

f ~ p V 2d 2 flo l,fU .,  И ) ,  M = ^ C t .  (3 .3 .6 )

Ьеэразмерше параметры Re и М носят названая чисел Рей
нольдса и oiaxa.

При рассмотрении неугстанавивжгося движения в число оареде -  
ляпцкх параметров необходимо ввести угловую скорость 63 колеба
ний или вращений твёрдого тела. Тогда выражение для сияй будет 
иметь вид

(3 .3 .7 )

Безразмерной параметр S t  носит название числа Струхаля.

3 .3 .3 . Выражения аэродинамических сил.и кэшнтов через 
безразмерные параметры

В аэродинамике и баллистике comi житель, имеющий размерность 
С1ПШ в выражениях для агродинамической силы, sanncupunr в виде (1 ) .  
Тогда обцее'выражение для аэродинамической силы в соответствуй с 
соотношениями (t> )-(7 ) ^удет иметь вид 

Р V *
R-а. ~ 2  foi, Rz.И ,S i , • • • ) » ,(3 .3 .6 )

ТДе ^  - f V ?  -  называет скоростном нелором набегахцего невоьцу- 
Ценного потока, 5 -  нлоцадо миделевого сечения (некоторая ха -  
рактерная площадь тела, например, наибольшая пгощадь поперечного 
сечения). Ьеэразмерная Функция безразмерных параметров Cg. косит
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название коэффициента аэродинамической силы.
Для силн лопоаого сопротивления X  , подъёмной силы V a . и 

боковой силы "Zq,  мэжко записать следующие выражения:

Х ъ  -  и , й г . , м ,  . . 0 ;

Y a .  *  ^а, (<}6, fee- * М ,  • .  • ) ,

Z * ,  ( • < , * .  И , . - О  (3 .3 .9 )

Ьезрг.8ивриые фикции C ia , * C 'yv » Сго. называются коэфрициен -  
таки силы юоового сопротивления, подъемной силы и боковой силы.

Аналогично сш ем яапишек выражение для аспекта аэродинамичес
ких сил Mft. и его проекций на связанные оси М*. * * К г '•

М », * ^ S f n t  л  Дл, К ,  . . ,

Ма ,  *  t y S C m *  U , A « , M , . . . ) i  

и . к л . м , . . . ) ;

M *  -  < ^ $ f c m z lV,Ae .  K, (3 .3 .10 )

где Z -  характерный размер тела (длина).
функции n t x , , fTlj, называют коэффициентами аэродинами

ческих моментов крена, рыскания и тангажа.
аэродинамические характеристики С х «, • С^а W г  учи

тывают влияние на аэродине^кические силы и моменты ф орт тела, па
раметров и характеристик обтекания, ориентации тела по отношению 
вектора скорости его центра масс и других факторов, которые могут 
быть у ч т е т  как определяющие параметры.

Являясь своеобразным "аэродинамическим портретом” для каждо
го конкретного летательного аппарата, аэродинамические характерис
тики полностью определяют силовое воздействие среды на него во 
время движения.

Для того чтобы получить замкнутую систецу дифференциальных 
уравнений движения, которые позволили бы перейти от задач механи
ки к задачам чисто математическим, необходимо определить вид фун- 
кционагьшх зависимостей коэффициентов аэродинамических сил и мо
ментов (3 .3 .9 ), (3 .3 .1 0 ),от безразмерных параметров. Конкретный 

. вид функций (9 ) ,  (10 ) с помощью теории размерностей определить 
непьгя. »-та проблема составляет основную задачу экспериментальной 
и теорет Леской аэродинамики и аэробаллистип-
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Глава 4. УРАВНЕНИЯ ДВИй̂ НИК ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА 
В 1ШК ТЯЖЕСТИ 5ШШ

Исследование движения осесимметричного летательного аппарата 
(ДА) будем проводить в нормальной земной топоцентрической системе 
координат 0оФ с ^ 2 |  . Тогда э качестве пэдвижннх систем коорди
нат, начала которых находятся в центре масс ЛА, наиболее удобно 
выбрать связанную О х у Л  и далускоростцу» 0\С.'ц,Ча, 2 ^  системе.

Лредположим также, что плоскость сопротивления 0 x1 .4а, не 
вращается относительно вектора скорости ТГ . В в'эм случае поду- 
скоростная система совпадает с траекторией 0 х к W к Z  к и её ори -  
ентация относительно земной будет определиться таблицей 2 .1 .

§ 4 .1 . Динамические уравнения

Запишем уравнения движения центра масс летательного аппарата 
( г . 4.39) в проекциях на оси полускоростной системы координат.

В полускоростной системе координат

*** =(? (4ЛЛ)
Проекции Ci) ^ , COj'a угловой скорости вращения полу-

скоростньх осей на эти же оси можно получить иа равенств (2 .1 .1 )

= 0  ( 4 . 1 . 2 )

Таким образом, на основании уравнений (2 .4 .ЗУ ), исшльэуя
(4 .1 .2 ) и (4 .1 .1 ), получим скалярные уравнения движения центра 
масс летательного аппарата в проекциях на полускоростше оси

*  Л  Рас^ j

m .^ 0  *  2  , ( 4 . 1 . 3 )

- г г п Г с й в У - Е Р ^  .

где 2  > X  P<ji , Z f / J  -  c y w  цроекций всех внешних с м ,
д?йег:уа.;и/. не. летательна (• аппарг.г, на соответствупщие полу с ко -  
рост £»з оси координат.

i  этий части учебника булем рассматривать только те случаи
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полёта летательных аппаратов в атмосфере Земли, когда центробе* -  
ними и нориолиссвкыи силами, вызванными врацею;еы Земли, можно 
пренебречь по сравнению с другими силами.

Кроме того, основываясь на расчётах /б/ , щзимем, что
кориолисова силе, обусловленная дшгкением частиц гааа и топлива 
внутри вращающейся ракеты, а также силы, вызванные перемещением 
центра Mf.cc относительно корпуса рчкеты, весьма калы и ими можно 
пренебречь.

Следовательно, в правых частях уравнений (3 ) сохраним лишь 
те силы, которые имеьт доминирующее значение для рассматриваешь 
летательных аппаратов, а именно: силы тяжести, силы тяги двигате
ле!'. л аэродинамические ситы.

Наконец, в этой части будем пренебрегать кривизной земной 
поверхности и считать, что хила тяжести Ц  налраалень вдоль оси 
O fo  , оставаясь с общем случае функцией координат (Х ^  ^  ^  ) 

центра масс летатгльнэго аппарата относительно точки старта Оо

Q -  Q
Проекции силы тяжести на полускоростные сси я соответствии с 

табл. 2.1 будут

Q ^ ' O .  (4 .1 .4 )'

Аеродин;шические силы, действующие на летательный аппарат, 
обычно ведает в скоростной системе проекциями X * , Y * .
Чтобы найти проекции аэродинамических сил на полускоростные оси, 
обратимся к табл. 2 .2 . Учитывая, что сила лобового сопротивления 

противоположна скорости движения, получим

Направление силы тяги будем считать совпадающим с осью дви
гателя. Если же ось двигателя параллельна продольной оси лета -  
тельного аппарата Оэс , то проекции силы тяги на полускоростные 
оси будут

* PcoiaL «й f >;
= P f a n d c o i f a *  СQ k i  Vf>p к *  ft а,) ;

Р Яв' *  C4.I.6 )

^ у.пшаи теперь во внимание все вышеиаложенше додущения и
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пользуясь соотношениями (4 ) ,  ( b ) , ( о ) ,  запишем уравнения (3 ) дви
жения центра касс летательного Аппарата в проекциях на оодуско -  
ростные оси в развернутом виде

tn.V' = РС(Мс/CClf- - X  ~  Q ;

m V -&  =• P(lfirto/ CftJjfo, ♦ «?4о( +■

+ Y a C r t ^  - Z a ^ n ^ a .  -  Q c d &  ;

- m-tfccj6 У  = P( Kno t b n  f a  - c o i d L w p  < x x fa ) +■

*  Y b  *»' И Га, + 2 »  № i f a  - (4 .1 .7 )

11ри составлении уравнений вращательного движения летательно
го аппарата будем полагать, что связанные оои координат совпадает 
с главными центральными осями инерции. Тогда систецу уравнений 
(2 .4 .4 »;) запишем в виде

Jce + ( J j  ”  >

U)^ -  J ^ C O *  W *  = M y  ;

c b , *  (  W *. 0 ) j  =  M * , (4 .1 .0 )

где OOx , CÛ  , OJj -  проекции угловой скорости вращения лета -  
тельного аппарата на главше центральное оси инерция; M r t М* ( 
Н г  -  сумма проекций моментов (относительно центра масс лета -  

тельного аппарата) всех внешних сил . & те же оси; &  л , л -  
главные центральше моменты инерции летательного аппарата.

§ 4 .2 . Кинематические соотношения

ф и исследования движения летательного аппарата, в аемной то - 
■ поцентрической системе координат 1 / „ Х - п о л о ж е н и е  его центра 
масс U определяется радиусом-вектором Ч. . Иге иа водная по щт- 
мени от радиус-вектора 2  представляет совой по определенна век
тор скорости центра масс летательного аппарата



-  160 -

(4 .2 .1 )

Проектируя уравнение ( I )  на оемкиа топацентр>ческие оси с 
помощью табл. 2.1 , получим скалярные уравнения* связываищи* ко
ординаты центра масс летательного аппарата , 4^t  2 » с величи
ной к ориентацией его вектора скорости V  , 6  » у

Во время движения летательный аппарат и вместе с ним оси 
связанной системы поворачивается относительно земной топоцентра -  
ческой систем», что приводит к непрерывному изменению углов тан -  
гажа, рыскания, крена. Скорости изменения этих углов равны соот -  
ветственно &  , Дня исследования движения летательного ап
парата необходимо составить кинематические уравнения, описывающие 
изменения угловых координат летательного аппарата &  .V7, ^  во 
времени в зависимости от проекций вектора его угловой скорости 
на связянше оси £*>х < .

Дчл вывода указанных уравнений обратимся к рис. <2.9 а табл,
4 .  i  . Вектор угловой скорости летательного аппарата СО можно 

представить как результат трёх последовательных враценхй в виде 
су шва трёх векторов

проекции угловой скорости летательного аппарата на связанные оси

х  -  г « % 9  а и У

й  -  г * п в -

'  *• V" coi в  -гпп У  •
0

(4 .2 .2 )

сЗ = Ъ  + V7 *  If (4 .2 .3 )

Воспользовавшись табл. 4 . 1 направляющих косинусов, подучи*

•yn.J1 (4 .«i.4 )
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Отсида нетрудно подучить уравнения, свяэыващие проиэводйм 
углов ^  ^ /  с проекциями угловой скорости летательного аппа
рата на связанное оси

У  = - j & w

i  = Cdx - l y &  ( < * $ * * (  -  c d i W f )  . (4^ >b)

В рассмотренных выше динамических и кинематических уравнени
ях имеется шггь уравнений, определяющих угловые параметры движе -  
ния 6  , Y  r f *  , f  - Однако в правые части динамических 
уравнений входят углы атаки Л  и скольжения Jit , а также скорост
ной угол крена ^  . Для их определения необходимо найти три со -  
отношения, связывающие эти угловые параметры между собой.

Положение скоростной системы копрданат относительна аемной 
определяется углами 6*, У »  ?а. • Кроме того, эта же положение мож
но огфвделить углами #  , , определяющими ориентацию связан
ных осей относительно земных, и углами J- , J i  ,  определяющий по -  
ложение скоростных осей относительно связанных. Следовательно, у г
лы t? , У »  ^о, можно выразить через углы &  , Зная ка
табл. 2 .2  и 2 3  косинусы углов меяду связанными я земными осями, 
между связанными я скоростными осями, можно получить с л  едущие три 
соотношения:
•# л  в  *  Ъ л  &  c o i n e d  f i  -  c c i t ' c o i J ' V r t ^ c o i j i  "  W v  V f i j f  i

CO50 = 4b\4'c£H&U>iolrcif> * tC iV  b n j f M c / c c i f i  *  

t  •tMl •f' till ^  coi J* Ain Ji’Cifi - ew V 'eo ifiir tJ i 

+ fcn f -vin ̂  -ft*, f -Un Ji ;

i i n f i  *

(4 .2 .6 )

й некоторых частных случаях угмене.мя. (t>) додускают упрощения. 
Иа последнего равенства системы ‘.6) следует, что при малых углах 
&  , «С ,J6 , к углу крена j1 и J*;v приблизительно равны р »/ * .  
Если полет совершается в вертикальной плоскости оез крена ( f -  ■ 0 ), 
то, учитььая, что при атом j3 = с, ю  перзого равенства (о ) полу-



-  ISd -

чич

О ■ = ■ & - £  u .2 .7 )

Пусть Теперь полёт происходит в горизонтальной плоскости 
без крена. Положим ’ сo id  *  i ,  t in  d  *  0, v o iP * *  I .  Тогда 
из второго равенства системы С6) следует

У »  Y  - J b  . (4 .2 .8 )

Таблица 4.1 
Косивдсы углов между вахтерами 
V  . 4 5 ;  'р г и связанными осями

ф . [ ^ ?
Оъ К*! & 0 1

°И
co ifrce lfi €

0% -  он 9ч*иК t c i f 0
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§ 4 .3 . Система уравнений движения летательного аппарата

В первую очередь вапилем лесть динамических уравнений (4 .1 .7 ) 
и (4 .1 .6 )

- p c c i J c C S f i  “ ХЛ - £ W & l

- PC'htlaleeifa,* easy Hit G- t c i 9  ;
CXr*

- m \ ‘ c o l Q ^ ~ ' P ( i i r t J  W l a T  W \ i f >  « r t jo ) -  *" Z a?**!f<i >

~ ̂  £°У ~ ^ x

'  W w * a J = M i  (4 .3 .1 )

Далее аапииаи лесть кинематических уравнений (4 .2 .2 ) и (4 .2 .5 )

Г VtcsQ eoiY  ; 

г - У с а в ъ п ^ - ,

*  <Лл и И Ц \

' 4 Г  :  ^

*1 j ' )  ■ (4 .3 .2 ) '
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К валисанным уравнениям необходимо добавить три связи (4 .2*6 ) 
между углами $  .V '. J 'x k  , f>

frvr> 6  ь. -vir P o o i j c a i j l  -  < v j£ \ »4 /v iW eot f i  -  ' • *

V»n¥tt©40 ^ е л в ш ^ и я р  * w iY b ft l fb n c t  anJ5 + • • •

•Vinf^eolP * ^ri'tiS 'ecW vi"^  ■ ccA&apsytin^ttH j*  *  • • - (4 .3 .3 )

Для определения массы летательного аппарата в любой момент 
времени необходимо добавить ещё одно дифференциальное уравнение 

c iтп ..

Ж ' ~ ~ И с * « ’ ( 3 }

где М сек -  секундный массовый расход топлива, зависящ. й от типа 
двигателя, режима его работы, скорости и высоты полёта.

Система из 1о уравнений (4 .3 .1 )- (4 .3 .4 ) описывает прост -  
ранетвенное движение неуправляемого летательного аппарата относи
тельно вемшх топоцентрических осей координат при следущих на -  
чальных условиях;

b ( o ) - e J t

(О) с С̂ х 0 , ^  ( ° )  * ^ z c o )  ’  .

X j ( 0 )  ~ ^ j Q i 'Yy(O) ~ "Vy, , ~

& (0 )  =• 3 V t , -  /о ,

. ПО (о) = ГП0 . 14.3.5)

b случае неуправляемого летательного аппарата тяга двигателя 
не регулируется. Тогда силы £  , р , Х0» Уа. » /а- » действующе на 
аппарат, и их моменты М х , M j  , Mg будут однозначно определять
ся параметрами движения летательного аппарата. Тогда нетрудно ви
деть, что рассматриваемая система является замкнутой, то есть 
число неизвестно функций

v (t). $ а ) ,  Y ( t1, £Or (t), a y *), c o j i o ,  t y t ) ,  Y ^ a ) ,

P(t) ,  fit), m( t ) ,  e/ (l ) ,J3C t ),  fat)
равно числу уравнений. При атом траектория полёта однозначно on -  
рвяеляется начахьшки условиями tc.).
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В случае неуправляемого полёта система (4 .3 .1 )- (4 .Э .4 ) ае 
является замкнутое, поскольку к перечисленным 16 наиаввсТным 
добавятся ещё параметры, характеризующие режим работы двигателя, 
я углы отклонения органов управления тангажоы, р скакнем, креном, 
поскольку от них зависят силы и моменты, входящие в щлаыа части 
динамических уравнений. Для замыкания к системе уравнэний движе
ния летательного аппарата необходимо добавить уравнений, о п ш  -  
вапцие процессы в системе управления.

Несмотря на упрощения, допущенные при составлении уравнений 
движения летательного аппарата, эти уравнения с пиременнымх ко -  
эф^йцмектами, будучи нелинейными, остаются достаточно сложными. 
Поэтоцу в зависимости от характера решаемой задачи уравнения дви- 
пеняя подвергаются дополнительным упрочениям. Эти вопросы будут 
рассматриваться в последуоцкх частях учебника.
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