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 Общая характеристика работы 
Актуальность работы. Проблема управления запасами является одной 

из самых важных в системе управления предприятием. Как правило, нет 
стандартного решения – условия в каждой компании или фирме уникальны и 
включают в себя множество различных функций и ограничений. В связи с 
этим возникает задача разработки математических моделей и определения 
оптимальной стратегии управления запасами. Модели управления запасами 
отличаются предположениями о ключевых переменных: спросе, структуре 
затрат, физических характеристиках системы. 

Оптимизация продажи скоропортящейся продукции (молоко, творог и 
т.д.) представляет определенный практически интерес, так как продукцию, не 
реализованную в течение торговой сессии, в лучшем случае надо пускать в 
переработку, а в худшем случае – просто выбрасывать. Поэтому при 
реализации такой продукции возникает ряд вопросов: какой объем продукции 
надо завозить на торговую точку; по какой цене ее продавать; как управлять 
ценой продажи продукции, чтобы к концу торговой сессии она была 
полностью реализована. Все эти задачи надо решать при вполне естественном 
критерии оптимальности – максимизации прибыли, получаемой от реализации 
продукции. 

Существует весьма обширный список литературы, посвящённый 
работам по управлению запасами. Обзорные статьи S.K. Goyal, B.C. Giri, M. 
Bakker, J. Riezebos и R. H. Teunter, Janssen L., Claus T. и Sauer J. и ссылки в них 
дают всесторонний обзор работ, проделанной в этой области.  

В обзорах выделяется следующая классификация моделей управления 
запасами, в зависимости от их срока годности: модели управления запасами с 
неограниченным или ограниченным сроком годности, модели с непрерывно 
портящимися с течением времени запасами. Скорость ухудшения может быть 
постоянной, а может зависеть от времени, от количества запасов. Спрос в 
моделях управления запасами может быть детерминированным или 
стохастическим. 

Несмотря на весьма обширный список литературы, можно отметить 
некоторые проблемы, которые, на наш взгляд, требуют дополнительного 
исследования. 

1. Для моделей производства и сбыта продукции, срок годности 
которой не ограничен, не исследован случай, когда моменты продаж образуют 
дважды стохастический поток, в частности MMP-поток. 

2. Для моделей производства и сбыта скоропортящейся продукции 
представляет интерес исследование более сложных моделей управления ценой 
продажи или темпа производства, чем релейное управление. 

3. Для моделей продажи продукции с ограниченным сроком годности 
представляет интерес исследования моделей, в которой моменты продаж 
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образуют более сложный по структуре поток, чем простой пуассоновский поток. 
В представленной работе исследуются модели, учитывающие эти факторы, что, 
по мнению автора, и определяет ее актуальность. 

В настоящей диссертационной работе проводятся исследование 
математической модели производства и сбыта некоторого однородного товара 
с релейным управлением скоростью производства и случайным потоком 
моментов потребления произведенного ресурса, при условии, что моменты 
потребления ресурса (моменты продаж) образуют ММР-поток, исследование 
математической модели релейно-гистерезисного управления производством и 
сбытом скоропортящейся продукции, исследование математической модели 
продажи продукции с ограниченным сроком годности, при условии, что 
моменты продаж образуют либо пуассоновский поток с переменной 
интенсивностью, либо ММР-поток. 

Научная новизна результатов: 
1. Впервые для модели управления запасами с неограниченным 

сроком годности с релейным управлением скоростью производства продукции 
и случайным потоком моментов потребления произведенной продукции, при 
условии, что моменты потребления ресурса (моменты продаж) образуют 
ММР-поток были получены выражения в диффузионном приближении для 
плотности распределения количества однородной продукции при 
дополнительном предположении, что темп производства «почти совпадает» с 
темпом продаж. 

2. Впервые для модели релейно-гистерезисного управления темпом 
производства и сбыта скоропортящейся продукции получены общие 
уравнения, определяющие плотность распределения количества продукции. 
При произвольном распределении величин продаж получены 
асимптотические выражения для плотности распределения количества 
продукции в случае, когда темп производства продукции «почти совпадает» c 
темпом ее продажи и при хранении продукции она портится достаточно 
медленно. 

3. Впервые для задачи розничной продажи продукции, имеющей 
ограниченный срок годности найдены асимптотические распределения спроса 
и длительности продаж при большой интенсивности потока покупателей. 
Показано, что при достаточно большом количестве запасов длительность 
продаж товара имеет асимптотически стандартное нормальное распределение. 

Положения и результаты выносимые на защиту, состоят в 
следующем: 

1. Статистические характеристики математической модели 
производства и сбыта некоторого однородного товара с релейным 
управлением скоростью производства и случайным потоком моментов 
потребления произведенного ресурса, при условии, что моменты потребления 
ресурса (моменты продаж) образуют ММР-поток и способы их расчета. 
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2. Статистические характеристики математической модели релейно-
гистерезисного управления производством и сбытом скоропортящейся 
продукции и способ их расчета. 

3. Математическая модель продажи продукции с ограниченным 
сроком годности, при условии, что моменты продаж образуют либо 
пуассоновский поток с переменной интенсивностью, либо ММР-поток и ее 
статистические характеристики. 

4. Комплекс алгоритмов и программ имитационного моделирования 
моделей управления запасами с MMP-потоком моментов продаж. 

Методы исследования. Для исследования рассматриваемых моделей 
управления запасами использовались методы математического 
моделирования, аппарат теории вероятностей, теории случайных процессов, 
дифференциальных уравнений, численные методы, методы имитационного 
моделирования. 

Теоретическая и практическая значимость работы. 
Рассматриваемые модели позволяют расширить круг решаемых задач в теории 
управления запасами скоропортящейся продукции. Предложенные методы 
могут быть использованы при решении аналогичных задач управления 
ресурсами, срок годности которых ограничен или ресурсами, которые 
портятся с течением времени. Данные исследования помогут оптимизировать 
использование ресурсов и увеличить прибыль предприятия. 

Достоверность полученных результатов подтверждается 
математически корректными выводами и доказательствами теорем, 
представленными в работе, согласованностью результатов, полученных для 
разных моделей, как между собой, так и с известными в теории управления 
запасами результатами, а также многочисленными компьютерными 
экспериментами с применением имитационного моделирования и численного 
анализа. 

Личное участие автора в получении результатов, изложенных в 
диссертации. Постановка рассматриваемых задач была сделана научным 
руководителем, доктором технических наук, профессором К.И. Лившицем. 
Автор лично участвовал в получении результатов, изложенных в работе, а 
именно в разработке и применении методов исследования рассматриваемых 
моделей, выводе всех формул, доказательстве представленных теорем, 
разработке алгоритмов имитационного моделирования процессов управления 
запасами. 

Апробация работы. Основные результаты работы и отдельные ее 
положения докладывались и обсуждались на следующих научных 
конференциях Международного и Всероссийского уровня: 

1. 2-я Международная летняя школа молодых ученых «Новые 
информационные технологии в исследовании сложных структур», г. Анапа, 
2015 г. 
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2. XV Международная конференция имени А. Ф. Терпугова 
«Информационные технологии и математическое моделирование», пос. 
Катунь, 2016 г. 

3. VI Всероссийская конференция с международным участием 
«Информационно-телекоммуникационные технологии и математическое 
моделирование высокотехнологичных систем», г. Москва, 2016 г. 

4. 54-я Международная научная студенческая конференция МНСК, 
г. Новосибирск, 2016 г. 

5. XI Международная конференция «Новые информационные 
технологии в исследовании сложных структур» г. Екатеринбург, 2016 г. 

6. IV Международная молодежная научная конференция с 
международным участием «Математическое и программное обеспечение 
информационных, технических и экономических систем», г. Томск, 2016 г. 

7. XV Международная конференция имени А. Ф. Терпугова 
«Информационные технологии и математическое моделирование», пос. 
Катунь, 2016 г. 

8. V Международная молодежная научная конференция с 
международным участием «Математическое и программное обеспечение 
информационных, технических и экономических систем», г. Томск, 2017 г. 

9. XVI Международная конференция имени А. Ф. Терпугова 
«Информационные технологии и математическое моделирование», г. Казань, 
2017 г. 

10. VI Международная молодежная научная конференция 
«Математическое и программное обеспечение информационных, технических 
и экономических систем», г. Томск, 2018 г. 

11. IFAC Symposium on Information Control Problems in Manufacturing 
(INCOM 2018), Italy, Bergamo, 2018 г. 

Публикации. По материалам диссертации опубликовано 14 работ (+2 в 
печати), из них 1 статья в журнале, входящем в Перечень рецензируемых 
научных изданий, рекомендованных Высшей аттестационной комиссией при 
Министерстве образования и науки Российской Федерации для 
опубликования основных научных результатов диссертаций, 4 статьи в 
изданиях, индексируемых Web of Science и Scopus, а также 9 работ 
опубликовано в трудах Международных и Всероссийских конференций, 
получено 2 свидетельства о регистрации программы для ЭВМ. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 
четырех глав, заключения и списка литературы из 88 наименований. Общий 
объем диссертации составляет 100 страниц, в том числе основной текст 86 
страниц. 

Содержание работы 
Во введении обоснована актуальность работы, сформулированы цели и 

задачи исследования, изложена его научная новизна, теоретическое значение 
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и практическая ценность полученных результатов, прилагается список 
публикаций. 

В первой главе диссертационной работы исследуется модель системы 
управления запасами, на вход которой поступают некоторые ресурсы (товары) 
со скоростью ( )C s , где ( )s t – объем накопленных ресурсов в системе к 
моменту времени t . Потребление ресурса (продажи) осуществляются в 
случайные моменты времени партиями случайного объема, имеющими 
произвольную плотность распределения ( )ϕ x  и моментами { } =M x a  и 

{ }2
2=M x a . Моменты времени потребления ресурса образуют MMP-поток с 

n  состояниями ( )λ = λit  и матрицей инфинитезимальных характеристик 
 =  ijQ q . Считается, что все собственные значения матрицы Q  0γ ≠i  простые 

и отрицательные.  
Пусть 
 { }( ) ( ) , ( ) , 1  ,i iP s P s t s t i n= ≤ λ = λ = −   (1) 

стационарное распределение значений процесса ( )S t  и интенсивности ( )λ t . 
Вероятности ( )iP s  удовлетворяют системе уравнений 

 1
1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
n

i i i ji j i i
j

C P s P s q P s P s x x dx
∞

=

= −λ + + λ + ϕ∑ ∫   (2) 

с вытекающими из их определения условиями нормировки 
 lim ( ) ,

→∞
= πi is

P s   (3) 

где πi – финальная вероятность состояния λi . 
 Функция распределения количества продукции в стационарном режиме 
имеет вид 

 
1

( ) ( ).
=

=∑
n

i
i

P s P s   (4) 

В работе рассматриваются различные варианты релейного управления 
темпом поступления (темпом производства) продукции. При выборе  

 0

0

, ,
( )

0,
≤

=  >

C s S
C s

s S
  (5) 

величина 0S  интерпретируется как максимально допустимый уровень запаса 
продукции. Отрицательные значения запаса ( )s t  интерпретируются как 
неудовлетворенный спрос (накопленные заказы подлежат немедленному 
исполнению при пополнении запасов). 

При выборе управления в виде 

 0

0

, 0 ,
( )

0, 0
≤ ≤

=  < >

C s S
C s

s и s S
  (6) 

неудовлетворенный спрос не учитывается, неудовлетворенные заказы 
теряются. 
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Наконец, возможен вариант 

 0 0

1 0

, ,
( )

,
<

=  ≥

C s S
C s

С s S
  (7) 

где 0S  – пороговое значение желаемого запаса продукции, 0 0 1 0,> λ < λC a C a  и 

0
1=

λ = λ∑
n

i
i

– средняя интенсивность потока покупок. Выбор управления вида 

(7) гарантирует в стационарном режиме стабилизацию уровня запаса 
продукции ( )s t  около желаемого значения 0S . 
 Получить точное решение системы уравнений (2) при произвольных n  
и ( )ϕ x  не удается. Поэтому в дальнейшем рассматривается случай, когда 
скорость поступления ресурса ( )C s  «почти совпадает» со средней величиной 
спроса в единицу времени. Для релейного управления, определяемого 
соотношениями (5), (6) это означает, что 

 0(1 ) ,= + θ λC a   (8) 
где 1.θ <<  
 В работе показано, что при управлении вида (5) 

 

( )1
0

2
0

1

2

0

( ), S ,
1( )

, .

θ − π
+ θ ≤

 + θ= 

 π >

A s S
Ai

i

i

e O saAP s
A

s S

.  (9) 

Для управления вида (6) 

 

1

2

1
0

2

0

1

2

0

0, 0,

1

( ) ( ), 0 ,
1 1

.

θ

θ

<


  π −     = + θ ≤ ≤
  − + θ   

π >

A s
A

i

i A S
A

i

s

e

P s O s S
Aa e
A

s S

  (10) 

 Для релейного управления вида (7) рассмотрен случай, когда 
 0 0 1 0(1 ) , (1 ) ,= + θ λ = −αθ λC a C a   (11) 

где 1θ <<   и 0.α >  В этом случае плотность распределения количества 
продукции ( ) ( )= 

i ip s P s  имеет вид 

 

( )1
0

2

1
0

2

1
0

2

( )
1

0
2

( ), s S ,
2 (1 )

( )

( ), .
2 (1 )

− αθ −

− θ −

 α
π θ + θ ≥

+ α= 
α π θ + θ < + α

A s S
A

i

i A S s
A

i

A e o
A

p s
A e o s S

A

  (12) 

Входящие в (9), (10), (12) величины 1A  и 2A  равны 
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 1 0 ,= λA a   (13) 

 
1

20 2
2 0 0

1 1 1

1 ( ) ( ) ,
2

−

= = =

λ
= − λ − λ λ − λ π

γ∑ ∑ ∑
n n n

i it tj j j
t i jt

aA a R P   (14) 

где  =  ijR R  – матрица собственных векторов матрицы TQ , матрица 
1,− = = ijP P R  γi  – ненулевые собственные значения матрицы Q . 

 Для оценки точности асимптотических соотношений (9), (10), (12) в 
работе рассмотрен представляющий самостоятельный интерес случай, когда 
число состояний потока моментов продаж равняется двум, а покупки имеют 
экспоненциальное распределение. Сравнение точных и асимптотических 
результатов показывает, что асимптотические формулы дают хорошее 
приближение при 0.1 0.3.θ ≈ −  
 Для модели управления поступлением продукции (5) исследовано 
влияние параметров θ  и 0S  на величину средней прибыли. Обозначим через 
β  продажную цену единицы продукции, считая себестоимость равной 1, и 
через α   – стоимость хранения единицы продукции. Тогда средняя прибыль в 
единицу времени 

 
0 0

0 0
0 0

( ) ( ) ( ) ( ),= βλ ψ −α −∫ ∫
S S

W s dP s sdP s CP S   (15) 

где  

 
0

( ) ( ) ( ) ,
∞

ψ = ϕ + ϕ∫ ∫
s

s

s x x dx s x dx   (16) 

так как реализация возможна лишь при наличии продукции. 
 Анализ соотношения (15) показывает, что средняя прибыль 0( , )θW S  
имеет максимум как по параметру θ , так и по параметру 0S , положение 
которого зависит, в частности, от стоимости хранения единицы продукции .α  
В рассмотренном численном примере оптимальное значение 0.1 0.15.θ ≈ −  

 
Рис.1. Зависимость средней прибыли от параметров θ  и 0S  при 

экспоненциальном распределении величин покупок 
 



9 
 
 Для модели управления поступлением продукции (7) дополнительно 
рассмотрены такие характеристики ка плотность распределения длительности 
периодов перепроизводства и неудовлетворенного спроса. Считается, что 
период перепроизводства продукции наступает, когда запас продукции 0.>s S  
Обозначим через ( )it s  длительность периода перепроизводства, если в начале 
периода запас продукции равен ( )s t  и значение интенсивности ( )λ = λit . 
Обозначим через 

 { }( )( , ) −= iut s
iH u s M e   (17) 

– условную производящую функцию длительности периода 
перепроизводства. Функции ( , )iH u s  удовлетворяют системе уравнений 

 
0

0

1
1

0

( , ) ( ) ( , ) ( , )

( , ) ( ) ( ) .

=

− ∞

−

∂
− = − λ + + +

∂

+λ − ϕ +λ ϕ

∑

∫ ∫

n
i

i i ij j
j

s S

i i i
s S

H u sC u H u s q H u s
s

H u s x x dx x dx
  (18) 

Получить точное решение уравнений (18) не удается. Поэтому опять 
рассматривается случай, когда 1 0(1 )= − θ λC a   и 1.θ <<  В работе показано, что 
при 1θ <<  

 
2 02 ( )

( , ) ( ),
ω θ − θ ω = + θ

t s S

iH s e O   (19) 
где 

 
2

1 1 2
2

2

4
( ) .

2
− + ω

ω =
A A A

t
A

  (20) 

При 0>s S  случайная величина s  имеет распределение 

 ( ) { }

1
0

2

( )
1

0
0 2

( ) .
θ

− −θ
> = =

>

A s S
AP s AP s s S e

P s S A
  (21) 

Усредняя (21) по вероятностям состояний πi  и по s , безусловная 
производящая функция 

 
0

0
1

( ) ( , ) ( | ) ,
1 1

∞

=

β
ω = π ω > =

+ + αω∑ ∫
n

i i
i S

H H s P s s S ds   (22) 

где 2
2 2

1

4 .
θ

β =
A
A

 Откуда плотность распределения длительности периода 

перепроизводства имеет вид 

 2 2( ) .
2

−
β  

= −  
βπβ  

t tP t e Erfc
t

  (23) 

Аналогично (23) может быть получено соотношение, определяющее 
плотность распределения длительности периода неудовлетворенного спроса. 
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Во второй главе предлагается и анализируется модель одновременного 
производства и сбыта скоропортящейся продукции с релейно-гистерезисным 
управлением темпом производства и интенсивностью продаж. 

Считается, что продукция производится (поступает) с некоторой 
скоростью ( )с S , зависящей от текущего запаса ( )S t , так что за время ∆t  
поступает ( )∆с S t  единиц продукции. При хранении продукция непрерывно 
портится. Считается, что за малое время ∆t  потери равны ( )∆kS t t . Будем 
считать, что продажа осуществляется партиями случайного объёма ,x  где 
величины покупок x  – независимые случайные величины с плотностью 
распределения ( )φ x , средним значением { } =M x a  и вторым моментом 

{ }2
2=M x a . Моменты продаж образуют пуассоновский поток, интенсивность 

которого λ  зависит от цены продажи b . Считается, что интенсивность потока 
продаж λ  монотонно убывает с ростом цены b . При фиксированной цене 
продажи b  и, следовательно, интенсивности потока продаж λ  и скорости 
производства c  среднее количество продукции ( )S t  определится 
соотношением 

( ) (0) (1 )− −− λ
= + −kt ktc aS t S e e

k
 . 

Поэтому при 0− λ >c a  и 1>>t  образуется постоянный запас 
нереализованной продукции, что нежелательно. При 0− λ ≤c a  появляется 
неудовлетворенный спрос. Поэтому необходимо организовать управление 
либо ценой продажи b , либо скоростью производства продукции c  в 
зависимости от текущего запаса продукции. 

В работе предполагается, что управление производством продукции 
осуществляется следующим образом. Устанавливается два пороговых 
значения допустимого запаса продукции 1S  и 2S , причем 2 1>S S . В области 

1<S S  назначается скорость производства 0c , цена продажи 0b , в области 
2>S S  назначается скорость 1 0<c c  и цена продажи 1 0<b b . В области же 

1 2≤ ≤S S S  назначается 0=c c  или 1=c c  и цена 0=b b  или 1=b b  в зависимости 
от того как процесс ( )S t  вошел в эту область. Если он вошел в нее через порог 
через порог 1S  снизу вверх, то остается 0=c c , 0=b b , если же он вошел в эту 
область через порог 2S  сверху вниз, то остается 1=c c , 1=b b . Таким образом, 
значения 1=c c , 1=b b  устанавливаются при достижении запасом ( )S t  
значения 2S  и оканчивается при уменьшении запаса до значения 1S . Область 

1 2≤ ≤S S S  и представляет собой область гистерезиса в управлении запасом 
продукции. Таким образом, текущая скорость производства и интенсивность 
потока продаж имеют вид 
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0 0 1

0 0 1 1 1 2

1 1 2

, , ,
( ), c( ) , или ,  ,

, ,

c S S
S S c c S S S

c S S

λ <
λ = λ λ ≤ ≤
 λ >

  

Естественно считать, что 0 0λ 0− >c a  и 1 1λ 0− <c a , 1 0<c c  и 1 0λ > λ . 
Наконец, возможна ситуация, когда текущий спрос не может быть 
удовлетворен полностью. В этом случае считается, что ( ) 0<S t . Заказы 
удовлетворяются в порядке их поступления. 

Плотность распределения количества продукции ( , )P S t  определяется 
соотношением 

0 1

01 11 1 2

2 2

( , ), ,
( , ) ( , ) ( , ), ,

( , ), .

<
= + ≤ ≤
 >

P S t S S
P S t P S t P S t S S S

P S t S S
 

где 
{ }
{ }
{ }

0 0 0 1

2 1 1 2

1 1 2

( , ) Pr ( ) , ( ) , ( ) , ,

( , ) Pr ( ) , ( ) , ( ) , ,

( , ) Pr ( ) , ( ) , ( ) , 0,1, .i i i

P S t dS S S t S dS c t c t S S

P S t dS S S t S dS c t c t S S

P S t dS S S t S dS c t c t i S S S

= ≤ < + = λ = λ <

= ≤ < + = λ = λ >

= ≤ < + = λ = λ = ≤ ≤

  (24) 

В работе показано, что если 1( , ), ( , )i iP S t P S t  дифференцируемы по t , 
1( , ), ( , )i iSP S t SP S t  дифференцируемы по S , то функции 1( , ), ( , )i iP S t P S t  

удовлетворяют системе уравнений Колмогорова 

 
( )2

1 2 1 2

1 2 2
0

( , ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( ) , ,

P S t P S t c kS P S t
t S

P S x x dx S S
∞

∂ ∂
= −λ − − +

∂ ∂

+λ + ϕ >∫
  (25) 

 2

2

11
1 11 1 11

1 11 1 2 1 2
0

( , ) ( , ) (( ) ( , ))

( ) ( ) ( ) ( ) , ,
− ∞

−

∂ ∂
= −λ − − +

∂ ∂

+λ + ϕ + λ + ϕ ≤ ≤∫ ∫
S S

S S

P S t P S t c kS P S t
t S

P S x x dx P S x x dx S S S
  (26) 

 
( )

2

01
0 01 0 01

0 01 1 2
0

( , ) ( , ) ( ) ( , )

(S , ) ( ) , ,
−

∂ ∂
= −λ − − +

∂ ∂

+λ + ϕ ≤ ≤∫
S S

P S t P S t c kS P S t
t S

P x t x dx S S S
  (27) 
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( )
2 1

1

2

1 2

0
0 0 0 0

0 01 0 0
0

1 11 1 2 1

( , ) ( , ) ( ( )) ( , )

( ) ( ) ( , ) ( )

(S ) ( ) ( ) ( ) , ,

− −

−

− ∞

− −

∂ ∂
= −λ − − +

∂ ∂

+λ + ϕ +λ + ϕ +

+λ + ϕ + λ + ϕ <

∫ ∫

∫ ∫

S S S S

S S

S S

S S S S

P S t P S t c kSI S P S t
t S

P S x x dx P S x t x dx

P x x dx P S x x dx S S

  (28) 

где ( )I x  – единичная функция. 
Получить точное решение системы уравнений  (26) – (29) удается лишь 

в исключительных случаях. Поэтому представляет интерес построение 
приближенного решения системы (26) – (29) в стационарном режиме, когда 

( )ϕ x  – произвольная функция и некоторых дополнительных асимптотических 
предположениях. 

В работе рассматривается случай, когда 0 1λ = λ = λ , то есть продажная 
цена продукции не меняется. Введем параметр 1ε <<  и будем считать, что 
выполняются следующие условия, накладываемые на параметры 0 1,c c  и k : 

 2
0 1 0(1 ) , (1 ) ,= + αε λ = +βε λ = εc a c a k k ,  (29) 

где β < α . Первые два соотношения (30) означают, что количество продукции, 
производимой в единицу времени, почти совпадает со средним сбытом в 
единицу времени при любом S . Последнее соотношение (30) означает, что 
отношение 0( ) / 1− λ >>c a k , т.е. при хранении продукция портится достаточно 
медленно. При этом естественно считать, что пороги 1S  и 2S , определяющие 
гистерезисное управление производством, зависят от ε . Более точно будем 
считать, что при 0ε→  1( )εS  и 2 ( )ε →∞S , но существуют конечные пределы 

 1 1 2 20 0
lim ( ) , lim ( )
ε→ ε→

ε = ε =S z S z .  (30) 

В результате решения получено, что при 1ε <<  плотность 
распределения количества продукции имеет вид 

 

2 2
0 02

2 0 2 0

1

2 2 2 2
0 0 0 02

2 0 2 0 2 0 2 0

1

2
02

2 0

1

( ) ( S)

2

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

( ) (

( ), ,

( ) ( ), ,

βλ − βλ − ε
−

λ λ

αλ − αλ − ε βλ − βλ − εε− −
λ λ λ λ

ε

αλ − αλ −
−

λ

ε + ε >

 
 ε + +
  

= + ε ≤ ≤

ε

∫

∫ ∫

∫

a k x a kz
a k a k

z

a k x a k S a k x a k Sz S
a k a k a k a k

S z

a k x a kz
a k

z

B e dxe O S S

B e dxe e dxe

P S O S S S

B e dxe
2

0

2 0

2 2
02

2 0 2 0 2

1

S)

1

( ) ( ) 2

( ), 0 ,

( ), 0.

ε
λ

αλ − αλ α− ε
λ λ













+ ε ≤ ≤


 ε + ε <


∫

a k

a k x a az S
a k a k a

z

O S S

B e dxe e O S

  (31) 



13 
 

где постоянная B  находится из условия нормировки ( ) 1
+∞

−∞

=∫ P S dS .  

Для частного случая 1 0,=c  1 2λ = λ = λ  соотношение (8) переходит в 
соотношение 

( )

1

2

201

2 2

2

2

0

, 0
( )

,0

a S
a

ka S S
a a

De S
P S

De S S

− ε

ε − ε
λ


≤

= 
 < ≤

  (32) 

где 

 
( )20 10

2 2
2

2

1 0

1 .

2

− ε + ε
λ

=

− + ε∫
k aS S S
a a

D
a e dS
a

  (33) 

В работе также найдено точное решение для плотности распределения 
количества продукции при экспоненциальном распределении величин 
покупок. 

Для случая релейного управления производством (порог 1 2 )=S S  
плотность распределения количества продукции определяется в виде 

 

1

0

0 00
0

1

1

0 1

1

1

0

1 ,

( ) ( ) , 0

)

,

, 0.

(
S
a k

c a S
c

S
a

ak

k S S

P S Be c kS S

Ae c k

c S

S

S

B e

−
λ

λ
−

−λλ
−


≥

=  − ≤ <



<

−



  (34) 

Константы A  и B  связаны между собой выражением 

 ( )
( )

0

1

1
0 0

1
1 0

.
k

k

c kS
A B

c kS

λ
−

λ
−

−
=

−
  (35) 

Константа B  находится из условия нормировки. 
 Для частного случая, когда 1 1 20,c = λ = λ = λ , введем параметр 0θ >  и 
будем считать, что 0 (1 )= + θ λc a . Обозначим /µ = λ k . Параметр µ  
показывает, насколько скорость сбыта продукции превышает скорость ее 
потери. Тогда плотность распределения количества продукции при 
экспоненциальном распределении величин покупок определяется в виде 

 

1

1

(1 )

1 , 0 ,
(1 )( )

, 0,

S
a

S
a

SDe S S
aP S

De S

µ−

θ
+θ

  
− ≤ ≤   µ + θ = 


 <

  (36) 

где 
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1

11

0

(1 ) 1 .
(1 )

S S
aa SD e dS

a

−µ−  + θ
= + −  θ µ + θ   

∫   (37) 

Для случая, когда интенсивность темпа продаж фиксированная – 
0 1λ λ λ= = , исследовано влияние параметров 0 0 1, ,S c c  на величину средней 

прибыли. Выражение для средней прибыли определяется следующим 
образом: 

 
0 0

( ) ( ) ( ) ,R ab P S dS c S P S dS
∞ ∞

= −∫ ∫λ   (38) 

где b  – продажная цена единицы продукции. 
В работе показано, что максимальное значение прибыли достигается при 

увеличении темпа производства 0c . При этом, оптимальный уровень порога, 
при котором происходит переключение темпа производства, стремится к 
нулю.  
 Также в работе решена задача оптимального выбора параметров, 
максимизирующих среднюю прибыль в единицу времени, для случая, когда 

1 1 20,c = λ = λ = λ . 
В третьей главе в разделе 3.1 рассматривается задача розничной 

продажи ассортимента продукции, имеющей ограниченный срок годности. 
Продавец, располагая средствами размера S , приобретает партию 

товара 1 2[ , ]=  Т
mq q q q  по оптовым ценам 1 2[ , ]=  Т

md d d d  и перепродает её 
по розничным ценам 1 2[ , ]=  Т

mc c c c . Считается, что время реализации 
ограничено. По истечению времени T  товар не может быть реализован, а 
продавец несет дополнительные затраты 1 2[ , ]=  Т

mb b b b , связанные с 
утилизацией непроданной части товара. Необходимо определить 
оптимальный размер партии товара q  и розничные цены c , которые 
обеспечивают продавцу максимальную среднюю прибыль. 

В работе предполагается, что поток покупателей – пуассоновский поток 
с известной интенсивностью ( , )λ t c , где t  – текущий момент времени. 
Интенсивность потока покупателей зависит, в частности, от розничных цен c  
и может меняться, например, при изменении розничных цен. Далее 
предполагается, что покупатели покупают товар независимо друг от друга. 
Объем покупки – случайная величина 1 2[ , ]=  Т

mz z z z  с вектором средних 
значений 1 2[ , ]=  Т

ma a a a  корреляционной матрицей [ ]= pqR R  и плотностью 
распределения 1 2[ , ] mp z z z . 

Одной из основных характеристик задачи является плотность 
распределения спроса на товар. Пусть T  – длительность торговой сессии и n  
– число покупателей за время T . При сделанных предположениях число 
покупателей распределено по закону Пуассона 
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 ( ( ))( ) exp( ( )),
!

nTP n T
n

Λ
= −Λ   (39) 

где 
0

( , ) ( , )Λ = λ∫
T

T c t c dt  . Пусть 1 2[ , ]=  Т
j j j mjz z z z  – объем j -й покупки. Тогда 

если было совершено (или могло быть совершено) n  покупок, то объем спроса 
nx  в течение торговой сессии 1 2 .= + + +n

nx z z z  
Если ( / )P x n  – плотность вероятностей величины nx  и 1 2[ , ]=  Т

mx x x x  
– общий объем спроса на товар в течение торговой сессии, то плотность 
распределения x  

 
0

( ( , ))( ) ( / ) exp( ( , ))
!

n

n

T cP x P x n T c
n

∞

=

Λ
= −Λ∑   (40) 

Показано, что если при ( , )→∞ Λ →∞T cT , то случайные величины 

 ( ) , 1, ,
( )

i i
i

ii

x T ay i m
T R

− Λ
= =

Λ
  (41)  

имеют совместное нормальное распределение с нулевым средним и 
ковариационной матрицей R . 

Зная плотность распределения объема спроса, можно определить 
вероятность ( , )P q T  того, что партия товара объема q  будет продана за время 
T : 

 
, 1

( ( , ) )( ( , ) )1
2 ( , )

1
2 2

11

( , ) .
( , )

(2 ) det
( , )

m
i i j j

ij
i j

q T c a q T c a
W

T c

m m m
j j

ij
ji

eP q T
q T c a

R W
T c

=

−Λ −Λ
−

Λ

==

∑

≈
− Λ

⋅π
Λ∑∏

  (42) 

В работе получены соотношения, позволяющие определить 
оптимальный размер партии товара, предназначенного для продажи, и 
определить оптимальную торговую наценку. Обозначим через W  среднюю 
прибыль продавца за время торговой сессии. Так как на приобретение jq  
единиц j -го товара затрачивается j jd q  средств, а выручка составляет j jc q , 
если была продана вся партия товара, и ( )− −j j jc x b q x  если была продана 
партия товара объема товара x , то средняя прибыль 

 
1 0

( ) ( ( )) ( ) ,
∞

=

 
 = − + + − −
  

∑ ∫ ∫
j

j

qm

j j j j j j j
j q

W S с q p x dx c x b q x p x dx   (43) 

где ( )jp x  – плотность вероятностей спроса на j - й товар и S  – затраченный 

на приобретение товара капитал 
1

m

j j
j

S d q
=

=∑  и задача нахождения оптимальной 

партии товара сводится к сепарабельной задаче нелинейного 
программирования. 
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В случае, когда затраты S  на приобретение товара не ограничены при 
1T >> , плотность вероятностей спроса ( )jp x  может быть аппроксимирована 

нормальным распределением с параметрами ( )Λ iT a  и ( )Λ iiT R  оптимальные 
объемы партий товара jq  определяется в виде 

 ( ) ( ) 1 ,j j
j j ii

j j

b d
q T a T R

b c
 +

= Λ + Λ ψ −  + 
  (44) 

где ( )ψ x  – функция, обратная интегралу вероятностей. 
Будем считать, что 1>>T . Предположим так же, что по всем товарам 
устанавливается одинаковая торговая наценка, то есть ,= γi iс d  где 1γ ≥ . Далее 
будем предполагать, что 0( , ) ( )Λ = λ γT c Tf , где ( )γf  – монотонно убывающая 
функция: (0) 1=f  и функция ( ) 0γ γ →f  при γ →∞ , так как по бесконечно 
большой цене никто покупать не будет. Условие ( , ) 1Λ >>T c  переходит теперь 
в условие 0 1λ >>T , а задача определения оптимальных розничных цен 
сводится к задаче определения оптимальной наценки γ . 

 Средняя прибыль перепишется в виде 

 
0

1

2

1 00

( ) ( )( 1)

1 1( ) ( )exp 1 .
22

m

i i
i

m
i i

ii i i
i i i

W Т a d f

b df R d b
b dT

=

=


γ = λ γ γ − −

  +
− γ γ + − ψ −    + γπλ   

∑

∑
  (45) 

 Торговая наценка γ , минимизирующая среднюю прибыль, определяется 
в виде 

 0 1
0

1 ,
T

γ = γ + γ
λ

  (46) 

где 0γ  – корень уравнения 0 0 0( ) ( )( 1) 0.f f ′γ + γ γ − =  Выражение для 1γ  
приведено в диссертации. 
 Одной из представляющих интерес характеристик модели является 
плотность распределения длительности продаж закупленного для 
перепродажи набора продукции. Пусть интенсивность ( , )λ = λt c  не зависит от 
времени. Обозначим через ( )t s  – длительность продажи партии товара 
стоимости S , который покупатель может приобрести за одну покупку. 
 В работе показано, что при 1S >>  длительность продаж ( )t s  партии 
товара объема S  имеет нормальное распределение со средним 1( )T s  и ( )D s
равными 

 2
1 2 3

1 1

( ) , ( ) ,s smT s D s
m m

= =
λ λ

  (47) 
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где { }.i

im M s=  
Зная плотность вероятностей длительности продаж, можно определить 

стоимость партии товара, которая может быть реализована за заданное время 
T  с заданной вероятностью α . Имеем 

 
2

11 ( ){ ( ) } exp ,
22

T t TP t s T dt
DD −∞

 −
α = ≤ = − π  

∫   (48)  

где 1T  и D  определены в работе. Откуда 

 
2

21 2 2
2 2
1 1

( ) 4 ( ) ,
4
m m mS T

m m
 λ

= ψ α + + ψ α λ λ 
  (49)  

где ( )ψ α  - функция, обратная интегралу вероятностей. 
В разделе 3.2 рассматривается задача продажи продукции с 

ограниченным сроком годности при MMP-потоке моментов продаж. 
Продавец приобретает партию товара размера ξ  по оптовой цене d  и 

перепродает её по розничной цене c . Считается, что время реализации 
ограничено. По истечению времени T  товар не может быть реализован, а 
продавец несет дополнительные затраты b , связанные с утилизацией 
непроданной части товара. 

В работе предполагается, что моменты покупок образуют ММР-поток с 
интенсивностью, ( )λ t . Интенсивность ( )λ t  является однородной цепью 
Маркова с непрерывным временем и двумя состояниями ( ) , 1,2.λ = λ =it i  
Переход из состояния в состояние задаётся матрицей инфинитезимальных 
характеристик [ ]= ijQ q , где 0<ijq  при ≠i j  и 1 2 1+ =j jq q . Предполагается, что 
покупатели покупают товар независимо друг от друга. Объем покупки – 
случайная величина z  с плотностью распределения ( )ψ z , средним значением 

{ } 1=M z a  и вторым моментом { }2
2=M z a . 

Плотность распределения спроса определяется уравнением 

 
2

1 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ) .
S

k jk k
j

P S k t P S k t q P S j t P S x k t x dx
t =

∂
= −λ + + λ − ψ

∂ ∑ ∫   (50) 

В работе показано, что при 1>>t  случайная величина 1(t) ( )
( )

S tz
t

−µ
=

σ
 

имеет асимптотически стандартное нормальное распределение и, 
следовательно, при 1>>t  количество товара ( )S t , проданного к моменту 
времени t  имеет асимптотически нормальное распределение со средним 
значением 1( )µ t  и дисперсией 2 ( )σ t , которые определены в работе. 
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Так как на приобретение ξ  единиц товара затрачивается ξd  средств, а 
выручка составляет ξc , если была продана вся партия товара, и ( ),− ξ −cx b x   
если была продана партия товара размера x , то средняя прибыль 

 
0

( , ) ( ( )) ( , ) ,W d c P x T dx cx b x P x T dx
ξ∞

ξ

= − ξ + ξ + − ξ −∫ ∫   (51) 

где ( , )P x T  – плотность распределения спроса на товар за время T . Можно 
показать, что при 1>>T оптимальное значение партии товара ξop  определится 
соотношением 

 1( ) ( ) 1 ,op
b dT T
b c
+ ξ = µ + σ Χ − + 

  (52) 

где !( )µ T  и ( )σ T определены в работе, а ( )Χ z  – функция, обратная к функции 
стандартного нормального распределения. 
 В четвертой главе описан разработанный комплекс программ 
имитационного моделирования систем управления запасами с ограниченным 
сроком реализации. Данный комплекс может быть использован как для 
нахождения характеристик модели, так и для проверки качества оценок 
полученных характеристик. 

Алгоритм предназначен для моделирования процесса продаж продукции 
с ограниченным сроком реализации, при условии, что продажи 
осуществляются партиями случайного объема, где величины покупок 
независимые случайные величины с известной плотностью распределения, а 
моменты продаж образуют Марковский модулированный пуассоновский 
поток с двумя состояниями. 

Результаты имитационного моделирования могут быть использованы 
для определения оптимального объема продаваемой партии товара S  и 
оптимальной розничной цены. 

В алгоритме для моделирования предложенной модели продаж 
рассматривается n  реализаций, в m случаях наблюдается остаток товара, а в 
−n m  случаях наблюдаются время, за которое был реализован весь товар. 

В результате данного алгоритма получаются 2 выборки данных: 
моменты времени 1 2, , , − n mt t t  1,...,∀ = − ≤ii n m t T , когда товар был 
полностью реализован и наблюдаются объемы нереализованной продукции к 
моменту наступления времени окончания торговой сессии 1 2, , , x mx x

1,...,∀ = ≤ii m x S . 
В модели предполагается, что покупатели покупают товар независимо 

друг от друга. Объем покупки – случайная величина z  со средним значением 
a , вторым моментом 2a  и плотностью распределения (z)p . Далее 
предполагается, что поток покупателей – марковский модулированный 
пуассоновский поток с двумя возможными состояниями интенсивности 1λ  и 

2λ  и матрицей инфинитезимальных характеристик 
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 11 11

22 22

.
p p

P
p p
− 

=  − 
  (53) 

Можно показать, что при сделанных предположениях: 
1. Плотность распределения спроса x  на реализуемый товар за время T  имеет 
асимптотически нормальное распределение со средним µx  и дисперсией 2σx  
равными 

 ( )2
2 2 1 2 1 2

1 0 2 0 1
11 22

, 2 ,
π π λ − λ

µ = λ σ = λ +
+x xa T a T a T

p p
  (54) 

где 1 2,π π  – финальные вероятности состояний потока, 0 1 1 2 2λ = λ π + λ π . 
2. Плотность распределения длительности продаж t  партии товара объема Q  
имеет асимптотически нормальное распределение со средним µt  и дисперсией 

2σt  равными 

 ( )2
2 1 2 1 22

3 2 3
1 0 1 0 1 0 11 22

, 2 .
( )

π π λ − λ
µ = σ = +

λ λ λ +t t
Q Q a Q

a a a p p
  (55) 

3. При заданных ценах , ,b c d  и длительности торговой сессии 1T >>  значение 
Q величины партии товара, максимизирующей прибыль продавца, 
определяется выражением 

 1 ,+ = µ + σ Ψ − + 
x x

b dQ
b c

  (56) 

где ( )Ψ x  – функция, обратная интегралу вероятностей. 
Таким образом, для определения величины Q  оптимальной партии 

товара необходимо знать величины µx  и σx , входящие в соотношение (33). 
В работе предлагаются и исследуются оценки параметров µx  и σx . 

Пусть проведено n  торговых сессий. При этом в m  из них было продано 
количество товара 1 2, , , x mx x 1,...,∀ = ≤ii m x Q , а в оставшихся −n m  сессиях 
был продан весь оставшийся товар объемаQ  за время 1 2, , , − n mt t t  
соответственно. 

Алгоритм служит для вычисления оценок среднего значения объема 
одной покупки и дисперсии объема одной покупки трех видов: основанных на 
объемах проданных партий товара в течение торговой сессии, основанных на 
длительностях торговой сессии, при условии, что вся партия товара была 
реализована и линейной комбинации упомянутых выше оценок (взвешенные 
оценки). 

Для проверки качества полученных оценок используется формула 
ˆ

100%,
−

ω = ⋅
x x

x
 где x̂  – оценка исследуемого параметра, x  – теоретическое 

значение оцениваемого параметра, которая показывает относительные 
погрешности оценок. 
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В таблице представлены результаты, полученные при следующих 
значениях параметров: параметры потока 1 2λ = , 2 3λ = , 11 0.3=p , 22 0.7=p , 

250=Т , величины покупок имеют экспоненциальное распределение со 
средним значением a = 4 при различных значениях объема товара и количества 
реализаций. 

Таблица 1 – Оценки параметров модели 
 

         ω, % 

Q 
ˆ xµ  ( )ˆ t

xµ  µ̂  ˆ xσ  ( )ˆ t
xσ  σ̂  

n = 300 

2200 0.62 0.27 0.35 8.84 3.89 5.11 

2300 0.29 0.29 0.29 4.31 5.43 4.79 

2400 0.28 0.70 0.37 3.55 8.97 4.80 

n = 100 

2200 0.83 0.50 0.58 10.96 9.50 9.77 

2300 0.66 0.77 0.70 8.29 8.91 8.59 

2400 0.55 0.82 0.61 8.51 9.92 8.62 
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