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РЕФЕРАТ 

Рассматриваются бесконечнолинейные ресурсные системы массового 

обслуживания вида MMPP(ν)/(GI/∞)2, MMPP(ν)/(GI/∞)n и MMPP(ν)/GI(n)/∞. 

Рассмотрены системы массового обслуживания с неограниченным числом 

приборов, с входящим Марковски модулированным пуассоновским потоком. 

Предметом исследования является число заявок и суммарный объем занятого 

ресурса в бесконечнолинейных системах массового обслуживания. При 

помощи метода динамического просеивания проведено исследование 

математических моделей бесконечнолинейных систем массового 

обслуживания вида: MMPP(ν)/(GI/∞)2, MMPP(ν)/(GI/∞)n и MMPP(ν)/GI(n)/∞, 

методом асимптотического анализа первого и второго порядков в условии 

высокой интенсивности входящего потока и предельно частых изменений 

состояний цепи Маркова получена гауссовская аппроксимация 

характеристической функции числа заявок в системе и суммарного объема 

занятого ресурса. 

Ключевые слова: система массового обслуживания, 

бесконечнолинейная система, объем ресурса, метод асимптотического 

анализа, гауссовская аппроксимация. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Системы массового обслуживания (СМО) требований случайного 

объема позволяют решать задачи современных технических систем, 

например, загрузки каналов, передачи данных в сети [1-3], в качестве 

математической модели имеют применение СМО требований случайного 

объема [4]. Сообщения или заявки, поступающие в систему, обладают 

различным информационным объемом, который представляет собой 

случайную величину. 

В работах [5-8] были исследованы СМО с ограничением на суммарный 

объем заявок при инверсионном порядке обслуживания (дисциплина LIFO). 

Оказалось, что в этом случае можно получить алгоритмы, пригодные для 

численных расчетов стационарных характеристик. 

В дальнейшем, большой вклад в развитие методов исследования 

ресурсных СМО внес О. М. Тихоненко с коллегами. В своих работах [9, 10, 

11] авторы рассматривают два класса систем массового обслуживания: 

1) системы, в которых суммарный объем требований неограничен, а 

время обслуживания зависит от длины требования [12]; в системе реализован 

алгоритм AQM (Active Queue Management), т.е. каждое требование, 

поступающее в систему может получить отказ в обслуживании и потеряться, 

даже если в памяти имеется свободное место для его размещения, с 

вероятностью, зависящей от объема данного требования и суммарного 

объема других требований, имеющихся в системе в момент его поступления. 

Для описанной системы определяются стационарное распределение числа 

требований и вероятность потери; 

2) системы с ограниченным суммарным объемом, в которых длины 

требований и времена их обслуживания независимы [13]. Для данной 

системы определяются стационарное распределение числа требований и 

вероятность потери требования. 
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Широко применяются методы теории массового обслуживания для 

адекватного описания процесса передачи информации. К тому же, ввиду 

неоднородности предоставляемых услуг (телефонные звонки, передача 

текстовых сообщений, видео- и аудиосообщений, использование интернет), 

необходимо учитывать объем передаваемой информации. В связи с этим, 

актуальным является разработка новых ресурсных моделей, 

сформулированных в терминах систем массового обслуживания, которые бы 

позволили оценить объемы занятого ресурса. 

Системы и сети массового обслуживания уже давно применяются в 

качестве математических моделей различных информационно-

компьютерных систем и сетей [14, 15]. Аналитические результаты удается 

получить, если входящие потоки – пуассоновские. Однако, марковские или 

рекуррентные потоки событий наиболее адекватно описывают современные 

потоки данных компьютерных и телекоммуникационных сетей. 

Целью данной выпускной квалифицированной работы является 

построение и исследование математических моделей ресурсных систем 

массового обслуживания вида MMPP(ν)/(GI/∞)2, MMPP(ν)/(GI/∞)n и 

MMPP(ν)/GI(n)/∞ методом асимптотического анализа в условии высокой 

интенсивности входящего потока и предельно частых изменений состояний 

цепи Маркова. 
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1 Исследование СМО MMPP(ν)/(GI/∞)2 

1.1 Постановка задачи 

 

Рассмотрим двухфазную СМО с неограниченным числом приборов. На 

вход системы поступает MMPP-поток заявок, управляемый цепью Маркова 

k(t) = 1,2,…,K, задается матрицей инфинитезимальных характеристик 

Q = ||qij|| размера K×K и диагональной матрицей условных интенсивностей 

 1λ ,...,λkdiagΛ  (Рисунок 1.1). 

 

Рисунок 1.1 – Бесконечнолинейная ресурсная двухфазная СМО 

с входящим MMPP-потоком 

 

Предполагаем, что каждое требование характеризуется некоторым 

случайным объёмом v > 0, и G(y) = P{v < y} – функция распределения 

случайной величины v. Объемы различных требований независимы. Считаем, 

что продолжительность обслуживания заявки на первой фазе имеет 

произвольную функцию распределения, одинаковую для всех приборов, 

которую обозначим  1B x , и на второй фазе –  2B x . После обслуживания на 

первой фазе заявка с тем же объемом переходит на вторую фазу, после 

обслуживания на второй фазе заявка покидает систему и «уносит» с собой 

свой объем. 
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Пусть li(t) – число заявок на i-ой фазе системы в момент времени t,

 iV t  – суммарный объем занятого ресурса на i-ой фазе в системе в момент 

времени t, где i = 1,2. 

Поставим задачу нахождения характеристик четырехмерного 

случайного процесса         1 1 2 2, , ,l t V t l t V t . Отметим, что исследуемый 

процесс не является марковским. Поэтому для его исследования будем 

использовать метод динамического просеивания [16]. 

Изобразим три параллельных оси времени, пронумерованных от 0 до 2. 

Ось под номером 0 будет отображать события входящего потока, ось под 

номером 1 будет соответствовать первому просеянному потоку, ось под 

номером 2 – второму (Рисунок 1.2). 

 

Рисунок 1.2 – Просеивание заявок входящего потока 

Пусть имеется набор функций  1S t ,  2S t  значения которых лежат в 

диапазоне [0,1] и обладают свойством 

 

    1 2 1S t S t   

 

для любых t. 

Событие входящего потока может просеяться только на одну из двух 

осей, либо не просеяться ни на одну. Вероятность того, что заявка входящего 

потока, поступившая в систему в момент времени 0t t , сформирует событие 

потока на оси 1, то есть к моменту времени T не закончит обслуживание на 
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первой фазе, равна    1 11S t B T t   ; сформирует событие потока на оси 2, 

то есть к моменту времени T закончит обслуживание на первой фазе и не 

закончит на второй, равна      *

2 2 21S t B T t B T t     , где 

    *

2 1 2τ * τB B B  – свертка функций распределения  1B x ,  2B x  

длительности обслуживания на фазах системы; не сформирует событие ни на 

одной из осей с вероятностью      0 1 21S t S t S t   , то есть к моменту 

времени T заявка закончит обслуживание на обеих фазах и покинет систему. 

Обозначим ni(t) – число событий, наступивших на i -ой оси 

просеянного потока до момента t, Wi(t) – суммарный объем занятого ресурса 

просеянными заявками на i -ую ось. 

Как показано в [16], многомерное распределение вероятностей числа 

заявок на фазах системы в момент времени T совпадает с многомерным 

распределением вероятностей числа просеянных заявок на соответствующие 

оси: 

 

          1 1 2 2 1 1 2 2, ,P l T m l T m P n T m n T m      

 

для любых m1, m2 = 0, 1, 2, … Нетрудно показать, что для исследуемого 

процесса         1 1 2 2, , ,l t V t l t V t  справедливо: 

 

         1 1 1 1 2 2 2 2, , ,P l T m V T z l T m V T z      

         1 1 1 1 2 2 2 2, , ,P n T m W T z n T m W T z     (1.1) 

 

для любых m1, m2 = 0, 1, 2, … и z1, z2 ≥ 0. Будем использовать равенство (1.1) 

для исследования процесса         1 1 2 2, , ,l t V t l t V t  с помощью исследования 

процесса         1 1 2 2, , ,n t W t n t W t . 

 

1.2 Система дифференциальных уравнений Колмогорова 
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Обозначим распределение вероятностей многомерного Марковского 

процесса 

 

  1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2( , , , , , ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )P k n w n w t P k t k n t n W t w n t n W t w      , 

 

где k(t) – состояние управляющей цепи Маркова. Для этого распределения 

составим Δt-методом прямую систему дифференциальных уравнений 

Колмогорова. По формуле полной вероятности запишем: 

 

     1 1 2 2 1 1 2 2, , , , , , , , , , 1 λ 1k kkP k n w n w t t P k n w n w t t q t         

      1 1 2 2 1 2, , , , , λ 1kP k n w n w t t S t S t      

     
1

1 1 1 2 2

0

λ , 1, , , ,

w

k tS t P k n w y n w t dG y      

     
2

2 1 1 2 2

0

λ , , , 1, ,

w

k tS t P k n w n w y t dG y      

    ν 1 1 2 2

ν

ν, , , , ,k

k

q tP n w n w t o t


    . (1.2) 

 

Из (1.2) получаем систему дифференциальных уравнений Колмогорова 

 

 
 

      1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

, , , , ,
λ , , , , ,k

P k n w n w t
S t S t P k n w n w t

t


   


 

      
1

1 1 1 2 2

0

λ , 1, , , ,

w

kS t P k n w y n w t dG y     

     
2

2 1 1 2 2

0

λ , , , 1, ,

w

kS t P k n w n w y t dG y     

  ν 1 1 2 2

ν

ν, , , , ,kq P n w n w t , (1.3) 

 

для k = 1, …, K; n1, n2 = 0, 1, 2, …; w1, w2 > 0. 

Начальное условие для решения  1 1 2 2, , , , ,P k n w n w t  в момент времени t0 

определим в виде: 
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  
  1 1 2 2

1 1 2 2 0

, 0,
, , , , ,

0, ,

r k n w n w
P k n w n w t

иначе

    
 


 

 

где r(k) – стационарное распределение вероятностей состояний цепи Маркова 

k(t). 

Введем характеристические функции вида: 

 

    1 1 1 1 2 2 2 2

1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

0 00 0

, , , , , , , , , ,ju n jv w ju n jv w

n n

h k u v u v t e e e e P k n dw n dw t

  

 

   , 

 

где 1j    – мнимая единица. 

Тогда можем записать следующие уравнения: 

 

 
 

 1 1 2 2

ν 1 1 2 2

ν

, , , , ,
ν, , , , ,k

h k u v u v t
q h u v u v t

t


 


  

          *1 2
1 1 2 2 1 1 2 2

*λ , , , , , 1 1k

ju ju
h k u v u v t S t e G v S t e G v

    
           

, 

 

для k = 1…K, где 

 

    *

0

jvyG v e dG y



  . 

 

Тогда (1.3) можем переписать в виде следующей системы уравнений: 

 

 
 

 1 1 2 2

1 1 2 2

, , , ,
, , , ,

u v u v t
u v u v t

t


 



H
H  

           1 2* *

1 1 2 21 1ju juS t e G v S t e G v     
 
Λ Q , (1.4) 

 

с начальным условием 

 

  1 1 2 2 0, , , ,u v u v t H r , (1.5) 

 

где 
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      1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2, , , , 1, , , , , ,..., , , , , ,u v u v t h u v u v t h K u v u v t   H , 

 

r = [r(1), …, r(K)] – вектор стационарного распределения вероятностей 

состояний управляющей цепи Маркова k(t), удовлетворяющий системе: 

 

 
,

1,






rQ 0

re
 (1.6) 

 

и e – единичный вектор-столбец. 

 

1.3 Метод асимптотического анализа 

 

Применим метод асимптотического анализа, заключающийся в 

нахождении аппроксимации характеристической функции рассматриваемого 

случайного процесса при определенных условиях [16]. Для нашей системы 

мы будем рассматривать условие высокой интенсивности входящего потока 

и предельно частых изменений состояний цепи Маркова [17-19]. 

Подставим в уравнение (1.4) Λ = NΛ1 и Q = NQ1, где N → ∞ – 

некоторый параметр, который используется для асимптотического анализа. 

Тогда можно записать: 

 

 
 1 1 2 2

1 1 2 2

, , , ,1
, , , ,

u v u v t
u v u v t

N t


 



H
H  

           1 2* *

1 1 2 21 1ju juS t e G v S t e G v     
 
Λ Q , (1.7) 

 

с начальным условием (1.5). 

Теорема 1.1. Асимптотическая характеристическая функция первого 

порядка многомерного случайного процесса         1 1 2 2, , ,n t W t n t W t  имеет 

вид: 
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         
0 0

1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 2, , , , exp λ τ τ τ τ

t t

t t

u v u v t N ju jv a S d ju jv a S d
   

     
    

 H r , 

 

где λ  rΛe  – интенсивность входящего потока, a1 – первый момент 

случайной величины с функцией распределения вероятностей  G y . 

Доказательство. 

Обозначим 

 

1
ε

N
 , 

1 1εu x , 
1 1εv y , 

2 2εu x , 
2 2εv y , 

    1 1 2 2 1 1 1 2 2, , , , , , , , ,εu v u v t x y x y tH F . (1.8) 

 

Перепишем задачу (1.7)–(1.5) с учетом введенных обозначений 

 

 
 1 1 1 2 2

1 1 1 2 2

, , , , ,ε
ε , , , , ,ε

x y x y t
x y x y t

t


 



F
F  

           1 2ε ε* *

1 1 2 2ε 1 ε 1j x j xS t e G y S t e G y     
 

Q Λ , (1.9) 

 

с начальным условием 

 

  1 1 1 2 2 0, , , , ,εx y x y t F r . (1.10) 

 

Найдем асимптотическое решение задачи (1.9)–(1.10) в два этапа. 

Этап 1. Выполнив предельный переход в (1.9) при ε → 0, получим 

 

  1 1 1 2 2, , , ,x y x y t F Q 0 . 

 

Сравнивая это уравнение с первым в системе (1.6) и сделав вывод, 

 1 1 1 2 2, , , ,x y x y tF  можно записать в виде: 

 

    1 1 1 2 2 1 1 1 2 2, , , , , , , ,x y x y t x y x y t F r , (1.11) 

 

где  1 1 1 2 2, , , ,x y x y t  – некоторая скалярная дифференцируемая функция, 

которая удовлетворяет условию 
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  1 0, , 1.t x y  (1.12) 

 

Этап 2. Умножим (1.9) на вектор e, подставим (1.11), учитывая 

разложение 

 

  ε 21 ε εj xe j x O   , (1.13) 

 

разделим результаты на ε и произведем предельный переход при ε → 0. 

Тогда, учитывая, что Qe 0  и re = 1, для функции  1 , ,t x y  получим 

следующее дифференциальное уравнение 

 

 
 1 1 1 2 2

1 1 1 2 2

, , , ,
, , , ,

x y x y t
x y x y t

t


 


 

      1 1 1 1 2 2 2 1λ S t jx jy a S t jx jy a      . (1.14) 

 

Проинтегрировав уравнение (1.14) от t0 до t, учитывая начальное 

условие (1.12), получим 

 

         
0 0

1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 2, , , , exp λ τ τ τ τ

t t

t t

x y x y t jx jy a S d jx jy a S d
   

      
    

  . 

 

Подставляя это выражение в (1.11) и выполняя замены, обратные к 

(1.8), получим 

 

         
0 0

1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 2, , , , exp λ τ τ τ τ

t t

t t

u v u v t N ju jv a S d ju jv a S d
   

     
    

 H r . 

 

Теорема 1.1. доказана. 

Теорема 1.2. Асимптотическая характеристическая функция второго 

порядка многомерного случайного процесса         1 1 2 2, , ,n t W t n t W t  имеет 

вид: 
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     1 2 1 1

0

1 2 1 1, , , , exp λ τ τ+
t

t

u v u v t N ju jv a S d


  


H r  

   
 

   1 2

2 2 2 1 1

2

1

0 0 0

λ τ τ λ τ τ κ τ τ
2

t t t

t t t

ju
N ju jv a S d N S d N S d

 
  

 

       

 
   1 2 2

2 1 1 1

2

0 0

λ τ τ κ τ τ
2

t t

t t

jv
N a S d N a S d

 
   

 

 

   2

1 1 1 1 11

0 0

λ τ τ κ τ τ
t t

t t

ju jv N a S d N a S d
 

  
 

   

 
   2 2

2 2

2

0 0

λ τ τ κ τ τ
2

t t

t t

ju
N S d N S d

 
  

 

  
 

   2 2 2

2 2 1 2

2

0 0

λ τ τ κ τ τ
2

t t

t t

jv
N a S d N a S d

 
  

 

   

   2

2 2 1 2 21

0 0

λ τ τ κ τ τ
t t

t t

ju jv N a S d N a S d
 

   
 

   

       2

1 2 1 2 1 2 1 1 2

0 0

κ τ τ τ τ τ τ
t t

t t

ju ju N S S d jv jv N a S S d     

     1 2 2 1 1 1 2

0

τ τ τ
t

t

ju jv ju jv N a S S d


 


   , 

 

где κ 2 ( λ )  g Λ e , a2 – второй начальный момент случайной величины с 

функцией распределения G(y). 

Доказательство. 

Представим функцию  1 21 2, , , ,u v u v tH  в виде 

 

   1 1 2 2 2 1 1 2 2, , , , , , , ,u v u v t u v u v t H H  

        
0 0

1 1 1 1 2 2 1 2exp λ τ τ τ τ

t t

t t

N ju jv a S d ju jv a S d
   

     
    

  , (1.15) 

 

получим уравнение относительно функции  1 22 1 2, ,, ,u v u v tH : 

 

 
   2 1 2

1 1 1 1

1 2, ,, ,1
λ

u v u v t
ju jv a S t

N t



 



H
     2 2 1 2 2 1 21 2, ,, ,ju jv a S t u v u v t  H  

       1

1 2

*

2 1 2 1 1, , , , 1juu v u v t S t e G v  


H Λ  

     2 *

2 2 1juS t e G v   


Q . (1.16) 

 

Выполним здесь следующие замены: 
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2

1 1 1 1 2 2 2 2

1
ε , ε , ε , ε , εu x v y u x v y

N
     , 

    2 1 1 2 2 2 1 1 2 2, , , , , , , , ,εu v u v t x y x y tH F . (1.17) 

 

С использованием этих обозначений, уравнение (1.16) перепишется в 

виде 

 

 
    1

1 1 1

2 2 1 2 2

2 1 2 2 1 1

, , , , ,ε
ε , , , , ,ε λ ε ε

x y x y t
x y x y t S t j x j y a

t


  

F
F  

    1 12 2 2 2 1 2 2ε ε , , , , ,εS t j x j y a x y x y t    F  

           1 2* *

1 1 2 2

ε εε 1 ε 1j x j xS t e G y S t e G y     
 
Λ Q . (1.18) 

 

Найдем асимптотическое, при ε 0 , решение этой задачи, то есть 

   1 12 1 2 2 2 1 2 2
ε 0

, , , , lim , , , , ,εx y x y t x y x y t


F F . 

Этап 1. Выполним предельный переход при ε 0  в (1.18), получим: 

 

 12 1 2 2, , , , ,εx y x y t F Q 0 . 

 

Представим  12 1 2 2, , , ,x y x y tF  в виде 

 

    1 12 1 2 2 2 1 2 2, , , , Ф , , , ,x y x y t x y x y tF r , (1.19) 

 

где  12 1 2 2Ф , , , ,x y x y t  – некоторая скалярная дифференцируемая функция, 

удовлетворяющая условию  12 1 2 2 0Ф , , , , 1x y x y t  . 

Этап 2. Решение уравнения (1.18) запишем в виде разложения 

 

   1 12 1 2 2 2 1 2 2, , , , ,ε Ф , , , ,x y x y t x y x y t F r  

           2

1 1 1 1 2 2 1 2ε ε ε ε εj x j y a S t j x j y a S t O      g , (1.20) 

 

где g  – некоторая вектор-строка. Подставим разложение (1.20) в (1.18), 

используя разложение (1.13), получим матричное уравнение для вектора g: 
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 λ gQ r I Λ . 

 

Этап 3. Домножим (1.18) на вектор e, используя (1.20) и разложение 

 

 
 

 
2

ε 3ε
1 ε ε

2

j x j x
e j x O    , (1.21) 

 

в результате несложных преобразований, получаем 

 

 
 2 1 1 2 2

2 1 1 2 2

, , , ,
, , , ,

x y x y t
x y x y t

t


 


 

 
    

 
    

2 2

2 2 21 1

1 1 2 1 1 1λ κ λ κ
2 2

jx jy
S t S t a S t a S t


   


 

    2

1 1 1 1 1 1λ κjx jy a S t a S t       2

2 2 1 2 1 2λ κjx jy a S t a S t   

       2

1 2 1 2 1 2 1 1 2κ κjx jx S t S t jy jy a S t S t    

     
 

    
2

22

1 2 2 1 1 1 2 2 2κ λ κ
2

jx
jx jy jx jy a S t S t S t S t     

 
    

2

2 22

2 2 1 2λ κ
2

jy
a S t a S t


  



, 

 

где  κ 2 λ  g Λ e . 

Решение этого уравнения, с учетом начального условия, имеет вид 

 

 2 1 1 2 2, , , ,x y x y t 
 

   
0 0

2

21

1 1exp λ τ τ κ τ τ
2

t t

t t

jx
S d S d

  
    

  
   

 
   

0 0

2

2 21

2 1 1 1λ τ τ κ τ τ
2

t t

t t

jy
a S d a S d

 
   

 
 

     
0 0

2

1 1 1 1 1 1λ τ τ κ τ τ

t t

t t

jx jy a S d a S d
 

  
 
 

   

 
   

0 0

2

22

2 2λ τ τ κ τ τ
2

t t

t t

jx
S d S d

 
   

 
 
 

 
   

0 0

2

2 22

2 2 1 2λ τ τ κ τ τ
2

t t

t t

jy
a S d a S d

 
  

 
 

   

   
0 0

2

2 2 1 2 1 2λ τ τ κ τ τ

t t

t t

jx jy a S d a S d
 

   
 
 

     
0

1 2 1 2κ τ τ τ

t

t

jx jx S S d   
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   
0

2

1 2 1 1 2κ τ τ τ

t

t

jy jy a S S d       
0

1 2 2 1 1 1 2κ τ τ τ

t

t

jx jy jy jx a S S d


 


 . 

 

подставляя которое в (1.19), получаем 

 

 
 

   1 2

2 1 2 2 1 1

2

1

0 0

, ,, , ,ε exp λ τ τ κ τ τ +
2

t t

t t

jx
x y x y t S d S d

  
    

  

 F r  

 
   1 2 2

2 1 1 1

2

0 0

λ τ τ κ τ τ
2

t t

t t

jy
a S d a S d

 
   

 

     2

1 1 1 1 11

0 0

λ τ τ κ τ τ
t t

t t

jx jy a S d a S d
 

  
 

   

 
   2 2

2 2

2

0 0

λ τ τ κ τ τ
2

t t

t t

jx
S d S d

 
  

 

  
 

   2 2 2

2 2 1 2

2

0 0

λ τ τ κ τ τ
2

t t

t t

jy
a S d a S d

 
  

 

   

   2

2 2 1 2 21

0 0

λ τ τ κ τ τ
t t

t t

jx jy a S d a S d
 

   
 

   

       2

1 2 1 2 1 2 1 1 2

0 0

κ τ τ τ τ τ τ
t t

t t

jx jx S S d jy jy a S S d     

     
0

1 2 2 1 1 1 2τ τ τ
t

t

jx jy jx jy a S S d


    


. 

 

Выполним замены, обратные к (1.17) и (1.15), запишем приближенное 

равенство для характеристической функции  1 21 2, , , ,u v u v tH  

 

     1 2 1 1

0

1 2 1 1, , , , exp λ τ τ+
t

t

u v u v t N ju jv a S d


  


H r  

   
 

   1 2

2 2 2 1 1

2

1

0 0 0

λ τ τ λ τ τ κ τ τ
2

t t t

t t t

ju
N ju jv a S d N S d N S d

 
  

 

       

 
   1 2 2

2 1 1 1

2

0 0

λ τ τ κ τ τ
2

t t

t t

jv
N a S d N a S d

 
   

 

 

   21 1
1 1 11

0 0
2

λ τ τ κ τ τ
t t

t t

ju jv
N a S d N a S d

 
  

 

   

 
   2 2

2 2

2

0 0

λ τ τ κ τ τ
2

t t

t t

ju
N S d N S d

 
  

 

  
 

   2 2 2

2 2 1 2

2

0 0

λ τ τ κ τ τ
2

t t

t t

jv
N a S d N a S d

 
  

 

   

   22 2
1 2 21

0 0
2

λ τ τ κ τ τ
t t

t t

ju jv
N a S d N a S d

 
   

 

   
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       21 2 1 2
1 2 1 1 2

0 0
2 2

κ τ τ τ τ τ τ
t t

t t

ju ju jv jv
N S S d N a S S d     

 
 

   1 2 2 1

1 1 2

0
2

τ τ τ
t

t

ju jv ju jv
N a S S d

 



   . (1.22) 

Теорема 1.2. доказана. 

Следствие. Асимптотическое совместное стационарное распределение 

вероятностей четырехмерного процесса числа заявок и суммарных объемов 

занятого ресурса на фазах системы MMPP(ν)/(GI/∞)2, при условии растущей 

интенсивности входящего потока и предельно частых изменений состояний 

управляющей MMPP-потоком цепи Маркова, является четырехмерным 

гауссовским распределением вероятностей с параметрами: 

– вектором математических ожиданий: 

 

 
1 1 1 2 1 2

λ λ λ λN b N a b N b N a b  a ,  

 

где 

  1 1

0

1 τ τb B d



  ,     *

2 1 2

0

τ τ τb B B d



  , 

 

– ковариационной матрицей: 

 

1 1 1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 2 1 1 1 1 1

1 2 2 1 2 1 2

2 2
1 1 1 2 1 2 2 2 1 2

λ κ λ κ κ κ

λ κ λ κ κ κ

κ κ λ κ λ κ

κ κ λ κ λ κ

N b N N a b N a N b N a b

N a b N a N a b N a N a b N a b

N b N a b N b N N a b N a

N a b N a b N a b N a N a b N a

 
 
 
 
 
 
 

   

   


   

   

K , 

 

где 

 

  
2

1 1

0

β 1 τ τB d



  ,     
2

*

2 1 2

0

β τ τ τB B d



  , 

       *

1 1 2

0

1 τ τ τ τb B B B d



   . 

 

1.3 Численный анализ точности асимптотических результатов 
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Пусть входящий MMPP-поток задан следующими матрицами 

 

2 0 0

0 3 0

0 0 4

N

 
 

 
 
  

Λ , 

0,8 0,4 0,4

0,3 0,6 0,3

0,4 0,4 0,8

N

 
 

  
 
  

Q . 

 

Тогда λ = N, (при N   получаем асимптотическое условие растущей 

интенсивности входящего потока), а время обслуживания имеет гамма-

распределение вероятностей с параметрами: 

 

1α 1,5 , 
1β 2 , 

2α 0,5 , 
2β 1,5 , 

 

для первой и второй фаз соответственно. Тогда b1 = 0,75 и b2 = 1/3. 

Пусть количество ресурса, необходимого для обслуживания одной 

заявки, имеет равномерное на [0,1] распределение вероятностей. 

Целью является найти нижнюю границу параметра N применимости 

приближения (1.23). С этой целью мы провели серию экспериментов 

увеличивая значения N, и сравнили асимптотические распределения с 

эмпирическими, используя расстояние Колмогорова: 

 

   sup F x G x
x

   , 

 

где F(x) – асимптотическая гауссовская функция распределения с 

математическим ожиданием 0,5N и дисперсией 0,352N, а G(x) – 

эмпирическая. 

В таблице 1.1 приведены значения расстояния Колмогорова между 

асимптотической и эмпирической функциями распределений суммарных 

объемов занятых ресурсов на второй фазе для различных значений параметра 

N. Точность аппроксимации увеличивается с ростом интенсивности 

входящего потока N, а рисунок 1.3 демонстрирует это. 
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Таблица 1.1 – Расстояние Колмогорова между асимптотическим и 

эмпирическим распределениями вероятностей суммарного объема занятого 

ресурса на второй фазе 

N 1 5 10 15 20 50 100 

  0,173 0,040 0,028 0,023 0,020 0,013 0,009 

 

     

А) N = 10 Б) N = 100 

Рисунок 1.3 – Распределение вероятностей суммарного объема занятого 

ресурса на второй фазе системы (Асимптотические результаты – 

«Theoretical», эмпирические – «Simulation») 
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2 Исследование СМО MMPP(v)/(GI/∞)n 

2.1 Постановка задачи 

 

Рассмотрим n-фазную ресурсную СМО с неограниченным числом 

приборов и неограниченным объемом предоставляемого ресурса на каждой 

фазе. На вход системы поступает MMPP-поток заявок, управляемый цепью 

Маркова k(t) = 1,2,…,K, которая задается матрицей инфинитезимальных 

характеристик Q = ||qij|| размера K × K, и диагональной матрицей условных 

интенсивностей  1λ ,...,λkdiagΛ  (Рисунок 2.1). 

 

Рисунок 2.1 – Бесконечнолинейная ресурсная многофазная СМО 

с входящим MMPP-потоком 

 

Поступающее требование занимает любой свободный прибор на 

первой фазе, где обслуживается в течение случайного времени τ1 ≥ 0 с 

функцией распределения    1 1τB x P x   и формирует запрос на 

предоставление случайного объема ресурса ν ≥ 0 с функцией распределения 

   G y P v y  . По окончании обслуживания на первой фазе, заявка 

освобождает тот же объем ресурса, мгновенно переходит на вторую фазу, где 

обслуживается в течение случайного времени τ2 ≥ 0 с функцией 

распределения    2 2τB x P x   и занимает такой же объем ресурса, как и на 

первой фазе. И так далее, после окончания обслуживания на n-й фазе, заявка 

покидает систему и освобождает занимаемый ресурс. 
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Пусть  il t  – число заявок на i-й фазе в момент времени t, Vi(t) – 

суммарный объем занятого ресурса на i-й фазе в момент времени t, где 1,i n  

– номер фазы. 

Поставим задачу нахождения характеристик многомерного случайного 

процесса              1 1, ,..., , ,...n nt t l t l t V t V tl V . Отметим, что исследуемый 

процесс не является марковским. Для его исследования применим метод 

многомерного динамического просеивания [16]. 

Изобразим n параллельных осей времени, пронумерованных от 0 до n. 

Ось под номером 0 будет отображать события входящего потока, ось под 

номером 1 будет соответствовать первому просеянному потоку, ось под 

номером 2 – второму, и так далее, ось под номером n соответствует n-му 

просеянному потоку (Рисунок 2.2). 

 

Рисунок 2.2 – Просеивание входящего потока 

Пусть имеется набор функций  iS t , 1,i n  значения которых лежат в 

диапазоне [0,1] и обладают свойством 

 

 
1

1
n

i

i

S t


 , 

 

для любых t. 

Событие входящего потока может просеяться только на одну из осей, 

либо не просеяться ни на одну. Вероятность того, что заявка входящего 

потока, поступившая в систему в момент времени t > t0 сформирует событие 
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потока на i-ой оси, то есть к моменту времени T будет находиться на 

обслуживании на i-ой фазе равна      * *

1i i iS t B T t B T t    , где 

    *

1τ * τi i iB B B  – свертка функций распределения  1iB x ,  iB x  

длительности обслуживания на фазах системы. Вероятность того, что заявка 

не сформирует событие ни на одной из осей равна    0

1

1
n

i

i

S t S t


  , то есть 

к моменту времени T заявка закончит обслуживание на всех фазах и покинет 

систему. 

Обозначим  in t  – число событий, наступивших на i-ой оси 

просеянного потока до момента t,  iW t  – суммарный объем занятого ресурса 

просеянными заявками на i-ой оси. 

Как показано в [16], многомерное распределение вероятностей числа 

заявок на фазах системы в момент времени T совпадает с многомерным 

распределением вероятностей числа просеянных заявок на соответствующие 

оси: 

 

     P T P T  l m n m  

 

для любых  1,..., nm mm . Нетрудно показать, что для исследуемого 

процесса справедливо: 

 

 
         , ,P T T P T T    l m V z n m W z

 (2.1) 

 

для любых  1,..., nm mm  и любых  1,..., nz zz . Следует отметить, что 

неравенства  T V z ,  T W z  подразумевают поэлементное сравнение 

векторов, т.е.  1 1W T z  и так далее. Будем использовать равенство (2.1) для 

исследования процесса     ,t tl V  с помощью исследования процесса 

    ,t tn W . 
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2.2 Система дифференциальных уравнений Колмогорова 

 

Добавим компоненту k(t) – состояние управляющей цепи Маркова в 

момент времени t, к процессу     ,t tn W , тогда полученный многомерный 

процесс будет являться Марковским. Введем обозначение для его 

распределения вероятностей 

 

        , , , , ,P k t P k t k t t   n w n n W w . 

 

Для этого распределения составим Δt-методом прямую систему 

дифференциальных уравнений Колмогорова. По формуле полной 

вероятности запишем: 

 

    0( , , , ) ( , , , ) 1 λ 1 ( , , , )λk kk kP k t t P k t t q t P k t tS t         n w n w n w  

      
1 0

λ , , ,
iwn

k i i i

i

tS t P k t dG y


      n e w y  (2.2) 

   ν

ν

ν, , ,k

k

q tP t o t


    n w . 

 

Из (2.2) получаем систему дифференциальных уравнений Колмогорова 

 

 
    0

, , ,
λ 1 , , ,k

P k t
S t P k t

t


   



n w
n w  

 ν

ν

ν, , ,k

k

q P t


 n w      
1 0

λ , , ,
iwn

k i i i

i

S t P k t dG y


    n e w y , 

 

для k = 1, …, K,    1 1,..., , ,...,n nn n w w n w , где 
iy  – вектор, все элементы 

которого нулевые, за исключением i-го, который равен y, 
ie  – вектор, все 

элементы которого нулевые, за исключением i-го, который равен 1. 

 

Начальное условие для решения  , , ,P k tn w  в момент времени t0 

определим в виде 
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 
 

0

, ,
, , ,

0, .

r k
P k t

иначе

  
 


n w 0
n w  

 

где r(k) – стационарное распределение вероятностей состояний цепи Маркова 

k(t). 

Введем частичные характеристические функции вида: 

 

   1 1 1 1

1 0 00 0

, , , ... , , ,n n n n

n

ju n jv wju n jv w

n n

h k t e e e e P k d t

  

 

    u v n w , 

 

где 1j    – мнимая единица. 

Тогда (2.3) можем переписать в виде следующей системы уравнений: 

 

 
 ν

ν

, , ,
, , ,k

h k t
q h k t

t


 




u v
u v  

      
1

*+λ , , , 1
n

i
k i i

i

ju
S t h k t e G v



 
 

 
 u v , (2.3) 

 

для k = 1…K, где 

 

   *

0

jvyG v e dG y



  . 

 

Перепишем эту систему в виде матричного уравнения: 

 

 
 

     
1

, , *, , 1
n

i
i i

i

t ju
t S t e G v

t 

   
       


H u v

H u v Λ Q  (2.4) 

 

с начальным условием 

 

  0, ,t H u v r , (2.5) 

 

где 
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     , , 1, , , ,..., , , ,t h t h K t   H u v u v u v , 

 

r = [r(1), …, r(K)] – вектор стационарного распределения вероятностей 

состояний управляющей цепи Маркова k(t), удовлетворяющий системе: 

 

 
,

1,






rQ 0

re
 (2.6) 

 

и e – единичный вектор-столбец. 

 

2.3 Метод асимптотического анализа 

 

Для решения задачи (2.3)–(2.4) воспользуемся методом 

асимптотического анализа [16]. Для нашей системы будем рассматривать 

условие высокой интенсивности входящего потока и предельно частых 

изменений состояний цепи Маркова [17-19]. 

Подставим в уравнение (2.4) NΛ Λ  и NQ Q , где N → ∞ – 

некоторый параметр, который используется для асимптотического анализа. 

Тогда можно записать: 

 

 
 

     
1

, ,1 *, , 1
n

i
i i

i

t ju
t S t e G v

N t 

   
       


H u v

H u v Λ Q  (2.7) 

 

с начальным условием (2.5). 

 

Теорема 2.1. Асимптотическая характеристическая функция первого 

порядка многомерного случайного процесса     ,t tn W  имеет вид: 

 

     
0

1

1

, , exp λ τ τ

tn

i i i

i t

t N ju jv a S d


  
  

  
 H u v r , 
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где λ  rΛe  – интенсивность входящего потока, a1 – средний объем 

занимаемого одной заявкой ресурса. 

Доказательство. 

Обозначим 

 

    1

1
ε, ε , ε , , , , , ,εt t

N
   u x v y H u v F x y . (2.8) 

 

Перепишем задачу (2.7)–(2.5) с учетом введенных обозначений 

 

 
 

     1

1

1

, , ,ε ε *ε , , ,ε ε 1
n

i
i i

i

t j x
t S t e G y

t 

   
       


F x y

F x y Λ Q , (2.9) 

 

с начальным условием 

 

  1 0, , ,εt F x y r . (2.10) 

 

Найдем асимптотическое решение задачи (2.9)–(2.10) в два этапа. 

Этап 1. Подставляя в (2.9) ε = 0, получим 

 

 1 , ,t F x y Q 0 . 

 

Сравнивая это уравнение с первым в системе (2.6), перепишем его в 

виде: 

 

    1 1, , , ,t t F x y r x y , (2.11) 

 

где  1 , ,t x y  – некоторая скалярная функция, которая удовлетворяет 

условию: 

 

  1 0, , 1.t x y  (2.12) 
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Этап 2. Умножим (2.9) на вектор e, подставим (2.11), учитывая 

разложение (1.13), разделим результаты на ε и произведем предельный 

переход при ε → 0. 

Тогда, учитывая, что Qe 0  и re = 1, для функции  1 , ,t x y  получим 

следующее дифференциальное уравнение 

 

 
 

    1

1 1

1

, ,
, , λ

n

i i i

i

t
t S t jx jy a

t 


 




x y
x y . (2.13) 

 

Проинтегрировав уравнение (2.13) от t0 до t, учитывая начальное 

условие (2.12), получим 

 

     
0

1 1

1

, , exp λ τ τ

tn

i i i

i t

t jx jy a S d


  
   

  
 x y . 

 

Подставляя это выражение в (2.11) и выполняя замены, обратные к 

(2.8), получим 

 

     1 1, , , , ,ε , ,t t t  H u v F x y F x y  

       
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1 1

1 1

exp λ τ τ exp λ τ τ

t tn n

i i i i i i

i it t

jx jy a S d N ju jv a S d
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      
      

      
  r r . 

 

Теорема 2.1. доказана. 

 

Теорема 2.2. Асимптотическая характеристическая функция второго 

порядка многомерного случайного процесса     ,t tn W  имеет вид: 

 

 , ,t H u v

   
 

   
0 0 0

2

2

1
1 1

exp λ τ τ λ τ τ κ τ τ
2

t t tn n
i

i i i i i
i it t t

ju
N ju jv a S d N S d S d

 

  
        

 

 



31 

 

 
   

   

0 0

0 0

2

2 1

1

1 1

1

λ τ τ κ τ τ
2

λ τ τ κ τ τ
2

t tn
i

i i

i t t

t tn
i i

i i

i t t

jv
N a S d a S d

ju jv
N a S d a S d





 
   

 
 

 
   

 
 

  

  

 

       

   

0 0

0

2

1

1 1 1 1

1

1 1

κ τ τ τ κ τ τ τ
2 2

κ τ τ τ ,
2

t tn n n n
i m i m

i m i m

i m i mt t
m i m i

tn n
i m

i m

i m t
m i

ju ju jv jv
N S S d N a S S d

ju jv
N a S S d

   
 

 


  




 



  
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где κ 2 ( λ )  g Λ e , a2 – второй начальный момент случайной величины с 

функцией распределения G(y). 

Доказательство. 

Представим функцию  , ,tH u v  в виде 

 

        
0

2 1

1

, , , , exp λ τ τ

tn

i i i

i t

t t N ju jv a S d


  
  

  
 H u v H u v , (2.14) 

 

получим уравнение относительно функции  2 , ,tH u v  

 

 
     2

2 1

1

, ,1
, , λ

n

i i i

i

t
t N ju jv a S t

N t 

  
     


H u v

H u v  

       *

2

1

, , 1i

n
ju

i i

i

t e G v S t


 
   

 
H u v Λ Q . (2.15) 

 

Выполним здесь следующие замены: 

 

    2

2 2

1
ε , ε , ε , , , , , ,εt t

N
   u x v y H u v F x y . (2.16) 

 

С использованием этих обозначений уравнение (2.16) перепишется в 

виде 
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 
     2 2

2 1

1

, , ,ε
ε , , ,ε λ ε ε

n

i i i

i

t
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F x y
F x y  

       ε *

2

1

, , ,ε ε 1i

n
j x

i i

i

t S t e G y


 
   

 
F x y Λ Q . (2.17) 

 

Найдем асимптотическое, при ε 0 , решение этой задачи, то есть 

   2 2
ε 0

, , lim , , ,ε .t t


F x y F x y  

Этап 1. Выполним предельный переход при ε 0  в (2.17), получим: 

 

 2 , , ,εt F x y Q 0 . 

 

Представим  2 , ,tF x y  в виде 

 

    2 2, , , ,t t F x y r x y , (2.18) 

 

где  2 , ,t x y  – некоторая скалярная дифференцируемая функция, 

удовлетворяющая условию  2 0, , 1t x y . 

Этап 2. Решение уравнения (2.17) запишем в виде разложения 

 

          2

2 2 1

1

, , ,ε , , ε ε ε
n

i i i

i

t t j x j y a S t O


 
    

 
F x y x y r g , (2.19) 

 

где g  – некоторая вектор-строка. Подставим разложение (2.19) в (2.17), 

используя разложение (1.13), получим матричное уравнение для вектора g: 

 

 λ gQ r I Λ . 

 

Этап 3. Домножим (2.17) на вектор e, используя (2.19) и разложение 

(1.21), в результате несложных преобразований, получаем 
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где  κ 2 λ  g Λ e . 

Решение этого уравнения с учетом начального условия, имеет вид 
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подставляя которое в (2.18), получаем 
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Выполним замены, обратные к (2.16) и (2.14), запишем приближенное 

равенство для характеристической функции  , ,tH u v  
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Теорема 2.2. доказана. 

Следствие. Асимптотическое совместное стационарное распределение 

вероятностей 2n-мерного процесса числа заявок и суммарных объемов 

занятых ресурсов на фазах системы MMPP/(GI/∞)n, при условии растущей 

интенсивности входящего потока и предельно частых изменений состояний 

управляющей MMPP-потоком цепи Маркова, является 2n-мерным 

гауссовским распределением вероятностей с параметрами: 

– вектором математических ожиданий: 
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где 
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− ковариационная матрица: 
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3 Исследование СМО MMPP(ν)/GI(n)/∞ 

3.1 Постановка задачи 

 

Рассмотрим систему массового обслуживания MMPP(ν)|GI(n)|∞ с n 

типами неоднородных (в смысле скорости обслуживания) [20] 

обслуживающих приборов, на вход которой поступает MMPP-поток 

разнотипных заявок, управляемый цепью Маркова k(t) = 1,2, …, K, задается 

матрицей инфинитезимальных характеристик Q = ||qνk||, ν, k = 1, …, K и 

диагональной матрицей условных интенсивностей Λ = diag{λ1, …, λK} 

(Рисунок 3.1). 

 

 

Рисунок 3.1 – Бесконечнолинейная ресурсная СМО с n типами 

неоднородных приборов и с входящим MMPP-потоком 

 

Дисциплина обслуживания определяется следующим образом. Заявка, 

поступающая в систему, с вероятностью pi (i = 1, …, n) требует для 

обслуживания случайное количество некоторого ресурса соответствующего 

типа с функцией распределения Gi(ν) и обслуживается в течение случайного 

времени, имеющего функцию распределения Bi(x). Вероятности pi 

удовлетворяют условию нормировки 
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1

1
n

i
i

p


 . 

 

Пусть li(t) – число заявок i-го типа в системе в момент времени t, Vi(t) – 

суммарный объем занятого ресурса i-го типа в системе в момент времени t, 

где i = 1,…,n. 

Поставим задачу нахождения характеристик многомерного случайного 

процесса       1 1, ( ),..., ( ), ( ),... ( )n nt t l t l t V t V tl V . Отметим, что исследуемый 

процесс не является марковским. Для его исследования применим метод 

многомерного динамического просеивания [16]. 

Изобразим n параллельных осей времени, пронумерованных от 0 до n. 

Ось под номером 0 будет отображать события входящего потока, ось под 

номером 1 будет соответствовать первому просеянному потоку, ось под 

номером 2 – второму и так далее, ось под номером n соответствует n-му 

просеянному потоку (Рисунок 3.2). 

 

Рисунок 3.2 – Просеивание заявок входящего потока 

Пусть имеется набор функций  iS t , 1,i n  значения которых лежат в 

диапазоне [0,1] и обладают свойством 
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S t


 , 

 

для любых t. 



38 

 

Событие входящего потока может просеяться только на одну из осей, 

либо не просеется ни на одну. Вероятность того, что заявка входящего 

потока, поступившая в систему в момент времени t > t0 сформирует событие 

потока на i-ой оси, то есть к моменту времени T будет находиться на 

обслуживании равна    1i iS t B T t   . Вероятность того, что заявка не 

сформирует событие ни на одной из осей равна 
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i i

i

S t p S t


  , 

 

то есть к моменту времени T заявка закончит обслуживание на всех фазах и 

покинет систему. 

Обозначим ni(t) – число событий, наступивших на i-ой оси просеянного 

потока до момента t, Wi(t) – суммарный объем занятого ресурса просеянными 

заявками на i-й оси. 

Как показано в [16], многомерное распределение вероятностей числа 

заявок на фазах системы в момент времени T совпадает с многомерным 

распределением вероятностей числа просеянных заявок на соответствующие 

оси: 

 

      P T P T  l m n m , 

 

для любых  1,..., nm mm . Нетрудно показать, что для исследуемого 

процесса     ,t ti V  справедливо: 

 

          , ,P T T P T T    l m V z n m W z , (3.1) 

 

для любых  1,..., nm mm  и любых  1,..., nz zz . Следует отметить, что 

неравенства  T V z ,  T W z  подразумевают поэлементное сравнение 

векторов, т.е.  1 1V T z ,  1 1W T z  и так далее. Будем использовать равенство 
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(3.1) для исследования процесса     ,t tl V  с помощью исследования 

процесса     ,t tn W . 

3.2 Система дифференциальных уравнений Колмогорова 

 

Добавим компоненту k(t) – состояние управляющей цепи Маркова в 

момент времени t, к процессу     ,t tn W , тогда полученный многомерный 

процесс будет являться марковским. Введем обозначение для его 

распределения вероятностей 

 

     , , , , ( ) , ( )P k t P k t k t t   n w n n W w . 

 

Для этого распределения составим Δt-методом прямую систему 

дифференциальных уравнений Колмогорова. По формуле полной 

вероятности запишем: 

 

          0, , , , , , 1 λ 1 , , , λk kk kP k t t P k t t q t P k t tS t         n w n w n w  

     
1 0

λ , , ,
iwn

k i i i i i

i

t p S t P k t dG y


      n e w y  

    ν

ν

ν, , ,k

k

q tP t o t


    n w , (3.2) 

 

где 
iy  – вектор, все элементы которого нулевые, за исключением i-го, 

который равен y, 
ie  – вектор, все элементы которого нулевые, за 

исключением i-го, который равен 1. 

Из (3.2) получаем систему дифференциальных уравнений Колмогорова 

 

 
 

   
1

, , ,
λ , , ,

n

k i i

i

P k t
p S t P k t

t 


  




n w
n w  

  , , ,vk

v k

q P v t


 n w      
1 0

λ , , ,
iwn

k i i m m i

i

p S t P k t dG y


    n e w y , 
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для k = 1, …, K; 0, 0,1,..., 1,i iw n i n   . 

Начальное условие для решения  , , ,P k n tw  в момент времени t0 

определим в виде 

 

  
 

0

, ,
, , ,

0, .

r k
P k t

иначе

  
 


n w 0
n w  

 

где r(k) – стационарное распределение вероятностей состояний цепи Маркова 

k(t). 

Введем характеристические функции вида: 

 

   11 1 1 1

1 0 00 0

, , , ... , , ,n n n

n

ju n jv wju n jv w

n n

h k t e e e e P k d t

  

 

  u v n w , 

 

где 1j    – мнимая единица. 

Тогда можем записать следующие дифференциальные уравнения: 

 

 
 ν

ν

, , ,
, , ,k

h k t
q h k t

t


 




u v
u v       *

1

λ , , , 1i

n
ju

k i i i i

i

p S t h k t e G v


 u v , 

 

для k = 1…K, где 

 

   *

0

jvy

i iG v e dG y



  . 

 

Перепишем эту систему в виде матричного уравнения: 

 

 
 

      *

1

, ,
, , 1i

n
ju

i i i i

i

t
t p S t e G v

t 

  
     


H u v

H u v Λ Q , (3.3) 

 

с начальным условием 

 

  0, ,t H u v r , (3.4) 
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где 

 

      , , 1, , , ,..., , , ,t h t h K t   H u v u v u v , 

 

r = [r(1), …, r(K)] – вектор стационарного распределения вероятностей 

состояний управляющей цепи Маркова k(t), удовлетворяющий системе: 

 

 
,

1,






rQ 0

re
 

 

и e – единичный вектор-столбец. 

 

3.3 Метод асимптотического анализа 

 

Так как прямое решение уравнения (3.3) не представляется возможным, 

то для решения задачи (3.3)–(3.4) воспользуемся методом асимптотического 

анализа [16]. Для нашей системы мы будем рассматривать условие высокой 

интенсивности входящего потока и предельно частых изменений состояний 

цепи Маркова [17-19]. 

Подставим в уравнение (3.3) NΛ Λ  и NQ Q , где N → ∞ – 

некоторый параметр, который используется для асимптотического анализа. 

Тогда можно записать: 

 

 
 

      *

1

, ,1
, , 1i

n
ju

i i i i

i

t
t p S t e G v

N t 

  
     


H u v

H u v Λ Q , (3.5) 

 

с начальным условием (3.4). 

Теорема 3.1. Асимптотическая характеристическая функция первого 

порядка многомерного случайного процесса       , ,k t t tn W  имеет вид: 
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     
0

1

1

, , exp λ (τ) τ

tn
i

i i i i

i t

t N ju jv a p S d


  
  

  
 H u v r , 

 

где λ  rΛe  – средняя интенсивность входящего потока, a1
(i) – 

математическое ожидание занимаемого ресурса i-го типа. 

Доказательство. 

Обозначим 

 

    1

1
ε, ε , ε , , , , , ,εt t

N
   u x v y H u v F x y . (3.6) 

 

Перепишем задачу (3.5)–(3.4) с учетом введенных обозначений 

 

 
 

      ε *1

1

1

, , ,ε
ε , , ,ε ε 1i

n
j x

i i i i

i

t
t p S t e G y

t 

  
     


F x y

F x y Λ Q , (3.7) 

 

с начальным условием 

 

  1 0, , ,εt F x y r . (3.8) 

 

Найдем асимптотическое решение задачи (3.7)–(3.8) в два этапа. 

Этап 1. Подставляя в (3.7) ε = 0, получим 

 

  1 , ,t F x y Q 0 . 

 

Сравнивая это равенство с первым в системе для r, то  1 , ,x y tF  может 

быть представлена в виде 

 

    1 1, , , ,t t F x y r x y , (3.9) 

 

где  1 , ,t x y  – некоторая скалярная функция, которая удовлетворяет 

условию: 

 

  1 0, , 1t x y . (3.10) 
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Этап 2. Умножим (3.7) на вектор e, подставим (3.9), учитывая 

разложение (1.11), разделим результаты на ε и произведем асимптотический 

переход ε → 0. Тогда, учитывая, что Qe 0  и re = 1, для функции  1 , ,t x y  

получим следующее дифференциальное уравнение 

 

 
 

      1

1 1

1

, ,
, , λ

n
i

i i i i

i

t
t p S t jx jy a

t 


 




x y
x y . (3.11) 

 

Проинтегрировав уравнение (3.11) от t0 до t, учитывая начальное 

условие (3.10), получим 

 

      
0

1 1

1

, , exp λ τ τ

tn
i

i i i i

i t

t jx jy a p S d


  
   

  
 x y . 

 

Подставляя это выражение в (3.9) и выполняя замены, обратные к (3.6), 

получим 

 

      1 1, , , , ,ε , ,t t t  H u v F x y F x y  

          
0 0

1 1

1 1

exp λ τ τ exp λ τ τ

t tn n
i i

i i i i i i i i

i it t

jx jy a p S d N ju jv a p S d
 

      
      

      
  r r . 

 

Теорема 3.1. доказана. 

 

Теорема 3.2. Асимптотическая характеристическая функция второго 

порядка многомерного случайного процесса       , ,k t t tn W  имеет вид: 

 

      

 
   

0

0 0

1

1

2

2 2

1

, , exp λ τ τ

λ τ τ κ τ τ
2
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i

i i i i

i t

t tn
i
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i t t

t N ju jv a p S d
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N p S d p S d






  



 
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 
 

 

  

H u v r
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          
0 0
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2 1
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λ τ τ κ τ τ
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t tn
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i t t
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2
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i m t
m i

ju jv
N a p p S S d

 





 



  , 

 

где  κ 2 λ  g Λ e , a1
(i) и a2

(i) – первый и второй начальные моменты 

случайных величин с функцией распределения вероятностей Gi(y). 

Доказательство. 

Перейдем к построению гауссовской аппроксимации суммарных 

объемов занятых ресурсов каждого типа. Представим функцию  , ,tH u v  в 

виде: 

 

         
0

2 1
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, , , , exp λ τ τ

tn
i

i i i i

i t

t t N p ju jv a S d


  
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  
 H u v H u v , (3.12) 

 

получим уравнение относительно функции  2 , ,tH u v : 
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       *

2

1

, , 1i

n
ju

i i i i

i

t p S t e G v


 
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 
H u v Λ Q . (3.13) 

 

Выполним здесь следующие замены: 

 

    2

2 2

1
ε , ε , ε , , , , , ,εt t

N
   u x v y H u v F x y . (3.14) 
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С использованием обозначений (3.14) уравнение (3.13) перепишется в 

виде: 
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t p S t e G y
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 
   

 
F x y Λ Q . (3.15) 

 

Найдем асимптотическое, при ε 0 , решение этой задачи, то есть 

   2 2
ε 0

, , lim , , ,ε .t t


F x y F x y  

Этап 1. Выполним предельный переход при ε 0  в (3.15), получим: 

 

  2 , , ,ε .t F x y Q 0  

 

Представим  2 , ,tF x y  в виде 

 

    2 2, , , , ,t t F x y r x y  (3.16) 

 

где  2 , ,t x y  – некоторая скалярная дифференцируемая функция, 

удовлетворяющая условию  2 0, , 1t x y . 

Этап 2. Решение уравнения (15) запишем в виде разложения 
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 
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 
F x y x y r g , (3.17) 

 

где g  – некоторая вектор-строка. Подставим разложение (3.17) в (3.15), 

используя разложение (1.11), получим матричное уравнение для вектора g: 

 

 λ gQ r I Λ . 

 

Этап 3. Домножим (3.15) на вектор e, используя (3.17) и разложение 

(1.21), в результате несложных преобразований, получаем 
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где  κ 2 λ  g Λ e . 

Решение этого уравнения, с учетом начального условия, имеет вид: 
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подставляя которое в (3.16), получаем 
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Выполним замены, обратные к (3.12) и (3.14), запишем приближенное 

равенство для характеристической функции  , ,tH u v  
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Теорема 3.2. доказана. 
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Следствие. Асимптотическое совместное стационарное распределение 

вероятностей многомерного процесса числа заявок и суммарных объемов 

занятых ресурсов каждого типа, при условии растущей интенсивности 

входящего потока и предельно частых изменений состояний управляющей 

MMPP-потоком цепи Маркова, является многомерным гауссовским 

распределением вероятностей с параметрами: 

– вектором математических ожиданий 

 

  1 1 2 2λ ... n nN b b ba a a a , 

 

где  
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– ковариационной матрицей: 
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3.4 Численный анализ точности асимптотических результатов 

 

Пусть входящий MMPP-поток задан следующими матрицами 
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(при N  , получаем асимптотическое условие растущей интенсивности 

входящего потока). 

Вероятности для i-го типа заявок определены следующим образом 

(i = 1, 2, 3): 

 

1 2 30,5, 0,3, 0,2p p p   , 

 

ресурсы имеют экспоненциальное распределение с параметрами: 

 

1 2 3λ 2, λ 1, λ 0,4   , 

 

а время обслуживания имеет гамма-распределение с параметрами: 

 

1 1 2 2 3 3α β 0,5, α β 1,5, α β 2,5      , 

 

для соответствующих типов заявок. 

Целью является найти нижнюю границу параметра N применимости 

приближения (3.18). Для этого мы провели серию экспериментов (в каждом 

из них генерируется 109 событий), увеличивая значения N, и сравнили 

асимптотические распределения с эмпирическими, используя расстояние 

Колмогорова: 

 

   sup F x G x
x

   , 

 

где F(x) – асимптотическая гауссовская функция распределения с 

параметрами, приведенными в таблице 3.1, а G(x) – эмпирическая. 

Таблица 3.1 – Параметры гауссовской аппроксимации 

Тип заявки Мат. ожидание Дисперсия 
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Первый 0,25N 0,256N 

Второй 0,3N 0,613N 

Третий 0,5N 2,541N 

 

В таблицах 3.2-3.4 приведены значения расстояния Колмогорова между 

асимптотической и эмпирической функциями распределений суммарных 

объемов занятых ресурсов трех типов. Точность аппроксимации 

увеличивается с ростом интенсивности входящего потока N, а рисунки 3.3-

3.5 демонстрируют это. 

Таблица 3.2 – Расстояние Колмогорова для первого типа заявок 

 

Таблица 3.3 – Расстояние Колмогорова для второго типа заявок 

N 1 35 50 75 100 125 200 500 1000 

  0,365 0,045 0,037 0,030 0,026 0,024 0,019 0,012 0,009 

 

Таблица 3.4 – Расстояние Колмогорова для третьего типа заявок 

N 1 35 50 75 100 125 200 500 1000 

  0,426 0,055 0,045 0,037 0,032 0,029 0,022 0,014 0,010 

 

  

N 1 35 50 75 100 125 200 500 1000 

  0,305 0,035 0,029 0,023 0,020 0,018 0,015 0,008 0,006 
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А) N = 35                                                     Б) N = 200 

Рисунок 3.3 – Распределение вероятностей суммарного объема 

занятого ресурса первого типа 

 

А) N = 35                                                     Б) N = 200 

Рисунок 3.4 – Распределение вероятностей суммарного объема 

занятого ресурса второго типа 

 

А) N = 35                                                     Б) N = 200 

Рисунок 3.5 – Распределение вероятностей суммарного объема 

занятого ресурса третьего типа  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе представлено исследование математических моделей 

немарковских ресурсных систем массового обслуживания с произвольным 

временем обслуживания и MMPP входящим потоком. Получены формулы 

для стационарных вероятностных характеристик процессов числа заявок и 

суммарного объема занятого ресурса в системе. 

Были исследованы двухфазная, многофазная и неоднородная 

ресурсные СМО с неограниченным числом приборов с входящим MMPP-

потоком. 

Для двухфазной бесконечнолинейной ресурсной системы массового 

обслуживания с помощью методов многомерного динамического 

просеивания и асимптотического анализа получена аппроксимация 

стационарного распределения вероятностей четырехмерного случайного 

процесса числа заявок и суммарного объема занятого ресурса на фазах 

системы в условии высокой интенсивности входящего потока и предельно 

частых изменений состояний цепи Маркова. 

Для многофазной ресурсной бесконечнолинейной системы массового 

обслуживания обобщены полученные результаты, а именно получена 

аппроксимация стационарного распределения вероятностей 2n-мерного 

случайного процесса числа заявок и суммарного объема занятого ресурса на 

фазах системы. 

Для неоднородной ресурсной СМО с неограниченным числом 

приборов показано, что совместное асимптотическое распределение 

вероятностей числа заявок и суммарного объема занятого ресурса каждого 

типа сходится к многомерному гауссовскому распределению в 

асимптотическом условии высокой интенсивности входящего потока и 

предельно частых изменений состояний цепи Маркова. 

Для каждой из систем проведен численный анализ, который 

демонстрирует высокую точность аппроксимации. 
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