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1 Ââåäåíèå

Ïîâåäåíèå ìàññèâíûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âî âíåøíåì ýëåê-

òðîìàãíèòíîì ïîëå è ñîçäàâàåìîå èìè èçëó÷åíèå èçó÷àëîñü ìíî-

ãèìè àâòîðàìè, êàê â óæå ñòàâøèõ êëàññè÷åñêèìè ó÷åáíèêàõ [1],

[8], [18], [22], òàê è â ñòàòüÿõ [5], [6], [23]. Òàêæå åñòü èññëåäîâàíèÿ,

ïîñâÿù¼ííûå èçëó÷åíèþ áåçìàññîâûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö [3].

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ìàñ-

ñèâíîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñ ëèíåéíûì çàêîíîì äèñïåðñèè. Ïî-

äîáíàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ ýëåêòðîíà, íàõîäÿùåãîñÿ â ãðà-

ôåíå, ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ [10].

Äàííàÿ òåìà èññëåäîâàíèÿ èíòåðåñíà òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàå-

ìàÿ ÷àñòèöà èìååò ïîñòîÿííûé ìîäóëü ñêîðîñòè. Ïîìèìî ýòîãî,

çà ñ÷¼ò ëèíåéíîãî çàêîíà äèñïåðñèè îòñóòñòâóåò çàïðåùåííàÿ çî-

íà ìåæäó âàëåíòíîé çîíîé è çîíîé ïðîâîäèìîñòè, ÷òî äåëàåò âîç-

ìîæíûì ïåðåõîä ýëåêòðîíà â äûðêó ïðè íàëè÷èè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ [13].

Â ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà äèíàìèêà çàðÿæåííîé ÷àñòèöû

ñ ëèíåéíûì çàêîíîì äèñïåðñèè âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì

ïîëå è ñîçäàâàåìîå åé èçëó÷åíèå. Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé äâè-

æåíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü, îïèñûâàåìàÿ ôóíêöèîíàëîì äåé-

ñòâèÿ (1). Áûëè ïðåäëîæåíû äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ (5) áåç ó÷¼òà ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ. Òàêæå â ðàáîòå îá-

ñóæäàþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà, õàðàêòåðíûå äëÿ ÷àñòèö ñ ëèíåéíûì

çàêîíîì äèñïåðñèè, íå èìåþùèå àíàëîãà â ìîäåëè êëàññè÷åñêîé

çàðÿæåííîé ìàññèâíîé ÷àñòèöû.

Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ (3)−(6), îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû

â ïëîñêîñòè ñ ïîñòîÿííûì ìîäóëåì ñêîðîñòè, â íàèáîëåå ôèçè÷å-

ñêè èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ, à èìåííî, â ïîñòîÿííîì ýëåêòðîìàãíèò-

íîì ïîëå (4) è â ïîëå ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû 1. Äëÿ

äàííûõ ðåøåíèé ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ áóäåò ïðîèñõî-

äèòü ïåðåõîä ÷àñòèöû â àíòè÷àñòèöó ïðè äâèæåíèè â ïîñòîÿííîì

ïîëå 7, 8, 9 è â ïîëå ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû 5. Áûë ïðåäëîæåí

ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ àíòè÷àñòèöû íà îñíîâå ðåøåíèÿ
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äëÿ ÷àñòèöû. Òàêæå áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñïåê-

òðàëüíî óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â òð¼õ ðåæèìàõ â ïîñòîÿííîì

ïîëå.

3



2 Ãðàôåí è åãî îñîáåííîñòè

Óãëåðîä � îäèí èç íàèáîëåå âàæíûõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ,

ÿâëÿþùèéñÿ îñíîâîé âñåé îðãàíè÷åñêîé õèìèè. Ðàçíîîáðàçèå ñâÿ-

çåé, êîòîðûå îáðàçóåò óãëåðîä, ïðèâîäèò ê ðàçíîîáðàçèþ ðàçëè÷-

íûõ ñòðóêòóð ñèñòåì íà óãëåðîäíîé îñíîâå, à òàêæå ê ðàçíîîáðà-

çèþ èõ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ, ïî áîëüøåé ÷à-

ñòè, ðåçóëüòàòîì ðàçìåðíîñòè ýòèõ ñòðóêòóð. Ñðåäè ñèñòåì òîëü-

êî ñ àòîìîì óãëåðîäà, ãðàôåí � äâóõìåðíûé àëëîòðîï óãëåðîäà

� èãðàåò âàæíóþ ðîëü, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîíèìàíèÿ

ýëåêòðîííûõ ñâîéñòâ â äðóãèõ àëëîòðîïàõ.

Ôóëëåðåíû � ýòî ìîëåêóëû, ãäå àòîìû óãëåðîäà ðàñïîëîæåíû

ñôåðè÷åñêè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îíè ÿâ-

ëÿþòñÿ íóëü-ìåðíûìè îáúåêòàìè ñ äèñêðåòíûìè ýíåðãåòè÷åñêè-

ìè ñîñòîÿíèÿìè. Ôóëëåðåíû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ãðàôåíà

ñ ââåäåíèåì ïÿòèóãîëüíèêîâ, è, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ìîãóò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ êàê çàâ¼ðíóòûé ãðàôåí. Óãëåðîäíûå íàíîòðóáêè

òàêæå ïîëó÷àþòñÿ èç ãðàôåíà ïóò¼ì ïðîêàòêè âäîëü çàäàííîãî

íàïðàâëåíèÿ ñ ïîâòîðíûì âêëþ÷åíèåì óãëåðîäíûõ ñâÿçåé. Ñëå-

äîâàòåëüíî, îíè ñîñòîÿò òîëüêî èç øåñòèóãîëüíèêîâ è ìîãóò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå îäíîìåðíûõ îáúåêòîâ. Ãðàôèò � òðåõ-

ìåðíûé àëëîòðîï óãëåðîäà ñòàë øèðîêî èçâåñòåí ÷åëîâå÷åñòâó

ïîñëå èçîáðåòåíèÿ êàðàíäàøà â 1564-ì ãîäó. Âîçìîæíîñòü åãî èñ-

ïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ ïèñüìà ÿâëÿåòñÿ ñëåä-

ñòâèåì òîãî, ÷òî ãðàôèò ñîñòîèò èç ñòîïîê ãðàôåíîâûõ ñëî¼â,

ñëàáî ñâÿçàííûõ ñèëàìè Âàí-äåð-Âààëüñà. Ïîýòîìó, êîãäà ÷åëî-

âåê íàæèìàåò íà ëèñò áóìàãè êàðàíäàøîì, íà ñàìîì äåëå îí ïðî-

èçâîäèò ãðàôåíîâûå ñòîïêè, è ãäå-òî ñðåäè íèõ ìîãóò îòäåëÿòüñÿ

ãðàôåíîâûå ñëîè. Õîòÿ ãðàôåí è ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì âñåõ ýòèõ

ðàçíîîáðàçíûõ àëëîòðîïîâ, è áûë, âåðîÿòíî, ïðîèçâåä¼í êàæäûé

ðàç, êîãäà êòî-òî ïèøåò êàðàíäàøîì, íî ýêñïåðèìåíòàëüíî íå

áûë ïîëó÷åí âïëîòü äî 2004-ãî ãîäà. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî, âî-

ïåðâûõ, íèêòî íå ìîã ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãðàôåí ñóùåñòâóåò â

÷èñòîì âèäå, è, âî-âòîðûõ, òîãäà äàæå íå ñóùåñòâîâàëî ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ îáíàðóæåíèÿ â îáëîìêàõ êàðàíäàøà ìàê-
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ðîñêîïè÷åñêîé îáëàñòè ñëîÿ òîëùèíîé â îäèí àòîì. Îí â èòîãå

áûë îáíàðóæåí èç-çà òîíêîãî îïòè÷åñêîãî ýôôåêòà, êîòîðûé îí

ñîçäàâàë íà óìåëî ïîäîáðàííîé ïîäëîæêå èç SiO2, ÷òî ïîçâîëÿåò

íàáëþäàòü åãî â îáû÷íîì ìèêðîñêîïå [11]. Õîòÿ ãðàôåí ÿâëÿåòñÿ

îòíîñèòåëüíî ïðîñòûì, åãî îáíàðóæåíèå áûëî íåïðîñòîé çàäà÷åé.

Â 2004-ì ãîäó ðóññêèìè ó÷¼íûìè Àíäðååì Ãåéìàíîì è Êîí-

ñòàíòèíîì Íîâîñ¼ëîâûì áûëà îïóáëèêîâàíà ðàáîòà â æóðíàëå

Science [12], ãäå ñîîáùàëîñü î ïîëó÷åíèè ãðàôåíà íà ïîäëîæêå

îêèñëåííîãî êðåìíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñòàáèëèçàöèÿ äâóìåðíîé

ïë¼íêè äîñòèãàëàñü áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ñâÿçè ñ òîíêèì ñëîåì

äèýëåêòðèêà SiO2 ïî àíàëîãèè ñ òîíêèìè ïë¼íêàìè, âûðàùåí-

íûìè ñ ïîìîùüþ ìîëåêóëÿðíî-ïó÷êîâîé ýïèòàêñèè (ÌÏÝ). Âïåð-

âûå áûëè èçìåðåíû ïðîâîäèìîñòü, ýôôåêò Øóáíèêîâà�äå Ãààçà,

ýôôåêò Õîëëà äëÿ îáðàçöîâ, ñîñòîÿùèõ èç ïë¼íîê óãëåðîäà àòî-

ìàðíîé òîëùèíû.

Ãðàôåí � äâóìåðíàÿ àëëîòïîïíàÿ ìîäèôèêàöèÿ óãëåðîäà, îá-

ðàçîâàííàÿ ñëîåì àòîìîâ óãëåðîäà òîëùèíîé â îäèí àòîì, íàõî-

äÿùèõñÿ â sp3 � ãèáðèäèçàöèè è ñîåäèí¼ííûõ ïîñðåäñòâîì σ- è π-

ñâÿçåé â ãåêñàãîíàëüíóþ äâóìåðíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó.

Åãî òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íà÷àëîñü çàäîëãî äî ïîëó÷åíèÿ

ðåàëüíûõ îáðàçöîâ ìàòåðèàëà, ïîñêîëüêó èç íåãî ìîæíî ñîáðàòü

òðåõìåðíûé êðèñòàëë ãðàôèòà. Òàêèì îáðàçîì, ãðàôåí ÿâëÿåòñÿ

áàçîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ýòîãî êðèñòàëëà è äðóãèõ àëëîòðî-

ïîâ óãëåðîäà. Îí ÿâëÿåòñÿ ïîëóìåòàëëîì, è, êàê áûëî ïîêàçàíî â

1947-ì ãîäó Ô.Óîëëåñîì [13], â çîííîé ñòðóêòóðå ãðàôåíà òàêæå

îòñóòñòâóåò çàïðåùåííàÿ çîíà, ïðè÷åì â òî÷êàõ ñîïðèêîñíîâå-

íèÿ âàëåíòíîé çîíû è çîíû ïðîâîäèìîñòè ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð

ýëåêòðîíîâ è äûðîê ëèíååí êàê ôóíêöèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà. Òà-

êîãî ðîäà ñïåêòðîì îáëàäàþò áåçìàññîâûå ôîòîíû è óëüòðàðå-

ëÿòèâèñòñêèå ÷àñòèöû, à òàêæå íåéòðèíî. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî

ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ýëåêòðîíîâ è äûðîê â íåì âáëèçè òî÷êè ñî-

ïðèêîñíîâåíèÿ çîí ðàâíà íóëþ. Íî çäåñü ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî,

íåñìîòðÿ íà ñõîäñòâî ôîòîíîâ è áåçìàññîâûõ íîñèòåëåé, ó ãðà-

ôåíà åñòü íåñêîëüêî ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èé, äåëàþùèõ åãî íîñè-
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òåëè óíèêàëüíûìè ïî ñâîåé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäå, à èìåííî: ýëåê-

òðîíû è äûðêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôåðìèîíû, è îíè çàðÿæåíû.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àíàëîãîâ äëÿ ýòèõ áåçìàññîâûõ çàðÿæåííûõ

ôåðìèîíîâ ñðåäè èçâåñòíûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö íåò. Íåñìîò-

ðÿ íà òàêèå ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè, äî 2005-ãî ãîäà ýêñïå-

ðèìåíòàëüíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ ýòèõ âûâîäîâ íå áûëî, ïîñêîëüêó

ãðàôåí íå óäàâàëîñü ïîëó÷èòü.
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3 Îñíîâíûå ôîðìóëû

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ãðå÷åñêèå èíäåêñû ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ

0,1,2, à ãðå÷åñêèå 0,1,2,3. Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñåé, âûáðàíà ñèñòå-

ìà åäèíèö, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà è ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà âûáðà-

íû ðàâíûìè åäèíèöå: c = 1 ~ = 1.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü çàðÿæåíîé ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì e, èìåþ-

ùåé ëèíåéíûé çàêîí äèñïåðñèè, è âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ýëåêòðî-

ìàãíèòíûì ïîëåì Aν, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ ôóíêöèîíàëîì äåéñòâèÿ

S[x, p, A, λ] ñëåäóþùåãî âèäà:

S[x, p, A, λ] =

∫
dτ [(pµ + eAµ)ẋµ − λ

2
pµpν η̃

µν]− 1

16π

∫
d4xFµνF

µν,

(1)

ãäå Fµν := ∂[µAν] � òåíçîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ:

Fµν =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Hz Hy

−Ey Hz 0 −Hx

−Ez −Hy Hx 0

 , (2)

, η̃µν := diag(a,−1,−1,−1) � ýòà ìåòðèêà îáåñïå÷èâàåò ïîñòîÿí-

íûé ìîäóëü ñêîðîñòü ÷àñòèöû

v =
√

(dx
1

dx0
)2 + (dx

2

dx0
)2 = a−1/2 è λ(τ ) � ôóíêöèÿ ñìûñë, êîòîðîé

ñòàíåò ÿñåí ïîçäíåå.

Ïðèìåðîì ôèçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè äàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ

ýëåêòðîí ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ â ìîíîñëîå ãðàôåíà è ñõîæèõ íà-

íîñòðóêòóðàõ . Â ãðàôåíå ìîäóëü ñêîðîñòè ýëåêòðîíà ðàâåí ñêî-

ðîñòè Ôåðìè vF ' 10−3. Ñïðàâåäëèâîñòü ëèíåéíîãî çàêîíà äèñ-

ïåðñèè èìååò îãðàíè÷åíèÿ ïî ýíåðãèè E ≤ 0, 1eV .

Ïîñëå âàðüèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëà (1) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñè-

ñòåìó óðàâíåíèé:

pµpν η̃
µν = 0; (3)

ẋµ − λpν η̃µν = 0; (4)

ṗµ = eFµνẋ
ν; (5)
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e

∫
dτẋµδ(x− x(τ )) =

1

4π
∂νF

µν. (6)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñèììåòðèè óðàâíåíèé Ëîðåíöà, ïî âòîðîé

òåîðåìå Í¼òåð, ìåæäó óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ èìååòñÿ ñâÿçü:

ṗµpν η̃
µν = 0,

ïðîèíòåãðèðîâàâ êîòîðóþ, ïîëó÷èì ïåðâîå èç âûâåäåííûõ ïóòåì

âàðèàöèè äåéñòâèÿ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ýòà ñâÿçü íå ïðè-

íîñèò â ñèñòåìó íîâîé èíôîðìàöèè è ñâÿçûâàåò ëèøü íà÷àëüíûå

èìïóëüñû çàðÿæåííîé ÷àñòèöû.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òîêè â ñðåäå îòñóòñòâóþò:

jµ := e

∫
dτẋµδ(x− x(τ )),

à òàêæå íàëîæèì íà 4-ïîòåíöèàë êàëèáðîâêó Ëîðåíöà: ∂νA
ν = 0.

Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå äîëæíî óäîâëå-

òâîðÿòü âîëíîâîìó óðàâíåíèþ ∂µ∂
µAµ = 0, à çíà÷èò îíî ìîæåò

áûòü òîëüêî ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé, â ïðåäåëüíîì ñâî¼ì ñëó-

÷àå äàþùåé ïîñòîÿííîå ïîëå.

Èíôîðìàöèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

íåñóò òîëüêî (4) è (5) óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé âîñåìü

óðàâíåíèé íà äåâÿòü íåèçâåñòíûõ. Ìû ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ðàñ-

ñìàòðèâàåìàÿ íàìè ñèñòåìà íå ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ðåøåíà

áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ. Â êà÷åñòâå òàêîãî óñëî-

âèÿ ðàçóìíî âçÿòü ẋ0 = 1, ò.å. âûáðàòü â êà÷åñòâå ñèñòåìû îò÷¼òà

âðåìåíè ëàáîðàòîðíîå âðåìÿ. Íî ìîæíî ïîñòóïèòü èíûì îáðà-

çîì, à èìåííî, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò

ïåðåõîä îò ïðîèçâîëüíîãî âðåìåííîãî ïàðàìåòðà τ ê ïàðàìåòðó

t :

t := m

∫
λ(τ )dτ (7)

Â òåðìèíàõ âðåìåíè t óðàâíåíèÿ èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è

óðàâíåíèÿ äëÿ îáû÷íîé ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì e è ìàññîé m

mx′µ = pν η̃
µν, (8)
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η̃µνmx
′′ν = eFµνx

′ν, (9)

ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî t. Ïåðåõîä îò ëàáîðàòîð-

íîãî âðåìåíè ê ïàðàìåòðó t ïî ôîðìóëå (8) âîçìîæåí ëèøü òîãäà,

êîãäà ôóíêöèÿ λ(τ ) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. ×òî, êàê ìû óâèäèì,

èìååò ìåñòî áûòü. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ó÷¼òå ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ

äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå òàêæå âîçìîæíî.

Áóäåì èçìåíÿòü äëèíû â åäèíèöàõ êîìïòîíîâñêîé äëèíû âîë-

íû lC := ~/mc. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå

xµ → lCx
µ, t→ lCt. (10)

Íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ áóäåì èçìåðÿòü â åäèíèöàõ øâèíãåðîâ-

ñêîãî ïîëÿ E0, à ýíåðãèè � â ýíåðãèÿõ ïîêîÿ ýëåêòðîíà,

lC ≈ 3.86×10−11cm, m ≈ 5.11×105eV, E0 =
m2

|e|~
≈ 4.41×1013G.

(11)

Â ýòîé ñèñòåìå åäèíèö óðàâíåíèå (9) ïðèìåò âèä:

η̃µνx
′′ν = F̄µνx

′ν, F̄µν := e~m−2Fµν = sgn(e)Fµν/E0, (12)

à âåëè÷èíû xµ, t, F̄µν áåçðàçìåðíû.

Ïîòðåáóåì ÷òîáû ýëåêòðîí äâèãàëñÿ ëèøü â ïëîñêîñòè ãðàôå-

íà, äëÿ ÷åãî îãðàíè÷èì òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ýòó

ïëîñêîñòü:

xµ =

{
xa åñëè µ = 0, 1, 2

const åñëè µ = 3

φab =
∂xµ

∂x′a
∂xν

∂x′b
F̄µν, η̃ab :=

∂xµ

∂xa
∂xν

∂xb
η̃µν, (13)

ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå (12) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

η̃abx
′′a = φabx

′b. (14)

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäóò ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíû ðåøåíèÿ

äàííîãî óðàâíåíèÿ (14), à òàêæå ïîëó÷åíû ôîðìóëû, îïèñûâàþ-

ùèå ñîçäàâàåìîå ÷àñòèöåé èçëó÷åíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ðåøåíèé.
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4 Äèíàìèêà äâèæåíèÿ â ïîñòîÿííîì ýëåêòðî-

ìàãíèòíîì ïîëå

Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ φab = const,

äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé óäîáíî ñîâåðøèòü ïîâîðîò â ïëîñêîñòè

ãðàôåíà òàêîé, ÷òîáû îäíà èç êîìïîíåíò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ îáðàòèëàñü â íîëü. Ïóñòü ýòî áóäåò Ey, ïîñëå

÷åãî ïðîåêöèÿ òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ áóäåò èìåòü âñå-

ãî äíå íåçàâèñèìûå è îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû:

φab =

 0 E 0

−E 0 −H
0 H 0

 . (15)

Îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (14) ñ òåíçîðîì ýëåêòðî-

ìàãíèòíîãî ïîëÿ (15) áóäåò:

p0 =
p0(0)

1− β2

[
cosψ

√
1− β2 sh t̂ + (1− β sinψ) ch t̂− β2 + β sinψ

]
(16)

p1 = p0(0)vF

[
cosψ sh t̂− 1− β sinψ√

1− β2
sh t̂

]
(17)

p2 =
p0(0)vF
1− β2

[√
1− β2β cosψ sh t̂ + β(1− β sinψ) ch t̂− β + sinψ

]
(18)

p3 = 0

x0 = x0(0) +
h

vF (1− β2)

[
cosψ(sh t̂− 1) +

1− β sinψ√
1− β2

sh t̂−

− β2 − β sinψ√
1− β2

t̂

]
(20)

x1 = x1(0)+
h

1− β2

[
(1−β sinψ)(ch t̂−1)−

√
1− β2 cosψ sh t̂

]
(21)
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x2 = x2(0)+
h

1− β2

[
β − sinψ√

1− β2
t̂−β cosψ(ch t̂−1)−β − β

2 sinψ√
1− β2

sh t̂

]
(22)

x3 = x3(0), (23)

ãäå t̂ :=
√
E2v−2

F −H2t � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð âäîëü òðà-

åêòîðèè, h = p0(0)/E �ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñèëó ïîëÿ,

β = vFH/E , = p2(0)/p1(0) è ψ � óãîë ïîä êîòîðûì â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ýëåêòðîí âëåòàåò â ïîëå.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü ðàíåå, ìîæíî ðåøèòü óðàâíåíèÿ (14) äðó-

ãèì ñïîñîáîì, à èìåííî íàëîæèâ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ẋ0 = 1.

Ïîìèìî ýòîãî, ñòîèò âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ÷àñòèöà

äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ:

v =

√
(
dx1

dx0
)2 + (

dx2

dx0
)2

è, ñëåäîâàòåëüíî, å¼ êîìïîíåíòû â ïëîñêîñòè ãðàôåíà ìîãóò áûòü

ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vx = vF cosϕ, vy = vF sinϕ (24)

Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå âûðàæåíèå â èìåþùèåñÿ óðàâíåíèÿ, ïðè-

ä¼ì ê óðàâíåíèþ íà óãîë ϕ ìåæäó îñüþ X è íàïðàâëåíèåì äâè-

æåíèÿ çàðÿäà. Ðåøèâ êîòîðîå ïîëó÷èì òðàåêòîðèþ â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå ñëåäóþùåãî âèäà:

p0 = p0(0)
β + sinϕ0

β + sinϕ
(25)

p1 = −v−1
F p0(0) cosϕ

β + sinϕ0

β + sinϕ
(26)

p2 = −v−1
F p0(0) sinϕ

β + sinϕ0

β + sinϕ
(27)

x0 = x0(0) +
h(β + sinϕ0)

vF (1− β2)

[
cosϕ

β + sinϕ
− cosϕ0

β + sinϕ0
+

+
β√

1− β2
ln

(
βϕ0/2) + 1 +

√
1− β2

βϕ0/2) + 1−
√

1− β2

)
+
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+
β√

1− β2
ln

(
βϕ/2) + 1−

√
1− β2

βϕ/2) + 1 +
√

1− β2

)]
(28)

x1 = x1(0) + h(
β + sinϕ0

β + sinϕ
− 1) (29)

x2 = x2(0) + h
β + sinϕ0

1− β2

[
β cosϕ0

β + sinϕ0
− β cosϕ

β + sinϕ
+

+
1√

1− β2
ln

(
βϕ0/2) + 1−

√
1− β2

βϕ0/2) + 1 +
√

1− β2

)
+

+
1√

1− β2
ln

(
βϕ/2) + 1 +

√
1− β2

βϕ/2) + 1−
√

1− β2

)]
(30)

λ =
v2
F

p0(0)

β + sinϕ

β + sinϕ0
, (31)

ãäå ϕ0 = arcsin(−vFp2(0)/p0(0)), h è β - òàêèå æå, êàê â ïðîøëîì

ðåøåíèè.

Âûðàæåíèÿ (16)− (23) è (25)− (31) àíàëèòè÷íû îòíîñèòåëüíî

ïàðàìåòðà β. Çàìåòèì, ÷òî ïðè p0(0) = 0, íåñìîòðÿ íà ïðèñóò-

ñòâèå ïîëÿ, ÷àñòèöà áóäåò ïîêîèòñÿ. Ýòà àíîìàëèÿ ñâÿçàíà ñ òåì,

÷òî â äàííîé òî÷êå ìîäåëü íå ïðèìåíèìà, ò.ê. ñâîáîäíàÿ ÷àñòè-

öà, îáëàäàþùàÿ íóëåâîé ýíåðãèåé íå ìîæåò ïðè ýòîì îáëàäàòü

îòëè÷íîé îò íóëÿ ñêîðîñòüþ. Âëèÿíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà

÷àñòèöó çíà÷èòåëüíî ñèëüíåå, ÷åì ìàãíèòíîãî, è ïîýòîìó ïðè-

ñóòñòâèå äàæå ñëàáîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñèëüíî ìåíÿåò äèíà-

ìèêó. Êàê âèäíî èç òðàåêòîðèè (16) − (23), äèíàìèêà ÷àñòèöû

êàðäèíàëüíûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïàðàìåòðà β è, â çàâèñèìîñòè

îò åãî çíà÷åíèÿ, èìååò ìåñòî òðè ðåæèìà: êîãäà |β| > 1 � ñèëüíî

äîìèíèðóåò ìàãíèòíîå ïîëå, êîãäà |β| = 1 ïîëó÷àåì àíàëîã ñêðå-

ùåííûõ ïîëåé è â ñëó÷àå, êîãäà |β| < 1, � äîìèíèðóåò ýëåêòðè-

÷åñêîå ïîëå. Â äàëüíåéøåì, ïðè ðàñ÷¼òå ñîçäàâàåìîãî èçëó÷åíèÿ

çàðÿäîì ýòè ñëó÷àè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ îòäåëüíî.

Ïåðåõîä ìåæäó äâóìÿ ðåøåíèÿìè îñóùåñòâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-

íûì ñïîñîáîì ÷åðåç ñâÿçü ëàáîðàòîðíîãî âðåìåíè ñ ïàðàìåòðîì
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t. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå, õîòÿ è èìåþò îäèíàêî-

âûå îáîçíà÷åíèÿ, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíû äðóã äðóãó. Ïîýòî-

ìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîèçâîëîì â îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðà

t è òåì ñàìûì ñäåëàòü èõ îäèíàêîâûìè:

t(τ ) := m

∫ τ

0

λ(τ ′)dτ ′. (32)

Âûðàæåíèå (49) îáåñïå÷èâàåò íàì òî, ÷òî íà÷àëî îòñ÷¼òà â ðåøå-

íèÿõ îäíî è òî æå.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íà ðåøåíèÿõ ðàçíîñòü ñêîðîñòåé ẋ0 − ẋ2

ìîæåò áûòü íå ïðîñòî ðàâíîé íóëþ, êàê äëÿ ÷àñòèöû äâèãàþùåé-

ñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, à åù¼ è ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà-

÷åíèÿ. Äàííóþ îñîáåííîñòü, êîòîðàÿ íå ìîæåò èìåòü ìåñòà äëÿ

ìàññèâíîé ÷àñòèöû, ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, ñîãëàñíî Ôåéíìà-

íîâñêîé èíòåðïðåòàöèè àíòè÷àñòèö [17], êàê ïåðåõîä ýëåêòðîíà â

ïîçèòðîí. Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè äàííûé ïðî-

öåññ íåâîçìîæåí, íî ìû èìååì ÷àñòèöó ñ ëèíåéíûì çàêîíîì äèñ-

ïåðñèè, çà ñ÷¼ò ÷åãî îòñóòñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ ùåëü ìåæäó ïî-

ëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè. Ïîýòîìó

ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ òàêîé ïðîöåññ îêà-

çûâàåòñÿ âîçìîæíûì.

ẋ0 − ẋ2 = m2λ2(τ )(x′0(t(τ ))− x′2(t(τ ))) (33)

Âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ýòî ñòàíîâèò-

ñÿ âîçìîæíûì, áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïîçæå â ðàçäåëàõ 7, 8, 9.

Äàííûé ýôôåêò âîçíèêàåò ïîä äåéñòâèåì ïëîñêîé âîëíû è ñî-

îòâåòñòâåííî ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàçäåëå 5. Îòìåòèì, ÷òî ýòî ñó-

ùåñòâåííî âëèÿåò íà ñîçäàâàåìîå çàðÿäîì èçëó÷åíèå, è ïîýòîìó

ýôôåêò ìîæåò áûòü ëåãêî íàáëþäàåì â ýêñïåðèìåíòå.
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5 Äèíàìèêà äâèæåíèÿ â ïîëå ïëîñêîé âîëíû

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîëå çàäà¼òñÿ 4-ïîòåíöèàëîì

ñëåäóþùåãî âèäà Aµ = Aµ(x−) è íàëîæèì íà íåãî êàëèáðîâêó

Êóëîíà ∂µA
µ = 0 , ãäå x− = xµnνηµν, ηµν = diag(1,−1,−1,−1) è

nµ - âîëíîâîé 4-âåêòîð ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Îí ñâåòîïîäîá-

íûé nµnµ = 0 è åãî òðåõìåðíàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ

ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì âîëíû â ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ðåøåíèè áóäåò

óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé (49). Äëÿ óïðîùåíèÿ

ïîèñêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ñäåëàåì ïîâîðîò â ïëîñêî-

ñòè ãðàôåíà òàê, ÷òîáû îáðàòèòü â íîëü îäíó èç êîìïîíåíò nµ. Â

êà÷åñòâå òàêîé êîìïîíåíòû âûáåðåì n1 è ïîñëå ïåðåõîäà ê íîâîé

ñèñòåìå îòñ÷¼òà îáîçíà÷åíèÿ îñòàâèì ïðåæíèìè. Ïîñëå ñäåëàí-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, óïðîùàþùèõ ðåøåíèå, è ó÷åòà óñëîâèé íà

âûáðàííûé íàìè ïîòåíöèàë, îãðàíè÷åííûé òåíçîð φab èìååò âèä:

φab =

 0 n0A
′ 0

−n0A
′ 0 n2A

′

0 −n2A
′ 0

 , (34)

ãäå A′ := ∂A1
∂x−

. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå:

η̃abẍ
b = φacẋ

c. (35)

Äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû ÷åòûð¼õìåðíîãî âåêòîðà xµ óðàâíåíèå

ñðàçó ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü äâàæäû â êâàäðàòóðàõ:

x1 =

∫
dx−ẋ

−1
− (A(x−) + C1)dx− + C2. (36)

Îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì ðåøåíèå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âñåõ

êîîðäèíàò â ïàðàìåòðèçàöèè t. ×òîáû ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä âûðà-

æåíèé äëÿ x0, x2, ñêîìáèíèðóåì óðàâíåíèÿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü

óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà íà x−, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì ñëå-

äóþùåå óðàâíåíèå:

ẍ− = (a(n0)2 − (n2)2)(A− C1)A′ (37)
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Âûðàæåíèå (81) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü îäèí ðàç ïî x−, äîïîë-

íèòåëüíî íå êîíêðåòèçèðîâàâ âèä 4-ïîòåíöèàëà Aµ:

ẋ2
− = (a(n0)2 − (n2)2)(A2 − 2C1A + C3). (38)

Â ëåâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (38) ñòîèò êâàäðàò ñòðîãî ïîëîæèòåëü-

íîé âåëè÷èíû òàê æå, êàê è äëÿ ÷àñòèöû ẋ− > 0. Ïðåîáðàçîâàâ

è ïðîèíòåãðèðîâàâ (38), ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà t îò íî-

âîãî ïàðàìåòðà x−:

t = (a(n0)2 − (n2)2)−1/2

∫
dx−

[A2 − 2C1A + C3]1/2
+ C4 (39)

5.1 Ïëîñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ âîçüì¼ì êîíêðåòíûé âèä ïî-

òåíöèàëà Aµ = Aµ sin(Ωx−+ϕ), ϕ� íà÷àëüíàÿ ôàçà âîëíû. Äîïîë-

íèòåëüíî ââåäåì óäîáíîå îáîçíà÷åíèå b = n2/n0. Ïîëó÷èì ÿâíûå

âûðàæåíèÿ òðàåêòîðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå:

p0 =
b

a− b2

[
E0y

Ω
(sin(Ωx− + ϕ)− sinϕ)− p2(0)− bp0(0) +

+
1

b

(
(a− b2)

[
E0x

Ω
(sin(Ωx− + ϕ)− sinϕ)− p1(0)

]2

+

+ a

[
E0y

Ω
(sin(Ωx− + ϕ)− sinϕ)− p2(0)− bp0(0)

]2)1/2]
,(40)

p1 = p1(0)− E0x

Ω
(sin(Ωx− + ϕ)− sinϕ), (41)

p2 = − a

a− b2

[
E0y

Ω
(sin(Ωx− + ϕ)− sinϕ)− p2(0)− bp0(0) +

+
b

a

(
(a− b2)

[
E0x

Ω
(sin(Ωx− + ϕ)− sinϕ)− p1(0)

]2

+

+ a

[
E0y

Ω
(sin(Ωx− + ϕ)− sinϕ)− p2(0)− bp0(0)

]2)1/2]
,(42)

x0 =
ab

(a− b2)Ω

[
Ω

b
x− + Z(x−)

]
, (43)
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x1 =
1

Ω
Q(x−), (44)

x2 =
a

(a− b2)Ω

[
Ωbx− + Z(x−)

]
. (45)

Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáî-

çíà÷åíèÿ:

Q(x−) :=

∫ Ωx−+ϕ

ϕ

(E0x
Ω (sin(Ωx− + ϕ)− sinϕ)− p1(0))d(Ωx− + ϕ)

W
,

(46)

Z(x−) :=

∫ Ωx−+ϕ

ϕ

(
E0y

Ω
(sin(Ωx− + ϕ)− sinϕ)−

− p2(0)− bp0(0))
d(Ωx− + ϕ)

W
, (47)

W :=

(
(a− b2)

[
E0x

Ω
(sin(Ωx− + ϕ)− sinϕ)− p1(0)

]2

+

+ a

[
E0y

Ω
(sin(Ωx− + ϕ)− sinϕ)− p2(0)− bp0(0)

]2)1/2

. (48)

Ââåä¼ííûå âûøå èíòåãðàëû áåðóòñÿ è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëëèï-

òè÷åñêèå ôóíêöèè, à òàêæå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ïðè

ëþáûõ çíà÷åíèÿõ èõ àðãóìåíòîâ è ïàðàìåòðîâ.

Ðàññìàòðèâàåìûé âèä ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæ¼ííûì ê

ðåàëüíîé ñèòóàöèè [9], íî õîðîøî îïèñûâàåò ðåàëüíûå ëàçåðû.

Òàê êàê ëèíåéíûé çàêîí äèñïåðñèè èìååò ìåñòî äëÿ ýëåêòðîíà

â ãðàôåíå ëèøü ïðè ýíåðãèÿõ ìåíüøèõ p0max, ýòî äà¼ò íàì îãðà-

íè÷åíèÿ íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ. Â ñèëó òîãî, ÷òî

âûðàæåíèå (40) ïåðèîäè÷íî ïî x−, îãðàíè÷åíèÿ íà äàííûé ïàðà-

ìåòð ìîæíî èçáåæàòü, ïîäîáðàâ íóæíûì îáðàçîì ïîëÿ. Ïðîñòîå

óñëîâèå ïîëó÷àåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà b = 0, è èìååò ñëåäóþùèé

âèä: ∣∣∣∣E0x sinψ − E0y cosψ√
E2

0x + E2
0y

∣∣∣∣ > p0maxvF
p0(0)

. (49)
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5.2 Àíàëèç îäíîìåðíîé ïîäçàäà÷è

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îêàçàëîñü, ÷òî íåâîçìîæ-

íî ðåøèòü èõ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò êàê ôóíêöèé ïàðàìåòðà

t. Íåñìîòðÿ íà ýòî, óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü ðåøåíèå â âèäå êâàäðà-

òóð: òî åñòü íå êîíêðåòèçèðóÿ âèä ïîòåíöèàëà â ïðåäïîëîæå-

íèè, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äîñòàòî÷íî õîðîøóþ ôóíê-

öèþ îò x−, äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ èíòå-

ãðàëû áðàëèñü. Îñíîâíîé õàðàêòåð äèíàìèêè ðàññìàòðèâàåìîé

÷àñòèöû ìîæíî óçíàòü, ïîñòðîèâ ôàçîâûé ïîðòðåò äàííîé ïîä-

ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì äàííóþ ïîäçàäà÷ó äëÿ 4-ïîòåíöèàëà âèäà

Aµ = Aµ sin(Ωx− + ϕ):

ẍ− =
1

2Ω
a(E2

0x + E2
0y)− b2E2

0x sin 2(Ωx− + ϕ)−

−
(

1

Ω
a(E2

0x + E2
0y)− b2E2

0x sinϕ + (a− b2)E0xp1(0)+

+ aE0y(p2(0) + bp0(0))

)
cos(Ωx− + ϕ), (50)

ẋ− =

(
(a− b2)

[
E0x

Ω
(sin(Ωx− + ϕ)− sinϕ)− p1(0)

]2

+

+ a

[
E0y

Ω
(sin(Ωx− + ϕ)− sinϕ)− p2(0)− bp0(0)

]2)1/2]
. (51)

Ãäå ẋ− := ẋ0− bẋ2, à b åñòü âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè

ïàäàþùåé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû è îïðåäåëÿþùàÿ óãîë, ïîä

êîòîðûì îíà ïàäàåò ê ïëîñêîñòè ãðàôåíà. Äëÿ ÷àñòèöû äîëæ-

íî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ẋ− > 0, à äëÿ àíòè÷àñòèöû � ẋ− < 0.

Âûðàæåíèå (51) ïðè îïðåäåë¼ííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò

îáðàùàòüñÿ â íîëü, ÷òî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïåðåõîä ÷à-

ñòèöû â àíòè÷àñòèöó. Åñëè îí âîçìîæåí, òî äàííûé ïðîöåññ áóäåò

ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì 4π/Ω. Óñëîâèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè îïè-

ñàííîé ñèòóàöèè ïðè b = 0 èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

ctgψ =
Ex

Ey
,
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x− = Ω−1 arcsin(h−1
x cosψ + sinϕ)− Ω−1ϕ + 2πn, (53)

ãäå n ∈ N.
Äàííûå óñëîâèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ óñëîâèåì (49). Òàêèì îáðàçîì,

â ñëó÷àå, êîãäà âîëíà íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè

ãðàôåíà ïåðåõîä ýëåêòðîíà â äûðêó âîçìîæåí. Â îáùåì æå ñëó-

÷àå, óñëîâèÿ p0 = 0 è p0 < p0max íå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó è

ñëåäîâàòåëüíî äàííûé ïåðåõîä âîçìîæåí ïðè äðóãèõ íàïðàâëå-

íèÿõ ïàäåíèÿ âîëíû.
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6 Èçëó÷åíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû

Ïîëå ïðîèçâîëüíî äâèæóùåãîñÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà îïèñûâàåò-

ñÿ 4-ïîòåíöèàëîì Ëèåíàðà-Âèõåðòà:

Aµ = − ev
µ

r̃νvν
, r̃µr̃

µ = 0, (54)

ãäå vµ = drµ/dτ , r̃µ = rµ−Rµ, Rµ-4-âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé ïîëî-

æåíèå íàáëþäàòåëÿ, à rµ- 4-âåêòîð ïîëîæåíèÿ çàðÿäà [1].

Ëþáîé çàðÿä, äâèæóùèéñÿ ñ óñêîðåíèåì, èçëó÷àåò ýëåêòðî-

ìàãíèòíûå âîëíû. Îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê èçëó÷å-

íèÿ ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíî-óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ îäíîé çà-

ðÿæåííîé ÷àñòèöû, óñðåäí¼ííîå ïî ïîëÿðèçàöèÿì ôîòîíîâ:

dE(k) = |E(k)|2R
2dk

4π2k2
0

= −e2j∗µ(k)jµ(k)
dk

4π2
, (55)

ãäå

jµ(k) =

∫ τ2

τ1

dτẋµe−ikνx
ν(τ) − iẋµ

kνẋν
e−ikνx

ν(τ)

∣∣∣∣τ2
τ1

, kµj
µ(k) = 0. (56)

Â äàííûõ ôîðìóëàõ kµ = ω(1,k/ω) � ýòî ÷åòûð¼õìåðíûé âîëíî-

âîé âåêòîð ôîòîíà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñâåòîïîäîáíûì, ò.å. kµkνη
µν =

0, à k/ω � åäèíè÷íûé âåêòîð, âäîëü êîòîðîãî ðàñïðîñòðàíÿåò-

ñÿ èçëó÷åíèå â ïðîñòðàíñòâå. Ïðîåêöèè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ, ñîçäàâàåìîãî çàðÿäîì, â âîëíîâîé çîíå

èìåþò âèä:

Eα(k) = −iek0
e−ik0R

R
bµ(α)jµ(k), α = 1, 2, (57)

ãäå bµ(α) � ôèçè÷åñêèå âåêòîðû ïîëÿðèçàöèè ôîòîíà, à R � ðàññòî-

ÿíèå îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ äî èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ ôîòîíà. Äëÿ

àíàëèçà èçëó÷åíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðû Ñòîêñà:

ξ1 = 2
Re(E1E

∗
2)

|E|2
, ξ2 = 2

Im(E1E
∗
2)

|E|2
, ξ3 =

|E1|2 − |E2|2

|E|2
. (58)
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Èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü óäîáíûå âûðàæåíèÿ â ðàñ÷¼òàõ ïîëÿðè-

çàöèè èçëó÷åíèÿ:

ξ2
1 + ξ2

3 = 1− ξ2
2 =
|E2|2

|E|4
=
|jµjµ|2

(j∗νj
ν)2
.,

ξ2 = ±1. Ïðè ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

ξ2 = 0, ïðè÷¼ì îñòàâøèåñÿ äâà ïàðàìåòðà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óãîë

θ ìåæäó ïëîñêîñòüþ ïîëÿðèçàöèè è îñüþ ñ îðòîì b(1)

ξ1 = sin(2θ), ξ3 = cos(2θ).

Ïðè èññëåäîâàíèè èçó÷åíèÿ, ñîçäàâàåìîãî çàðÿæåííîé ÷àñòèöåé,

âëåòàþùåé â ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-

þò ñèòóàöèè, êîãäà â (56) äîìèíèðóåò îäíî èç äâóõ ñëàãàåìûõ.

Ïåðâîå èç íèõ îòâå÷àåò çà èçëó÷åíèå, ñîçäàâàåìîå çàðÿäîì, íà-

õîäÿùèìñÿ â ïîëå, à âòîðîå îòâå÷àåò çà òó ÷àñòü èçëó÷åíèÿ, êî-

òîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè âëåòå è âûëåòå èç ïîëÿ. Åñëè ïðåîáëàäà-

åò âíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå, òî ãîâîðÿò, ÷òî èçëó÷åíèå åù¼ íå

ñôîðìèðîâàëîñü.

Èçëó÷åíèå, ñîçäàâàåìîå çàðÿäîì âíå âîëíîâîé çîíû, óäîáíåé

ðàññ÷èòûâàòü, èñïîëüçóÿ çàïèñü ôîðìóëû (55) ÷åðåç Ôóðüå-îáðàç

4-òîêà (56).

Ïðîèíòåãðèðîâàâ âûðàæåíèå (55) ïî óãëàì, ïîëó÷èì ðàñïðå-

äåëåíèå ñîçäàâàåìîãî èçëó÷åíèÿ ïî ÷àñòîòàì ôîòîíîâ, à åñëè ïî

÷àñòîòå � òî óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ. Ïðîèçâåäÿ èíòå-

ãðèðîâàíèå ïî óãëàì è ÷àñòîòàì, ïîëó÷èì ïîëíóþ ìîùíîñòü èç-

ëó÷åíèÿ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ðàñ÷¼ò ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ

(56), ïîçâîëÿþùåìó ïîëó÷èòü âñþ èíôîðìàöèþ îá èçëó÷åíèè.
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7 Èçëó÷åíèå, ñîçäàâàåìîå â ðåæèìå |β| = 1

Ðàññìîòðèì èçëó÷åíèå ñîçäàâàåìîå çàðÿäîì â ðåæèìå |β| = 1.

Òðàåêòîðèÿ (20)− (23) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

x0 = x0(0) +
h

vF

[
t′ + cosψ

t′2

2
+ (1− β sinψ)

t′3

6

]
, (61)

x1 = x1(0) + h

[
− cosψt′ + (1− β sinψ)

t′2

2

]
, (62)

x2 = x2(0)− h
[

sinψt′ + β cosψ
t2

2
+ β(1− β sinψ)

t3

6

]
, (63)

ãäå t′ = |E|t/vF .

kµx
µ(t′) = kµx

µ(0) + hk0

[
(vF + n1 sinψ + n2 cosψ)t′+

+ (vF cosψ − (1− β sinψ)n1 + β cosψn2)t′2/2+

+ (vF (1− β sinψ) + βn2(1− β sinψ))t′3/6

]
. (64)

Óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ĥ = hk0
vF
, n̂ = vFn. Â ýòèõ

òåðìèíàõ àðãóìåíò ýêñïîíåíòû â Ôóðüå-îáðàçàõ òîêîâ (56) ïðè-

íèìàåò âèä:

kµx
µ(t′) = kµx

µ(0) + ĥ

[
(1 + n̂1 sinψ + n̂2 cosψ)t′+

+ n̂1(cosψ − (1− β sinψ) + βn̂2 cosψ)t′2/2+

+ ((1− β sinψ) + βn̂2(1− β sinψ))t′3/6

]
. (65)

Èçëó÷åíèå ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïî ìåòîäó, àíàëîãè÷íîìó ïðèìåíÿå-

ìîìó â ðàáîòå [[6]]. Äëÿ ýòîãî íàäî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ â

âûðàæåíèè (65) âèäà ζ = δ+ γt′, ãäå γ−3 = ĥ
2(1 +βn̂2)(1−β sinψ)

è δ = − cosψ
1−β sinψ + n̂1

1+βn̂2
. Ïîñëå ýòîãî (65) ïðèìåò âèä:

kµx
µ = ¯kµxµ + Bζ + ζ3/3,
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¯kµxµ = kµx
µ(0) + ĥ

[
(1 + n̂1 sinψ + n̂2 cosψ)δ+

+ n̂1(cosψ − (1− β sinψ) + βn̂2 cosψ)δ2/2+

+ ((1− β sinψ) + βn̂2(1− β sinψ))δ3/6

]
. (66)

Áûëî èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå:

B = γĥ

[
1 + n̂1 cosψ + n̂2 sinψ − δ2

2
(1 + βn̂2)(1− β sinψ)

]
. (67)

Òðàåêòîðèÿ â òåðìèíàõ ζ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ẋ0 =
h

vF

[
1 + δ cosψ +

δ2

2
(1− β sinψ)+

+ (cosψ + δ(1− β sinψ)γζ + (1− β sinψ)
γ2ζ2

2

]
, (68)

ẋ1 = h

[
− cosψ + (1− β sinψ)δ + (1− β sinψ)γζ

]
, (69)

ẋ2 = −h
[

sinψ + βδ cosψ + (1− β sinψ)βδ2/2+

+ (cosψ + δ(1− β sinψ))βγζ + (1− β sinψ)βγ2ζ2/2

]
. (70)

Åñëè ãðàíè÷íûìè âêëàäàìè â (56) ìîæíî ïðèáåðå÷ü, ÷òî èìååò

ìåñòî, êîãäà âûïîëíåíî (122), òî êîìïîíåíòû jµ ìîæíî çàïèñàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C−1j0 =
hγ

vF

[
(1 + δ cosψ +

δ2

2
(1− β sinψ))I0+

+ (cosψ + δ(1− β sinψ)γI1 + (1− β sinψ)
γ2

2
I2

]
, (71)

C−1j1 = hγ

[
(− cosψ + (1− β sinψ)δ)I0 + γ(1− β sinψ)I1

]
, (72)

22



C−1j2 = −hγ
[

(sinψ + βδ cosψ + (1− β sinψ)βδ2/2)I0+

+ (cosψ + δ(1− β sinψ))βγI1 + +(1− β sinψ)βγ2/2I2

]
, (73)

C−1j3 = 0, (74)

ãäå In äëÿ èíòåãðàëîâ è áûëî ââåäåíî îáîçíà÷åíèå C äëÿ ôàçî-

âîãî ìíîæèòåëÿ:

In =

∫
G

dξξne−i(Bξ+
ξ3

3 ), C = e−i
¯kµxµ. (75)

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ âûðàæåíèÿ:

|j0|2 =

(
h|γ|
vF

)2[
(1 + δ cosψ + δ2/2(1− β sinψ))2|I0|2+

+ (1− β sinψ)2|γ|4|I2|2/4+

+ (cosψ + δ(1− β sinψ)2)|γ|2|I1|2 + (1− β sinψ)2|γ|4|I2|2/4+

+(1+δ cosψ+δ2(1−β sinψ)/2)(cosψ+δ(1−β sinψ)(γI∗0I1+γ∗I0I
∗
1 )+

+
1

2
(1 + δ cosψ+ δ2(1−β sinψ)/2)(1−β sinψ)(γ2I∗0I2 + (γ2)∗I0I

∗
2 )+

+ |γ|2/2(cosψ + δ(1− β sinψ))(1− β sinψ)(γI∗1I2 + γ∗I1I
∗
2 )

]
,

(76)

|j1|2 = h2|γ|2
[

((1−β sinψ)δ−cosψ)2|I0|2 +(1−β sinψ)2|γ|2|I1|2+

+ (1− β sinψ)((1− β sinψ)δ − cosψ)(γI∗0I1 + γ∗I0I
∗
1 )

]
, (77)

|j2|2 = h2|γ|2
[

(sinψ + βδ cosψ + (1− β sinψ)βδ2/2)2|I0|2+

+ (1− β sinψ)2|γ|4/4|I2|2 + (cosψ + δ(1− β sinψ))2|γ|2|I1|2+

+ (sinψ + βδ cosψ + (1− β sinψ)βδ2/2)(cosψ + δ(1− β sinψ))

(γI∗0I1 + γ∗I0I
∗
1 )+
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+
β

2
(1−β sinψ)(sinψ+βδ cosψ+(1−β sinψ)βδ2/2)(γ2I∗0I2+γ∗I0I

∗
2 )+

+
β|γ|2

2
(1− β sinψ)(cosψ + δ(1− β sinψ))(γI∗1I2 + γ∗I1I

∗
2 )

]
, (78)

|j3|2 = 0.

Èíòåãðàëû In âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ýéðè è å¼ ïåðâóþ

ïðîèçâîäíóþ (81):

I0 = 2πAi(B), I1 = 2πiAi′(B), I2 = −2πB Ai(B). (80)

Ai(B) =

∫
G

dξ

2π
e−i(Bξ+

ξ3

3 ), Ai′(B) =
−i
2π

∫
G

dξξe−i(Bξ+
ξ3

3 ) (81)

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ G âûáåðåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì äëÿ

ôóíêöèé Ýéðè [4].

Â ýòèõ òåðìèíàõ âûðàæåíèÿ ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

|j0|2 =

(
2π|γ|h
vF

)2[
(cosψ + δ(1− β sinψ)2|γ|2|Ai′(B)|2+

+

(
(1 + δ cosψ +

δ2

2
(1− β sinψ))2 + (1− β sinψ)2 |γ|4

4
|B|2−

−1

2
(1+δ cosψ+

δ2

2
(1−β sinψ))(1−β sinψ)(γ2B+B∗(γ2)∗)

)
|Ai(B)|2+

+ i(cosψ + δ(1− β sinψ))

(
(1 + δ cosψ +

δ2

2
(1− β sinψ))γ−

− |γ|
2

2
(1− β sinψ)B∗γ∗

)
Ai∗(B) Ai′(B)+

+ i(cosψ + δ(1− β sinψ)

(
|γ|2

2
(1− β sinψ)Bγ−

− (1 + δ cosψ +
δ2

2
(1− β sinψ))γ∗

)
Ai′∗(B) Ai(B)

]
, (82)

|j1|2 =

(
2πh|γ|

)2[
(1− β sinψ)δ − cosψ)2|Ai(B)|2+
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+ i(1− β sinψ)((1− β sinψ)δ − cosψ)(γ Ai∗(B) Ai′(B)−

− γ∗Ai(B) Ai′∗(B)) + (1− β sinψ)2|γ|2|Ai′(B)|2
]
, (83)

|j2|2 =

(
2πh|γ|

)2[
(cosψ + δ(1− β sinψ))2|γ|2|Ai′(B)|2+

+

(
(sinψ + βδ cosψ + (1− β sinψ)βδ2/2)2+

+ (1− β sinψ)2|γ|4/4|B|2 − β

2
(1− β sinψ)(sinψ + βδ cosψ+

+ (1− β sinψ)βδ2/2)(γ2B + B∗γ∗)

)
|Ai(B)|2+

+ i(cosψ+ δ(1− β sinψ))((sinψ+ βδ cosψ+ (1− β sinψ)βδ2/2)γ−

− β|γ|2

2
(1− β sinψ)B∗γ∗) Ai∗(B) Ai′(B)−

− i(cosψ+ δ(1−β sinψ))((sinψ+βδ cosψ+ (1−β sinψ)βδ2/2)γ∗−

− β|γ|2

2
(1− β sinψ)Bγ) Ai(B) Ai′∗(B)

]
, (84)

|j3|2 = 0.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòð B âåùåñòâåíåí, ôóíêöèÿ Ýéðè ïðèíè-

ìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñ óâåëè÷åíèåì ñâîåãî àðãóìåíòà

ñïàäàåò ýêñïîíåíöèàëüíî.

Âûðàæåíèå ñïåêòðàëüíî-óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, â ïðèáëèæå-

íèè ìàëîñòè ãðàíè÷íûõ âêëàäîâ:

dE
dΩdB

=
3

8
e2(1− β sinψ)4h−1vF (1 + βn̂2)2(

(1− β sinψ)
1− n̂2

2 − n̂2
1

2(1 + βn̂2)
+ 2n̂1 cosψ

)−7/2

γ−7/2

B3/2

[
4B

(
cos2 ψ

(1− β sinψ)2

(
(v2
F − 1)

n̂2
1

(1 + βn̂2)2
+ v2

F )+

+
n̂1 cosψ

(1− β sinψ)(1 + βn̂2)3
(βn̂2 + (1− v2

F )(n̂2
1 + n̂2

2))+
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+
v2
F − n̂2

2 + v2
F n̂

2
1

(1 + βn̂2)2
+(v2

F−1)(
n̂1

1 + βn̂2
)4−2(v2

F + n̂2
2) cos2 ψ

(1 + βn̂2)3

)
Ai2(B)+

+γ2

(
1− n̂2

2 − n̂2
1

(1 + βn̂2)2
+

4n̂1 cosψ

(1 + βn̂2)(1− β sinψ)

)(
v2
F−

(1− v2
F )n̂2

1

(1 + βn̂2)2

)
Ai′2
]
.

(86)

Âûðàæåíèå (8) äîïóñêàåò èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåâîçìîæíûì çíà-

÷åíèÿì ýíåðãèè èçëó÷àåìûõ ôîòîíîâ∫ ∞
0

dBB3/2[C1B Ai2(B) + C2 Ai′2(B) =
5C1 + 7C2

192
, (87)

÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ.
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8 Èçëó÷åíèå â ðåæèìå |β| > 1

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ýëåêòðîí äâèæåòñÿ â ýëåêòðîìàã-

íèòíîì ïîëå ïðè H2 > E2v−2
F . ×òî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

ñîîòâåòñòâóåò ñèëüíîé äåíîìèíàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàä ýëåê-

òðè÷åñêèì. Òðàåêòîðèÿ (16) − (23) â äàííîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü

âèä:

p0 =
p0(0)

β2 − 1

[
cosψ sin t̃− (1− β sinψ) cos t̃ + β2 − β sinψ

]
, (88)

p1 = −p0(0)v−1
F

[
1− β sinψ√

β2 − 1
sin t̃ + cosψ cos t̃

]
, (89)

p2 =
p0(0)v−1

F

β2 − 1

[
β−sinψ+β

√
β2 − 1 cosψ sin t̃−β(1−β sinψ) cos t̃

]
,

(90)

p3 = 0, (91)

x0 = x0(0)− hv−1
F

β2 − 1

[
cosψ(cos t̃−1)+

1− β sinψ√
β2 − 1

sin t̃−ββ − sinψ√
β2 − 1

t̃

]
,

(92)

x1 = x1(0)− h

β2 − 1

[
(1− β sinψ)(cos t̃− 1)−

√
β2 − 1 cosψ sin t̃

]
,

(93)

x2 = x2(0)− h

β2 − 1

[
β − sinψ√
β2 − 1

t̃− β cosψ(cos t̃− 1)−

− β1− β sinψ√
β2 − 1

sin t̃

]
, (94)

x3 = x3(0). (95)

Çäåñü t̃ := t
√
H2 − E2v−2

F � âåùåñòâåííûé áåçðàçìåðíûé ïàðà-

ìåòð âäîëü òðàåêòîðèè.

Êàê âèäíî èç ôîðìóëû äëÿ ýíåðãèè (88), íåñìîòðÿ íà ïðèñóò-

ñòâèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ò.å. β 6= ∞ è h 6= ∞. Ýíåðãèÿ íå
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ðàñò¼ò äî áåñêîíå÷íîñòè, êàê ýòî áûëî áû äëÿ îáû÷íîãî ýëåêòðî-

íà, à âìåñòî ýòîãî îñöèëëèðóåò âîêðóã ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ:

< p0 >= p0(0)β
β − sinψ

β2 − 1
. (96)

Äâèæåíèå âäîëü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðîèñõîäèò ïåðèîäè÷åñêè

(89) è â ñðåäíåì îòñóòñòâóåò, ò.å. p̄1 = 0, à ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîëþ

(90) ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

< x′2 >=
p0(0)v−1

F

β2 − 1
(sinψ − β). (97)

Íàéä¼ì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t̃, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïðîöåññ

ïåðåõîäà ýëåêòðîíà â äûðêó: p0(t̃0) = 0

1

β2 − 1

[
cosψ sin t̃0 − (1− β sinψ) cos t̃0 + β2 − β sinψ

]
= 0. (98)

Â (98) âàæíóþ ðîëü èãðàåò îáùèé ìíîæèòåëü (β2 − 1)−1. Â çà-

âèñèìîñòè îò òîãî, ðàâåí ëè îí íóëþ èëè íåò áóäóò íàáëþäàòü-

ñÿ äâå ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè. Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ çíà÷åíèé β, ïå-

ðåõîä â àíòè÷àñòèöó ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t̃ =

t̃0 + 2n, n ∈ Z

t̃0 = arcsin(
β√
β2 − 1

)− ε0, sin ε0 =
β

β2 − 1
. (99)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä ÷àñòèöû â àíòè÷àñòèöó è, ñîîòâåòñòâåí-

íî, îáðàòíî ïðîèñõîäèò ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì ∆t̃ = 2π. Â

êðàéíåì ñëó÷àå β = ∞, ÷àñòèöà óæå íå áóäåò èìåòü òàêèõ îñî-

áåííîñòåé, è å¼ ïîâåäåíèå áóäåò òàêèì æå, êàê è ó îáû÷íîé ìàñ-

ñèâíîé ÷àñòèöû.

Îáñóäèâ îñîáåííîñòè òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, ìîæíî ïåðåéòè ê

íåïîñðåäñòâåííîìó ðàñ÷¼òó ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ.

Ôàçà â (56) äëÿ äàííîé òðàåêòîðèè èìååò âèä:

kµx
µ =

ĥ

β2 − 1

[
(cosψ(β2−1)n̂1−(1+βn̂2)(1−β sinψ))

sin t̃√
β2 − 1

+
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+ ((1− β sinψ)n̂1 − (1 + βn̂2) cosψ)(cos t̃− 1)+

+
β − sinψ√
β2 − 1

(β + n̂2)t̃

]
+ kµx

µ(0). (100)

Ââåä¼ì ðÿä óäîáíûõ äëÿ äàëüíåéøåãî ðàñ÷¼òà îáîçíà÷åíèé:

¯kµxµ := kµx
µ(0) +

ĥ

β2 − 1
((1 + βn̂2) cosψ − (1− β sinψ)n̂1)−mε,

(101)

m := ĥ(β + n̂2)
β − sinψ√
β2 − 1

3 , (102)

z :=
ĥ√

β2 − 1
3

[
(cosψ(β2 − 1)n̂1 − (1 + βn̂2)(1− β sinψ))2+

+ (β2 − 1)((1− β sinψ)n̂1 − (1 + βn̂2) cosψ)2

]1/2

, (103)

tg ε :=
√
β2 − 1

cosψ(β2 − 1)n̂1 − (1 + βn̂2)(1− β sinψ)

(1− β sinψ)n̂1 − (1 + βn̂2) cosψ
. (104)

Ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèå (106) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

kµx
µ = ¯kµxµ + m(t̃ + ε) + z sin(t̃ + ε). (105)

Åñëè â (56) ãðàíè÷íûì âêëàäîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èëè íå èíòå-

ðåñîâàòüñÿ òîé ÷àñòüþ èçëó÷åíèÿ, êîòîðàÿ ñîçäà¼òñÿ ïðè âëåòå è

âûëåòå â ïîëå, òî Ôóðüå-îáðàçû 4-âåêòîðîâ òîêà ìîæíî çàïèñàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C−1vF j
0 = cosψD1 −

1− β sinψ√
β2 − 1

D2 +
β2 − β sinψ√

β2 − 1
D0, (106)

C−1j1 = (1− β sinψ)D1 +
√
β2 − 1 cosψD2, (107)

C−1j2 = −β cosψD1 +
β − β2 sinψ√

β2 − 1
D2 −

β − sinψ√
β2 − 1

D0, (108)

C−1j3 = 0,
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ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ:

C =
h

β2 − 1
ei

¯kµxµ,

D(0,1,2) :=

∫ t̃2

t̃1

dt̃ei(mt̃+mε−z sin(t̃+ε))(1, sin t̃, cos t̃). (111)

Êâàäðàò ìîäóëÿ êîìïîíåíò (106)−(108) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

|C|−2v2
F |j0|2 = cos2 ψ|D1|2 +

(1− β sinψ)2

β2 − 1
|D2|2 −

− (β2 − β sinψ)2

β2 − 1
|D0|2 −

− (β2 − β sinψ)
1− β sinψ

β2 − 1
(D∗0D2 + D0D

∗
2) +

+ cosψ
β2 − β sinψ√

β2 − 1
(D∗0D1 + D0D

∗
1)−

+ cosψ
β2 − β sinψ√

β2 − 1
(D∗0D1 + D0D

∗
1)−

− cosψ
1− β sinψ√

β2 − 1
(D∗1D2 + D1D

∗
2), (112)

|C|−2|j1|2 = (1− β sinψ)2|D1|2 + (β2 − 1) cos2 ψ|D2|2 +

+
√
β2 − 1 cosψ(1− β sinψ)(D∗1D2 + D1D

∗
2), (113)

|C|−2|j2|2 = β2 cos2 ψ|D1|2 + β21− β sinψ

β2 − 1
|D2|2 + (114)

+
(β − sinψ)2

β2 − 1
|D0|2 −

− (1− β sinψ)
β2 − β sinψ

β2 − 1
(D∗0D2 + D0D

∗
2)−

− β2 cosψ
1− β sinψ√

β2 − 1
(D∗1D2 + D1D

∗
2)−
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− cosψβ
1− β sinψ√

β2 − 1
(D∗0D1 + D0D

∗
1), (115)

ãäå

|C|2 =

(
h

β2 − 1

)2

. (116)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü èçëó÷åíèå, ñîçäàâàåìîå ëèøü çà îäèí ïåðè-

îä, òî ãðàíè÷íûé âêëàä â (56) áóäåò ðàâåí íóëþ, à ââåä¼ííûå íà-

ìè ôóíêöèè D(0,1,2) ìîæíî âûðàçèòü, êàê ïîêàçàíî â [[1]], ÷åðåç

[2] ôóíêöèþ Áåññåëÿ Jm(mz) è å¼ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ J ′m(mz)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D0 = 2πJm(mz),

D1 = 2π

(
i cos εJ ′m(mz)− sin ε

z
Jm(mz)

)
,

D2 = 2π

(
i sin εJ ′m(mz) +

cos ε

z
Jm(mz)

)
. (117)

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå èñïîëüçóåìîé íàìè ñïåöèàëüíîé ôóíê-

öèè èìååò âèä:

Jm(mz) :=
1

2π

∫ π

−π
duei(mu−z sinu). (118)

Òåïåðü âûðàæåíèÿ (112)− (114) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

(
|j0|vF
2π|C|

)2

=
n̂2

1

β2 − 1

[
(β + sinψ)2 − 2β2 sin2 ψ

]2

J ′m
2(mz) +

+

[
1

z

(
1 + βn̂2

β2 − 1
(β − sinψ)2 − 2 cosψ(1− β sinψ)n̂1

)
−

− β2 − β sinψ√
β2 − 1

]2

J2
m(mz), (119)

(
|j1|

2π|C|

)2

= [(β + sinψ)2 − 2β2 sin2 ψ]2z−2ĥ2(β2 − 1)3×

×
(

(1 + βn̂2)2

(β2 − 1)
J ′m

2(mz) +
n̂2

1

z2
J2
m(mz)

)
, (120)
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(
|j2|

2π|C|

)2

=

[
1 + βn̂2

β2 − 1
(β − sinψ)2−

− 2 cosψ(1− β sinψ)n̂1

]2

z−2(β2 − 1)3ĥ2J ′m
2(mz)+

+

[
β − sinψ√
β2 − 1

+
ĥn̂1β

z2
(β2 − 1)((β + sinψ)2 − 2β2 sin2 ψ)2

]2

J2
m(mz).

(121)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

j∗µj
µ

(2π|C|)2
=

[
((β + sinψ)2 − 2β2 sin2 ψ)2(v−2

F n̂2
1−

− (1 + βn̂1)2)(β2 − 1)− ((1 + βn̂2)(β − sinψ)2−

− 2(β2 − 1)n̂1 cosψ(1− β sinψ))2

]
ĥ2(β2 − 1)J ′m

2(mz)

z2
+

+

[
v−2
F

β2 − 1

[
z−2ĥ((1+βn̂2(β−sinψ)2−2(β2−1)n̂1 cosψ(1−β sinψ))−

− β2 + β sinψ

]2

− ((β + sinψ)2 − 2β2 sin2 ψ)2(n̂2
1)ĥ2(β2 − 1)3

z4
−

−
[
β − sinψ

β2 − 1
+
βn̂1ĥ(β2 − 1)

z2
((β + sinψ)2− 2β2 sin2 ψ)

]2]
J2
m(mz).

(122)

Çàâèñèìîñòü (122) îò óãëîâ íàáëþäåíèÿ äà¼ò âêëàä â íîìåð ôóíê-

öèè Áåññåëÿ m, è èç-çà ýòîãî îí íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, êàê

ýòî ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå èçëó÷åíèÿ, ñîçäàâàåìîãî çàðÿäîì â ïî-

ñòîÿííîì è îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå

÷èñòî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà (122) ïåðåõîäèò â

õîðîøî èçó÷åííóþ ôîðìóëó Øîòòà [1].
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9 Èçëó÷åíèå â ðåæèìå |β| < 1

Òðàåêòîðèÿ â ñëó÷àåE2 > H2v2
F ïðåîáëàäàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ íàä ìàãíèòíûì èìååò âèä:

x0 = x0(0)+
h

vF (1− β2)
[cosψ(ch t̂−1)+

1− β sinψ√
1− β2

sh t̂−β
2 − β sinψ

1− β2
t̂]

(123)

x1 = x1(0)+
h

1− β2
[(1−β sinψ)(ch t̂−1)−

√
1− β2 cosψ sh t̂] (124)

x2 = x2(0)+
h

1− β2
[−β cosψ(ch t̂−1)−β(1− β sinψ)√

1− β2
sh t̂+

β − sinψ√
1− β2

t̂].

(125)

Â äàííîì ïîäðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíî èçëó÷åíèå, ñîçäàâàå-

ìîå ýëåêòðîíîì, ïîä÷èíÿþùèìñÿ òðàåêòîðèè (123)−(125). Òàêæå

áóäóò ïîëó÷åíû ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ îñíîâíîé

õàðàêòåðèñòèêè èçëó÷åíèÿ.

Êàê óæå îáñóæäàëîñü, íàì íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü Ôóðüå-îáðàçû

îò 4-òîêà. Àðãóìåíò ýêñïîíåíòû, ñòîÿùåé â èíòåãðàëüíîé ÷àñòè

(56) äëÿ äàííîãî ðåæèìà áóäåò èìåòü âèä:

kµx
µ = kµx

µ(0) +
ĥ

1− β2
[((1 + βn̂2) cosψ − n̂1(1− β sinψ)) ch t̂+

+ ((1 + βn̂2)(1− β sinψ) + (1− β2)n̂1 cosψ)
sh t̂√
1− β2

−

− (β + n̂2)
β − sinψ√

1− β2
t̂]. (126)

Áóäåò óäîáíûì ââåñòè ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû:

z ch ξ =
ĥ

(1− β2)3/2
((1+βn̂2)(1−β sinψ)+(1−β2)n̂1 cosψ), (127)

z sh ξ =
ĥ

1− β2
((1 + βn̂2) cosψ − n̂1(1− β sinψ)), (128)

η =
ĥ

(1− β2)3/2
(β + n̂2)(β − sinψ). (129)
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåä¼ííûõ ïàðàìåòðîâ ôàçà (126) çàïèøåòñÿ â

óäîáíîì äëÿ íàñ âèäå:

kµx
µ = kµxµ + z sh(t̂− ξ)− ηt̂, (130)

ãäå

kµxµ = kµx
µ(0)− ĥ

1− β2
((1 + βn̂2) cosψ − n̂1(1− β sinψ)) (131)

� ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ôàçû, íå îêàçûâàþùàÿ âëèÿíèÿ íà

ñîçäàâàåìîå ÷àñòèöåé èçëó÷åíèå ïðè óñëîâèè òîãî, ÷òî ãðàíè÷-

íûì âêëàäîì â (56) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âîçíèêàþùèõ èíòåãðàëîâ:

B0,1,2 =

∫ ∞
−∞

dt̂eikµx
µ
(1, sh t̂, sh t̂), (132)

B1 = −i ∂B0

∂(z ch ξ)
, (133)

B2 = i
∂B0

∂(z sh ξ)
. (134)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ êîìïîíåíòû Ôóðüå îáðàçîâ òîêîâ çàïèøóòñÿ

â ñëåäóþùåì âèäå:

C−1j0 =
v−1
F h

1− β2

[
cosψB1 +

(1− β sinψ)B2 − β(β − sinψ)B0√
1− β2

]
,

(135)

C−1j1 =
h

1− β2

[
(1− β sinψ)B1 −

√
1− β2 cosψB2

]
, (136)

C−1j2 =
h

1− β2

[
β − sinψ√

1− β2
B0−β cosψB1−

1− β sinψ√
1− β2

βB2

]
, (137)

C−1j3 = 0. (138)

Çàïèøåì êâàäðàòû ìîäóëåé êîìïîíåíò jµ:

∣∣j0
∣∣2 =

(
v−1
F h

1− β2

)2[
cos2 ψ |B1|2

(1− β sinψ)2

1− β2
|B2|2 +
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+ β2(β − sinψ)2

1− β2
|B0|2 + (1− β sinψ)

cosψ√
1− β2

(B1B
∗
2 + B∗1B2)−

− (β − sinψ)
β cosψ√

1− β2
(B1B

∗
0 + B∗1B0)−

− (1− β sinψ)β
β − sinψ

1− β2
(B2B

∗
0 + B∗2B0)

]
, (139)

∣∣j1
∣∣2 = (

h

1− β2
)2[(1− β sinψ)2 |B1|2 − (1− β2) cos2 ψ |B2|2−

−
√

1− β2 cosψ(1− β sinψ)(B1B
∗
2) + B2

1B2)], (140)

∣∣j2
∣∣2 = (

h

1− β2
)2

[
β2 cos2 ψ |B1|2 +

β2(1− sinψ)2

1− β2
|B2|2 +

+
(β − Sinψ)2

1− β2
|B0|2−

− β cosψ
β − sinψ√

1− β2
(B1B

∗
0 + B∗1B0)−

− β(1− β sinψ)
β − sinψ

1− β2
(B∗2B0 + B2B

∗
0+

+ (1− β sinψ)
β2 cosψ√

1− β2
(B2B

∗
1 + B∗2B1)

]
. (141)

Â ðåçóëüòàòå:

j∗µj
µ =

(
h

1− β2

)2[
((v−2

F − β
2) cos2 ψ − (1− β sinψ)2) |B1|2 +

+ (β2v−2
F − 1)

(β − sinψ)2

1− β2
|B0|2 +

+ ((v−2
F − β

2)
(1− β sinψ)2

1− β2
− (1− β2) cos2 ψ) |B2|2 +

+ (1− v−2
F )(1− β sinψ)

β cosψ√
1− β2

(B0B
∗
1 + B∗0B1)+

+ β(1− v−2
F )(1− β sinψ)

β − sinψ

1− β2
(B0B

∗
2 + B∗0B2)+
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+ (1− 2β2 + v−2
F )(1− βψ)

cosψ√
1− β2

(B1B
∗
2 + B∗1B2)

]
. (142)

Ñïåêòðàëüíî-óãëîâîå èçëó÷åíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþÌàê-

äîíàëüäà è å¼ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ:∫ ∞
−∞

duei(z shu−νu) = iπH
(1)
iz (iz) = 2eπν/2Kiν(z), (143)

B0 = 2eπν/2Kiν(z), (144)

B1 = −2ieπν/2Ch−1ξK ′iν(z), (145)

B2 = 2ieπν/2Sh−1ξK ′iν(z). (146)

Ïîëó÷àåìàÿ ôîðìóëà (142) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è äëÿ èçëó-

÷åíèÿ, ñîçäàâàåìîãî ìàññèâíîé ÷àñòèöåé â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå

[23].
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10 Çàêëþ÷åíèå

Áëàãîäàðÿ èñïîëüçóåìîìó â ðàáîòå ïîäõîäó óäàëîñü ïîëó÷èòü

âûðàæåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ ñèñòåìû è ðàññ÷èòàòü ñïåêòðàëüíî-

óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ. Â ðàìêàõ æå êâàí-

òîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè (ÊÝÄ) ïîëó÷åíèå ñïåêòðàëüíûõ õàðàê-

òåðèñòèê ìíîãîôîòîííîãî èçëó÷åíèÿ çàòðóäíèòåëüíî. Ðàññìîò-

ðåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ â âèäå ëèíåéíîãî çàêîíà äèñïåðñèè (3), (4)

ê ñòàíäàðòíûì óðàâíåíèÿì Ëîðåíöà, îïèñûâàþùèì ìàññèâíóþ

çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå, ïðèâîäÿò ê ðÿ-

äó îòëè÷èé, èç êîòîðûõ ñòîèò âûäåëèòü âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà

÷àñòèöû â àíòè÷àñòèöó. Òàêæå ñïåöèôè÷åñêèé âèä äèíàìèêè â

ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíå è àíàëîãå ñêðåùåííûõ ïîëåé |β| =

1. Â ðåæèìå |β| = 1 ïîëíàÿ ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ êîíå÷íà, à

ñïåêòðàëüíî-óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò èíòåðåñíû îñîáåííî-

ñòè.

Äàëüíåéøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàñ÷¼ò ñïåêòðàëüíûõ õà-

ðàêòåðèñòèê èçëó÷åíèÿ â ïîëå ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.

Ïîìèìî ýòîãî, ìîæíî ðàññìîòðåòü ìîäèôèêàöèþ äàííîé çàäà÷è,

ó÷èòûâàþùåþ ðåàêöèþ èçëó÷åíèÿ.
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[5] Геометрия http://ibooks.ru/reading.php?short=1&productid=29312 Модуль поиска
ЭБС "Айбукс" 0% 9.65%

[6] Графен http://www.bibliorossica.com/book.html?&currBookId=18766
Модуль поиска
ЭБС
БиблиоРоссика

0.94% 9.59%

[7] 50531 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=50531 Модуль поиска
ЭБС "Лань" 0% 9.11%

[8] 622 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=622 Модуль поиска
ЭБС "Лань" 0% 8.95%

[9] 72216 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=72216 Модуль поиска
ЭБС "Лань" 0.11% 8.81%

[10] 2155 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=2155 Модуль поиска
ЭБС "Лань" 0% 8.64%

[11] Abramova.pdf Кольцо вузов 0% 8.58%

[12] Курс дифференциально... http://elibrary.ru/item.asp?id=15250420 Научные статьи
Elibrary 0.05% 8.43%

[13] 72217 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=72217 Модуль поиска
ЭБС "Лань" 0.76% 8.38%

[14] Избранные труды. Т. ... http://biblioclub.ru/index.php?page=book_red&id=67770
Университетская
библиотека
онлайн

0% 8.28%

[15] 59258 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=59258 Модуль поиска
ЭБС "Лань" 0% 8.22%

[16] 2220 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=2220 Модуль поиска
ЭБС "Лань" 0% 7.99%

[17] Properties of electr... http://arxiv.org/pdf/1409.1990.pdf Интернет
(Антиплагиат) 0.58% 7.85%

[18] 2226 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=2226 Модуль поиска
ЭБС "Лань" 0% 7.73%

[19] Курс математического... http://ibooks.ru/reading.php?short=1&productid=335262 Модуль поиска
ЭБС "Айбукс" 0% 7.72%

[20] Задачи и упражнения ... http://ibooks.ru/reading.php?short=1&productid=25555 Модуль поиска
ЭБС "Айбукс" 0% 7.71%

[21] 214228 http://biblioclub.ru/index.php?page=book_red&id=214228
Университетская
библиотека
онлайн

0% 7.66%

[22] Howard Anton Student... http://faculty.ksu.edu.sa/fawaz/Exams107/Books/Howard%20Anto... Интернет(Антиплагиат) 0% 7.6%

Университетская

библиотека 0% 7.52%
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[23] 222880 http://biblioclub.ru/index.php?page=book_red&id=222880 библиотека
онлайн

0% 7.52%

[24] Теоретическая механи... http://ibooks.ru/reading.php?short=1&productid=28208 Модуль поиска
ЭБС "Айбукс" 0% 7.41%

[25] Основы физической те... http://www.bibliorossica.com/book.html?&currBookId=8253
Модуль поиска
ЭБС
БиблиоРоссика

0% 7.41%

[26] Курс классической ма... http://elibrary.ru/item.asp?id=15211479 Научные статьи
Elibrary 0% 7.34%

[27] Finite Packings of S... http://elibrary.ru/item.asp?id=1046088 Научные статьи
Elibrary 0% 7.28%

[28] Основы физической те... http://ibooks.ru/reading.php?short=1&productid=335324 Модуль поиска
ЭБС "Айбукс" 0% 7.27%

[29] Конченков, Владимир ... http://dlib.rsl.ru/rsl01005000000/rsl01005499000/rsl01005499...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0.16% 7.13%

[30] Курс математического... http://www.bibliorossica.com/book.html?&currBookId=8669
Модуль поиска
ЭБС
БиблиоРоссика

0% 7.1%

[31] Тригонометрические ф... http://elibrary.ru/item.asp?id=15211536 Научные статьи
Elibrary 0% 6.95%

[32] Интегралы и рядыт. В... http://biblioclub.ru/index.php?page=book_red&id=82607
Университетская
библиотека
онлайн

0% 6.83%

[33] 2227 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=2227 Модуль поиска
ЭБС "Лань" 0.07% 6.77%

[34] Задачи и упражнения ... http://www.bibliorossica.com/book.html?&currBookId=20067
Модуль поиска
ЭБС
БиблиоРоссика

0% 6.71%

[35] 2364 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=2364 Модуль поиска
ЭБС "Лань" 0% 6.69%

[36] Прочность и разрушен... http://ibooks.ru/reading.php?short=1&productid=29397 Модуль поиска
ЭБС "Айбукс" 0% 6.62%

[37] 47554 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=47554 Модуль поиска
ЭБС "Лань" 0% 6.59%

[38] Задачи по высшей мат... http://www.bibliorossica.com/book.html?&currBookId=20068
Модуль поиска
ЭБС
БиблиоРоссика

0% 6.58%

[39] 255647 http://biblioclub.ru/index.php?page=book_red&id=255647
Университетская
библиотека
онлайн

0% 6.3%

[40] 3481 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=3481 Модуль поиска
ЭБС "Лань" 0% 6.28%

[41] Задачи и упражнения ... http://www.bibliorossica.com/book.html?&currBookId=12171
Модуль поиска
ЭБС
БиблиоРоссика

0% 5.99%

[42] Предельное состояние... http://elibrary.ru/item.asp?id=15211502 Научные статьи
Elibrary 0% 5.71%

[43] Математика. Учебниое... http://ibooks.ru/reading.php?short=1&productid=22198 Модуль поиска
ЭБС "Айбукс" 0% 5.59%

[44] 59323 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=59323 Модуль поиска
ЭБС "Лань" 0% 5.59%

[45] Теоретические основы... http://ibooks.ru/reading.php?short=1&productid=21572 Модуль поиска
ЭБС "Айбукс" 0% 5.4%

[46] 2019 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=2019 Модуль поиска
ЭБС "Лань" 0% 3.83%

[47] 129577 http://biblioclub.ru/index.php?page=book_red&id=129577
Университетская
библиотека
онлайн

0% 2.89%

[48] КФБН 000000.094 ПЗ.d... Кольцо вузов 0% 2.73%

[49] Гуриева, 4 ОФО, МИТ.... Кольцо вузов 0% 2.23%

[50] kuhar_egor_ivanovich... http://vstu.ru/files/thesis_defence/13492/kuhar_egor_ivanovi... Интернет
(Антиплагиат) 0.35% 2.09%

[51] Огарков, Станислав Л... http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000/rsl01004930000/rsl01004930...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0.02% 2.05%

[52] Electronic transport... http://physics.wm.edu/%7Eerossi/Publications/RevModPhys.83.4... Интернет
(Антиплагиат) 0.56% 1.76%

[53] Electronic transport... http://arxiv.org/pdf/1003.4731.pdf#7 Интернет
(Антиплагиат) 0% 1.39%

[54] 235955 http://biblioclub.ru/index.php?page=book_red&id=235955
Университетская
библиотека
онлайн

0% 1.3%

[55] Interactions in nove... http://eprints.ucm.es/11728/1/T32107.pdf#14 Интернет
(Антиплагиат) 0% 1.14%

[56] Ларкин А. И. Собрани... http://ibooks.ru/reading.php?short=1&productid=29342 Модуль поиска
ЭБС "Айбукс" 0% 0.97%

[57] Properties of an ult... http://arxiv.org/abs/1608.02215 Интернет
(Антиплагиат) 0.46% 0.94%

[58] АльКасвани Маджид м... http://dlib.rsl.ru/rsl01006000000/rsl01006773000/rsl01006773...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0.17% 0.92%
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[59] Вялых, Денис Василье... http://dlib.rsl.ru/rsl01005000000/rsl01005092000/rsl01005092...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0% 0.86%

[60] Известия ПГПУ им. В.... http://ibooks.ru/reading.php?short=1&productid=341533 Модуль поиска
ЭБС "Айбукс" 0% 0.84%

[61] Ефимкин, Дмитрий Кир... http://dlib.rsl.ru/rsl01005000000/rsl01005525000/rsl01005525...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0% 0.83%

[62] Шипуля, Михаил Алекс... http://dlib.rsl.ru/rsl01005000000/rsl01005413000/rsl01005413...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0.24% 0.76%

[63] Свинцов, Дмитрий Але... http://dlib.rsl.ru/rsl01005000000/rsl01005523000/rsl01005523...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0% 0.74%

[64] Савченко, Денис Вита... http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000/rsl01004916000/rsl01004916...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0.09% 0.73%

[65] Соколик, Алексей Але... http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000/rsl01004714000/rsl01004714...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0% 0.67%

[66] Чэнь Сяосин диссерта... http://dlib.rsl.ru/rsl01005000000/rsl01005380000/rsl01005380...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0% 0.5%

[67] Генералов, Александр... http://dlib.rsl.ru/rsl01006000000/rsl01006751000/rsl01006751...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0% 0.49%

[68] Кузькин, Виталий Анд... http://dlib.rsl.ru/rsl01005000000/rsl01005115000/rsl01005115...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0% 0.43%

[69] Шаляпина, Анастасия ... http://dlib.rsl.ru/rsl01006000000/rsl01006559000/rsl01006559...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0% 0.41%

[70] P. O. Kazinski, A. A... http://www.mathnet.ru/php/archive.phtml?
wshow=paper&jrnid=tm...

Интернет
(Антиплагиат) 0% 0.38%

[71] Колесников, Антон Ал... http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000/rsl01004887000/rsl01004887...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0% 0.36%

[72] Предметный указатель... http://elibrary.ru/item.asp?id=25373126 Научные статьи
Elibrary 0% 0.32%

[73] Тюрнина, Анастасия В... http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000/rsl01004826000/rsl01004826...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0% 0.28%

[74] Усачев, Дмитрий Юрье... http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000/rsl01004657000/rsl01004657...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0% 0.26%

[75] Казинский, Пётр Олег... http://dlib.rsl.ru/rsl01003000000/rsl01003310000/rsl01003310...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0% 0.24%

[76] Шарапов, Алексей Ана... http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000/rsl01004273000/rsl01004273...
Диссертации и
авторефераты
РГБ

0% 0.18%

Оригинальные блоки: 80.7% 

Заимствованные блоки: 19.3% 

Заимствование из "белых" источников: 0% 

Итоговая оценка оригинальности: 80.7% 

http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=59&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01005000000/rsl01005092000/rsl01005092457/rsl01005092457.pdf
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=60&bn=-1#bn-1
http://ibooks.ru/reading.php?short=1&productid=341533
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=61&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01005000000/rsl01005525000/rsl01005525485/rsl01005525485.pdf
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=62&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01005000000/rsl01005413000/rsl01005413192/rsl01005413192.pdf
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=63&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01005000000/rsl01005523000/rsl01005523054/rsl01005523054.pdf
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=64&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000/rsl01004916000/rsl01004916497/rsl01004916497.pdf
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=65&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000/rsl01004714000/rsl01004714508/rsl01004714508.pdf
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=66&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01005000000/rsl01005380000/rsl01005380192/rsl01005380192.pdf
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=67&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01006000000/rsl01006751000/rsl01006751252/rsl01006751252.pdf
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=68&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01005000000/rsl01005115000/rsl01005115143/rsl01005115143.pdf
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=69&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01006000000/rsl01006559000/rsl01006559629/rsl01006559629.pdf
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=70&bn=-1#bn-1
http://www.mathnet.ru/php/archive.phtml?wshow=paper&jrnid=tmf&paperid=1820&option_lang=eng
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=71&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000/rsl01004887000/rsl01004887075/rsl01004887075.pdf
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=72&bn=-1#bn-1
http://elibrary.ru/item.asp?id=25373126
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=73&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000/rsl01004826000/rsl01004826897/rsl01004826897.pdf
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=74&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000/rsl01004657000/rsl01004657081/rsl01004657081.pdf
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=75&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01003000000/rsl01003310000/rsl01003310886/rsl01003310886.pdf
http://tsu.antiplagiat.ru/ReportSource.aspx?docId=tsu.427.33347241&repNumb=1&srcInd=76&bn=-1#bn-1
http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000/rsl01004273000/rsl01004273924/rsl01004273924.pdf
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