






АННОТАЦИЯ 

Выпускная квалификационная работа состоит из введения, 3 глав, 

заключения и списка используемой литературы. Общий объем работы 

составляет 44 страниц. Представлено 28 рисунков, 2 таблицы и 32 

использованных источников и литературы. 

Ключевые слова: система массового обслуживания, RQ-система с 

очередью, метод асимптотического анализа, большая задержка, 

характеристическая функция, простейший поток, орбита. 

Объект исследования: гибридная RQ-система (с очередью). 

Цель работы: провести исследование RQ-системы вида M|M|1|N 

методом асимптотического анализа первого и второго порядков. Получить 

стационарное распределение числа заявок на орбите для RQ-системы. 

Сравнить результаты с численным анализом. 

Во введении описана и обоснована актуальность работы, поставлена 

цель, сформулированы задачи исследования. В разделе 1 рассматривается 

RQ-система вида M|M|1|N, для которой построена математическая модель и 

составлена система дифференциальных уравнений Колмогорова для числа 

заявок в очереди и на орбите. Раздел 2 содержит метод асимптотического 

анализа в условии большой задержки заявок на орбите, получен вид 

асимптотики первого и второго порядков. В разделе 3 представлено описание 

программы для нахождения стационарных вероятностей двумерного 

случайного процесса и сравнение численного алгоритма с асимптотическими 

результатами. Заключение включает в себя основные выводы по данной 

работе. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время сложно представить жизнь без использования 

средств связи и систем передачи данных. Еще двадцать лет назад люди и 

представить себе не могли, что мир может стать настолько информационным. 

Современные технологии с каждым годом охватывают все больше сфер 

человеческой деятельности. Однако необходимо понимать, что с увеличением 

объема информации, дальности и качества связи, требования к технологиям 

возрастают, а это в свою очередь создает необходимость их оптимизировать. 

Для того чтобы оптимизировать столь масштабные информационные и 

технические сети, на каждый тип реальной системы строится своя 

индивидуальная математическая модель. В качестве математических моделей 

реальных экономических, технических, информационных систем часто 

используются различные модели теории массового обслуживания (ТМО)  

[1, 2].  

Теория массового обслуживания – раздел теории вероятностей, целью 

исследований которого является рациональный выбор структуры системы 

обслуживания и процесса обслуживания на основе изучения потоков 

требований на обслуживание, поступающих в систему и выходящих из неё, 

длительности ожидания и длины очередей. Она базируется на теории 

вероятностей и математической статистики.  

Основоположником теории массового обслуживания считается датский 

учёный Агнер Краруп Эрланг. А. К. Эрланг, решая практические задачи 

совершенствования работы систем связи, вывел ряд формулировок и формул, 

являющихся базовыми в теории массового обслуживания. 

В теории массового обслуживания (ТМО) различают системы с 

очередью, потерями, смешанные, но особый̆ интерес представляют системы с 

повторными вызовами или RQ–системы (Retrial Queueing System).  

В настоящее время изучению RQ-систем, которые являются 

математическими моделям реальных систем call–центров [3-5], 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%8F_%D0%B2%D0%B5%D1%80%D0%BE%D1%8F%D1%82%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%B9
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D1%87%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B4%D1%8C
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B0%D1%8F_%D1%81%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
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телекоммуникационных сетей связи [6], компьютерных сетей, систем в 

экономике уделяется большое внимание. Это обусловлено их широким 

практическим применением. Системы с повторными вызовами используют 

для анализа и исследования процессов функционирования 

телекоммуникационных и компьютерных систем, проектирования 

телефонных сетей, мобильных сотовых радиосетей и во многих других 

областях [7-9]. 

Такие системы характеризуются тем, что клиенты (заявки, звонки, 

сообщения и т.д.) не могут быть обслужены и вынуждены ждать, после чего, 

они вновь обращаются к прибору с целью обслужиться. Как правило, 

рассматриваются RQ–системы, в которых входящие вызовы либо сразу 

обслуживаются прибором, либо из-за его занятости уходят в зону ожидания, 

называемую орбитой, и уже обращаются за обслуживанием к прибору после 

случайной задержки. 

Исследованиям RQ–систем посвящено большое количество работ. 

Первые системы такого рода были рассмотрены Р.И. Вилкинсоном [10] и Дж. 

Коэном [11]. Наиболее подробное их описание, сравнение с классическими 

системами массового обслуживания, основные методы и подходы 

исследования таких моделей отражены в работах Г.И. Фалина [12-14] и Дж. 

Арталехо [15,16]. Только в монографии Д.Р. Арталехо приведено более 

семисот ссылок на издания различного уровня. Также в числе таких 

исследователей были А. Айссани [17], А.Н. Дудин [18], Т. Фунг-Дук, А.З. 

Меликов, С.Н. Степанов, А.А. Назаров и другие ученые. 

Многие из поставленных задач в моделях систем массового 

обслуживания решаются численно [19] либо аналитически. Чаще всего эти 

способы решения применим, когда случайные процессы, протекающие в 

моделях СМО описываются при помощи экспоненциального распределения, 

или же когда СМО имеют более простую структуру, например являются 

однокональными, имеют только один источник повторных вызовов и др., 

поскольку в целом данные методы более применимы к менее трудоемким 



5 
 

задачам и задачам более простой структуры. Иногда становится 

затруднительно или же вовсе невозможно применение численных и 

аналитических методов и тогда используются альтернативные методы 

решения поставленных задач, например метод асимптотического анализа.  

Метод асимптотического анализа RQ–систем заключается в получении 

каких-либо характеристик исследуемого процесса при выполнении 

некоторого предельного условия, вид которого конкретизируется, исходя из 

поставленных задач. Асимптотические методы применялись такими 

математиками, как Д. И. Бурман и Д. Р. Смит [20], А.А. Назаров [21-23], В.В. 

Анисимов [25], А.А. Боровков [26] и др. 

RQ-системы с очередью исследовались такими учеными как: Арталехо 

[27,28], Г.И. Фалин [12], А. Эконому [29], Ю. Кернер [30], М. Хавив [31] и 

другие. Также данная система рассматривалась в работе Назарова А.А. и 

Анисимовой А.А [32]. 

Приведём пример. Предположим, что на телефон некоторого call–центра 

в случайном порядке поступают вызовы. Это может быть регистратура в 

больнице или, к примеру, справочное бюро. Если в момент поступления 

вызова телефон свободен, то абонент обслуживается (происходит запись к 

врачу, предоставляется какая-либо информация), при этом в общем случае 

разговор длится случайное время. Если же телефон занят, то образуется 

очередь, где клиенты будут ожидать некоторое время и по очереди получать 

обслуживание. В многих call–центрах очередь ограничена и вызовы, 

превышающие определенное число, сбрасываются. Тогда клиенты повторно 

пытаются дозвониться в фирму. 

Такие задачи могут быть описаны в виде математических моделей 

гибридных RQ-систем, где элементами системы являются и очередь, и орбита. 

Изучению и анализу таких моделей посвящена данная выпускная 

квалификационная работа. 
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Цель работы – исследование гибридной RQ–системы с очередью 

M|M|1|N методом асимптотического анализа в условии большой задержки 

заявок на орбите.  

В соответствии с целью были поставлены и решены следующие задачи: 

1. Построить математическую модель RQ-системы вида M|M|1|N с 

очередью. 

2. Предложить модификацию метода асимптотического анализа в условии 

большой задержки для нахождения стационарного распределения числа 

заявок на орбите. 

3. Разработать программу, реализующую алгоритм вычисления 

распределения вероятностей числа заявок в системе (на орбите и в 

очереди) с помощью численных методов. 
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1 Математическая модель гибридной RQ-системы 

Гибридная RQ–система – система массового обслуживания с 

повторными вызовами, в которой присутствует и классическая очередь, и 

орбита. 

В данной работе рассматривается гибридная RQ–система с одним 

обсуживающим прибором (рисунок 1). В систему поступает простейший 

поток заявок с параметром 𝜆. Если прибор свободен, то заявка встаёт на 

обслуживание. Обслуживание происходит в течение случайного времени, 

распределенного экспоненциально с параметром 𝜇. Если прибор занят, то 

заявка с вероятностью p идёт в очередь конечной длины N. Либо заявка 

переходит на орбиту с вероятностью 1 − 𝑝, где осуществляет случайную 

задержку, продолжительность которой имеет экспоненциальное 

распределение с параметром 𝜎. Когда обслуживающий прибор освобождается 

и имеются заявки в очереди, то первая заявка из очереди мгновенно занимает 

его для обслуживания, после чего покидает систему. С орбиты после 

случайного времени задержки заявка вновь обращается к обслуживающему 

прибору с повторной попыткой захватить его.  

Таким образом, рассматривается RQ–система M|M|1|N. 

 

Рисунок 1 – RQ-система М/М/1/N 
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Ставится задача нахождения стационарного распределения 

вероятностей числа заявок на орбите, в очереди и на приборе.  

Пусть ( )i t  – число заявок на орбите, а ( )n t  – число заявок в очереди и 

на приборе, так что: 

 

( ) 0 приборсвободен, вочерединетзаявок,

( ) 1 приборзанят, вочерединетзаявок,

( ) приборзанят, вочереди 1заявка,

( ) 1 прибориочередьзаняты.

n t

n t

n t n n

n t N

 


 


  
   

 

 

Обозначим { ( ) , ( ) } ( , , )P n t n i t i P n i t    – вероятность того, что в момент 

времени t  в очереди и на приборе n  заявок, на орбите находится i  заявок. 

Процесс { ( ), ( )}n t i t  изменения состояний данной системы во времени является 

марковским. 
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1.1 Система уравнений Колмогорова 

Для распределения вероятностей ( , , )P n i t  состояний рассматриваемой 

RQ-системы составим систему дифференциальных уравнений Колмогорова. 

Используя  t –метод и формулу полной вероятности, были записаны 

следующие уравнения: 

 

(0, , ) (1 )(1 ) (0, , ) (1, , ) ( ),

(1, , ) (1 )(1 ) (1, , ) (2, , )

( 1) (0, 1, ) (0, , ) (1 ) (1, 1, ) ( ),

( , , ) (1 )(1 ) ( , , ) (1

P i t t t i t P i t tP i t o t

P i t t t t P i t tP i t

i tP i t tP i t p tP i t o t

P n i t t t t P n i t

  

  

  

  

           

          

           

          ) ( , 1, )

( 1, , ) ( 1, , ) ( ), 2 ,

( 1, , ) (1 )(1 ) ( 1, , ) ( 1, 1, )

( , , ) ( ).

p tP n i t

p tP n i t tP n i t o t n N

P N i t t t t P N i t tP N i t

p tP N i t o t

 

  









  
          

              


   

 

 

Делим на t , выполняя переход при 0t  , получаем систему: 

 

(0, , )
( ) (0, , ) (1, , ),

(1, , )
( ) (1, , ) (2, , ) ( 1) (0, 1, ) (0, , )

(1 ) (1, 1, ),

( , , )
( ) ( , , ) (1 ) ( , 1, ) ( 1, , )

( 1, , ), 2 ,

(

P i t
i P i t P i t

t

P i t
P i t P i t i P i t P i t

t

p P i t

P n i t
P n i t p P n i t pP n i t

t

P n i t n N

P N

  

    



   




   




        



  


        



  

 1, , )
( ) ( 1, , ) ( 1, 1, ) ( , , ).

i t
P N i t P N i t pP N i t

t
   















        

 

 

В стационарном режиме система примет вид: 
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( ) (0, ) (1, ) 0,

( ) (1, ) (2, ) ( 1) (0, 1) (0, ) (1 ) (1, 1) 0,

( ) ( , ) (1 ) ( , 1) ( 1, ) ( 1, ) 0,

2 ,

( ) ( 1, ) ( 1, 1) ( , ) 0.

i P i P i

P i P i i P i P i p P i

P n i p P n i pP n i P n i

n N

P N i P N i pP N i

  

     

    

   

   

          

         
  

       

 (1) 

 

Для нахождения вероятностей ( , )P n i  к системе уравнений (1) 

необходимо также добавить условие нормировки: 

 

1

0 0

( , ) 1.
N

n i

P n i
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1.2 Система уравнений для характеристических функций 

Составим систему уравнений, определяющую частичные 

характеристические функции 

 

 ( )

0

( , ) ( , ) | ( ) .jui jui t

i

H n u e P n i M e l t l




    

 

Тогда система (1) перепишется в виде: 

 

(0, )
(0, ) (1, ),

(0, )
( ) (1, ) (2, ) (0, ) (1 ) (1, ),

( ) ( , ) (1 ) ( , ) ( 1, ) ( 1, ) 0,

2 ,

( ) ( 1, ) ( 1, ) ( , ) 0.

ju ju

ju

ju

H u
j H u H u

u

H u
j e H u H u H u p e H u

u

H n u p e H n u pH n u H n u

n N

H N u e H N u pH N u

  

     

    

   




    


       
 
        


 

      




(2) 

 

Представим систему в матричном виде. Введём вектор 

 

 ( ) (0, ), (1, ),..., ( , ) .H u H u H u H N u  

 

Матрица коэффициентов А: 

 

𝐴(𝑗𝑢) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
−𝜆            𝜆                       …                      0                                     0    
𝜇
0
0
…
0
0
0
…
0
0

−(𝜆 + 𝜇) + 𝜆(1 − 𝑝)𝑒𝑗𝑢

𝜇
0
…
0
0
0
…
0
0

…
……
……
……
……
…

0
0
0
…
𝜆𝑝

−(𝜆 + 𝜇) + 𝜆(1 − 𝑝)𝑒𝑗𝑢

𝜇
…
0
0

0
0
0
…
0
0
0
…
𝜆𝑝

−(𝜆 + 𝜇) + 𝜆𝑒𝑗𝑢]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  и  
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𝐴(𝑗𝑢) = 𝐴0 + 𝑒𝑗𝑢𝐴1, где 

 

𝐴0 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
−𝜆           𝜆       …        0               0        
𝜇
0
0
…
0
0
0
…
0
0

−(𝜆 + 𝜇)
𝜇
0
…
0
0
0
…
0
0

…
……
……
……
……
…

0
0
0
…
𝜆𝑝

−(𝜆 + 𝜇)
𝜇
…
0
0

0
0
0
…
0
0
0
…
𝜆𝑝

−(𝜆 + 𝜇) ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,  𝐴1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0         0       …       0         0
0
0
0
…
0
0
0
…
0
0

𝜆(1 − 𝑝)

0
0
…
0
0
0
…
0
0

…
……
……
……
……
…

0
0
0
…
𝜆0

𝜆(1 − 𝑝)

0
…
0
0

0
0
0
…
0
0
0
…
0
𝜆 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

 

Матрица B:  

𝐵(𝑗𝑢) =

[
 
 
 
−𝑗𝜎  𝑗𝜎𝑒−𝑗𝑢 …  0 0
0
0…
0

    

0
0…
0

       

…
……
…

0
0…
0

0
0…
0]
 
 
 

= 𝑗𝜎(𝐵0 + 𝑒−𝑗𝑢𝐵1), где 

 

           𝐵0 = [

−1 0 …  0 0
0
0…
0

0
0…
0

…
……
…

0
0…
0

0
0…
0

],            𝐵1 = [

0 1 …  0 0
0
0…
0

0
0…
0

…
……
…

0
0…
0

0
0…
0

]. 

 

Из вида матриц следует равенство  

 

                                          
 

 

0 1

0 1

0,

0.

  


 

A A e

B B e
  (3) 

 

Запишем систему (3) в матричную форму  

 

                             0 1 0 1

( )
( ) ,ju jud u
u e j e

du
   

H
H A A B B  (4) 

                                               (0) 1.e H  (5) 

                         

где (5) условие нормировки. 
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2 Метод асимптотического анализа 

Систему (2) будем решать методом асимптотического анализа в 

условии большой задержки на орбите, то есть при 0  . 

Была доказана следующая теорема. 

Теорема: Асимптотическая характеристическая функция ( )h u  числа 

заявок ( )i t  на орбите RQ-системы M|M|1|N в условии большой задержки на 

орбите ( 0  ) имеет вид характеристической функции гауссовского 

распределения 

2
1 2( )

2
( ) ,

k kju
ju

h u e
 

  
 

    

 

где 1k  определяется уравнением: 

 

1 1 1( ) 0,R k  B A e  

 

2k  вычисляется по формуле: 

 

k2 =
−{𝒈1(𝐀1 − k1𝐁1) +

1
2

𝐑(𝐀1 + k1𝐁1)𝐞}

𝒈2(𝐀1 − k1𝐁1)e + 𝐑𝐁1𝐞
, 

 

где -единичный вектор, вектор 1( )R R k  определяется системой 

 

0 1 1 0 1(( ) ( )) ,

1.

k   




R A A B B 0

Re
 

 

𝒈1 , 𝒈2 определяется системой 

 

𝒈1((𝐀0 + 𝐀1) − k1(𝐁0 + 𝐁1)) + 𝐑(𝐀1 − k1𝐁1) = 𝟎, 

𝒈2((𝐀0 + 𝐀1) − k1(𝐁0 + 𝐁1)) + 𝐑(𝐁0 + 𝐁1) = 𝟎. 

 

Доказательство данной теоремы проведем в 2 этапа. 
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2.1 Асимптотика первого порядка 

Для нахождения асимптотики первого порядка обозначим 

 

1, , ( ) ( , ).u w u w     H F  

 

Тогда уравнение (4) имеет вид  

 

                   1
1 0 1 0 1

( , )
( , ) ,j w j wd w
w e j e

dw

 
   

F
F A A B B  (6) 

 

а равенство (5) можно записать в виде: 

 

                                                         1(0) 1.F e  (7) 

 

Выполним в (6)–(7) предельный переход при  0  : 

 

                               
   1

1 0 1 0 1

1

( )
( ) ,

(0) 1.

d w
w j

dw


  


 

F
F A A B B

F e

  (8) 

 

Решение 1( )wF  будем искать в виде 

 

                                            𝐅1(w) = 𝐑𝒇1(w).  (9) 

 

Из уравнения (6) очевидно, что функция 𝒇1(𝑤) может быть записана как: 

 

                                                     1{ }

1( ) e .jwkw F R   (10) 

 

Подставив (10) в (6)–(7) получим систему, определяющую вектор R  
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0 1 1 0 1(( ) ( )) ,

1.

k   




R A A B B 0

Re
  (11) 

 

Система (11) определяет стационарное распределение вероятностей 

процесса ( )n t . 

Для нахождения величины 1k  сложим все уравнения системы (4), 

умножив матричное равенство справа на единичный вектор–столбец 𝐞 

 

                      1
1 0 1 0 1

( , )
( , )( ) ( ) .j w j wd w
w e j e

dw

 
   

F
F A A e B B e   (12) 

 

Разложим в ряд Тейлора 21 ( ),j we j w O       получим 

 

2 1
1 0 1 1 0 1 1

( , )
( , )( ( )) ( ) ( ( )) .

d w
w j w O j j w

dw


        

F
F A A A e B B B e  

 

Учитывая (3), получим 

  

21
1 1 1

( , )
( , ) ( ).

d w
j j w w j w O

dw


     

F
B e F A e  

 

Выполним предельный переход при 0  ,  

 

1
1 1 1

( )
( ) .

d w
w

dw
 

F
B e F A e  

 

С учетом выражения (10) получим:  

 

1

1

{ }
{ }

1 1

( e )
e ,

jwk
jwkd

dw
 

R
B e R B e  
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сократим на общий множитель и выполним предельный переход и 

получим скалярное уравнение относительно величины 1k  

 

                                                         1 1 1( ) 0,R k  B A e  (13) 

 

где вектор 1( )kR R  определяется системой (9). 

Найденные функции 1( )wF  служат основой построения асимптотики 

первого порядка.  

Функцию  

1{ }

1( )

k
ju

h u e   

 

будем называть асимптотической характеристической функцией первого 

порядка числа заявок 𝑖(𝑡) на орбите, а величину 1k


 – асимптотическим 

математическим ожиданием.  
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2.2 Асимптотика второго порядка 

Для нахождения асимптотики второго порядка в уравнении (4) 

выполним замену 

 

1

2( ) ( ),
u

ju k

u e uH H  

 

тогда для вектор-функции 2 ( )uH  получим уравнение 

 

 2
0 1 2 1 0 1 0 1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,ju ju jud u

j e u k e e
du

      
H

B B H B B A A  (14) 

 

решение 2 ( )uH  которого удовлетворяет условию нормировки 

 

                                                                      2 (0) 1.H e   (15) 

 

В системе (14)–(15) обозначим 
2

2 2, , ( ) ( , ).u w u w     H F   

Получим следующую систему уравнений для асимптотической 

функции: 

 

 2
0 1 2 1 0 1 0 1

( , )
( ) ( , ) ( ) ( ) ,j w j w j wd w

j e w k e e
dw

  
      

F
B B F B B A A  (16) 

 

                                                            2 (0, ) 1. F e  (17) 

 

В задаче (16)–(17) выполнив предельный переход при 0  , получим 

систему 
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2 1 0 1 0 1

2

( )( ( ) ( )) ,

(0) 1.

w k    




F B B A A 0

F e
 

 

Решение 2 ( )wF  которой запишем в виде произведения  

 

                                                      𝐅2(w) = 𝐑𝑓2(w), (18) 

 

где вектор R  определен системой (11). 

Подставляя разложение в ряд Тейлора 
21 ( )j we j w O      в 

уравнение (16), получим 

 

2
0 1 1

2 1 0 1 1 0 1 1

( , )
( ( ))

( , ){ ( ( )) ( ( )}.

d w
j j w

dw

w k j w j w


 

  

  

     

F
B B B

F B B B A A A

 

 

Решение 2 ( , )w F  запишем в виде разложения  

 

𝐅2(w, ε) = {𝐑 + jεw𝒇(w)}f2(w) + O(ε2), 

 

получим равенство  

 

jε𝑓2
′(w)𝐑(𝐁0 + (𝐁1 − jεw𝐁1)) = 

{𝐑 + jεw𝒇(w)}𝒇2(w){k1(𝐁0 + (𝐁1 − jεw𝐁1)) + (𝐀0 + (𝐀1 + jεw𝐀1)} + O(ε2). 

 

Преобразуем 

 

jε𝑓2
′(w)(𝐑(𝐁0 + 𝐁1) − (jεw)𝐑𝐁1)

= 𝑓2(w)𝐑{k1(𝐁0 + 𝐁1 − (jεw)𝐁1) + (𝐀0 + 𝐀1 + (jεw)𝐀1)} + 

+jεw𝒇(w)((k1(𝐁0 + 𝐁1) + (𝐀0 + 𝐀1)) + O(ε2). 
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Принимая во внимание равенство (11) получим 

 

jε𝑓2
′(w)(𝐑(𝐁0 + 𝐁1) − (jεw)𝐑𝐁1) = 𝑓2(w)𝐑{−k1(jεw)𝐁1 + (jεw)𝐀1} + 

+jεw𝒇(w)((𝐀0 + 𝐀1) + k1(𝐁0 + 𝐁1)) + O(ε2). 

 

Сократим на 𝜀 и устремим 0  ,  

 

𝑗𝑓2
′(𝑤)(𝑹(𝑩0 + 𝑩1) − (𝑗𝑤)𝑹𝑩1) = 𝑓2(𝑤)𝑹{−𝑘1(𝑗𝑤)𝑩1 + (𝑗𝑤)𝑨1} + (19) 

+𝑗𝑤𝒇(𝑤)((𝑨0 + 𝑨1) + 𝑘1(𝑩0 + 𝑩1)). 

 

откуда очевидно, что  

 

                                           𝑓2(w) = e{
(jw)2

2
k2}.  (20) 

 

Таким образом, 2 ( , )w F  будет иметь вид: 

 

                                  𝐅2(w, ε) = {𝐑 + jεw𝒇(w)}e{
(jw)2

2
k2} + O(ε2)}. (21) 

 

Подставляя (20) в (19), имеем 

 

(−jεw)k2𝐑(𝐁0 + 𝐁1) = jεw𝒇(w)((𝐀0 + 𝐀1)+k1(𝐁0 + 𝐁1)) 

+𝐑jεw(𝐀1 − k1𝐁1) + O(ε2), 

 

из которого получим систему уравнений 

 

𝒇(w)((𝐀0 + 𝐀1)+k1(𝐁0 + 𝐁1)) + 𝐑(𝐀1 − k1𝐁1) + k2𝐑(𝐁0 + 𝐁1) = 0, 

 

относительно вектора 𝒇(𝑤). 

Очевидно, решение 𝒇(𝑤) этой системы, не зависит от 𝑤 и запишем как 
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𝒇(𝑤) = 𝒇. 

 

Вектор 𝒇 является решением системы уравнений  

 

          𝒇((𝐀0 + 𝐀1) + k1(𝐁0 + 𝐁1)) + 𝐑(𝐀1 − k1𝐁1) + k2𝐑(𝐁0 + 𝐁1) = 0. (22) 

 

Решение 𝒇 этой системы запишем в виде суммы  

 

                                                               𝒇 = 𝒈1 + 𝑘2𝒈2,  (23) 

 

где векторы 𝒈1  и 𝒈2 являются решениями систем  

 

                             𝒈1((𝐀0 + 𝐀1) − k1(𝐁0 + 𝐁1)) + 𝐑(𝐀1 − k1𝐁1) = 𝟎, (24) 

                             𝒈2((𝐀0 + 𝐀1) − k1(𝐁0 + 𝐁1)) + 𝐑(𝐁0 + 𝐁1) = 𝟎.  (25) 

 

В силу (3) системы (24)-(25) имеет множество решений, поэтому добавим 

дополнительные условия для получения частных решений 

 

𝒈1𝒆 = 0, 

𝒈2𝒆 = 0. 

 

Для нахождения значения величины 𝑘2  сложим все уравнения системы 

(16) и, домножив полученное равенство справа на единичный вектор 𝒆, 

получим  

 

    2
0 1 2 1 0 1 0 1

( , )
( ) ( , ){ ( ) ( ) },j w j w j wd w

j e w k e e
dw

  
      

F
B B e F B B e A A e  (26) 
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Подставляя сюда разложение в ряд Тейлора 
21 ( )j we j w O     , а 

также равенство (21) и (11), получим 

 

                  𝒇(𝐀1 − k1𝐁1)𝐞 +
1

2
𝐑(𝐀1 + k1𝐁1)𝐞 + k2𝐑𝐁1𝐞 = 0.  (27) 

 

Тогда, в силу равенств (22) и (13), равенство (27) можно переписать в 

виде 

𝒇(𝐀1 − k1𝐁1)𝐞 +
1

2
𝐑(𝐀1 + k1𝐁1)𝐞 + k2𝐑𝐁1𝐞 = 

= 𝒇((𝐀1 − k1𝐁1)𝐞) +
1

2
𝐑(𝐀1 + k1𝐁1)𝐞 + k2𝐑𝐁1𝐞 = 0. 

 

Подставляя сюда формулу (23), получим  

 

(𝒈1 + k2𝒈2)(𝐀1 − k1𝐁1)𝐞 +
1

2
𝐑(𝐀1 + k1𝐁1)𝐞 + k2𝐑𝐁𝟏𝐞 = 0. 

 

откуда найдем значение величины 2k : 

 

k2 =
−{𝒈1(𝐀1 − k1𝐁1) +

1
2

𝐑(𝐀1 + k1𝐁1)𝐞}

𝒈2(𝐀1 − k1𝐁1)e + 𝐑𝐁1𝐞
 

 

Таким образом, асимптотическая функция имеет вид: 

 

                         𝐅2(w, ε) = {𝐑 + jεw𝒇1}e
{
(jw)2

2
k2}

+ O(ε2). 

 

Найденные функции служат основой построения асимптотики второго 

порядка. 

Функцию  



22 
 

2
1 2( )

{ }
2

2 ( )

k kju
ju

h u e  


  

 

будем называть асимптотической характеристической функцией второго 

порядка числа заявок ( )i t   на орбите, а величину 
2k

  – асимптотической 

дисперсией. 

Таким образом, в результате метода асимптотического анализа 

распределение вероятностей числа заявок на орбите может быть 

аппроксимировано нормальным распределением с параметрами 1k
m


  и 

2k
d


  следующим образом 

 

0

( )
( ) ,

( )

h

a

h

i

P i
P i

P i







 

 

где ( )hP i  – значение плотности гауссовского распределения в точке 𝑥 = 𝑖.  
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3 Численный анализ 

3.1 Алгоритм нахождения стационарных вероятностей 

Так как асимптотический анализ даёт приближённое решение, в работе 

также предлагается численный алгоритм решения системы (1).  

В стационарном режиме система имеет вид: 

 

( ) (0, ) (1, ) 0,

( ) (1, ) (2, ) ( 1) (0, 1) (0, ) (1 ) (1, 1) 0,

( ) ( , ) (1 ) ( , 1) ( 1, ) ( 1, ) 0, 2 ,

( ) ( 1, ) ( 1, 1) ( , ) 0.

i P i P i

P i P i i P i P i p P i

P n i p P n i pP n i P n i n N

P N i P N i pP N i

  

     

    

   

   

          

           
       

 

 

Далее была записана система для различных 0,..., .i I  В силу того, что 

система (1) имеет бесконечное число уравнений, то для реализации 

численного алгоритма необходимо ограничить переменную i  некоторой 

границей I . Будем выбирать I  таким, что 
8( ) 10 .P I   

При 0i   имеем: 

 

(0,0) (1,0) 0,

( ) (1,0) (2,0) (0,1) (0,0) 0,

( ) ( ,0) ( 1,0) ( 1,0) 0, 2 ,

( ) ( 1,0) ( ,0) 0.

P P

P P P P

P n pP n P n n N

P N pP N

 

    

   

  

  

     

        
    

 (28) 

 

Для 1,..., 1i I   система уравнений будет принимать вид (1). 

При i I : 
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( ) (0, ) (1, ) 0,

( ) (1, ) (2, ) (0, ) (1 ) (1, 1) 0,

( ) ( , ) (1 ) ( , 1) ( 1, ) ( 1, ) 0, 2 ,

( 1, ) ( 1, 1) ( , ) 0.

I P I P I

P I P I P I p P I

P n I p P n I pP n I P n I n N

P N I P N I pP N I

  

    

    

  

   

       

           
      

 (29) 

 

Представим совокупность систем линейных уравнений (1) в матричном 

виде 

 

                                                             ,PA B   (30) 

 

 где A — матрица коэффициентов системы, P — вектор неизвестных 

 

[ (0,0), (0,1),..., ( ,0),..., ( , ),... ( , )],N n i N IP P P P P P  

 

и B — вектор столбец  

 

(0,0,0,0,0,...,1) .TB  

 

Численный метод заключается в нахождении вектора P с помощью 

обратной матрицы. 

Данный алгоритм реализуется в виде программы в среде Mathcad. 

Алгоритм программы для нахождения матрицы коэффициентов A  

представлен в ПРИЛОЖЕНИИ А и вектора B  в общем виде представлен на 

рисунке 2. 

 

Рисунок 2 – Алгоритм для вычисления вектора B 
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Особенность алгоритма заключается в том, что пользователь может сам 

задавать любые N  и I , а также любые параметры. 

Продемонстрируем численный алгоритм решения системы (1) на 

примере, когда количество мест в очереди 5N  , а количество мест на орбите 

50I  . Также возьмём следующие значения параметров системы: 

1   – интенсивность входящего потока; 

2   – продолжительность обслуживания; 

0.05   – интенсивность задержки; 

0.5p   – вероятность выбора ожидания в очереди первичной заявки. 

На рисунке 3 представлена посчитанная матрица коэффициентов A 

размера 306x306. 

 

Рисунок 3 – Матрица коэффициентов A 
 

Вектор P был найден по формуле 

1( ) ,T T T P B A A A  
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которая получена путем умножения исходного уравнения PA B  на 

транспонированную матрицу: ,T TPAA BA  а затем умножения на обратную 

матрицу (рисунки 4–5). 

 

 

Рисунок 4 – Обратная матрица А 
 

 

Рисунок 5 – Вектор P 

 

Далее представлен алгоритм для вычисления двумерного распределения 

(рисунок 6). 

 

Рисунок 6 – Алгоритм вычисления двумерного распределения 
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Посчитано одномерное распределение числа заявок на орбите (рисунок 

7). 

 

Рисунок 7 – Алгоритм вычисления одномерного распределения числа заявок 

на орбите 

 

Также посчитано одномерное распределение процесса ( )n t (рисунок 8). 

 

Рисунок 8 – Алгоритм вычисления одномерного распределения процесса 

( )n t  

 

Продемонстрируем численный алгоритм решения системы и покажем 

результаты его работы на рисунках 9–16.  
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 двумерное распределение состояний случайного процесса { ( ), ( )}i t n t   

 

Рисунок 9 – Двумерное распределение вероятностей состояний случайного 

процесса { ( ), ( )}i t n t  

 

 

Рисунок 10 – Двумерное распределение состояний случайного процесса 

{ ( ), ( )}i t n t  
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 одномерное распределение числа заявок на орбите 

 

Рисунок 11 – Вектор стационарных вероятностей процесса ( )i t  

 

Рисунок 12 – Распределение вероятностей числа заявок на орбите 
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Также возьмём другие значения параметров системы 

15, 50, 0.7, 1, 0.05, 0.5N I p         

и получим: 

 двумерное распределение состояний случайного процесса { ( ), ( )}i t n t  

 

Рисунок 13 – Двумерное распределение вероятностей состояний случайного 

процесса { ( ), ( )}i t n t  

 

Рисунок 14 – Двумерное распределение состояний случайного процесса 

{ ( ), ( )}i t n t  
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 одномерное распределение и распределение вероятностей числа заявок 

на орбите 

 

Рисунок 15 – Вектор стационарных вероятностей процесса ( )i t  

 

Рисунок 16 – Распределение вероятностей числа заявок на орбите 

 

  



32 
 

3.2 Сравнение результатов асимптотических и численных методов 

Для анализа области применимости предложенного асимптотического 

метода проведем численное сравнение полученного асимптотического 

распределения ( )h i  и распределения ( )P i , найденного с помощью численного 

алгоритма, для различных параметров системы. 

Результаты сравнения распределений для разных значений  параметров 

системы представлены под рисунками 17–19, 21 и 23, где 

 ( )h i  – асимптотическое распределение вероятностей числа заявок на 

орбите, 

 ( )P i  – численное распределение вероятностей. 

 

Рассмотрим два примера для 0.1   и для 0.01   (рисунки 17–18). 

Параметры системы для данных примеров, следующие:  

5, 50, 0.5, 1, 0.01, 0.5N I p         

 

Рисунок 17 – График ассимптотического и численного распределений 

вероятностей при 5, 50, 0.5, 1, 0.1, 0.5N I p         
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Рисунок 18 – График ассимптотического и численного распределений 

вероятностей при 5, 50, 0.5, 1, 0.01, 0.5N I p         

 

Как видно на рисунках при уменьшении   точность асимптотического 

анализа растет. Рассмотрим зависимость результатов от длины очереди .N  На 

следующих рисунках 19, 21, 23 изображены распределения вероятностей для  

5, 10, 15N N N    при 0.3, 0.7, 0.9p p p    соответственно, а также 

посчитаны значения вектора R  (рисунки 20,22,24). 

 

Рисунок 19 – График ассимптотического и численного распределений 

вероятностей при 5, 80, 0.5, 1, 0.01, 0.3N I p         
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 Также посчитаем значения вектора R : 

 
Рисунок 20 – Значение вероятностей вектора R  

 

 
Рисунок 21 – График ассимптотического и численного распределений 

вероятностей при 10, 50, 0.5, 1, 0.01, 0.7N I p         

 

 
Рисунок 22 – Значение вероятностей вектора R  
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Рисунок 23 – График ассимптотического и численного распределений 

вероятностей при 20, 50, 0.5, 1, 0.01, 0.9N I p         

 

 
Рисунок 24 – Значение вероятностей вектора R  

 

В качестве меры расхождения между асимптотическим и численным 

распределениями будем использовать расстояние Колмогорова, полученного 

по следующей формуле: 
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0

( ( ) ( ))
i

n

h n P n


    

 

В качестве примера, было рассмотрено расстояние Колмогорова при 

5, 0.5, 1N      для различных значений  . Значения   приведены в 

таблице 1. 

 

Таблица 1 – Расстояние Колмогорова 

 0.1   0.05   0.01   0.005   

  0,086 0,038 0,018 0,012 

 

Из таблицы 1 можно сделать вывод, что при уменьшении параметра 𝜎, 

расстояние Колмогорова между распределениями вероятностей уменьшается, 

следовательно точность асимптотического анализа растёт. 

Также была рассмотрена зависимость значений математических 

ожиданий от параметров   и p  (таблица 2). Параметры системы, следующие: 

5, 0.5, 1N     ,  

Таблица 2 – Математическое ожидание числа заявок на орбите в зависимости 

от   и p  

 0.1p   0.3p   0.5p   0.7p   1p   

0.1   4,974 3,913 2,843 1,778 0,242 

0.01   34,174 32,353 25,297 15,587 1,694 

 

Можем сказать, что среднее число заявок уменьшается с увеличением .p  

Сравним распределения вероятностей (асимптотическое и численное) 

процесса n(t) (числа заявок в очереди и на приборе) (рисунки 25, 27). Возьмём  

10, 50, 0.5, 1, 0.01, 0.5N I p         
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Рисунок 25 – Стационарное распределение вероятностей числа заявок в 

очереди и на приборе при 10, 50, 0.5, 1, 0.01, 0.5N I p         

 

Вектор 𝑅 принимает следующие значения (рисунок 26). 

 

Рисунок 26 – Значение вероятностей вектора R  

 

Изменим параметры:  

10, 50, 1, 2, 0.1, 1N I p         
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Рисунок 27 – Стационарное распределение вероятностей числа заявок в 

очереди и на приборе при 5, 50, 1, 2, 0.1, 0.5N I p         

 

И вектор 𝑅 (рисунок 28). 

 

Рисунок 28 – Значение вероятностей вектора R  

 

Отметим, что распределение вероятностей процесса ( )n t , полученного в 

ходе асимптотического анализа совпадает с точным распределением, 

полученным в ходе численного анализа. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе была исследована гибридная RQ-система с очередью M|M|1|N 

методом асимптотического анализа в условии большой задержки заявок на 

орбите.  

Выполнены следующие задачи: 

1. Построена математическая модель RQ-системы вида M|M|1|N с 

очередью. 

2. Предложена модификация метода асимптотического анализа в условии 

большой задержки для нахождения стационарного распределения числа 

заявок на орбите. 

3. Разработана программа, реализующая алгоритм вычисления 

распределения вероятностей числа заявок в системе (на орбите и в 

очереди) с помощью численных методов. 

По результатам работы был успешно представлен доклад на 

Международной молодежной научной конференции «Математическое и 

программное обеспечение информационных, технических и экономических 

систем» 26–28 мая 2022 г. (сертификат). 
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