






АННОТАЦИЯ 

Выпускная квалификационная работа состоит из 2 параграфов, 

введения, заключения, списка литературы, 51 страницы, включает 7 рисунков, 

2_таблиц,,_26_источников. 
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Объект исследования: одно и двухфазная системы обслуживания с 

расщеплениями заявок вида  //// 2
2 MMMM . 

Целью данной работы является построение и исследование 

математических моделей параллельного обслуживания. 

Во введении описана актуальность работы, цели и задачи исследования 

выпускной квалификационной работы. 

В первом параграфе строится математическая модель однофазной системы 

параллельного обслуживания заявок. Второй параграф содержит 

исследование двухфазной бесконечно линейной системы параллельного 

обслуживания заявок с расщеплением на второй фазе. 

Теория массового обслуживания имеет в настоящее время широкую 

область применения не только в экономике, но и в других не менее значимых 

отраслях: в военном деле, в социальной сфере, а также в области 

обслуживания. ТМО рассматривает математические модели систем, 

призванных обслуживать случайно возникающие требования. Также теория 

массового обслуживания нашла применение при решении множества 

различных задач, что является следствием существования многих типов 

систем обслуживания случайно приходящих требований. На данный момент 

математические методы решения задач теории массового обслуживания 

являются теоретически наиболее разработанными и удобными в практических 

приложениях. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы исследования. В период высоких технологий 

телекоммуникационная отрасль переживает существенные изменения: 

модернизация сетей связи, стремительное увеличение числа пользователей, а 

также увеличение ассортимента услуг, предоставляемых потребителям. 

Важнейшей задачей операторов сетей связи становится улучшение качества 

создаваемого ими продукта. Некоторыми из задач для улучшения качества 

являются: обработка информации с высокой скоростью, встраивание 

беспроводной связи, обеспечение безопасности, а также минимизация потерь 

при передаче данных. Однако, требования пользователей растут даже быстрее, 

чем возможности сети. Следовательно, сетевые операторы нуждаются в 

эффективных инструментах оценки производительности, которые учитывают 

важнейшие особенности современных сотовых сетей. 

 Математическим методам моделирования информационных систем, 

основанным на теории массового обслуживания и теории телетрафика, 

посвящено большое количество статей, опубликованных за последние десять 

лет. 

Исследование характеристик качества обслуживания, надежности, 

энергоэффективности систем параллельной обработки наиболее 

целесообразно проводить методами теории массового обслуживания (ТМО).  

Современное изложение основных методов прикладного вероятностного 

анализа многосерверных систем обслуживания представлено, например, в 

фундаментальных работах С. Асмуссена [12], П. П. Бочарова и др. [14], Х. 

Арталехо и А. Гомес-Коррала [Error! Reference source not found.], М. 

Харколь-Бал [21], П. Брилля [15]. 

Теория массового обслуживания имеет в настоящее время широкую 

область применения не только в экономике, но и в других не менее значимых 

отраслях: в военном деле, в социальной сфере, а также в области 

обслуживания. ТМО рассматривает математические модели систем, 
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призванных обслуживать случайно возникающие требования. Также теория 

массового обслуживания нашла применение при решении множества 

различных задач, что является следствием существования многих типов 

систем обслуживания случайно приходящих требований. На данный момент 

математические методы решения задач теории массового обслуживания 

являются теоретически наиболее разработанными и удобными в практических 

приложениях. 

Объектом исследования данной работы является  одно и двухфазная 

системы обслуживания с расщеплениями заявок вида 

 //// 2
2 MMMM . 

Предметом исследования являются вероятностные характеристики 

числа заявок на каждой фазе. 

Целью данной работы является построение и исследование 

математических моделей параллельного обслуживания. 

В рамках указанной цели были поставлены следующие задачи: 

1. Разработка и построение математических моделей параллельного 

обслуживания в виде одно- и двухфазных систем обслуживания с 

расщеплениями заявок вида  //// 2
2 MMMM . 

2. Исследование методом производящих функций процессов, 

характеризующих число занятых приборов в каждом блоке и число 

обслуженных заявок в марковских системах параллельного обслуживания. 

3. Реализация численных алгоритмов для нахождения стационарных 

вероятностей числа занятых приборов и вероятностных характеристики. 

Работа состоит из введения, 2 параграфа, заключения и списка 

литературы. Общий объем работы – 52 страницы. Список литературы 

включает в себя 26 наименований. 

Во введение отражена актуальность работы, сформулированы цели и 

задачи исследования. 
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В первом параграфе рассматривается система параллельного 

обслуживания, найден аналитический вид двумерного распределения 

вероятностей функции, и вероятностные характеристики системы. Второй 

параграф содержит исследование двухфазной системы массового 

обслуживания (СМО) с расщеплением заявок на второй фазе. Заключение 

включает в себя основные выводы по данной работе. 
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1 Система параллельного обслуживания вида 
// 2,1

)2( MM
 

1.1 Постановка задачи 

Система рассматривается для нахождения вероятностных 

характеристик, распределения вероятностей числа заявок в системе в связи с 

высокой производительностью системы массового обслуживания[17]. 

Говоря о параллельной обработке заявок [1], стоит отметить, тот факт, 

что системы могут решать задачи в различных областях, таких как физика[25], 

повышение пропускной способности каналов связи [24;16], снижение 

задержек в облачных системах доставки контента [23] и центрах обработки 

данных [19], обеспечение надежности распределенных вычислительных 

систем [22] и систем хранения [26] 

Анализ и оценивание показателей эффективности (в том числе 

производительности) систем параллельной обработки должно проводиться на 

основе предварительного анализа и моделирования, поскольку проведение 

экспериментов на системе в режиме эксплуатации сложно, либо невозможно.  

Система может решить следующую техническую задачу. Например, 

представим полигон ядерных отходов, куда партиями поставляется различные 

отходы на переработку, либо на хранение, у каждого вида отходов свои 

условия обработки и свои сроки переработки, либо утилизации. В связи с этим 

мы имеем систему, в которую приходит партии с отходами различных типов 

и на их переработку (хранение) уходит случайное время. В таком случае 

ставится задача определения объема необходимого полигона для хранения и 

сводится к нахождению математического ожидания числа партий, 

находящихся в соответствующих блоках. Предполагается, что партии 

содержат 2 типа отходов – для утилизации и/или для переработки. Для 

исследования предполагается, что ограничений на объем нет, поэтому 

рассматриваются системы с неограниченным числом приборов.  
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1.2 Математическая модель 

Рассматривается система с двумя блоками обслуживания, каждый из 

которых содержит неограниченное число приборов. На вход поступает 

простейший поток  интенсивностью  . Дисциплина обслуживания 

определяется тем, что заявка входящего потока копируется, далее обе заявки 

поступают в независимые блоки, занимают любой из свободных приборов, на 

котором выполняется их параллельное обслуживание в течение случайного 

времени, распределенного по экспоненциальному закону с параметрами 

21, . Изобразим рассматриваемую СМО в виде рисунка 1. 

 

Рисунок 1 – Система массового обслуживания с параллельным 

обслуживанием простейшего потока сдвоенных заявок 

Следующий этап построения модели состоит в определении компонент 

случайного процесса, который будет использоваться для оценки показателей 

обслуживания заявок. Для решения поставленных задач оценки качества 

обслуживания необходимо знать среднее число занятых единиц канального 

ресурса в каждом блоке.  

Обозначим )(1 ti  – число занятых единиц канального ресурса первого , 

блока в момент времени t, )(2 ti – число занятых единиц канального ресурса 

второго блока в момент времени t.  
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Введём двумерный случайный процесс  )(),( 21 titi  . 

Ставится задача исследования двухмерного марковского процесса  

 )(),( 21 titi , то есть нахождение распределения вероятностей. 

1.3 Граф состояний системы 

Определим   jtiitiPtjiP  )(,)(),,( 21  – вероятность того, что в 

первом блоке  занято i  линий, во втором j  линий, где  ,0,,0 ji . 

Двухмерный случайный процесс  )(),( 21 titi  является марковским. 

Ставится задача нахождения стационарного распределения вероятностей 

., ji  

Графическая иллюстрация интенсивностей и направлений переходов из 

произвольного состояния для рассматриваемого двумерного процесса 

показана на рисунке 2. 

 

Рисунок 2 – Диаграмма переходов двумерного марковского 

процесса. 
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1.4 Вывод уравнений Колмогорова для системы 

Обозначим  221121 )(,)(),,( itiitiPtiiP   – распределение 

вероятностей состояний двухмерной цепи Маркова, характеризующей число 

заявок в каждом блоке в момент времени t . 

Составим прямое дифференциальное уравнение Колмогорова, 

используя диаграмму переходов марковского процесса. Рассмотрим интервал 

времени [ t , t  + t ]. За это время в системе произойдут следующие изменения: 

Для составления СДУК воспользуемся t -методом. Очевидно, что: 

 с вероятностью )()1)(1)(1( 2211 totitit   состояние 

системы остаётся прежним, новая заявка не поступит и не обслужится; 

 с вероятностью  ( )t t     поступит заявка входящего потока, и 

число занятых приборов увеличится на единицу; 

 с вероятностью )()1( 11 toti   одна из заявок первого блока 

закончит своё обслуживание; 

 с вероятностью )()1( 22 toti   одна из заявок второго 

блока закончит своё обслуживание; 

 переходы в другие состояний возможны, вероятность 

перехода в них равна )( to  . 

В результате получим уравнения: 

Р(0,0, tt  )= 1 2(0,0, )(1 ) (1,0, ) (0,1, ) ( )P t t tP t tP t t           ,  

 t)(2,0,Δμ2)1)(1)(,0,1(),0,1( 11 tPtttPttP  

о(t)t)(1,1,Δμ2  tP , 

 t),2,0(Δμ2)1)(1)(,1,0(),1,0( 22 tPtttPttP  

о(t)t)(1,1,Δμ1  tP . 

Для любых 1, 21 ii ,: 

 )1)(1)(1)(,,(),,( 22112121 titittiiPttiiP  

 ),,1()1(),1,1( 211121 tiitPitiitP  
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)(),1,()1( 2122 totiitPi  . 

 

Поделим обе части уравнения на t : 

 











t

tiiPiit

t

tiiPttiiP ),,()(),,(),,( 2122112121  

t

tiitPi

t

tiitP











),,()1(),1,1( 211121  

t

to

t

tiitPi











)(),,()1( 2122 . 

 

Преобразуем далее: 

 





),,()(

).,(),,(
212211

2121 tiiPii
t

tiiPttiiP
 

)(),,()1(),,()1(),1,1( 2122211121 totiiPitiiPitiiP  .  

 

 

Перейдем к пределу при 0t   и получим систему дифференциальных 

уравнений Колмогорова:  

 





),1,1(),,()(

),,(
21212211

21 tiiPtiiPii
t

tiiP
 

 

)),1,()1(),,1()1( 21222111 tiiPitiiPi  .   (1) 

 

Для однозначного решения системы надо задать начальные условия. 

Рассмотрим случай, когда в момент времени 0t  система пуста, то есть все 

приборы свободны. Тогда начальные условия имеют вид: 
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



 


иначеесли

iiесли
iiP

,0

0,1
)0,,(

21

21 .      (2) 

1.5 Метод производящей функции 

Для решения системы дифференциальных уравнений применим метод 

производящих функций [7]. 

Определим производящую функцию двухмерного распределения 

),,( 21 tiiP в виде: 

.),,(),,(
0 0

212121

1 2

21









i i

ii
tiiPxxtxxF     (3) 

Тогда домножим уравнение (1) на 21
21
ii

xx  и просуммируем. 

 

  





















0 0

2121
21

0 0

21

1 2

21

1 2

21 ),,(
),,(

i i

ii

i i

ii
tiiPxx

t

tiiP
xx  

 








),,( 21

0 0

211

1 2

21 tiiPxx
i i

ii
 

 
















),1,1(),,( 21

0 0

21

0 0

21212

1 2

21

1 2

21 tiiPxxtiiPxx
i i

ii

i i

ii
 

  






0 0

212111

1 2

21 ),,1()1(
i i

ii
tiiPxxi  











0 0

212122

1 2

21 ),1,()1(
i i

ii
tiiPxxi . 
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Учитывая, свойства производящей функции : 

















1 0

212
1

111
1

21

1 2

211 ),,1(
),(

i i

ii
tiiPxxix

x

txxF
, 

 

















1 0

21
1

2122
2

21

1 2

211 ),,1(
),(

i i

ii
tiiPxxix

x

txxF
, 

получаем дифференциальное уравнение в частных производных 

первого порядка: 

 
















2

21
2

1

21
121

21 ),,(),,(
),,(

),,(

x

txxF

x

txxF
txxF

t

txxF
 

 

2

21
2

1

21
12121

),,(),,(
),,(,

x

txxF

x

txxF
txxFxx









 . 

Приведем подобные слагаемые и получим линейное дифференциальное 

уравнение в частных производных первого порядка [12]:  

 
















2

21
22

1

21
11

21 ),,(
)1(

),,(
)1(

),,(

x

txxF
x

x

txxF
x

t

txxF
 

),,()1,( 2121 txxFxx  . 

Учитывая (2), начальное условие для производящей функции имеет 

вид: 

1)0,,( 21 xxF  
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Для полученного дифференциального уравнения в частных 

производных первого порядка система обыкновенных дифференциальных 

уравнений для характеристик имеет вид: 

 

),,()1(

),,(

)1()1(1 2121

21

22

2

11

1

txxFxx

txxdF

x

dx

x

dxdt








 . 

 

Для этой системы найдем два первых интеграла. Рассмотрим первое 

уравнение: 

)1(1 11

1




x

dxdt
. 

Откуда имеем: 

 

)ln(
1

)1ln(
1

1
1

1
1

Cxt





 , 

)ln()1ln( 111 Cxt  , 

1

1 )1(
1

C

x
e

t 



, 

)1( 11
1 


xeC
t

 или 1
11 )1(




t
eCx .  (5) 

Аналогично: 

 


)1(1 22

2

x

dxdt
. 

Откуда: 
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)ln(
1

)1ln(
1

2
2

2
2

Cxt





 , 

)ln()1ln( 222 Cxt  , 

2

2 )1(
2

C

x
e

t 



, 

)1( 22
2 


xeC

t
.     (6) 

 Далее рассмотрим дифференциальное уравнение: 

),,()1(

),,(

1 2121

21

txxFxx

txxdFdt


 . 

Получим: 

 


),,(

),,(
)1(

21

21
21

txxF

txxdF
dtxx . 

Так как 21 xиx  являются функциями, то непосредственно 

интегрировать от t нельзя (5) и (6). 

Учитывая, что: 

)1)(1()1()1(1 212121  xxxxxx . 

И сделать замены (5), (6). 

В первом интеграле, получим: 

   dtxxxx )1)(1()1()1( 2121  

     


dteCeCeCdteC
tttt 2121

2121  

   


dteCeCdteCC
ttt 2121

21
)(

21  
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2121
2

2
1

1

)(
21

21


















ttt
eСeСeCC . 

Аналогично, для второго интеграла: 

  )ln(),,(ln
),,(

),,(
21

21

21 CtxxF
txxF

txxdF
 . 

Общее решение дифференциального уравнения можно записать в виде: 

Определим  213 ,ССС  как некоторую функцию от  констант 21,СС : 

 321 ),,( СtxxF  























 )1()1(

)1)(1(
exp 2

2
1

121

21 xx
xx

. 

Тогда: 

 
 tt

exextxxF 21 )1(,)1(),,( 2121  























 )1()1(

)1)(1(
exp 2

2
1

121

21 xx
xx

.  (7) 

Для того, чтобы найти произвольную дифференцируемую функцию 

),( 21 xx , воспользуемся начальным условием: 

.1)0,,()0,,(
0 0

212121

1 2

21









i i

ii
iiPxxxxF   

Тогда подставили t=0 в (7): 

  )1(),1()0,,( 2121 xxxxF  

1)1()1(
)1)(1(

exp 2
2

1
121

21 






















xx

xx
, 
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следовательно, 
































 )1()1(

)1)(1(
exp)1(),1( 2

2
1

121

21
21 xx

xx
xx . 

Тогда 

 
 tt

exex 21 )1(,)1( 21  

.)1()1(
)1)(1(

exp 2121
2

2
1

1

)(

21

21


































 ttt
exexe

xx
 

Подставим выражение в (7), окончательно получаем выражение для 

производящей функции числа занятых приборов в каждом блоке в 

нестационарном режиме: 

       










 t
exxtxxF 21111exp,, 21

21
21  

     















 tt
exex 21 1111 2

2
1

1

.   (8) 

 

1.6 Вероятностные характеристики для нестационарного режима 

Учитывая свойства производящей функции, а именно: 





















1

0 0

212
1

11

11

21

21
1 2

21

21

),,(
),,(

xx
i i

ii

xx

tiiPxxi
x

txxF
 

)}({),(),,( 1

1

11

0 1

211

11 2

tiMtiPitiiPi
ii i

 












, 

где )}({ 1 tiM -среднее число занятых приборов в момент времени t. 

Аналогично: 
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)}({
),,(

2

12

21

21

tiM
x

txxF

xx








. 

Для вторых производных имеем: 




















 
1

0 0

212
1

111

1

2
1

21
2

21
1 2

21

21

),,()1(
),,(

xx
i i

ii

xx

tiiPxxii
x

txxF
 

 










 0

11

0

1
2

1

0

111

222

),(),(),()1(
iii

tiPitiPitiPii  

)}({)}({ 1
2

1 tiMtiM  . 

)}({)}({
),,(

2
2

2

1

2
2

21
2

21

tiMtiM
x

txxF

xx








, 





















1

0 0

212
1

11

121

21
2

21
1 2

21

21

),,(
),,(

xx
i i

ii

xx

tiiPxxi
xx

txxF
 

)}()({),,( 21

0

2121

2

titiMtiiPii
i

 




, 

где )}()({ 21 titiM   – корреляционный момент. 

Возьмем производные: 

     












  t
exx

x

txxF
21111exp

),,(
21

211

21  

      















 tt
exex 21 1111 2

2
1

1

 

          















 tt
exexx 121 11111 1

1
12

21

 

   











'11 2

2
2

t
ex  

     










 t
exx 21111exp 21

21
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      















 tt
exex 21 1111 2

2
1

1

 

       



















 tt
eex 121 111

1
2

21

. 

Возьмем вторую производную: 

     












  t
exx

x

txxF
21111exp

),,(
21

21
2

1

21
2

. 

      















 tt
exex 21 1111 2

2
1

1

 

       
2

1
2

21

121 111 



















 tt
eex . 

Найдем производную по х2: 

     












  t
exx

x

txxF
21111exp

),,(
21

212

21 . 

      















 tt
exex 21 1111 2

2
1

1

 

          















 tt
exexx 121 11111 1

1
12

21

 

   











'11 2

2
2

t
ex  

     










 t
exx 21111exp 21

21

 

      















 tt
exex 21 1111 2

2
1

1

 

      



















 tt
eex 221 111

2
1

21

. 

Возьмем вторую производную по 2x  : 
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     












  t
exx

x

txxF
21111exp

),,(
21

21
2

2

21
2

. 

      















 tt
exex 21 1111 2

2
1

1

 

      
2

2
1

21

221 111 



















 tt
eex . 

Найдем смешанную производную, для этого продифференцируем 

первую производную по х1 по х2: 

     
















  t
exx

xx

txxF
21111exp

),,(
21

2121

21  

      















 tt
exex 21 1111 2

2
1

1

 

        



















 tt
eex 2121 111

2
1

21

 

       



















 tt
eex 121 111

2
2

21

 

     














 t
exx 21111exp 21

21

 

      















 tt
exex 21 1111 2

2
1

1

 

  














 t
e 211

21

. 

Далее везде подставляем 121  xx , тогда получим: 

     












  t
e

x

txxF
2111111exp

),,(

211

21 . 

      















 tt
ee 21 111111

21
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        



















 tt
ee 121 1111
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
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Аналогично: 
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
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Для второй производной по х1: 
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Аналогично: 

 
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2
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
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

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
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Для смешанной производной: 

121  xx  
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
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
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





 

 

Найдем математическое ожидание и дисперсию. Учитывая свойства 

производящей функции имеем: 
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Отсюда, 
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Найдем корреляционный момент: 
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Тогда коэффициент корреляции принимает вид: 
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Окончательно получаем: 

 

  

   

1 2

2 1

1 2
1 2

2 1

1

( ), ( )

1 1

t

t t

e

r i t i t

e e

  

 




  


    
    

    

. 

На рисунке 3 представлено влияние параметров обслуживания на 

значение коэффициента корреляции по интенсивности обслуживания.  

 

Рисунок 3 – График корреляционной зависимости компонент для 

нестационарного режима 
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1.7 Допредельное двумерное распределение вероятностей числа 

заявок в блоках 

Выражение для производящей функции ),( 21 xxF  позволяет получить 

основные стационарные характеристики двухмерной цепи Маркова, 

характеризующей число заявок в каждом блоке (подсистеме).  

Если в (8) устремить t , то получим вид производящей функции 

стационарного распределения вероятностей 

 























 )1()1()1)(1(exp),( 2

2
1

1
21

21
21 xxxxxxF .    (9)  

 

Из этого равенства, очевидно, следует, что одномерные маргинальные 

производящие функции числа занятых приборов в каждом блоке 

обслуживания являются пуассоновскими и имеют вид 

 

      












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1
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1

1 xitiPxxf
i

i
, 

      












 1exp 2

2
2222

2

2 xitiPxxf
i

i
.   (10) 

 

Двумерное распределение вероятностей  jiP , , определяемое 

производящей функцией  21, xxF  из (9) будем называть двумерным 

пуассоновским распределением вероятностей зависимых случайных величин. 

Поставим задачу нахождения его явного вида. 
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1
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Обозначим  

 

 211

2




a , 

 212

1




b , 

21 


c , 

  
 2121

21
2
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


d . 

 

Тогда функция  21, xxF  будет иметь вид 

 

   dbxaxxcxxxF  212121 exp, . 

 

Разложим экспоненту в ряд 
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Введем обозначение  njnijmnikn  ,,, , тогда 
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Учитывая равенство (1.3) получим вид двумерного пуассоновского 

распределения для зависимых компонент 

 

  
   

 
d

ji

n

njnin

e
nj

b

ni

a

n

c
jiP 





 



,min

0 !!!
, ,    (11) 

 

где компоненты a, b, c, d определены выше. 

 

1.8 Вероятностные характеристики в стационарном режиме 

Математическое ожидание числа заявок в каждом блоке (подсистеме) 

определяется равенством: 
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Для нахождения ковариационной матрицы определим выражение для 

корреляционных моментов компонентов вектора 
1 2( , )i i  в частном случае при

2n  : 

 

 1 2

2

1 1 2 1

,
( 1)

F x x
x

x

   
    

    
 

1 2 1 2

1 2 1 2

exp ( 1)( 1) ( 1) ( 1)x x x x
   

       
    

 

 1 2

1 2 1 2

2 1 2 1 2 1 2

,
exp ( 1)( 1) ( 1) ( 1)

F x x
x x x x

x

       
         

         
 

2 1

1 2 1 1 2 2

( 1) ( 1)x x
      

        
        

 

1 2 1 2

1 2 1 2

exp ( 1)( 1) ( 1) ( 1) .x x x x
   

       
    

 

 

Тогда 
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Тогда матрица ковариаций принимает вид: 
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Коэффициент корреляции между любой парой компонентов случайного 

вектора  21,ii  имеет вид: 
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
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
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1.9 Исследование суммарного числа занятых приборов 

Подставим в выражение (8) yxx  21 , тогда производящая функция 

примет вид: 

 





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
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
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


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
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Введем характеристическую функцию 

  


)()(
)( 21 juiiju

eFeMuh  

   






























 11exp

21

2

21

juju ee . 

Тогда распределение вероятностей суммарного числа занятых 

приборов можно определить через обратное преобразование Фурье: 

duuhenP jun )(
2

1
)( 








 . 

где 1j   – мнимая единица. 

Очевидно, что ),( 21 xxF -производящая функция, определяющая число 

занимаемых ресурсов.  

1.10 Численный анализ 

Исследование системы параллельного обслуживания кратных заявок на 

базе представленной математической модели реализовано с помощью 

программного обеспечения Mathcad (Таблица 1).  
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Таблица 1 – Блок вычисления распределения вероятностей числа заявок для 

двухмерного процесса 

 

 

На рисунке 4 представлен результат работы программы для нахождения 

распределения вероятностей числа заявок в системе в нестационарном 

режиме, построенного по формуле (11), в таблице 1 представлен текст 

программы, по которой задавался график на рисунке 4:  

Параметры потока 

 

 

– интенсивность 

входного потока; 

 

 

– интенсивность 

обслуживания; 

 

 

 

 

 

– коэффициенты 

для нахождения 

вероятности 

 

 

 

-пределы разброса 

значений  

Нахождение распределения числа заявок в системе 

 
– Распределение 

вероятностей 

 5

1 0.05 2 0.2

a
 2

1 1 2( )


b
 1

2 1 2( )


c


1 2


d 
1 2( )

2
1 2 

1 2( ) 1 2( )


i 0 100

j 0 100

P i j( )

0

min i j ( )

n

c
n

n

a
i n

i n( )


b
j n

j n( )
 e

d
















 

 

 

Рисунок 4 – График распределения вероятностей для двухмерного процесса.  
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На рисунке 5 представлена таблица значений, для вероятностей числа 

заявок в системе для двухмерного процесса: 

 

Рисунок 5 – численное представление распределение вероятностей числа 

заявок в системе 

Из вышеизложенного можно сделать вывод, что чем больше загрузка 

системы, тем графики ближе к двумерному нормальному распределению, 

поэтому для немарковских систем можно использовать гауссовскую 

аппроксимацию. 
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Таблица 2 – Блок вычисления распределения вероятностей суммарного числа 

заявок в системе 

 

На рисунке 6 представлены графики распределения вероятностей 

суммарного числа заявок в системе, построенные в среде MathCad: 

Параметры потока 

 
– интенсивность 

входного потока; 

              

 

– интенсивность 

обслуживания; 

 

– 

характеристическая 

функция 

суммарного числа 

заявок в 

стационарном 

режиме; 

Нахождение распределения числа заявок в системе 

 

– обратное 

преобразование 

Фурье; 

 

-– проверка 

условия 

нормировки. 
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
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01,0,05,0,1 21      1,0,9,0,1 21   

Рисунок 6 – Распределение вероятностей числа заявок с различными 

параметрами 

 2 2 0.1 1 0.01

 5 1 0.01 2 0.5

     

   

 2 1 0.01 2 0.01 2

 5 1 1 2 0.1
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Рассмотрим изменение значений влияние параметров обслуживания на 

значение коэффициента корреляции по интенсивности обслуживания. Пусть 

12   , где  -неотрицательное число, тогда  











1)1(
),(

1

2
1

21 iir . 

Рассмотрим на графике различные значения для коэффициента,  задана от 0 c 

шагом 0.01 до 10, результаты предоставлены на рисунке 7. 

1. Найдем первую производную: 

 

    






































2

1

1

12

1

1

)'1(1

1
)(

22

,,

,r . 

2. Найдем критические точки: 

0)( , r , 

0
2

1





, 

0201   

01   

3. Исследуем знак функции на числовой прямой: 

10)('

10)('





приr

приr
 

0
12

11
)1(' 


r , следовательно, 1  – максимум функции )(r . 
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 Отсюда следует, что максимально значение коэффициента корреляции 

принимает при одинаковом обслуживании и это значение равняется 0,5. 

 

Рисунок 7 – График корреляционной зависимости компонент 

Наибольшая зависимость наблюдается при одинаковой интенсивности 

обслуживания. 

 

  



36 

 

2 Система параллельного обслуживания вида  //// 2
2 MMMM  

2.1 Постановка задачи 

Практическое значение работы может быть приведено в примере 

переработки отходов. Представим ситуацию, при которой на первой фазе 

обработки отходов их сортируют, допустим мы возьмем стекло и пластик. 

Поскольку в нашей работе рассматривается Марковская система [2], то 

существует ряд допущений, первое из которых-это то, что в систему 

поступают партии, имеющие одинаковый размер, второе допущение- 

количество партий не ограничено, что невозможно в реальности, но при 

исследовании системы мы можем оценить верхнюю границу превышения 

объема заявок.  

После сортировки, происходящей на 1 фазе, отходы поступают на 2 фазу 

в соответствующий блок, коих два-для переработки стекла и для переработки 

пластика. Таким образом мы получаем рабочий пример СМО с копированием 

заявок на 2 фазе. Наша задача сводиться нахождению характеристик этой 

системы и подробного ее исследования.  

Высокая стоимость такого специализированного оборудования [20] 

приводит к необходимости оценивания характеристик системы 

(производительности, эффективности) как на стадии создания, так и на стадии 

эксплуатации. 

2.2 Математическая модель 

Рассматривается двухфазная система массового обслуживания. 

В первой фазе на вход поступает простейший поток заявок с 

интенсивностью λ. Дисциплина обслуживания определяется тем, что 

количество заявок данного потока поступают в блок и занимают любой из 

свободных приборов, на котором выполняется их обслуживание в течение 

случайного времени, распределенного по экспоненциальному закону с 

параметром µ1. Далее заявки переходят на обработку во 2 фазе. 
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Во второй фазе заявки расщепляются и обрабатываются параллельно в 

двух блоках. Дисциплина обслуживания определяется тем, что количество 

заявок данного потока поступают в блоки и занимают любой из свободных 

приборов, на которых выполняется их обслуживание в течение случайного 

времени, распределенного по экспоненциальному закону с параметрами µ2 и 

µ3 соответственно. 

Изобразим рассматриваемую СМО в виде рисунка 8. 

 

Рисунок 8 – Двухфазная система массового обслуживания 

Введём трехмерный случайный процесс  )(),(),( 321 tititi  – число занятых 

приборов в соответствующих блоках.  

Ставится задача исследования трехмерного марковского процесса  

 )(),(),( 321 tititi , то есть нахождение распределения вероятностей. 

2.3 Вывод уравнений Колмогорова для системы 

Обозначим   P,,,P 321 tiii   332211 )(,)(,)( itiitiiti  - распределение 

вероятностей состояний трехмерной цепи Маркова, характеризующей число 

заявок в каждом блоке в момент времени t.  

Для составления СДУК воспользуемся -методом. Очевидно, что: t
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 с вероятностью )()1)(1)(1)(1( 332211 totititit   

состояние системы остаётся прежним, новая заявка не поступит и не 

обслужится; 

 с вероятностью   поступит заявка входящего потока, и число 

занятых приборов на первой фазе увеличится на единицу; 

 с вероятностью  одна из заявок закончит своё 

обслуживание в 1 фазе и перейдет на вторую фазу, добавив по одному 

занятому прибору в каждый блок; 

 с вероятностью )()1( 22 toti   одна из заявок закончит своё 

обслуживание в   1 блоке на второй фазе 

 с вероятностью )()1( 33 toti   одна из заявок закончит своё 

обслуживание в   2 блоке на второй фазе 

 переходы в другие состояний возможны, вероятность перехода в них 

равна . 

Составим прямое дифференциальное уравнение Колмогорова (далее 

СДУ), используя диаграмму переходов марковского процесса. Рассмотрим 

интервал времени [ t , t  + t ]. За это время в системе произойдут следующие 

изменения: 

0321  iii
 

)1)(,0,0,0(),0,0,0( ttPttP   

)(),1,0,0(),0,1,0(),0,0,1( 321 tоttPttPttP  .  (12) 

Для любых 1,, 321 iii : 

 )1)(1)(1)(1)(,,,(),,,( 332211321321 tititittiiiPttiiiP  

 ),1,1,1()1(),,,1( 32111321 tiiitPitiiitP  

)(),1,,()1(),,1,()1( 3213332122 totiiitPitiiitPi   (13) 

( )t t   

)()1( 11 toti  

)( to 
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2.4 Решение СДУ Колмогорова для системы 

Преобразуем (13). 

Поделим обе части уравнения на t : 






t

tititittiiiPttiiiP )1)(1)(1)(1)(,,,(),,,( 332211321321  












t

tiiitPi

t

tiiitP ),1,1,1()1(),,,1( 32111321  

t

to

t

tiiitPi

t

tiiitPi
















)(),1,,()1(),,1,()1( 3213332122  

Преобразуем далее: 

 






t

tititittiiiPttiiiP )1)(1)(1)(1)(,,,(),,,( 332211321321  

 ),1,1,1()1(),,,1( 32111321 tiiiPitiiiP  

)(),1,,()1(),,1,()1( 3213332122 totiiiPitiiiPi  . (14) 

Преобразуем (14) и перейдем к пределу ∆t→0 и получим систему 

дифференциальных уравнений Колмогорова:  

 





),,,1(),,,()(

),,,(
321321332211

321 tiiiPtiiiPiii
t

tiiiP


))),1,,()1(),,1,()1(),1,1,1()1( 321333212232111 tiiiPitiiiPitiiiPi  
. 

 

Для однозначного решения системы надо задать начальные условия. 

Рассмотрим случай, когда в момент времени 0t  система пуста, то есть все 

приборы свободны. Тогда начальные условия имеют вид: 





 


иначеесли

iiiесли
iiiP

,0

0,1
)0,,,(

321

321 .    (15) 
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2.5 Метод производящей функции 

Определим производящую функцию трехмерного распределения  

),,,( 321 tiiiP  в виде: 

 

.),,,(),,,(
0 0 0

321
3

321321

1 2 3

21













i i i

iii
tiiiPxxxtxxxF    (16) 

 

Тогда получим: 
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
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Учитывая, что  
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Получаем:   
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Приведем подобные слагаемые и получим линейное дифференциальное 

уравнение в частных производных первого порядка: 
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Для полученного дифференциального уравнения в частных 

производных первого порядка система обыкновенных дифференциальных 

уравнений для характеристик имеет вид: 
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Для этой системы найдем два первых интеграла. Рассмотрим первое 

равенство: 
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Аналогично С2: 
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Аналогично С3: 
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Отсюда следует, что: 
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Получим: 
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)1( 1 x можно представить в виде: 
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Подставим: 
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Возьмем интеграл: 
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),,Ф( 3214 CCCC   , 

  

где ),,Ф( 321 CCC  – произвольная дифференцируемая функция. Для того чтобы 

найти ),,Ф( 321 CCC , воспользуемся начальным условиями в предположении, 

что система была пустой: 
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Тогда имеем: 
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Окончательно получаем 
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2.6 Вероятностные характеристики 

Выражение для производящей функции ),( 21 xxF  позволяет получить 

основные стационарные характеристики двухмерной цепи Маркова, 

характеризующей число заявок в каждом блоке (подсистеме).  

Если рассмотреть случай (17) при t  , то получим вид производящей 

функции для финального распределения вероятностей числа заявок в каждом 

блоке системы: 
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Математическое ожидание числа заявок в каждом блоке (подсистеме) 

определяется равенством: 
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Используя свойства производящей функции нетрудно показать, что 

математическое ожидание и дисперсия числа заявок в первом и втором 

блоках системы определяются выражениями: 

 

k
k tiM




)}({

, 

)3,2.1()}({ 



 ktiD

k
k

. 

Для второй фазы производящая функции двумерного процесса  )(),( 32 titi

примет вид: 
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Двумерное распределение вероятностей, определяемое данной 

производящей функцией, является двумерным пуассоновским 

распределением вероятностей зависимых случайных величин [7]. 

Нетрудно показать, коэффициент корреляции между компонентами 

определяется: 
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Рассмотрим изменение значений корреляции по интенсивности 

обслуживания. Пусть 23   , где  -неотрицательное число, тогда  
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Как видно из выражения (19) получили результат аналогичный разделу 2. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе была построена и исследована математическая модель 

системы массового обслуживания с параллельным обслуживанием 

простейшего потока кратных заявок. Был найден вид производящей функции 

для числа занятых приборов в указанной системе, а также основные 

вероятностные характеристики числа занятых приборов (математическое 

ожидание, дисперсия и коэффициент корреляции). 

Также  была построена и исследована математическая модель 

двухфазной системы массового обслуживания с копированием заявок на 

второй фазе, получен вид многомерной характеристической функции для всех 

модели двухэтапной обработки данных в виде двухфазной СМО типа 

M/M/∞/→ M2/M2/∞/ с разделением (копированием) данных на второй фазе, что 

позволило определить вероятностные характеристики (математическое 

ожидание, дисперсию) занимаемых каналов, а также коэффициент 

корреляции, который отражает зависимость между компонентами 

многомерного процесса. 

По материалам исследования был сделан доклады Всероссийской с 

международным участием научно-практической конференции студентов, 

аспирантов, работников образования и промышленности «Системы 

управления, информационные технологии и математическое моделирование» 

(СУИТиММ-2021). Омск, 24-25 мая 2023 г. 
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