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ИТММ – 2025

СРЕДНЕЕ ЧИСЛО ЗАЯВОК В СМО М/М/∞
С ПЕРЕКЛЮЧЕНИЕМ В НЕСТАЦИОНАРНОМ

РЕЖИМЕ

Я.А. Тюленина 1, Е.А. Фёдорова1

1Национальный исследовательский Томский государственный

университет, г. Томск, Россия

В работе рассмотрена математическая модель гибридной энер-
гетической системы в виде бесконечнолинейной системы мас-
сового обслуживания сс переключением между двумя блока-
ми приборов. Система исследована в нестационарном режиме
с помощью метода асимптотического анализа в условии высо-
кой интенсивности входящего потока. Получено выражение для
асимптотического среднего числа заявок в системе. Ключевые
слова: математическое моделирование, система массового об-
служивания, асимптотический анализ

Введение

Математическое моделирование играет ключевую роль в анализе
процессов в различных прикладных областях [1, 2]. Одним из направле-
ний моделирования является теория массового обслуживания, применя-
ющаяся для описания стохастических изменений в технических систе-
мах.

В работе исследуется система массового обслуживания с двумя бло-
ками приборов и переключением в качестве математической модели
гибридной энергетической системы, сочетающей несколько источников
энергии [4]. Блоки обслуживания описывают источники электроэнер-
гии, один из которых постоянный (например, топливное центральное
энергоснабжение), а второй непостоянный (альтернативная энергети-
ка). В данной работе предлагается метод асимптотического анализа в
условии высокой интенсивности входящего потока для исследования си-
стемы в переходном (нестационарном) режиме.

1. Описание модели

Рассмотрим бесконечнолинейную систему массового обслуживания
с двумя блоками приборов, один из которых имеет непостоянное время

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-71-
00022, https://rscf.ru/project/24-71-00022/
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работы. На вход системы поступает простейший поток заявок с интен-
сивностью 𝜆. Время нахождения первого блока в работающем состоянии
распределено по экспоненциальному закону с параметром 𝛾1, а в нера-
ботающем – с параметром 𝛾0. Когда первый блок приборов не работает,
обслуживание происходит на втором блоке. В любой момент времени
работает только один из блоков обслуживания. При поступлении в си-
стему заявка начинает обслуживание на работающем блоке, время об-
служивания распределено по экспоненциальному закону с параметром
𝜇1 для первого блока и 𝜇2 для второго. Схема модели представлена на
рис. 1.

Рис. 1. Математическая модель гибридной системы с переключением

Введем случайные процессы: 𝑖(𝑡) – число заявок в системе, 𝑖 = 0,∞,
𝑘(𝑡) – состояние блоков обслуживания (𝑘 = 1, 2). Обозначим:

– 𝑃 (1, 𝑖, 𝑡) – вероятность того, что в момент времени 𝑡 в системе рабо-
тает первый блок и находится 𝑖 заявок;

– 𝑃 (2, 𝑖, 𝑡) – вероятность того, что в момент времени 𝑡 в системе рабо-
тает второй блок и находится 𝑖 заявок.



222 Я.А. Тюленина, Е. А. Фёдорова

Двумерный процесс {𝑘(𝑡), 𝑖(𝑡)} является марковским. Запишем си-
стему дифференциальных уравнений Колмогорова:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑃 (1, 𝑖, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑃 (1, 𝑖, 𝑡)(𝜆+ 𝑖𝜇1 + 𝛾1) + 𝑃 (2, 𝑖, 𝑡)𝛾0+

+𝑃 (1, 𝑖− 1, 𝑡)𝜆+ 𝑃 (1, 𝑖+ 1, 𝑡)(𝑖+ 1)𝜇1,
𝜕𝑃 (2, 𝑖, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑃 (2, 𝑖, 𝑡)(𝜆+ 𝑖𝜇2 + 𝛾0) + 𝑃 (1, 𝑖, 𝑡)𝛾1+

+𝑃 (2, 𝑖− 1, 𝑡)𝜆+ 𝑃 (2, 𝑖+ 1, 𝑡)(𝑖+ 1)𝜇2.

(1)

2. Метод асимптотического анализа

Для исследования системы в переходном режиме, т.е. получе-
ния нестационарных характеристик, применим метод асимптотического
анализа в условии высокой интенсивности входящего потока [3].

Введём характеристические функции следующего вида:

𝐻1(𝑢, 𝑡) =

∞∑︁
𝑖=0

𝑒𝑗𝑢𝑖𝑃 (1, 𝑖, 𝑡), 𝐻2(𝑢, 𝑡) =

∞∑︁
𝑖=0

𝑒𝑗𝑢𝑖𝑃 (2, 𝑖, 𝑡), где 𝑗 =
√
−1.

Переобозначим интенсивность входящего потока 𝜆 = 𝜆1𝑁 , где 𝑁 –
параметр высокой интенсивности входящего потока (𝑁 →∞). Тогда из
системы уравнений (1), запишем систему дифференциальных уравне-
ний для частичных характеристических функций:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐻1(𝑢, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐻1(𝑢, 𝑡)(𝑁𝜆1(𝑒

𝑗𝑢 − 1)− 𝛾1)−

−𝑗𝜇1
𝜕𝐻1(𝑢, 𝑡)

𝜕𝑢
(𝑒−𝑗𝑢 − 1) + 𝛾0𝐻2(𝑢, 𝑡),

𝜕𝐻2(𝑢, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐻2(𝑢, 𝑡)(𝑁𝜆1(𝑒

𝑗𝑢 − 1)− 𝛾0)−

−𝑗𝜇2
𝜕𝐻2(𝑢, 𝑡)

𝜕𝑢
(𝑒−𝑗𝑢 − 1) + 𝛾1𝐻1(𝑢, 𝑡).

(2)

Выполним следующие асимптотические замены:

𝑁 = 1/𝜀, 𝛾𝑘 = 𝜀𝛿𝑘𝑢 = 𝑤𝜀,𝐻𝑘(𝑢, 𝑡) = 𝐹𝑘(𝑤, 𝑡, 𝜀).

Получим асимптотические уравнения:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜀
𝜕𝐹1(𝑤, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑡
= 𝐹1(𝑤, 𝑡, 𝜀)

(︀
𝜆1(𝑒

𝑗𝑤𝜀 − 1)− 𝛿1
)︀
−

−𝑗𝜇1
𝜕𝐹1(𝑤, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑤
(𝑒−𝑗𝑤𝜀 − 1) + 𝛿0𝐹2(𝑤, 𝑡, 𝜀),

𝜀
𝜕𝐹2(𝑤, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑡
= 𝐹2(𝑤, 𝑡, 𝜀)

(︀
𝜆1(𝑒

𝑗𝑤𝜀 − 1)− 𝛿0
)︀
−

−𝑗𝜇2
𝜕𝐹2(𝑤, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑤
(𝑒−𝑗𝑤𝜀 − 1) + 𝛿1𝐹1(𝑤, 𝑡, 𝜀).

(3)
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Согласованное уравнение:

𝜀
𝜕𝐹1(𝑤, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑡
+ 𝜀

𝜕𝐹2(𝑤, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑡
= (𝐹1(𝑤, 𝑡, 𝜀) + 𝐹2(𝑤, 𝑡, 𝜀))𝜆1(𝑒

𝑗𝑤𝜀 − 1)−

−
(︂
𝑗𝜇1

𝜕𝐹1(𝑤, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑤
+ 𝑗𝜇2

𝜕𝐹2(𝑤, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑤

)︂
(𝑒−𝑗𝑤𝜀 − 1).

(4)
Обозначим lim

𝜀→0
𝐹𝑘(𝑤, 𝑡, 𝜀) = 𝐹𝑘(𝑤, 𝑡). Переходя к пределу 𝜀 → 0 в

уравнения (5), получаем

−𝛿1𝐹1(𝑤, 𝑡) + 𝛿0𝐹2(𝑤, 𝑡) = 0.

Откуда можно сделать вывод, что

𝐹𝑘(𝑤, 𝑡) = 𝑅𝑘Φ(𝑤, 𝑡), (5)

где 𝑅𝑘 удовлетворяют системе{︂
𝛿1𝑅1 − 𝛿0𝑅2 = 0,
𝑅1 +𝑅2 = 1.

Откуда

𝑅1 =
𝛿0

𝛿0 + 𝛿1
, 𝑅2 =

𝛿1
𝛿0 + 𝛿1

.

Подставляем (5) в уравнение (6):

𝜕Φ(𝑤, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜆1𝑗𝑤Φ(𝑤, 𝑡) + 𝑗𝑤(𝑗𝜇1𝑅0 + 𝜇2𝑅1)

𝜕Φ(𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤
. (6)

В стационарном режиме имеем уравнение

Φ(𝑤)𝜆1 + 𝑗(𝜇1𝑅0 + 𝜇2𝑅1)Φ
′(𝑤) = 0,

решение которого имеет вид

Φ(𝑤) = 𝐶 · exp
{︂

𝑗𝑤𝜆1
𝜇1𝑅0 + 𝜇2𝑅1

}︂
.

Пусть Φ(𝑤, 𝑡) = 𝑒𝑗𝑤𝑎𝑥(𝑡), где 𝑎 =
𝜆1

𝜇1𝑅0 + 𝜇2𝑅1
. Тогда из уравнения

(6), получим линейное неоднородное дифференциальное уравнение пер-
вого порядка для функции 𝑥(𝑡):

𝑎𝑥′(𝑡) = 𝜆1 − (𝜇1𝑅0 + 𝜇2𝑅1)𝑎𝑥(𝑡),
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решение которого можно записать в виде:

𝑥(𝑡) = 1 +

(︂
𝑥(0)

𝑎
− 1

)︂
· 𝑒−(𝜇1𝑅0+𝜇2𝑅1)𝑡. (7)

Возвращаясь к начальным заменам, получим, что асимптотическая
характеристическая функция первого порядка имеет вид

ℎ1(𝑢, 𝑡) = exp {𝑗𝑢 ·𝑁𝑎 · 𝑥(𝑡)} = exp
{︂
𝑗𝑢 · 𝜆 · 𝑥(𝑡)

𝜇1𝑅0 + 𝜇2𝑅1

}︂
,

то есть нестационарное асимптотическое математическое ожидание чис-
ла заявок в системе описывается выражением:

𝑚(𝑡) =
𝜆 · 𝑥(𝑡)

𝜇1𝑅0 + 𝜇2𝑅1
. (8)

3. Численный анализ

Рассмотрим численный пример. Пусть 𝜆 = 100, 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 1, 5,
𝛾1 = 5, 𝛾0 = 10. Пусть начальное условие 𝑚(0) = 0. На рис. 2 представ-
лен график 𝑚(𝑡) и его схождения к стационарному математическому
ожиданию, выражение для которого получено с помощью метода мо-
ментов в [5].

Рис. 2. Cреднее число заявок в системе 𝑚(𝑡)
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Заключение

Для исследования СМО M/M/∞ с переключением был применен
метод асимптотического анализа в условии высокой интенсивности вхо-
дящего потока. В результате получено выражение для нестационарного
математического ожидания числа заявок в системе.
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