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Архитектура прототипа приложения спроектирована таким образом, чтобы в бу-
дущем можно было бы достаточно легко пополнять банк использующихся распределе-
ний, а также метрик для оценки близости между распределениями вероятностей. В ито-
ге прототип приложения был реализован и протестирован. 
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СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

С НЕОГРАНИЧЕННЫМ ЧИСЛОМ УСТРОЙСТВ 

В СЛУЧАЙНЫХ СРЕДАХ 

Тарасенко А.В., Моисеев А.Н. 
Томский государственный университет 

lsa328@yandex.ru 

Введение 

В данной работе рассматривается применение математических моделей, параметры 
которых меняются со временем случайным образом в зависимости от состояния внеш-
него случайного процесса. Такие модели находят широкое применение в различных 
приложениях. В частности, бесконечнолинейные системы массового обслуживания 
используются для аппроксимации систем с большим числом обслуживающих прибо-
ров [1]. Примерами таких систем могут быть сети банков, супермаркетов, call-центров 
и сервисов цифровой дистрибуции [2]. Важно отметить, что такие системы часто под-
вергаются внешним возмущениям, которые влияют на интенсивность входящего пото-
ка заявок и длительность времени обслуживания заявок. В зависимости от этих условий 
поток клиентов может быть более или менее интенсивным, а срок обработки заявки 
будет длиннее или короче. Таким образом, математические модели с учетом случайных 
изменений параметров позволяют анализировать и оптимизировать процессы в подоб-
ных системах. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим систему массового обслуживания (СМО) М/М/∞ (рис. 1), в которой 
входящий простейший поток и экспоненциальное время обслуживания зависят от "слу-
чайных сред'', под которыми мы понимаем цепи Маркова k(t) и n(t) соответственно с 
непрерывным временем, принимающие значения ( ) 1,k t K  и ( ) 1,n t N . Параметр 
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входящего простейшего потока 
k

    зависит от состояния среды k(t), а параметр экс-
поненциального времени обслуживания 

n
   – от состояния среды n(t). Система ве-

дѐт себя как M(λk)/M(µn)/∞. Среды n(t) и k(t) определяются матрицами инфинитези-
мальных характеристик Q1 и Q2 соответственно. Случайный процесс  ( ), ( ) ( )S i t k t n t  
является цепью Маркова. Обозначим через  ( , , ) ( ) , ( ) , ( )P i k n P i t i k t k n t n    , 0i  , 

1,k K , 1,n N  распределение вероятностей состояний рассматриваемого случайного 
процесса. В системе переход среды в новое состояние может повлиять на закон обслу-
живания заявок, находящихся в системе, или на параметры входящего потока и интен-
сивность обслуживания. Тогда для исследования такой системы предполагаем пять ва-
риантов функционирования при переходе в новое состояние случайной среды: 

1. Изменяется интенсивность обслуживания заявок, все заявки в системе начинают 
обслуживаться по новому закону. 

2. Изменяется интенсивность обслуживания заявок, все текущие заявки в системе 
продолжают обслуживаться по старому закону. 

3. Изменяется интенсивность входящего потока, все заявки в системе продолжают 
обслуживаться по старому закону. 

4. Изменяется интенсивность входящего потока и интенсивность обслуживания за-
явок, все заявки в системе начинают обслуживаться по новому закону. 

5. Изменяется интенсивность входящего потока и интенсивность обслуживания за-
явок, все заявки в системе продолжают обслуживаться по старому закону. 

В данной работе будет рассмотрено решение задачи для пятого варианта функцио-
нирования (рис. 2). Вместо двух случайных сред k(t) и n(t) рассмотрим одну – s(t), при-
нимающую значения ( ) 1,s t S . Цепь Маркова s(t) определяется матрицей инфините-
зимальных характеристик Q. 

 
Рис. 1. СМО в случайных средах 

 
Рис. 2. Частный случай СМО с одной случайной средой 

2. Система дифференциальных уравнений Колмогорова 

Сначала составим систему дифференциальных уравнений Колмогорова для данной 
модели: 



 207 

 

 

 

0

0

0

(1, , ) (0, , ),

(1, , ) (1, , ) (0, , ) 2 (2, , ) (1, , ),

...
( , , ) ( ,

(0, , )

, ) ( 1, , ) ( 1) ( 1, , ) (1,

(0,

, ),

.

,

.

)
s s vs

v

s s s s vs

v

s s s s vs

v

P s t q P v t

P s t
P s t P s t P s t q P v t

t

P i s t
P i s t i P i s t i P i s t

P s t
P s

v

t

P t

t

q
t













   


        




     


 



      








.















 (1) 

Будем полагать, что в рассматриваемой СМО существует стационарный режим. 

Обозначим через 
0

( , ) ( , )jui

i

H u S e P i s




  частичную характеристическую функцию ста-

ционарного распределения вероятностей числа заявок в системе. Также введем следу-
ющие обозначения: H(u) – вектор, состоящий из элементов H(u,1),H(u,2),…,H(u,S), Λ – 
диагональная матрица с элементами λ1,…,λS на главной диагонали, M – диагональная 
матрица с элементами μ1,…,μS на главной диагонали. Тогда систему (1) можно записать 
в векторно-матричном виде 

    
( )1 ( ) 1ju jud u

j e u e
du

     
H

M H Λ Q . (2) 

Начальное условие для решения векторно-матричного уравнения возьмѐм в виде 
 (0) H r , (3) 
где r – вектор-строка стационарного распределения вероятностей состояний случайной 
марковской среды s(t). 

3. Решение задачи методом асимптотического анализа 

Для решения задачи (2)–(3) воспользуемся методом асимптотического анализа. 
Решение будем искать в условии высокой интенсивности входящего потока и частой 
смены состояний среды [3]. Для этого введем следующие замены: Λ = ΛN, Q = QN, где 
N   – параметр, характеризующий высокую интенсивность входящего потока и 
частую смену состояний случайной среды. 

Применяя метод асимптотического анализа, введем следующие обозначения: 
1 N  , u w  , 1( ) ( , )u w H F , подставим в (2), получим 

    1
1

( , )1 ( , ) 1jwj wd w
j e N w e

dw

    


  M Λ Q
F

F . (4) 

Теорема 1. Асимптотическое решение 1 10
( ) lim ( , )w w


 F F  уравнения (4) имеет вид 

 1 1( ) expw jwkF r , 1k 
Λr e

rMe
. 

Отсюда можно записать выражение для характеристической функции числа заявок 
в системе в первом приближении в виде  1 1( ) ex) p( w juk Nu   rH F . 

Найдѐм асимптотику второго порядка. Обозначим через H2(u) векторную функ-
цию, удовлетворяющую выражению  2 1( ) ( )expu u juk NH H . Подставляя это выраже-
ние в (2), получим 

      2
2 1

1 ( )1 ( ) 1 1ju ju jud u
j e u e k e

N du

       
H

M Λ QH M .  

Выполним здесь следующие замены: 21 N   , u w  , 2 2( ) ( , )u w H F . Получим 
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      2 2
2 1

( , )1 ( , ) 1 1j w j w j ww
j e w e k e

w

     
         

F
M F M Λ Q . (5) 

Теорема 2. Асимптотическое решение уравнения (5) имеет вид 

  
2

2 2( ) exp
2

jw
w Nk

  
  

  

F r , 1
2

k
k 

 Λe gMe gΛr e

rMe
. 

Здесь вектор-строка g является решением системы 1 ,
1.
k










Λ

ge

gQ rM r
 

В результате получаем выражение для характеристической функции числа заявок в 

системе во втором приближении в виде:  
2

2 1 2( ) ( ) exp
2
ju

u w juk N k N
  

   
  

H F . 

Таким образом, в условии высокой интенсивности входящего потока и частого из-
менения состояний случайной среды стационарное распределение вероятностей числа 
заявок в системе можно аппроксимировать гауссовским распределением с математиче-
ским ожиданием 1{ ( )}a M i t k N   и дисперсией  2 2

2( ( ) )M i t a k N    . 

4. Дискретизация распределения 

Полученный результат в работе является функцией распределения нормальной ве-
личины. Для получения из нормального распределения закона распределения дискрет-
ной случайной величины числа заявок в системе следует выполнить его преобразова-
ние на аргумент из множества неотрицательных целых чисел. Для этого воспользуем-
ся [1] 

 
 

   
1 1 2 1 2

1 1 2i
F G i G i

G
      

, (6) 

где 0,i    и G(x) – функция распределения нормальной случайной величины с мате-
матическим ожиданием a и дисперсией σ2. 

5. Численный анализ области применения асимптотических результатов 

Смоделируем реализацию поведения системы с помощью имитационной модели. 
Для анализа точности полученных аппроксимаций законов распределения вероятностей 
числа занятых приборов смоделируем реализацию поведения модели с помощью дис-
кретно-событийного подхода. Т.к. асимптотический анализ был проведѐн в условиях 
высокой интенсивности входящего потока и высокой частоты смены состояний слу-
чайной среды, то нужно определить погрешность аппроксимации при заданных значе-
ниях N параметра, характеризующего интенсивность. Для сравнения законов распреде-
ления вероятностей используем количественную метрику расстояние Колмогорова 

 
0

sup
x

i i
x i

d P F


  , где 0,...,x   , Pi – относительные частоты эмпирического распре-

деления, построенного на основе имитационного моделирования, а Fi – закон распреде-
ления, построенный на основе соответствующей аппроксимации (6). В качестве приме-
ра зададим следующие параметры модели: 

 

 
4 0 0
0 3 0
0 0 5

 
 
 
  

Λ , 
4 0 0
0 8 0
0 0 2

 
 
 
  

M , 
5 2 3

0 3 3
2 1 3

 
  
 
  

Q . (7) 
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Согласно аппроксимации, при параметрах (7) математическое ожидание будет рав-
но 1. На рис. 3 показаны графики сравнения эмпирического и асимптотического рас-
пределений числа заявок для различных значений N. В табл. 1 представлены значения 
расстояния Колмогорова между эмпирическим и асимптотическим распределением. По 
таблице можно определить, что начиная с N = 50 погрешность распределения составля-
ет менее 0.05, что будем считать приемлемым результатом. 

Таблица 1 
Расстояние Колмогорова d между эмпирическим и асимптотическим распределениями при различных N 

N 1 5 10 30 50 100 
d 0.227 0.113 0.090 0.060 0.043 0.028 

 

 

 
Рис. 3. Сравнение эмпирического и асимптотического распределений числа заявок в системе 

Заключение 

В работе рассмотрена система массового обслуживания с неограниченным числом 
приборов, функционирующая в случайной среде. В результате получено приближенное 
распределение вероятностей числа заявок в системе в асимптотическом условии высо-
коинтенсивного входящего потока и частой смены состояний среды. Была построена 
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имитационная модель и определено, при каких значениях N асимптотическое распреде-
ление достигает приемлемого результата. 
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