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ИТММ – 2023

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИ RQ-СИСТЕМЫ С
ОЖИДАНИЕМ ЗАЯВОК В БУНКЕРЕ И НА

ОРБИТЕ

А.В. Подгайнов, А.А. Назаров

Национальный исследовательский Томский государственный университет,

г. Томск, Россия

В статье рассматривается RQ-система с ожиданием заявок в
бункере и на орбите, простейшим входящим потоком и экспонен-
циальным временем обслуживания. Исследование данной мате-
матической модели проводится методом асимптотического ана-
лиза в предельном условии большой задержки заявок на орби-
те. Была построена аппроксимация дискретного распределения
состояний системы на основе полученных результатов асимпто-
тического анализа. Определена точность асимптотической ап-
проксимации путем сравнения с результатами имитационного
моделирования. Ключевые слова: RQ-система, бункер, орби-
та, метод асимптотического анализа.

Введение

Исследование систем с источником повторных вызовов (RQ-системы)
[1] имеет большую ценность, так как при их помощи можно изучать
процессы, протекающие в различных сферах: call-центры, системы со-
товой связи и т.д. Исследование различных RQ-систем без использова-
ния бункера методом асимптотического анализа [2] рассмотрены в ра-
ботах [3, 4, 5, 6]. В работе [7] рассматривается RQ-система с буфером,
который используется для хранения одной заявки, которая не смогла
закончить обслуживание по причине поломки обслуживающего устрой-
ства. В данной работе мы рассмотрим модель с конечным бункером,
который будем использовать для ожидания заявок, поступающих из
внешнего источника и с орбиты. В такой модели некоторое количество
заявок не будет уходить на орбиту, а будет дожидаться своей очереди,
тем самым тратя меньше времени на ожидание перед обслуживанием.

1. Математическая модель

Рассмотрим RQ-систему с очередью в конечном бункере и орбитой
(Рисунок 1). На вход поступает простейший поток заявок с параметром
𝜆. Время обслуживания заявки на приборе является экспоненциально
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распределенной случайной величиной с параметром 𝜇. Если заявка, по-
ступившая в систему, застает прибор занятым, то она встает в бункер
длины 𝑁 -1. Если бункер заполнен полностью, то заявка уходит на орби-
ту, где ожидает время, распределенное экспоненциально с параметром
𝜎, для повторного обращения к прибору. Если после ожидания на ор-
бите заявка при обращении к прибору застает его занятым и в бункере
отсутствуют свободные места, то она вновь уходит на орбиту и ожидает
время, распределенное экспоненциально с параметром 𝜎.

Рис. 1. RQ-система с бункером и орбитой

Пусть 𝑛(𝑡) – число заявок в системе без орбиты в момент времени 𝑡,
𝑖(𝑡) – число заявок на орбите в момент времени 𝑡. Обозначим 𝑃 (𝑛, 𝑖, 𝑡) –
вероятность того, что в момент времени 𝑡 в бункере вместе с обслужи-
вающим прибором находится 𝑛 заявок и на орбите находится 𝑖 заявок.

Ставится задача найти двумерное стационарное распределение веро-
ятностей 𝑃 (𝑛, 𝑖). Исследование системы проведено методом асимптоти-
ческого анализа в условии большой задержки заявок на орбите, когда
𝜎 →0. Исследование данным методом представляется в двух этапах,
асимптотика первого порядка и асимптотика второго порядка.

Составим систему уравнений Колмогорова для распределения веро-
ятностей 𝑃 (𝑛, 𝑖, 𝑡) и перейдем к системе уравнений в стационарном виде

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−(𝜆+ 𝑖𝜎)𝑃 (0, 𝑖) + 𝜇𝑃 (1, 𝑖) = 0,

−(𝜆+ 𝑖𝜎 + 𝜇)𝑃 (𝑛, 𝑖) + 𝜆𝑃 (𝑛− 1, 𝑖)+

+(𝑖+ 1)𝜎𝑃 (𝑛− 1, 𝑖+ 1) + 𝜇𝑃 (𝑛+ 1, 𝑖) = 0, 𝑛 = 1, 𝑁 − 1,

−(𝜆+ 𝜇)𝑃 (𝑁, 𝑖) + 𝜆𝑃 (𝑁 − 1, 𝑖)+

+(𝑖+ 1)𝜎𝑃 (𝑁 − 1, 𝑖+ 1) + 𝜆𝑃 (𝑁, 𝑖− 1) = 0.

(1)
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2. Метод асимптотического анализа

Для решения системы (1) введем частичные характеристические
функции:

𝐻(𝑛, 𝑢) =

∞∑︁
𝑖=0

𝑒𝑗𝑢𝑖𝑃 (𝑛, 𝑖), 𝑛 = 0, 𝑁, (2)

где 𝑗=
√
−1. Систему уравнений (1) перепишем для частичных характе-

ристических функций (2)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝜆𝐻(0, 𝑢) + 𝜎𝑗
𝜕𝐻(0, 𝑢)

𝜕𝑢
+ 𝜇𝐻(1, 𝑢) = 0,

−(𝜆+ 𝜇)𝐻(𝑛, 𝑢) + 𝜎𝑗
𝜕𝐻(𝑛, 𝑢)

𝜕𝑢
+ 𝜆𝐻(𝑛− 1, 𝑢)−

−𝜎𝑗𝑒−𝑗𝑢 𝜕𝐻(𝑛− 1, 𝑢)

𝜕𝑢
+ 𝜇𝐻(𝑛+ 1, 𝑢) = 0, 𝑛 = 1, 𝑁 − 1,

−(𝜆+ 𝜇)𝐻(𝑁, 𝑢) + 𝜆𝐻(𝑁 − 1, 𝑢)−

−𝜎𝑗𝑒−𝑗𝑢 𝜕𝐻(𝑁 − 1, 𝑢)

𝜕𝑢
+ 𝜆𝑒𝑗𝑢𝐻(𝑁, 𝑢) = 0.

(3)

Суммируя все уравнения системы (3), получим согласованное урав-
нение вида

𝑒−𝑗𝑢𝜎𝑗

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜕𝐻(𝑛, 𝑢)

𝜕𝑢
+ 𝜆𝐻(𝑁, 𝑢) = 0. (4)

2.1 Асимптотика первого порядка

Теорема 1. При выполнении предельного условия 𝜎 →0, частич-
ные характеристические функции можно аппроксимировать в виде

𝐻(𝑛, 𝑢) = 𝑅(𝑛)𝑒𝑗𝑤κ1 ,

где 𝑤 =
𝑢

𝜎
, 𝑛 = 0, 𝑁 . Здесь κ1 является корнем уравнения

−𝑥

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑅(𝑛, 𝑥) + 𝜆𝑅(𝑁, 𝑥) = 0.

Формулы для 𝑅(0,𝑥) и 𝑅(𝑛,𝑥) при 𝑥 = κ1 представлены в виде

𝑅(0) =

(︃
𝑁∑︁

𝑛=0

(︂
𝜆+ κ1

𝜇

)︂𝑛
)︃−1

, 𝑅(𝑛) = 𝑅(0)

(︂
𝜆+ κ1

𝜇

)︂𝑛

, 𝑛 = 1, 𝑁. (5)
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Полученные результаты асимптотики первого порядка показывают,
что аппроксимация среднего значения числа заявок на орбите в иссле-
дуемой RQ-системе с ожиданием заявок в бункере и на орбите является

величиной равной
κ1

𝜎
. Проведем асимптотику второго порядка для по-

строения распределения вероятностей числа 𝑖(𝑡) заявок на орбите.

2.2 Асимптотика второго порядка

В системе (3) и согласованном уравнении (4) выполним следующую
замену:

𝐻(𝑛, 𝑢) = 𝑒
𝑗
𝑢

𝜎
κ1

𝐻2(𝑛, 𝑢). (6)

Теорема 2. При выполнении предельного условия 𝜎 →0, частич-
ные характеристические функции вида (6) можно аппроксимировать в

виде 𝐻2(𝑛,𝑢)=𝐹2(𝑛,𝑤), где 𝑤=
𝑢

𝜎
и 𝐹2(𝑛,𝑤) имеет следующий вид

𝐹2(𝑛,𝑤) = 𝑅(𝑛)𝑒

(𝑗𝑤)2

2
κ2

.

Формула, определяющая 𝑅(𝑛), имеет вид (3). Выражение для κ2

имеет следующий вид:

κ2 =

κ1

(︂
1−

𝑁∑︀
𝑛=0

𝑔(𝑛)

)︂
− κ1𝑅(𝑁) + (𝜆+ κ1)𝑔(𝑁)

κ1

𝑁∑︀
𝑛=0

𝜙(𝑛) + 1−𝑅(𝑁)− (𝜆+ κ1)𝜙(𝑁)

,

где 𝜙(𝑛) определяется рекуррентной процедурой вида

𝜙(0) = 0, 𝜙(𝑛) =
(𝜆+ κ1)𝜙(𝑛− 1)−𝑅(𝑛− 1)

𝜇
,

𝜙(𝑁) =
(𝜆+ κ1)𝜙(𝑁 − 1)−𝑅(𝑁 − 1) + 𝜆𝑅(𝑁)

𝜇
,

и 𝑔(𝑛) также определяется рекуррентой процедурой вида

𝑔(0) = 0, 𝑔(1) = 0, 𝑔(𝑛) =

(𝜆+ κ1)𝑔(𝑛− 1) + κ1

𝑛−2∑︀
𝛾=0

𝑅(𝛾)

𝜇
,

𝑔(𝑁) =
𝜆𝑅(𝑁)− κ1𝑅(𝑁 − 1) + (𝜆+ κ1)𝑔(𝑁 − 1)

𝜇
.
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Возвращаясь к частичных характеристическим фукнциям 𝐻(𝑛,𝑢),
выполним обратные замены вида (6) и 𝑢=𝜎𝑤. Получим аппроксимацию

ℎ(𝑢)=
𝑁∑︀

𝑛=0
𝐻(𝑛,𝑢) для характеристической фукнции числа заявок на ор-

бите вида

ℎ(𝑢) = 𝑒𝑥𝑝
{︁
𝑗𝑢

κ1

𝜎
+

(𝑗𝑢)2

2

κ2

𝜎

}︁
.

Полученные результаты асимптотики второго порядка показывают,
что асимптотическое распределение вероятностей числа заявок на ор-
бите в исследуемой системе является гауссовским с асимптотическим

средним
κ1

𝜎
и дисперсией

κ2

𝜎
.

3. Аппроксимация дискретного распределения

Построим аппроксимацию дискретного распределения вероятностей
числа заявок на орбите в RQ-системе с ожиданием в бункере и на орби-
те. Для перехода от непрерывного распределения вероятностей к дис-
кретному, воспользуемся формулой

𝑃𝐺(𝑖) =
𝐹 (𝑖+ 0.5)− 𝐹 (𝑖− 0.5)

1− 𝐹 (−0.5)
, (7)

где 𝐹 (𝑥) – функция распределения гауссовской случайной величины

с параметрами
κ1

𝜎
и

√︂
κ2

𝜎
. Зададим следующие параметры системы:

𝑁=3, 𝜆=0.8, 𝜇=1, 𝜎=0.1. На Рисунке 2 представлен график распреде-
ления вероятностей числа заявок на орбите в исследуемой системе.

4. Оценка точности асимптотических результатов

Для оценки точности полученных асимптотических результатов бу-
дем использовать расстояние Колмогорова вида

∆ = 𝑚𝑎𝑥
0⩽𝑖<∞

|
𝑖∑︁

𝑚=0

(𝑃𝑖𝑚(𝑚)− 𝑃𝐺(𝑚)) |,

где 𝑃𝑖𝑚(𝑚) – распределение вероятностей числа заявок на орбите, полу-
ченное с помощью имитационного моделирования, 𝑃𝐺(𝑚) – определя-
ется формулой вида (7). На Рисунке 3 представлены графики распре-
деления вероятностей числа заявок на орбите, полученные при помощи
асимптотического анализа (красный график) и имитационного моде-
лирования (синий график), при заданных параметрах системы: 𝑁=3,
𝜆=0.8, 𝜇=1.
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Рис. 2. Распределение вероятностей числа заявок на орбите

Рис. 3. Распределение вероятностей числа заявок на орбите для различных 𝜎

Из полученных данных, можем сказать, что точность построен-
ной аппроксимации растет с уменьшением параметра 𝜎. При значении
∆<0.05 результаты будем считать приемлемыми.

Заключение

В работе представлены результаты исследования RQ-системы с ожи-
данием заявок в бункере и на орбите методом асимптотического анали-
за. Была построена аппроксимация дискретного распределения вероят-
ностей на основе полученных асимптотических результатов и проведена
оценка точности асимптотических результатов.
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