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ИТММ – 2023

ИССЛЕДОВАНИЕ RQ-СИСТЕМЫ М|М|1 СО
СПЕЦИАЛЬНЫМ ПРОТОКОЛОМ

МНОЖЕСТВЕННОГО СЛУЧАЙНОГО ДОСТУПА

Я.Е. Измайлова, А.Т. Исаев

Национальный исследовательский Томский государственный университет,

г. Томск, Россия

Авторами рaссмотрена сиcтема с повтoрными вызовами (RQ-
system) со специальным протоколом множественного случайно-
го доступа. Под специальным протоколом множественного до-
ступа подразумевается, что с заданной вероятностью заявки, за-
ставшие прибор занятым, могут вытеснять обслуживаемые за-
явки или вступать с ними в конфликт. Был разработан и реали-
зован (в пакете Mathcad) численный алгоритм для нахождения
распределения вероятностей числа заявок на орбите и состояний
прибора. А также для заданных значений параметров системы
были проведены численные эксперименты и построены графики
распределения вероятностей числа заявок на орбите.
Ключевые слова: RQ-система, конфликт заявок, вытесне-

ние заявок, численный алгоритм.

Введение

Все больше и больше бизнес-процессов связаны с большими дан-
ными. Поэтому разработка соответствующих математических моде-
лей современных телекоммуникационных систем и модификация суще-
ствующих очень актуальны. Подходящими моделями являются систе-
мы массового обслуживания с повторными вызовами (Retrial Queueing
System). Проблему исследования RQ-систем можно внести в список наи-
более актуальных задач теории массового обслуживания. Они характе-
ризуются ситуациями повторных обращений заявок из ИПВ (источника
повторных вызовов) к обслуживающему прибору.

Существует множество работ, посвященных исследованию систем
массового обслуживания с ИПВ. Например такие системы были рас-
смотрены Wilkinson R.I. [1] и Cohen J. [2]. В работах Goshtoni G., Elldin
A. рассмотрены подходы к описанию систем с ИПВ. Исследование раз-
личных процессов в RQ-системах можно изучить в работах Falin G.I. и
Artolejo J.R. [3, 4].

В реальных системах oчень часто наблюдаются эффекты повторных
обращений заявок к обслуживающему прибору, кoнфликты заявок тре-



58 Я. Е. Измайлова, А. Т. Исаев

буют рaссмотрения моделей, выходящих за рамки классических СМО
(систем массового обслуживания). За счет чего интерес к рассмотрению
таких, более реальных систем возрастает. В несинхронизированной си-
стеме связи с ограниченным количеством ресурсов, например, каналов
связи, существует значительная вероятность коллизии запросов. В этом
случае передача теряется, и прерванные запросы необходимо передать
повторно; следовательно, производительность системы неоптимальна.
Большое значение имеет разработка методов, процедур и протоколов.
которые способны предотвратить конфликты системы с клиентами или
хотя бы попытаться оптимизировать ее производительность. Некоторые
недавние результаты в этом направлении можно найти в [5-12].

В дaнной работe раcсмотрим RQ-системy со специальным протоко-
лом множественного cлучайного доступa. Для исследования такой си-
стемы авторами предлагается допредельный метод, который позволяет
получить распределение вероятностей состояний системы.

1. Математическая модель

В качестве математической модели RQ-системы расcмотрим систему
массового обслуживания с ИПВ (орбитой), на вход которой поступает
простейший поток заявок с интенсивностью 𝜆.

Рис. 1. RQ-система М|М|1

Считается, что требование, заставшее прибор свободным, занимает
его для обслуживания в тeчение случайного времени, распределенного
по экспоненциальному закону с параметром 𝜇. Если прибор занят, то
заявка, которая поcтупила, с вероятностью 𝑟0 переходит в ИПВ. C ве-
роятностью 𝑟1 поступившая заявка вытесняет обслуживаемую заявку в
приборе и сама занимает его для обслуживания, а обслуживаемая за-
явка переходит в ИПВ. С вeроятностью 𝑟2 возникает конфликт мeжду
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поcтупившей заявкой и иcходной вследствие чегo они обе переходят в
ИПВ.

Заявки в ИПВ осуществляют cлучайную зaдержку, продолжитель-
ность которой имеет экспoненциальное распределeние с параметром 𝜎.
Из ИПВ после случайной задержки зaявки вновь обращаются к прибо-
ру с повторной попыткой его захвата. Диcциплина обращения заявок
из ИПВ аналогична дисциплине обращения вновь прибывших заявок.

После успешного обслуживания заявка покидает систему.
Необходимо найти распределение вероятностей числа заявок в ис-

точнике повторных вызовов и состояний прибора.
Пусть 𝑖(𝑡) – число заявок в ИПВ, а 𝑘(𝑡) – определяет состояние при-

бора следующим образом:

𝑘(𝑡) =

{︃
0, если прибор свободен,

1, если прибор занят.

Обозначим

𝑃 {𝑘(𝑡), 𝑖(𝑡)} = 𝑃 {𝑘(𝑡) = 𝑘; 𝑖(𝑡) = 𝑖} = 𝑃 (𝑘, 𝑖, 𝑡)

как вероятность того, что прибор в момент времени 𝑡 находится в со-
стоянии 𝑘 и в источнике повторных вызовов находится 𝑖 заявок.

2. Система дифференциальных уравнений Колмогорова

Для распределения вероятностей 𝑃 (𝑘, 𝑖, 𝑡), используя формулу пол-
ной вероятности, запишем допредельные равенства ∆𝑡-методом:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃 (0, 𝑖, 𝑡+∆𝑡) = (1− 𝜆∆𝑡)𝑃 (0, 𝑖, 𝑡)(1− 𝑖𝜎∆𝑡) + 𝜇∆𝑡𝑃 (1, 𝑖, 𝑡)+

+𝑟2𝜆∆𝑡𝑃 (1, 𝑖− 2, 𝑡) + 𝑟2(𝑖− 1)𝜎∆𝑡𝑃 (1, 𝑖− 1, 𝑡) + 𝑜(∆𝑡),

𝑃 (1, 𝑖, 𝑡+∆𝑡) = 𝜆∆𝑡𝑃 (0, 𝑖, 𝑡) + (𝑖+ 1)𝜎∆𝑡𝑃 (0, 𝑖+ 1, 𝑡)+

+(1− 𝜆∆𝑡)𝑃 (1, 𝑖, 𝑡)(1− 𝜇∆𝑡)(1− 𝑖𝜎∆𝑡)+

+𝑟0𝜆∆𝑡𝑃 (1, 𝑖− 1, 𝑡) + 𝑟0𝑖𝜎∆𝑡𝑃 (1, 𝑖, 𝑡)+

+𝑟1𝜆∆𝑡𝑃 (1, 𝑖− 1, 𝑡) + 𝑟1𝑖𝜎∆𝑡𝑃 (1, 𝑖, 𝑡) + 𝑜(∆𝑡).



60 Я. Е. Измайлова, А. Т. Исаев

Переходим к пределу при ∆𝑡 → 0 и получаем систему дифференци-
альных уравнений Колмогорова:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑃 (0, 𝑖, 𝑡)

𝜕𝑡
= −(𝜆+ 𝑖𝜎)𝑃 (0, 𝑖, 𝑡) + 𝜇𝑃 (1, 𝑖, 𝑡)+

+𝑟2𝜆𝑃 (1, 𝑖− 2, 𝑡) + 𝑟2(𝑖− 1)𝜎𝑃 (1, 𝑖− 1, 𝑡),
𝜕𝑃 (1, 𝑖, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜆𝑃 (0, 𝑖, 𝑡) + (𝑖+ 1)𝜎𝑃 (0, 𝑖+ 1, 𝑡)+

−(𝜆+ 𝜇+ 𝑖𝜎)𝑃 (1, 𝑖, 𝑡) + 𝑟0𝜆𝑃 (1, 𝑖− 1, 𝑡) + 𝑟0𝜆𝑃 (1, 𝑖− 1, 𝑡)+

+𝑟0𝑖𝜎𝑃 (1, 𝑖, 𝑡) + 𝑟1𝜆𝑃 (1, 𝑖− 1, 𝑡) + 𝑟1𝑖𝜎𝑃 (1, 𝑖, 𝑡).

Обозначим 𝑃 (𝑘, 𝑖) = lim
𝑡→∞

𝑃 (𝑘, 𝑖, 𝑡). Тогда в стационарном режиме

наша система будет иметь вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−(𝜆+ 𝑖𝜎)𝑃 (0, 𝑖) + 𝜇𝑃 (1, 𝑖)+

+𝑟2𝜆𝑃 (1, 𝑖− 2) + 𝑟2(𝑖− 1)𝜎𝑃 (1, 𝑖− 1) = 0,

𝜆𝑃 (0, 𝑖) + (𝑖+ 1)𝜎𝑃 (0, 𝑖+ 1)+

−(𝜆+ 𝜇+ 𝑖𝜎)𝑃 (1, 𝑖) + 𝑟0𝜆𝑃 (1, 𝑖− 1) + 𝑟0𝜆𝑃 (1, 𝑖− 1)+

+𝑟0𝑖𝜎𝑃 (1, 𝑖) + 𝑟1𝜆𝑃 (1, 𝑖− 1) + 𝑟1𝑖𝜎𝑃 (1, 𝑖) = 0.

(1)

Переходим к численному анализу.

3. Численный анализ

Чтобы получить pаспределение вероятностей числа заявок в источ-
нике повторных вызовов, следует рассмотреть систему (3) уравнений
Колмогорова для стационaрного распределения 𝑃 (𝑘, 𝑖).

Найдем решение 𝑉 (𝑘, 𝑖) системы (3) в виде алгоритма численной
реализации.

1. Полагаем что 𝑉 (0, 0) = 1.
2. Находим значение 𝑉 (1, 0):

𝑉 (1, 0) =
𝜆𝑉 (0, 0)

𝜇
.

3. Выбираем достаточно большое целое 𝑁 и полагаем, что 𝑖 = 1, 𝑁 ,
а 𝑉 (0, 𝑖) определяются реккурентным соотношением:

𝑉 (0, 𝑖) =
(𝜆+ 𝜇+ (𝑖− 1)𝜎𝑟2)𝑉 (1, 𝑖− 1)

𝑖𝜎
−

−𝜆(𝑉 (0, 𝑖− 1) + (𝑟0 + 𝑟1)𝑉 (1, 𝑖− 2))

𝑖𝜎
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4. Находим значения 𝑉 (1, 𝑖) для всех 𝑖 = 1, 𝑁 :

𝑉 (1, 𝑖) =
(𝜆+ 𝑖𝜎)𝑉 (0, 𝑖)− 𝑟2𝜆𝑉 (1, 𝑖− 2)− 𝑟2(𝑖− 1)𝜎𝑉 (1, 𝑖− 1)

𝜇
.

Определяем нормирующую величину:

𝑑 =

𝑁∑︁
𝑖=0

(𝑉 (0, 𝑖) + 𝑉 (1, 𝑖)).

Двумерное распределение вероятностей полагаем равным:

𝑃 (𝑘, 𝑖) =
1

𝑑
𝑉 (𝑘, 𝑖).

Величина 𝑁 выбирается из условия, что нормированное значение
вероятности 𝑃 (𝑁) достаточно мало, например, равняется величине ма-
шинного нуля.

Далее одномерное распределение 𝑃 (𝑖), можно определить равен-
ством:

𝑃 (𝑖) = 𝑃 (0, 𝑖) + 𝑃 (1, 𝑖)

которое численно решает поставленную задачу нахождения распреде-
ления вероятностей числа заявок в источник повторных вызовов.

Для заданных параметров, а именно 𝜇 = 1, 𝜆 = 0.7, 𝑁 = 1000, 𝑟0 =
0.8, 𝑟1 = 0.1, 𝑟2 = 1 − (𝑟0 + 𝑟1) распределение вероятностей 𝑃 (𝑖) числа
заявок в ИПВ для 𝜎 = {0.1, 0.05} имеет вид

Рис. 2. Распределения вероятностей числа заявок в ИПВ для 𝜎 = {0.1, 0.05}
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Заключение

В предложенной работе рассмотрена RQ-система (retrial queue) со
специальным протоколом случайного множественного доступа. Найде-
но распределение вероятностей числа заявок в источнике повторных
вызовов. Получен алгоритм численной реализации и построены гра-
фики распределения вероятностей числа заявок в ИПВ для заданных
значений параметров.
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