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ÈÒÌÌ � 2022

ËÎÊÀËÜÍÛÅ ÊÎÌÁÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ
ÄÎËÈ

Ì.À. Áàõ÷àåâà, Þ.Ã. Äìèòðèåâ

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Òîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

ã. Òîìñê, Ðîññèÿ

Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ êîìáèíèðîâàííûå îöåíêè äîëè, ÿâëÿþùè-
åñÿ âçâåøåííîé ñóììîé îáû÷íîé ýìïèðè÷åñêîé îöåíêè è àïðè-
îðíîé äîãàäêè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåêîòîðîãî çà-
äàííîãî çíà÷åíèÿ èñêîìîé äîëè, âûñêàçûâàåìîé èññëåäîâàòåëåì
èëè ýêñïåðòîì íà îñíîâàíèè ñâîåãî îïûòà è çíàíèé. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âîïðîñ îöåíêè îïòèìàëüíîãî âåñîâîãî êîýôôèöèåíòà
íà îñíîâàíèè ëîêàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé è ïîñòðîåíèÿ ëîêàëü-
íûõ àäàïòèâíûõ êîìáèíèðîâàííûõ îöåíîê äîëè. Àíàëèçèðóþò-
ñÿ ñâîéñòâà îöåíîê ïðè êîíå÷íîì îáúåìå íàáëþäåíèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àïðèîðíàÿ äîãàäêà, ëîêàëüíàÿ îöåíêà, êîì-
áèíèðîâàííàÿ îöåíêà, àäàïòèâíàÿ îöåíêà.

Ââåäåíèå

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âêëþ÷àåò â
ñåáÿ ðÿä ïðîáëåì, îäíà èç êîòîðûõ ýòî îöåíêà íåèçâåñòíîé äîëè îáúåê-
òîâ â ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì ïðèçíàêà. Øè-
ðîêîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå äàííàÿ ïðîáëåìà èìååò ìåñòî â çàäà÷àõ
îöåíêè è êîíòðîëå íàäåæíîñòè, îöåíêè è óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì ïðîäóê-
öèè è ò.ä. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáúåìà äîðîãîñòîÿùèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ èëè ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì îáúå-
ìå íàáëþäåíèé, ðàçóìíî ïðèâëåêàòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, êî-
òîðàÿ ìîæåò áûòü ðàçíîîáðàçíîé è èìåòü ðàçëè÷íûå èñòî÷íèêè ïîñòóï-
ëåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ëîêàëüíûå àäàïòèâíûå êîìáèíèðî-
âàííûå îöåíêè äîëè, ó÷èòûâàþùèå ñîâìåñòíî îáû÷íóþ ýìïèðè÷åñêóþ
îöåíêó è àïðèîðíóþ äîãàäêó â ôîðìå íåêîòîðîãî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ
èñêîìîé äîëè, êîòîðîå âûñêàçûâàåòñÿ èññëåäîâàòåëåì èëè ýêñïåðòîì
íà îñíîâàíèè ñâîåãî îïûòà è çíàíèé. Àíàëèçèðóþòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè-
÷åñêèå îøèáêè òàêèõ îöåíîê ïðè êîíå÷íîì îáúåìå íàáëþäåíèé. Óêà-
çûâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ëîêàëüíûå êîìáèíèðîâàííûå îöåíêè
ïðåäïî÷òèòåëüíåå îáû÷íîé ýìïèðè÷åñêîé îöåíêè.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ñòðóêòóðà îöåíêè

Ïóñòü èìååòñÿ êîíå÷íàÿ ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü îáúåìà N è ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì ïðîèçâîäèòñÿ âûáîðêà áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìà n èç
ýòîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ïîä P (B) áóäåì ïîíèìàòü äîëþ îáú-
åêòîâ â ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì B ïðèçíàêà.
Ïóñòü pa � àïðèîðíàÿ äîãàäêà, êîòîðàÿ âûñòóïàåò â êà÷åñòâå âîçìîæ-
íîãî çíà÷åíèÿ äîëè P = P (B). Òðåáóåòñÿ îöåíèòü äîëþ îáúåêòîâ â
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì ïðèçíàêà, ó÷èòûâàÿ

ñîâìåñòíî ýìïèðè÷åñêóþ îöåíêó P̂ =

n∑
i=1

IB(Xi) è pa, çäåñü IB(Xi) � èí-

äèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ 1, åñëè ó îáúåêòà Xi ïðèçíàê ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå B.

Ñëåäóÿ ðàáîòàì [1, 2, 4, 4, 5], ðàññìîòðèì êîìáèíèðîâàííóþ îöåíêó
äîëè

P̂λ = (1− λ)P̂ + λpa, (1)

ãäå îïòèìàëüíûé âåñîâîé êîýôôèöèåíò λ âûáðàí èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè (ÑÊÎ) S2(λ) = M [P̂λ − P ]2 è îïðåäåëÿ-
åòñÿ âûðàæåíèåì

λ = λ(P ) =

(
1 + n

(P − pa)
2

P (1− P )N−n
N−1

)−1

=

(
1 + n

∆2

σ2

)−1

, (2)

Çäåñü σ2 = P (1−P )N − n

N − 1
, ∆ = P −pa � âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ àïðèîð-

íîé äîãàäêè îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ èñêîìîé äîëè. Îïòèìàëüíûé âåñî-
âîé êîýôôèöèåíò λ èçìåíÿòñÿ â ïðåäåëàõ 0 < λ ≤ 1 è ïîêàçûâàåò, êàêîå
âëèÿíèå îêàçûâàåò êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â êîìáèíèðîâàííîé îöåíêå.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1) ìèíèìóì ÑÊÎ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

S2 =M [P̂ −P ]2− [M(P̂ − P )2]2

DP̂ + (P − pa)2
= DP̂ − (DP̂ )2

DP̂ +∆2
= (1−λ)σ2/n, (3)

ãäå äèñïåðñèÿ DP̂ = P (1−P )(N −n)/(N − 1)n õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü
îöåíêè P̂ , à êîýôôèöèåíò (1− λ) ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç óìåíüøà-
åòñÿ ÑÊÎ êîìáèíèðîâàííîé îöåíêè (1) ïî ñðàâíåíèþ ñ P̂ .

Âåëè÷èíà (DP̂ )2/(DP̂ + ∆2) â (3) çàäàåò âûèãðûø â òî÷íîñòè îöå-
íèâàíèÿ çà ñ÷åò ïðèâëå÷åíèÿ àïðèîðíîé äîãàäêè pa ïðè îïòèìàëüíîì
λ, åñëè èñõîäíîé îöåíêîé ÿâëÿåòñÿ P̂ .
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2. Ëîêàëüíûå àïïðîêñèìàöèè âåñîâîãî êîýôôèöèåíòà

Íåçíàíèå îïòèìàëüíîãî êîýôôèöèåíòà λ â (2) çàòðóäíÿåò ïðàêòè-
÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå êîìáèíèðîâàííîé îöåíêè (1). Âûõîäîì èç ýòîãî
ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå òîé èëè èíîé îöåíêè âåñîâîãî êîýôôè-
öèåíòà è ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíîé êîìáèíèðîâàííîé îöåíêè. Ðàññìîòðèì
ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ëîêàëüíîé àïïðîêñèìàöèè λ, è èçó÷èì âîïðîñ,
ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ëîêàëüíûå àäàïòèâíûå êîìáèíèðîâàííûå îöåíêè
ÿâëÿþòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå îáû÷íîé îöåíêè P̂ ïî âåëè÷èíå ÑÊÎ.

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ àïïðîêñèìàöèþ âåñîâîãî êîýôôèöèåíòà (2) â
îêðåñòíîñòè àïðèîðíîé äîãàäêè pa. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Òåéëîðà, ïî-
ëó÷èì

λT (P ) = 1− n
N − 1

N − n

(P − pa)
2

pa(1− pa)
+Rn,

ãäå Rn - îñòàòî÷íûé ÷ëåí. Ïðåíåáðåãàÿ Rn, ïîëó÷èì ïåðâûé ëîêàëüíûé
âåñîâîé êîýôôèöèåíò

λ1 = 1− n
N − 1

N − n

(P − pa)
2

pa(1− pa)
. (4)

Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ λ1 èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ 0 < λ1 ≤ 1, åñëè
âûïîëíåíî óñëîâèå

P ∈

(
pa −

√
pa(1− pa)(N − n)

n(N − 1)
; pa +

√
pa(1− pa)(N − n)

n(N − 1)

)
Äàííîìó êîýôôèöèåíòó ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíàÿ êîìáèíèðîâàííàÿ
îöåíêà P̂λ1

= P̂ − λ1(P̂ − pa) ñ ÑÊÎ â âèäå

S2
λ1

= (1− λ1)
2σ2/n+ λ1

2(P − pa)
2. (5)

Ðàññìîòðèì îöåíêó P̃ , êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò P̂ òîëüêî òåì, ÷òî P̃ = pa
ïðè P̂ = 0 èëè 1. Çàìåíÿÿ â (4) íåèçâåñòíîå P íà P̃ , ïîëó÷èì îöåíêó
ëîêàëüíîãî âåñîâîãî êîýôôèöèåíòà λ1

λ̂1 = 1− n
N − 1

N − n

(P̃ − pa)
2

pa(1− pa)

è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ïåðâóþ ëîêàëüíóþ àäàïòèâíóþ êîìáèíèðîâàí-
íóþ îöåíêó P̂1 = P̂ − λ̂1(P̂ − pa). ÑÊÎ ýòîé îöåíêè ìîæíî âû÷èñëèòü,
èñïîëüçóÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé çàêîí, ïî êîòîðîìó ðàñïðåäåëåíî nP̂ :

πk = P{nP̂ = k} =
(NP )![N(1− P )]!n!(N − n)!

k!(NP − k)!(n− k)![N(1− P )− (n− k)]!N !
, k = 0, n.
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S2
1 =M [P̂1 − P ]2 =

n∑
k=0

[Ψ1(k, n, pa, N)− P ]2πk, (6)

ãäå Ψ1(k, n, pa, N) = pa + n
N − 1

N − n

(k/n− pa)
3

pa(1− pa)
.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ëîêàëüíûé âåñîâîé êîýôôèöèåíò â âèäå

λ2 = 1− n
N − 1

N − n
(P − pa)

2pa(1− pa)

è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó âòîðóþ ëîêàëüíóþ êîìáèíèðîâàííóþ îöåíêó
P̂λ2

= P̂ −λ2(P̂ −pa). ÑÊÎ äàííîé îöåíêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì
âèäå

S2
λ2

= (1− λ2)
2σ2/n+ λ2

2(P − pa)
2. (7)

Çàìåíÿÿ íåèçâåñòíîå P íà P̃ , ïîëó÷àåì îöåíêó λ̂2 = 1 − n
N − 1

N − n
(P̃ −

pa)
2pa(1− pa) âåñîâîãî êîýôôèöèåíòà λ2 è âòîðóþ ëîêàëüíóþ àäàïòèâ-

íóþ êîìáèíèðîâàííóþ îöåíêó P̂2 = P̂−λ̂2(P̂−pa). ÑÊÎ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â ñëåäóþùåì âèäå

S2
2 =M [P̂2 − P ]2 =

n∑
k=0

[Ψ2(k, n, pa, N)− P ]2πk, (8)

ãäå Ψ2(k, n, pa, N) = pa + n
N − 1

N − n
(k/n− pa)

3pa(1− pa).

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ÑÊÎ îöåíîê ââåäåì îòíîøåíèÿ

Eλ1
=
S2
λ1

DP̂
,E1 =

S2
1

DP̂
,Eλ2

=
S2
λ2

DP̂
,E2 =

S2
2

DP̂
.

Ôîðìóëû (5)�(8) ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèÿ îòíîøåíèé ÑÊÎ â çà-
âèñèìîñòè îò çíà÷åíèé P, n, pa, N . Äàííûå âåëè÷èíû ïîçâîëÿþò âûäå-
ëèòü èíòåðâàëû çíà÷åíèé P , ïðè êîòîðûõ ýòè îòíîøåíèÿ ìåíüøå åäè-
íèöû. Íàëè÷èå òàêèõ èíòåðâàëîâ äëÿ P ñîâìåñòíî ñ îáúåìîì ãåíåðàëü-
íîé ñîâîêóïíîñòè N , îáúåìîì âûáîðêè n è çíà÷åíèÿìè pa óêàçûâàþò
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ëîêàëüíûå àäàïòèâíûå êîìáèíèðîâàííûå îöåíêè
ïðåäïî÷òèòåëüíåå îáû÷íîé îöåíêè P̂ ïî âåëè÷èíå ÑÊÎ. Ðåçóëüòàò äëÿ
ðàçëè÷íûõ ëîêàëüíûõ êîìáèíèðîâàííûõ îöåíîê è èõ àäàïòàöèé ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå ãðàôèêîâ íà ðèñ.1-4.

Ðèñ.1 è ðèñ.2 ïîêàçûâàþò ñðàâíåíèå ÑÊÎ ïåðâîé ëîêàëüíîé îöåíêè ñ
ýìïèðè÷åñêîé îöåíêîé ïðè ðàçëè÷íîì îáúåìå íàáëþäåíèé n = 1, 2, 3, 4,
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N = 40 è pa = 0.5 (êîìáèíèðîâàííàÿ îöåíêà � ñëåâà, àäàïòèâíàÿ �
ñïðàâà, îïòèìàëüíàÿ � ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)

Ðèñ. 1. Ñðàâíåíèå ÑÊÎ ïåðâîé ëî-
êàëüíîé îöåíêè ñ ýìïèðè÷åñêîé îöåí-
êîé

Ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå ÑÊÎ ïåðâîé ëî-
êàëüíîé àäàïòèâíîé îöåíêè ñ ýìïèðè-
÷åñêîé

Ðèñ.3 è ðèñ.4 ïîêàçûâàþò ñðàâíåíèå ÑÊÎ âòîðîé ëîêàëüíîé îöåí-
êè ñ ýìïèðè÷åñêîé îöåíêîé ïðè ðàçëè÷íîì îáúåìå íàáëþäåíèé n =
1, 4, 8, 12, 16, N = 40 è pa = 0.5 (êîìáèíèðîâàííàÿ îöåíêà � ñëåâà, àäàï-
òèâíàÿ � ñïðàâà, îïòèìàëüíàÿ � ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)

Ðèñ. 3. Ñðàâíåíèå ÑÊÎ âòîðîé ëî-
êàëüíîé îöåíêè ñ ýìïèðè÷åñêîé îöåí-
êîé

Ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå ÑÊÎ âòîðîé ëî-
êàëüíîé àäàïòèâíîé îöåíêè ñ ýìïèðè-
÷åñêîé
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû ëîêàëüíûå êîìáèíèðîâàííûå îöåíêè äî-
ëè, ïðîàíàëèçèðîâàíû èõ òî÷íîñòè ïî âåëè÷èíå ÑÊÎ ïðè êîíå÷íîì îáú-
åìå íàáëþäåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ëîêàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ â îêðåñòíîñòè
àïðèîðíîé äîãàäêè ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû Òåéëîðà äàåò õîðîøèé ðå-
çóëüòàò äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ çíà÷åíèé âåñîâîãî êîýôôèöèåíòà, â òî âðåìÿ
êàê ëîêàëüíàÿ àäàïòèâíàÿ îöåíêà äàåò ðåçóëüòàò òîëüêî ïðè íåáîëü-
øîì îáúåìå íàáëþäåíèé, à ïðè âîçðàñòàíèè îáúåìà íàáëþäåíèé èìååò
áîëüøóþ ïîãðåøíîñòü èç-çà íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè âåñîâîãî
êîýôôèöèåíòà.

Âòîðàÿ ëîêàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîêàçûâàåò ïðèåìëåìûå ðåçóëü-
òàòû êàê äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, òàê è äëÿ âûáîðî÷íûõ, îêàçû-
âàÿñü äîñòàòî÷íî áëèçêî ê îïòèìàëüíîé îöåíêå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
ñ ðîñòîì îáúåìà íàáëþäåíèé ñóæàåòñÿ èíòåðâàë çíà÷åíèé P , ãäå äàí-
íûå îöåíêè ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïî âåëè÷èíå ÑÊÎ îáû÷íîé ýìïèðè÷åñêîé
îöåíêè.
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