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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ
ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÌÎ Ñ

ÊÀÒÀÑÒÐÎÔÀÌÈ

Â.Â. Ðîìàíîâ, È.Ë. Ëàïàòèí, Â.È. Áðîíåð

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Òîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

ã. Òîìñê, Ðîññèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ
íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ, ïðîñòåéøèì âõîäÿùèì ïî-
òîêîì è ïîêàçàòåëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëó-
æèâàíèÿ êàæäîãî çàïðîñà. Êðîìå ïîòîêà çàïðîñîâ, êîòîðûå òðå-
áóþò îáñëóæèâàíèÿ, íà âõîä ñèñòåìû ïîñòóïàåò ïîòîê îòðèöà-
òåëüíûõ çàÿâîê. Ïðè ïîñòóïëåíèè îòðèöàòåëüíîé çàÿâêè ñ çà-
äàííîé âåðîÿòíîñòüþ çàÿâêè íà îáñëóæèâàíèè ïðåêðàùàþò îá-
ðàáîòêó è òåðÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, îòðèöàòåëüíàÿ çàÿâêà â
ìîìåíò ïðèõîäà ïðèâîäèò ê ïîòåðå ñëó÷àéíîãî ÷èñëà çàïðîñîâ â
ñèñòåìå, êîòîðàÿ è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê òåðìèí "êàòàñòðîôà".
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äàííîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííûé àë-
ãîðèòì ðåøåíèÿ óñå÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé è èìèòàöèîííîå
ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ íàõîäÿòñÿ
âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, òåîðèÿ
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, îòðèöàòåëüíûå çàÿâêè, èìèòàöèîí-
íîå ìîäåëèðîâàíèå, íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ïðèáîðîâ.

Ââåäåíèå

Ñèñòåìû ìàññîîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïðè-
áîðîâ ÿâëÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ðàáîòû, íàïðèìåð, ôèíàíñî-
âûõ, ñðàõîâûõ îðãàíèçàöèé [1, 2, 3], à òàêæå âû÷èñëèòåëüíû ñèñòåì, â
êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ ïàðàëëåëüíîå èñïîëíåíèå áîëüøîãî ÷èñëà ïðîöåñ-
ñîâ. Ìîäåëÿì òàêîãî êëàññà ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàáîò [4, 5].
Ïðè ýòîì â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ
ïîÿâèëîñü ïîíÿòèå îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê [6]. Íàëè÷èå â ìîäåëè îòðè-
öàòåëüíûõ çàÿâîê ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü äåñòàáèëèçèðóþùèå ôàêòîðû,
òàêèå êàê âíåçàïíûå ñáîè, ïîïàäàíèå âèðóñà, ïîòåðÿ ïàêåòà äàííûõ
è äðóãèå. Â êëàññè÷åñâîì ïîíèìàíèå îòðèöàòåëüíàÿ çàÿâêà âûòåñíÿåò

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Òîìñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâðñèòåòà (Ïðèîðèòåò 2030)
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èç ñèñòåìû îäíó ïîëîæèòåëüíóþ çàÿâêó. Â äàëüíåéøåì ïîíÿòèå áûëî
îáîáùåíî è íà ñëó÷àé òàê íàçûâàåìûõ êàòàñòðîô, ïðè êîòîðîì íàñòóï-
ëåíèå ñîáûòèÿ â ïîòîêå îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê âûòåñíÿåò ñðàçó ãðóïïó
èëè âîîáùå âñå çàÿâêè òèç ñèòåìû [7]. Â ïðåäëîæåííîé ðàáîòå äàí-
íûé ïîäõîä ïðèìåíåí ê ñèñòåìå íå ñ î÷åðåäüþ, à ñ áåêîíå÷íûì ÷èñëîì
ïðèáîðîâ. Ïðèìåðàìè êàòàñòðîô â òàêèõ ñèñòåìàõ ìîãóò áûòü çàïóñêè
âðåäîíîñíûõ ïðîãðàìì, êîòðûå ìîãóò îñòàíîâèòü èëè èñïîðòèòü ñðà-
çó áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðîöåññîâ. Â ñòðàõîâîì äåëå ïîä êàòàñòðîôà-
ìè ìîæíî ïîíèìàòü òàêèå ñîáûòèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê íàñòóïëåíèþ
ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ ó ìíîãèõ êëèåòîâ. Ó÷åò òàêèõ ôàêòîðîâ â ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò ïðè èññëåäîâàíèè äåëàòü âûâîä î õàðàêòåðå
âëèÿíèÿ ÷àñòîòû è ìàñøòàáà êàòàñòðîô íà õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìàññîâãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñ-
ëîì ïðèáîðîâ, íà âõîä êîòîðîé ïîñòóïàåò ïðîñòåéøèé ïîòîê ïîëîæè-
òåëüíûõ çàÿâîê ñ èíòåíñèâíîéòüþ λ è ïðîñòåéøèé ïîòîê îòðèöàòåëü-
íûõ çàÿâîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ γ. Ïîëîæèòåëüíàÿ çàÿâêà, ïîïàäàÿ â ñè-
òåìó, íà÷èíàåò îáñëóæèâàíèå â òå÷åíèå ñëó÷àéíîãî âðåìåíè, ðàñïðå-
äåëåííîãî ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì µ. Îòðèöàòåëüíàÿ
çàÿâêà, ïîïàäàÿ â ñèñòåìó, ñ âåðîÿíîñòüþ (1 − r) íåçàâèñèìî äëÿ êàæ-
äîé ïîëîæèòåëüíîé çàÿâêè â ñèñòåìå îñòàíàëèâàåò åå îáëóæèâàíèå è
âûòåñíÿåò èç ñèñòåìû (Ðèñóíîê 1).

Ðèñ. 1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç i(t) � ÷èñëî çàíÿòûõ ïðèáîðîâ â ìîìåíò âðåìåíè
t. Ïðîöåññ i(t) � ìàðêîâñêèé. Ñîîòâåòñòâåííî Pi(t) � âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t çàíÿòî i ïðèáîðîâ. Ñîñòàâèì ïðÿìóþ
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ñèñòåìó óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé Pi(t)
è ïåðåéäåì ê ñèòåìå óðàâíåíèé äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé Pi

i = 0 :

−λP0 + P1µ+

N∑
k=1

Pkγ(1− r)k = 0, (1)

1 ≤ i ≤ ∞ :

−(λ+ iµ+ γ(1− ri))Pi + Pi+1µ(i+ 1)+

+Pi−1λ+ γ

∞∑
k=1

Pi+kC
i
i+kr

i(1− r)k = 0. (2)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî óðàâíåíèé è íåòðèâè-
àëüíà äëÿ ðåøåíèÿ.

2. ×èñëåííîå ðåøåíèå

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè ðàñïðåäåëåíèÿ Pi ðàññìîòðèì ìîäåëü ñ
îãðàíè÷åííûì, íî äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì ïðèáîðîâ N . Òîãäà ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä.

i = 0 :

−λP0 + P1µ+

N∑
k=1

Pkγ(1− r)k = 0, (3)

1 ≤ i ≤ N − 1 :

−(λ+ iµ+ γ(1− ri))Pi + Pi+1µ(i+ 1)+

+Pi−1λ+ γ

N−i∑
k=1

Pi+kC
i
i+kr

i(1− r)k = 0, (4)

i = N

:
−(Nµ+ γ(1− rN ))PN + PN−1λ = 0. (5)

Äëÿ ðåøåíèÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû (3),(4),(5) áóäåì èñïîëüçîâàòü îá-
ðàòíûé ðåêóððåíòíûé ìåòîä. Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè çàäàäèì íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå PN = 1 è íàéäåì çíà÷åíèå PN−1 èç óðàâíåíèÿ (5). Äàëåå
ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ èç (4) íàõîäèì Pi. Ïîñëå ìû
ïðîâåðÿåì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïóò¼ì ïîäñòàíîâêè P0 è P1 â óðàâíåíèå
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(3). Ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìû áðàëè PN = 1,
òî íåîáõîäèìî åùå âûïîëíèòü íîðìèðîâêó ïîëó÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
� ñóììà åãî çíà÷åíèé äîëæíà ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå.

Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ òîãî, ÷òî ïðè âûáîðå äîñòàòî÷íîãî çíà÷åíèÿ N
ðåøåíèå ñèñòåìû (3), (4), (5) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àïïðîêñèìàöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé èñõîäíîé ìîäåëè áûëà ðàçðàáî-
òàíà è ðåàëèçîâàíà èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü. Ðåçóëüòàòû åå ðàáîòû èñ-
ïîëüçóþòñÿ â ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ.

3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Äëÿ ÷èñëåííîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðàáîòó âû÷èñëèòåëüíîãî ïðî-
öåññîðà. Ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ íîâûõ çàäà÷ íà ïðîöåññîð îáðàçóþò ïðî-
ñòåéøèé ïîòîê ñ ïàðàìåòðîì λ = 15. Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çàäà÷è ðàñïðå-
äåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì µ = 3. Ìîìåíòû çàïóñêà âðåäî-
íîñíûõ ïðîãðàìì îáðàçóþò ïðîñòåéøèé ïîòîê ñ ïàðàìåòðîì γ = 0.1.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïîëíÿåìàÿ çàäà÷à íå ïîïàä¼ò ïîä âîçäåéñâèå
âðåäîíîñíîé ïðîãðàììû r = 0.5.

Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå áóäåì ñðàâíèâàòü ðàñïðåïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé (PN), íàéäåííîå ÷èñëåííûì àëãîðèòìîì, ñ ýìïèðè÷åñêèì
ðàñïðåäåëåíèåì (PS), ïîëó÷åííûì ïðè ïîìîùè èìèòàöèîííîé ìîäåëè.
∆ � ðàññòîÿíèå Êîëìîãîðîâà ìåæäó ýòèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Äëÿ ïåâîãî ïðèìåðà âîçüìåì â ÷èñëåííîì àëãîðèòìåN = 8 (Ðèñóíîê
2). Â äàííîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå Êîëìîãîðîâà ðàâíÿåòñÿ 0.065.

Ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå ãðàôèêîâ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà çàíÿòûõ ïðè-
áîðîâ äëÿ N = 8



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áåñêîíå÷íîëèíåéíîé ÑÌÎ ñ êàòàñòðîôàìè 111

Êàê âèäíî ïî ãðàôèêó è çíà÷åíèþ ðàññòîÿíèÿ Êîëîìîãîðîâà çíà÷å-
íèå N âûáðàíî íåäîñòàò÷íî áîëüøèì.

Íèæå ïðåäñòàâëåí ãðàôèê, ïðè ïîñòðîåíèè êîòîðîãî â ÷èñëåííîì
àëãîðèòìå N = 18. Â äàííîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå Êîëìîãîðîâà ðàâíÿåòñÿ
0.00213 (Ðèñóíîê 3),

Ðèñ. 3. Ñðàâíåíèå ãðàôèêîâ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà çàíÿòûõ ïðè-
áîðîâ äëÿ N = 18

4. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðàíè-
÷åííûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ è ïîòîêîì îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê, êîòîðûå
âûòåñíÿþò ñëó÷àéíîå ÷èñëî çàÿâîê èç ñèñòåìû. Òàêîå ñîáûòèå íàçâàíî
êàòàñòðîôîé. Òàêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü äåñòðóêòèâíûå ôàê-
òîðû ïðè ðàáîòå, íàïðèìåð, âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññîðà. Çàìåòèì, ÷òî
ïîòîê îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê (êàòàñòðîô) îïðåäåëåÿòñÿ äâóìÿ ïàðàìåò-
ðàìè � ÷àñòîòà íàñòóïëåíèÿ êàòàñòðîô è èõ ìàñøòàá. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïðîñëåäèòü êàê âëèÿåò èçìåíåíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ íà õàðàêòåðèñòèêè
ñèñòåìû.

Äëÿ àïïðîêèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà çàíÿòûõ ïðè-
áîðîâ áûëî ïðåäëîæåíî ðåøàòü óñå÷åííóþ ñèòåìó óðàâíåíèé îáðàòíûì
ðåêóððåíòíûì ìåòîäîì. ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü âîçìîæíîñòü ïðè-
ìåíåíèÿ àïïðîêñèìàöèè áûëà ðàçðàáîòàíà èìèòàöèííàÿ ìîäåëü. Ñòîèò
îòìåòèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ èìèòàöèîííîé ìîäåëè ìû ñìîæåì íàõîäèòü è
äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëè.
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