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Введение 

Теория массового обслуживания (ТМО) зародилась в двадцатом веке как наука, 

позволяющая строить и изучать математические модели быстроразвивающихся теле-

коммуникационных систем. Впоследствии эти математические модели и сама теория 

получили широкое применение в компьютерных сетях, что в эпоху развития и популя-

ризации информационных технологий крайне важно. ТМО изучает системы, а точнее, 

их математические модели, в которых рассматривается, в частности, поведение входя-

щего потока случайных событий, а также результат работы этой системы. 

В большинстве случаев сам поток случайных событий является ничем иным, как 

целочисленным случайным процессом, а для иных потоков вводится понятие сопро-

вождающего процесса, изучение которого и позволяет сделать выводы об исходном 

потоке. Примерами таких потоков, для которых вводится понятие сопровождающего 

процесса, являются дважды стохастические потоки, характеризующиеся случайностью 

моментов времени наступления событий и тем, что сопровождающий процесс (интен-

сивность) является принципиально ненаблюдаемым случайным процессом. Модель 

дважды стохастического потока событий является наиболее адекватной математиче-

ской моделью реальных информационных потоков запросов в современных телеком-

муникационных системах, спутниковых сетях связи, глобальных компьютерных сетях. 

Дважды стохастические потоки можно разделить на два класса: первый класс со-

ставляют потоки, интенсивность которых есть непрерывный случайный процесс [1]; 

второй – потоки, интенсивность которых есть кусочно-постоянный случайный процесс 

с конечным числом состояний [2–4]. 

Большинством авторов работ по ТМО исследования проводятся в условиях, когда 

все события входящего потока доступны наблюдению. Однако в реальности зареги-

стрированное событие может создать период мѐртвого времени для регистрирующего 

прибора, в течение которого другие события потока становятся недоступными для 

наблюдения (теряются) [5]. Можно считать, что мѐртвое время выступает искажающим 

фактором при решении различного рода задач оценивания как состояний потока, так и 

его параметров по моментам времени наступления событий в наблюдаемом потоке. В 

работах [6,7], например, решены задачи оценивания длительности мѐртвого времени, 

когда наступившие в течение периода мѐртвого времени события не вызывают его про-

дления (непродлевающееся мѐртвое время). Мѐртвое время может иметь фиксирован-

ную длительность, либо быть случайным. 

В данной работе рассматривается обобщѐнный асинхронный поток случайных со-

бытий с двумя состояниями, функционирующий в условиях продлевающегося мѐртвого 
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времени и относящийся ко второму классу дважды стохастических потоков. Предпола-

гается, что мѐртвое время имеет фиксированную длительность. Построена имитацион-

ная модель изучаемого дважды стохастического потока событий, на которой выполне-

ны статистические эксперименты с целью проверки работоспособности имитационной 

модели. 

1. Математическая модель потока 

Рассматривается обобщѐнный асинхронный поток событий [8], являющийся, в об-

щем случае, коррелированным дважды стохастическим потоком [9,10]. 

Сопровождающий процесс данного потока λ(t) является принципиально ненаблю-

даемым кусочно-постоянным случайным процессом с двумя состояниями S1 и S2; будем 

говорить, что имеет место состояние Si процесса λ(t), если   it   , 1,2i  , 

1 2 0    . Длительность пребывания процесса λ(t) в состоянии Si является случайной 

величиной с функцией распределения α
( ) 1 i

i

t
F t e


  , 0t  , 1,2i  . В течение времени 

пребывания процесса λ(t) в состоянии S1 имеет место пуассоновский поток событий с 

параметром λ1; в течение времени пребывания процесса λ(t) в состоянии S2 имеет место 

пуассоновский поток событий с параметром λ2. В момент перехода сопровождающего 

случайного процесса λ(t) из состояния S1 в состояние S2 с вероятностью p ( 0 1p  ) 

инициируется дополнительное событие потока в состоянии S2 (сначала переход из S1 в 

S2, затем наступление дополнительного события в S2). Аналогично при переходе про-

цесса λ(t) из состояния S2 в состояние S1 с вероятностью q ( 0 1q  ) инициируется до-

полнительное событие потока в состоянии S1 (сначала переход из S2 в S1, затем наступ-

ление дополнительного события в S1). 

Матрицы инфинитезимальных характеристик сопровождающего процесса λ(t)  

имеют вид [11]: 
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Элементами матрицы D1 являются интенсивности переходов процесса λ(t) из со-

стояния в состояние с наступлением события потока. Недиагональные элементы мат-

рицы D0 − интенсивности переходов процесса λ(t) из состояния в состояние без наступ-

ления события потока. Диагональные элементы матрицы D0 − интенсивности выхода 

процесса λ(t) из своих состояний, взятые с противоположным знаком. 

Будем считать, что обобщѐнный асинхронный поток событий функционирует в 

стационарном режиме в условиях неполной наблюдаемости. В момент наступления 

каждого события потока наступает период ненаблюдаемости событий фиксированной 

длительности Т (мѐртвое время), так что другие события, наступившие в течение вре-

мени Т, недоступны наблюдению. 

Каждое событие, ненаблюдаемое в течение периода мѐртвого времени, вызывает 

продление периода ненаблюдаемости на ту же величину T, так что наблюдаться будет 

лишь то событие, которое наступило после окончания последнего периода ненаблюда-

емости (продлевающееся мѐртвое время). Таким образом, общий период ненаблюдае-

мости является случайной величиной. 

На рис. 1 приведена схема одной из реализаций наблюдаемого потока и сопровож-

дающего процесса λ(t), где Si, 1,2i   − состояния процесса λ(t); 1 2, ,...t t  − моменты вре-

мени наступления событий в наблюдаемом потоке. Наблюдаемые события обозначены 

незакрашенными кружками, а ненаблюдаемые события, т.е. недоступные наблюдению 

из-за наличия мѐртвого времени, обозначены закрашенными кружками. Штриховкой 

обозначен период ненаблюдаемости. Случайная величина ξ − общий период ненаблю-

даемости – принимает значения 1 2, ,...  . 
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Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 

2. Имитационное моделирование 

Имитационное моделирование представляет собой метод исследования, при кото-

ром изучаемая система заменяется моделью, с достаточной степенью точности описы-

вающей реальную систему (процессы в ней описаны так, как они происходили бы в 

реальной системе). С данной моделью проводится ряд экспериментов, преследующих 

цель получить информацию о моделируемой системе. 

Такая модель может быть "проиграна" во времени, как единожды (для одного экс-

перимента), так и множественно (в случае, если число экспериментов более одного). 

При этом результаты будут определяться случайным характером процессов. Получен-

ные в результате моделирования данные позволяют получить достаточно устойчивую 

статистику. Экспериментирование с моделью называют имитацией. 

Имитация есть исследование явления без использования экспериментов с реаль-

ным объектом. Построение имитационной модели обобщѐнного асинхронного потока 

выполнено с помощью метода обратных функций [7]. 

В рассматриваемой модели длительность пребывания процесса λ(t) в состоянии Si 

рассчитывается по формуле  
1

ln 1
i

 


X , 1,2i  ; длительность интервала между мо-

ментами наступления событий в состоянии Si рассчитывается по формуле 

 
1

ln 1
i

 


X , 1,2i  ; X – равномерно распределѐнная на интервале [0,1) случайная 

величина. 

Для получения численных результатов разработана программа имитационного мо-

делирования обобщѐнного асинхронного потока событий, функционирующего в усло-

виях продлевающегося мѐртвого времени фиксированной длительности. Программа 

реализована на языке программирования C# с использованием технологии WPF 

(Windows Presentation Foundation) и библиотеки Math.NET Numerics. 

3. Блок-схема 

На рис. 2.1, 2.2 приведена блок-схема алгоритма имитационного моделирования 

обобщѐнного асинхронного потока событий в условиях продлевающегося мѐртвого 

времени фиксированной длительности. На рисунках приведены следующие обозначе-

ния: 
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Tm – значение времени моделирования, 

T − значение длительности мѐртвого времени, 

X − значение случайной величины, равномерно распределѐнной на интервале [0;1), 

αi, λi ( 1,2i  ), p, q − параметры потока, 

Ttek − текущее время в процессе моделирования, 

S – состояние, в котором находится процесс в момент времени Ttek, 

t − вспомогательная переменная, 

d_t − момент времени окончания периода мѐртвого времени. 

Результатом работы имитационной модели является последовательность моментов 

времени наступления событий в наблюдаемом потоке 
1 2, ,..., ,...kt t t . 

 

Рис. 2.1. Блок-схема алгоритма имитационного моделирования обобщѐнного асинхронного потока событий 

в условиях продлевающегося мѐртвого времени фиксированной длительности (часть 1) 
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Рис. 2.2. Блок-схема алгоритма имитационного моделирования обобщѐнного асинхронного потока событий 
в условиях продлевающегося мѐртвого времени фиксированной длительности (часть 2) 

На рис. 3 представлен скриншот программы, реализующей имитационную модель. 
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Рис. 3. Скриншот программы, реализующей имитационную модель 

4. Результаты статистических экспериментов 

Для установления работоспособности построенной имитационной модели прове-

дем ряд экспериментов. 

Пусть τ – с.в. − длительность интервала между событиями в наблюдаемом потоке, 

1k k kt t    − значение длительности интервала между соседними событиями в наблю-

даемом потоке, η – с.в. − длительность интервала между событиями в исходном потоке, 

1k k kt t   − значение длительности интервала между соседними событиями в исход-

ном потоке, ξ – с.в. – длительность общего периода ненаблюдаемости. 

В каждом эксперименте необходимо определить: 

1) выборочное среднее длительности интервала между соседними событиями в 

наблюдаемом потоке 
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2) выборочное среднее длительности интервала между соседними событиями в ис-

ходном потоке 
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3) выборочное среднее длительности общего периода ненаблюдаемости 
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где N − количество опытов, mj − количество интервалов между соседними событиями в 

наблюдаемом потоке в j-м опыте, nj − количество интервалов между соседними собы-

тиями в исходном потоке в j-м опыте; rj − количество периодов ненаблюдаемости в j-м 

опыте. 

ЭКСПЕРИМЕНТ 1 – установление стационарного режима. В данном эксперименте 

фиксируется число опытов N, которые производятся с имитационной моделью; время 

моделирования Tm, в течение которого эти опыты произведены (время наблюдения за 
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потоком), изменяется. Значения исходных данных для имитационной модели представ-

лены в табл. 1. 

Таблица 1 

Исходные данные для первого эксперимента 

1λ 0.8  2λ 0.7  

1α 0.1  2α 0.3  

0.5p   0.5q   

1000N   0.1T   

 

Численные результаты, полученные в результате работы имитационной модели, 

приведены в табл. 2. В первой строке таблице указано время моделирования Tm 

(ед. времени); во второй строке − выборочное среднее длительности интервала между 

соседними событиями в исходном потоке  M̂ η ; в третьей строке – выборочное сред-

нее длительности интервала между соседними событиями в наблюдаемом потоке 

ˆ ( )M τ ; в четвѐртой строке – выборочное среднее общего периода 

ненаблюдаемости ˆ ( )M ξ . 

Таблица 2 

Численные результаты первого эксперимента 

Tm 100 150 200 … 850 900 950 1000 

 M̂ η  1.1714 1.1826 1.1769 … 1.1760 1.1768 1.1774 1.1761 

ˆ ( )M τ  1.2775 1.2870 1.2788 … 1.2811 1.2811 1.2813 1.2805 

ˆ ( )M ξ  0.1043 0.1044 0.1043 … 0.1044 0.1044 0.1043 0.1044 

 

Графики, построенные на основе данных из табл. 2 и представленные на рис. 4−6, 

демонстрируют сходимость значений оценок ˆ ( )M τ ,  M̂ η , ˆ ( )M ξ  к некоторым посто-

янным величинам. 

 

Рис. 4. График зависимости  M̂ η  от времени моделирования Tm 

 

Рис. 5. График зависимости ˆ ( )M τ  от времени моделирования Tm 
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Рис. 6. График зависимости ˆ ( )M ξ  от времени моделирования Tm 

Анализируя результаты, приведѐнные в табл. 2 и на рис. 4−6, можно заключить, 

что стационарный режим устанавливается при количестве опытов 900N  . 

ЭКСПЕРИМЕНТ 2. В данном эксперименте фиксируется число опытов 1000N   и 

время моделирования 1000mT   ед. времени; значение длительности мѐртвого времени 

изменяется. Значения исходных данных для имитационной модели представлены в 

табл. 3. 

Таблица 3 

Исходные данные для второго эксперимента 

1λ 0.8  2λ 0.7  

1α 0.1  2α 0.3  

0.5p   0.5q   

1000mT   1000N   

 

Численные результаты, полученные в результате работы имитационной модели, 

приведены в табл. 4, которая организована аналогично табл. 2. 

Таблица 4 

Численные результаты второго эксперимента 

T 0.1 0.2 0.3 … 1.7 1.8 1.9 2 

 M̂ η  1.1755 1.1808 1.1822 … 1.1754 1.1823 1.1827 1.1828 

ˆ ( )M τ  1.2818 1.4013 1.5211 … 4.9907 5.4163 5.9041 6.4260 

ˆ ( )M ξ  0.1045 0.2182 0.3409 … 1.2546 3.9931 4.4064 4.9315 

 

Рис. 7. График зависимости  M̂ η  от значения длительности мѐртвого времени T 
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Рис. 8. Графики зависимости ˆ ( )M τ  от значения длительности мѐртвого времени T 

 

Рис. 9. График зависимости ˆ ( )M ξ  от значения длительности мѐртвого времени T 

Анализируя результаты, представленные на рис. 7−9, можно отметить, что с ро-

стом значения длительности мѐртвого времени T выборочное среднее длительности 

общего периода ненаблюдаемости ˆ ( )M ξ  и выборочное среднее длительности интерва-

ла между соседними событиями в наблюдаемом потоке ˆ ( )M τ  растѐт, а выборочное 

среднее длительности интервала между соседними событиями в исходном потоке не 

меняется, что является логичным. 

Заключение 

В данной работе рассмотрен дважды стохастичестический обобщѐнный асинхрон-

ный поток случайных событий, функционирующий в условиях продлевающегося мѐрт-

вого времени фиксированной длительности T. Построена блок-схема имитационной 

модели потока, на основании которой разработана программа на языке программирова-

ния C# с использованием технологии WPF (Windows Presentation Foundation) и библио-

теки Math.NET Numerics. Поставлено достаточное количество статистических экспери-

ментов с использованием имитационной модели. Анализ полученных результатов поз-

воляет утверждать, что разработанная модель является работоспособной. 
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Введение 

Значительный интерес для исследователей представляет изучение рассеяния элек-

тромагнитных волн на объектах различной формы и физической природы, размеры ко-

торых сравнимы с длиной волны (т.н. «резонансная частотная область»). Этот интерес 

обусловлен необходимостью решения очень широкого класса практически важных 

проблем, к которым, в частности, относятся проблема снижения радиолокационной 

заметности различных объектов, их идентификация, проблема электромагнитной сов-

местимости и т.д. 

Одним из наиболее популярных объектов обсуждаемых исследований является 

тонкий прямолинейный идеально проводящий цилиндр. Под тонким цилиндром обыч-

но подразумевается цилиндр, поперечные размеры которого много меньше его длины и 

длины падающей волны. Такой цилиндр является хорошей моделью тонкой прямоли-

нейной проволочной антенны. Различным аспектам рассеяния электромагнитных волн 

на таком цилиндре посвящено очень большое число работ. Хороший обзор этих работ 

содержится в [1]. 

Однако нередко встречаются ситуации, когда приѐмная или передающая тонкая 

проволочная антенна в целях маскировки или защиты от внешних воздействий разме-

щена под защитным колпаком, который может представлять собой однородный ди-

электрический шар. В связи с этим представляет интерес исследование характеристик 

рассеяния тонкого идеально проводящего цилиндра, который моделирует тонкую ан-

тенну, когда он размещѐн внутри диэлектрического шара. В доступной авторам литера-

туре не найдены работы, посвящѐнные данному вопросу. Однако объединение основ-

ных идей вариантов метода вспомогательных источников, предложенных ранее одним 

из авторов в работах [2,3], позволяет решить и задачу рассеяния на тонком идеальном 

проводнике, когда последний расположен внутри диэлектрического шара. В данной 

работе представлено решение данной задачи. 

1. Постановка задачи 

Геометрия задачи показана на рис. 1. В безграничной однородной изотропной сре-

де De с диэлектрической и магнитной проницаемостями εe,μe в декартовой системе ко-

ординат Oxyz расположен однородный диэлектрический шар Di радиуса R с проницае-

мостями εi,μi, ограниченный поверхностью S. Внутри шара размещѐн прямолинейный 

идеально проводящий цилиндр длиной l и радиусом r, ограниченный поверхностью Sp. 

Предполагается, что поверхности S и Sp не пересекаются, а параметры цилиндра удо-


