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ÌÀÒÐÈÖÛ ÃÐÀÌÀ ÁÅÍÒ-ÔÓÍÊÖÈÉ È ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÎÄÔÓÍÊÖÈÉ
ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÕ ÑÀÌÎÄÓÀËÜÍÛÕ ÁÅÍÒ-ÔÓÍÊÖÈÉ1

À.Â. Êóöåíêî

Áóëåâà ôóíöèÿ îò ÷¼òíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ n íàçûâàåòñÿ áåíò-ôóíêöèåé, åñ-
ëè îíà èìååò ñïåêòð Óîëøà�Àäàìàðà, ñîñòîÿùèé èç ÷èñåë ±2n/2. Áåíò-ôóíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ ñàìîäóàëüíîé, åñëè îíà ñîâïàäàåò ñî ñâîåé äóàëüíîé áåíò-ôóíêöèåé.
Ðàíåå àâòîðîì áûëî ñôîðìóëèðîâàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî ïîäôóíêöèè
îò n − 2 ïåðåìåííûõ ñàìîäóàëüíîé áåíò-ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åííûå
ôèêñàöèåé ïåðâûõ äâóõ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþòñÿ áåíò-ôóíêöèÿìè. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ñàìîäóàëüíûõ áåíò-ôóíêöèé äàííîå óñëî-
âèå ïðè n ⩾ 6 íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Ââåäåíî ïîíÿòèå ¾ìàòðèöà Ãðàìà áåíò-
ôóíêöèè¿, óñòàíîâëåí îáùèé âèä ìàòðèöû Ãðàìà áåíò-ôóíêöèè è äóàëüíîé ê íåé
ôóíêöèè. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ìàòðèöà Ãðàìà áåíò-ôóíêöèè îò n ïåðåìåííîé ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáðàòèìîé, å¼ ïîäôóíêöèè îò n− 2 ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åííûå ôèêñàöèåé
ïåðâûõ äâóõ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþòñÿ áåíò-ôóíêöèÿìè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå ïîäôóíêöèè äóàëüíîé ê íåé ôóíêöèè òàêæå ÿâëÿþòñÿ áåíò-ôóíêöèÿìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñàìîäóàëüíàÿ áåíò-ôóíêöèÿ, ïîäôóíêöèÿ, ìàòðèöà Ãðàìà,

êâàäðàòè÷íàÿ áåíò-ôóíêöèÿ, êîíêàòåíàöèÿ áåíò-ôóíêöèé.

×åðåç Fn2 îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n íàä
ïîëåì F2. Áóëåâîé ôóíêöèåé îò n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå âèäà Fn2 → F2.
Ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Fn. Õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì (õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ) áóëåâîé ôóíê-

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò �FWNF-2022-0018).
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öèè f ∈ Fn íàçûâàåòñÿ âåêòîð

F ≡ (−1)f =
(
(−1)f(0), (−1)f(1), . . . , (−1)f(2n−1)

)
∈ {±1}2

n

,

ãäå (f(0), f(1), . . . , f(2n − 1)) ∈ F2n

2 � âåêòîð çíà÷åíèé ôóíêöèè f . Êàæäàÿ áóëåâà
ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíà â âèäå
ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì F2:

f (x1, x2, . . . , xn) =
⊕

i1,i2,...in∈F2

ai1i2...inx
i1
1 x

i2
2 · . . . · xinn .

Çäåñü az ∈ F2 äëÿ âñåõ z ∈ Fn2 (ñ ñîãëàøåíèåì 00 = 1). Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå íà-
çûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà áóëåâîé ôóíêöèè f . Ñòåïåíüþ deg(f) ôóíêöèè f
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ èç ñòåïåíåé ñëàãàåìûõ, âõîäÿùèõ â ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà
ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Åñëè deg(f) = 2, ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé.

Äëÿ êàæäîé ïàðû x, y ∈ Fn2 ÷åðåç ⟨x, y⟩ îáîçíà÷èì çíà÷åíèå
n⊕
i=1

xiyi. Ïðåîáðàçîâàíè-

åì Óîëøà�Àäàìàðà áóëåâîé ôóíêöèè f îò n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííàÿ
ôóíêöèÿ Wf : Fn2 → Z, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì

Wf (y) =
∑
x∈Fn

2

(−1)f(x)⊕⟨x,y⟩, y ∈ Fn2 .

Áóëåâà ôóíêöèÿ f îò ÷¼òíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ n íàçûâàåòñÿ áåíò-ôóíêöèåé,
åñëè |Wf (y)| = 2n/2 äëÿ êàæäîãî y ∈ Fn2 [1]. Äëÿ ìíîæåñòâà áåíò-ôóíêöèé
îò n ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Bn. Äëÿ êàæäîé f ∈ Bn èç ñîîòíîøå-

íèÿ Wf (y) = (−1)f̃(y)2n/2 îäíîçíà÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ äóàëüíàÿ ê íåé áåíò-

ôóíêöèÿ f̃ ∈ Bn. Áåíò-ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñàìîäóàëüíîé (àíòèñàìîäóàëüíîé), åñëè

f = f̃ (ñîîòâåòñòâåííî f = f̃ ⊕ 1).
Èçó÷åíèþ äàííîãî ïîäêëàññà áåíò-ôóíêöèé ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò. Â ÷àñòíî-

ñòè, â [2�4] èññëåäîâàí âîïðîñ àôôèííîé êëàññèôèêàöèè ñàìîäóàëüíûõ áåíò-ôóíêöèé
îò n ⩽ 8 ïåðåìåííûõ, à òàêæå êâàäðàòè÷íûõ ñàìîäóàëüíûõ áåíò-ôóíêöèé îòíîñèòåëü-
íî ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ (àíòè-)ñàìîäóàëüíîñòü. Êîíñòðóêöèè ñàìîäóàëüíûõ
áåíò-ôóíêöèé ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [5�7]. Îáçîð èçâåñòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ïðèâåä¼í â [8].

Èçâåñòíî, ÷òî âñå ïîäôóíêöèè îò n− 2 ïåðåìåííûõ áåíò-ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ
èìåþò îäèíàêîâûå ñïåêòðû Óîëøà�Àäàìàðà [9]. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî âñå ïîäôóíê-
öèè ÿâëÿþòñÿ áåíò-ôóíêöèÿìè, ëèáî Wf (y) ∈

{
0,±2(n+2)/2

}
äëÿ êàæäîãî y ∈ Fn2 (òî

åñòü âñå ïîäôóíêöèè� ïî÷òè áåíò-ôóíêöèè), ëèáî èõ ñïåêòðû Óîëøà�Àäàìàðà ñî-
ñòîÿò èç ÷èñåë 0, ±2(n−2)/2, ±2n/2.

Äàëåå äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f îò n ïåðåìåííûõ ÷åðåç (f0, f1, f2, f3) áóäåì îáîçíà-
÷àòü ðàçëîæåíèå å¼ âåêòîðà çíà÷åíèé íà ÷åòûðå ïîäâåêòîðà, ÿâëÿþùèõñÿ âåêòîðàìè
çíà÷åíèé å¼ ïîäôóíêöèé îò n − 2 ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åííûõ ôèêñàöèåé ïåðâûõ äâóõ
ïåðåìåííûõ. Ñëó÷àé, êîãäà äàííûå ïîäôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áåíò-ôóíêöèÿìè, âåä¼ò,
â ñâîþ î÷åðåäü, ê èòåðàòèâíîé êîíñòðóêöèè áåíò-ôóíêöèè, âåêòîð çíà÷åíèé êîòîðîé
åñòü (f0, f1, f2, f3). Â [10] íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå
íà ïîäôóíêöèè fi, i = 0, . . . , 3. Â ðàáîòàõ [11, 12] äàííûå ïîäôóíêöèè ðàññìîòðåíû äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ ñàìîäóàëüíîé áåíò-ôóíêöèåé.
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1. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ
ïîäôóíêöèé êâàäðàòè÷íîé ñàìîäóàëüíîé áåíò-ôóíêöèè

Â ðàáîòå [12] äîêàçàíî:

Òåîðåìà 1 [12]. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ïîäôóíêöèé f0, f1, f2, f3 ñàìî-
äóàëüíîé áåíò-ôóíêöèè f ëèíåéíî çàâèñèìû, òî äàííûå ïîäôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áåíò-
ôóíêöèÿìè.

Ýòîò ðåçóëüòàò îïèñûâàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî âñå ïîäôóíêöèè ñàìî-
äóàëüíîé áåíò-ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå ôèêñàöèåé ïåðâûõ äâóõ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþòñÿ
áåíò-ôóíêöèÿìè. Ïðè ýòîì äëÿ ñëó÷àÿ n = 4 äàííîå óñëîâèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîá-
õîäèìûì. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñå (ñàìîäóàëüíûå) áåíò-ôóíêöèè îò 4 ïåðåìåííûõ
ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè, ÷òî ïîçâîëèëî îáîçíà÷èòü ñëåäóþùèé âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè
ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ êâàä-
ðàòè÷íûõ ñàìîäóàëüíûõ ôóíêöèé?

Îòâåò íà äàííûé âîïðîñ äà¼ò ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ êàæäîãî ÷¼òíîãî n ⩾ 6 ñóùåñòâóþò êâàäðàòè÷íûå ñàìî-
äóàëüíûå áåíò-ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ, ïîäôóíêöèè êîòîðûõ îáðàçóþò ëèíåéíî
íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, îáðàùåíèå òåîðåìû 1 íå èìååò ìåñòà ïðè n ⩾ 6 è äëÿ êâàäðàòè÷-
íûõ ñàìîäóàëüíûõ áåíò-ôóíêöèé, òî åñòü ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
âåêòîðîâ íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì è, êàê è â ñëó÷àå áåç îãðàíè÷åíèÿ íà
ñòåïåíü, îáåñïå÷èâàåò ëèøü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî ïîäôóíêöèè f0, f1, f2, f3 ÿâ-
ëÿþòñÿ áåíò-ôóíêöèÿìè.

2. Ìàòðèöà Ãðàìà ïðîèçâîëüíîé áåíò-ôóíêöèè
Ïóñòü f ∈ Bn. Ìàòðèöåé Ãðàìà Gram(f) =

(
gij
)
ôóíêöèè f íàçîâ¼ì êâàäðàòíóþ

ìàòðèöó ðàçìåðà 4× 4, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

gij =
∑

x∈Fn−2
2

(−1)fi(x)⊕fj(x), i, j = 0, 1, 2, 3,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ å¼ ïîä-
ôóíêöèé.

Îáùèé âèä ìàòðèö Ãðàìà áåíò-ôóíêöèè è äóàëüíîé ê íåé îïèñûâàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ìàòðèöû Ãðàìà áåíò-ôóíêöèè f îò n ïåðåìåííûõ è äóàëüíîé ê íåé
ôóíêöèè f̃ èìåþò âèä

Gram(f) =


2n−2 b c −a
b 2n−2 a −c
c a 2n−2 −b
−a −c −b 2n−2

 , Gram
(
f̃
)
=


2n−2 c b −a
c 2n−2 a −b
b a 2n−2 −c
−a −b −c 2n−2


äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë a, b, c, òàêèõ, ÷òî

−2n−2 + |b+ c| ⩽ a ⩽ 2n−2 − |b− c|.

Îïðåäåëèòåëè äàííûõ ìàòðèö ñîâïàäàþò, â ÷àñòíîñòè, äëÿ f îïðåäåëèòåëü èìååò âèä

Gramian(f) =
(
2n−2 − a+ b− c

) (
2n−2 − a− b+ c

) (
2n−2 + a− b− c

) (
2n−2 + a+ b+ c

)
.
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Òåîðåìà 1 â òåðìèíàõ ìàòðèö Ãðàìà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìàòðèöà Ãðàìà ñàìî-
äóàëüíîé áåíò-ôóíêöèè ÿâëÿòñÿ íåîáðàòèìîé, òî ïîäôóíêöèè f0, f1, f2, f3 ÿâëÿ-
þòñÿ áåíò-ôóíêöèÿìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ñàìîäóàëüíûõ áåíò-ôóíêöèé ðàâåí-
ñòâî Gramian(f) = 0 âëå÷¼ò òîò ôàêò, ÷òî óêàçàííûå ïîäôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áåíò-
ôóíêöèÿìè. Äàííûé ðåçóëüòàò ìîæíî îáîáùèòü òàê:

Òåîðåìà 3. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ïîäôóíêöèé f0, f1, f2, f3 áåíò-
ôóíêöèè f ëèíåéíî çàâèñèìû, òî äàííûå ïîäôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áåíò-ôóíêöèÿìè.
Áåíò-ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ïîäôóíêöèè äóàëüíîé ôóíêöèè f̃ .

Òàêèì îáðàçîì, äàííîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî,
÷òî ïîäôóíêöèè ðàññìàòðèâàåìîé áåíò-ôóíêöèè òàêæå ÿâëÿþòñÿ áåíò-ôóíêöèÿìè è,
êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèå äóàëüíîñòè ñîõðàíÿåò èõ ìàêñèìàëüíóþ íåëèíåéíîñòü.
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