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Аннотация. Получено представление линейного функционала через элемент весо-

вого пространства Соболева. Пространство Соболева нормируется без привлечения 
псевдодифференциальных операторов. Норма включает в себя частные производ-

ные всех промежуточных порядков основной функции. Пространство Соболева 
рассматривается как негильбертово. Элемент, представляющий функционал, явля-

ется решением нелинейного дифференциального уравнения в обобщенных функ-
циях, которое порождается вводимой нормой. 
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Abstract. In this paper, a representation of a linear functional in the weighted Sobolev 

space is obtained. The space is normed without use of pseudodifferential operators. The 
norm contains partial derivatives of all intermediate orders of the test function. The 

Sobolev space is considered to be of non-Hilbert type. 
First, we deduce the representation of linear functional via a boundary element of the test 

space. The boundary element corresponds to the given functional. This way, referring to 
Clarkson’s inequalities, we prove the uniqueness of the boundary element. Then, to ob-
tain a condition for the boundary element, we differentiate the function built based on the 

norm. The result leads to a representation of an arbitrary linear functional via the bounda-
ry element. When considering the boundary element as unknown, the representation per-

forms as a nonlinear differential equation.  
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Second, we consider a finite linear functional. The extreme function of such a functional 

was built in our earlier papers. The extreme function is expressed via convolution of the 
fundamental solution of a linear partial differential equation with a given functional. The 

functional performs as a distribution in the convolution. Convolution exists if the linear 
functional is finite. Using this fact, we prove that the representation of a finite linear func-
tional via the boundary element is identical to the representation via the extreme function. 

Keywords: weighted Sobolev space, linear finite functional, integral representation of a 
functional, norm of a functional, extreme function, Clarkson inequalities 
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Введение 
 

Статья является продолжением работ автора [1, 2], связанных с представлени-

ем линейного функционала в весовом пространстве Соболева. В ней рассматри-

ваются вопросы представления линейного функционала через элемент того же 

пространства, на котором данный функционал задан. В гильбертовом простран-

стве такое представление реализуется через скалярное произведение. Для про-

странства Wp
(m) (p ≠ 2) конструкция представления выглядит сложнее. К искомо-

му выражению мы приходим через постановку и решение экстремальной задачи, 

в которой задействовано дифференцирование нормы. Норма в нашей работе  

в таком контексте рассматривается не как выпуклый нелинейный функционал,  

а как выражение, содержащее кратный интеграл, допускающий дифференциро-

вание по параметру. Идея состоит в том, что если норма допускает существова-

ние производной, а экстремальная задача имеет единственное решение, то эта 

норма порождает некоторое функциональное уравнение, которое и приводит  

к представлению функционала. Например, в [3] такое функциональное уравне-

ние, выведенное для пространства Lp, не является дифференциальным. Мы же 

здесь придем именно к дифференциальному уравнению, причем нелинейному  

и с частными производными. Норму при этом рассматриваем, отличную от норм, 

вводимых для пространств Соболева, например в [4–7]. 

Представления функционала через свертку фундаментального решения неко-

торого линейного дифференциального оператора с рассматриваемым функцио-

налом получены автором ранее в работах [1, 8, 9] для пространств Соболева  

с весовыми и невесовыми нормами. В одних случаях рассматривались функцио-

налы погрешности кубатурных формул [8, 9], в других – более общие конструк-

ции – линейные финитные функционалы. Базовые утверждения данной статьи 

доказаны для произвольных линейных функционалов. В финальном пункте, соеди-

няющем представление функционала через предельный элемент и представление 

функционала через упомянутую свертку, утверждения приведены для финитных 

функционалов. Условие финитности требуется для существования свертки. 

Результаты, полученные в данной статье, являются основой для построения 

оценочных неравенств конкретных функционалов на весовых пространствах Со-

болева. Далее, если есть возможность найти фундаментальное решение порож-

денного нормой уравнения или, более того, его свертку с функционалом, то мож-

но найти и оценивающую константу.  
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Начало направлению исследований положил С.Л. Соболев построением тео-

рии оценивания асимптотически оптимальных кубатурных формул для функций 

из пространства L2
(m) [10–22]. Это пространство гильбертово, вследствие чего 

уравнение для экстремальной функции является линейным. Работу с простран-

ством L2
(m) продолжил В.И. Половинкин [23, 24]. Обобщение в направлении  

L2
(m) → W2

(m) выполнил Ц.Б. Шойнжуров [25–27]. Уравнение здесь сохраняло линей-

ность, но решение его получено путем, отличным от примененного С.Л. Соболе-

вым [21]. Далее на пути обобщения W2
(m) → Wp

(m) (p > 1) Ц.Б. Шойнжуров приме-

нил для нормирования пространства псевдодифференциальный оператор [28, 29]. 

Уравнение в этом пространстве было уже нелинейным, но фундаментальное  

решение благодаря такой норме получалось явным. Обобщение в направлении 

L2
(m) → Lp

(m) (p > 1) выполнил В.И. Половинкин [31–33]. В этих работах построены 

представления функционалов погрешности кубатурных формул с исследованием 

условий на существование свертки фундаментального решения полигармониче-

ского уравнения с функционалом. Ц.Б. Шойнжуров развил свои предшествующие 

результаты с применением новых норм [34, 35]. 

Укажем круг работ с задачами, аналогичными по постановке, этапам и направ-

лениям, выполняемыми в настоящее время. Равномерная выпуклость негильбер-

товых пространств Соболева периодических функций как обоснование утвержде-

ний для функционалов погрешности кубатурных формул рассмотрена в наших 

работах [36, 37]. Экстремальные функции и представления функционалов с по-

следующим получением явных норм используются в [38–40] для оценки погреш-

ности оптимальных кубатурных формул. В указанных работах пространства яв-

ляются гильбертовыми. Для других классов кубатурных формул экстремальные 

функции и свойства равномерной выпуклости пространств использованы в рабо-

тах [41, 42]. 

 
1. Исходные положения 

 
Норма функции в весовом пространстве Соболева Wp

(m) (Rn, ω), как и в [1, 2], 

задается следующим образом: 

  

1/

( )
!

,
!

n

p

p
m

p n

m

W D dx

 

 
     

  


R

R , (1) 

1 < p < ∞, pm > n,  = (1, …, n), || = 1 + … + n, j  {0}N, || ≤ m, (x) > 0, 

1/p(x) |D(x)|  Lp (Rn). 

Неравенства Кларксона, полученные в [3], послужат основой дальнейших вы-

кладок. Приведем их в виде следующей леммы. 

Лемма 1 [3]. Для весового пространства Соболева справедливы первое (2) и 

второе (3) неравенства Кларксона: 

    ( ) ( ), ,
2 2

p p

m m

p n p nW W
 

   R R  (2) 

    ( ) ( )1
, , , 2

2

p p
m m

p n p nW W p        R R , 
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   
/ ( 1) / ( 1)

( ) ( ), ,
2 2

p p p p

m m

p n p nW W

 

 
   R R  

    
1/( 1)

( ) ( )1 1
, , , 1 2

2 2

p
p p

m m

p n p nW W p



 
        
 

R R . (3) 

 

2. Предельный элемент основного пространства  

для линейного функционала 

 

Лемма 2. Для любого линейного функционала существует единственный 

предельный элемент φ0 пространства Wp
(m) (Rn, ω), такой что ||φ0|| = 1, и для лю-

бой функции φ  Wp
(m) (Rn, ω) с единичной нормой справедливо равенство 

0
1

sup , ,l l
 

   . 

Доказательство. Для удобства сократим запись нормы ||φ|Wp
(m) (Rn, ω)|| = ||φ||. 

Обозначим 
1

sup ,l g
 

  . Из определения верхней грани следует, что существует 

последовательность {φk}, ||φk|| = 1, такая что lim , k
k

l g


  . Члены последователь-

ности принадлежат основному пространству. Докажем, что сходимость является 

сильной. Предположим противное, пусть {φk} расходится. Тогда должно быть 

нарушено условие Коши, т.е. можно указать такое ε > 0, что найдутся пары чисел 

nk и mk, такие что 
k km n    , nk  , mk  . Индекс k у чисел nk и mk озна-

чает, что функции 
km  и 

kn  взяты из последовательности {φk}, но сами номера 

nk и mk не зависят от номера со значением k. Применяя к функциям 
km , 

kn  

неравенства Кларксона (2), (3) и учитывая единичность норм этих функций, 

получим 

1, 2
2 2

k k k k

p p

m n m n
p

   
     . 

/( 1) /( 1)

1, 1 2
2 2

k k k k

p p p p

m n m n
p

 
   

    . 

Оценим норму суммы 
km  и 

kn  при любом p: 

1 , 2
2 2

k k k k

p p

m n m n
p

   
     , 

/( 1) /( 1)

1 , 1 2
2 2

k k k k

p p p p

m n m n
p

 
   

    . 

Далее, 
1/

1 , 2
2 2

k k k k

p
p

m n m n
p

     
     
 
 

, 
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( 1)/
/ ( 1)

1 , 1 2
2 2

k k k k

p p
p p

m n m n
p


     

    
 
 

. 

Для равномерно выпуклой единичной сферы норма полуразности равна единице 

1
2

k km n   
  

 

 только для пар функций, лежащих на диаметре, так что 
k kn m   : 

  2
1

2 2 2

k k k k k

k

n n n n n

n

     
     . 

Для всех остальных пар функций норма полуразности строго меньше единицы: 

1 , :
2

k k

k k k k

m n

m n m n

 
      . 

Поэтому правомерно разложение в сходящиеся ряды (отметим, что 1/p < 1,  

(p – 1)/p < 1): 

1
1 , 2

2 2

k k k k

p

m n m n
p

p

   
      , 

/( 1)

1
1 , 1 2

2 2

k k k k

p p

m n m np
p

p


   

     . 

1
1 , 2

2 2

k k k k

p

m n m n
p

p

     
      
 
 

, 

/ ( 1)

1
1 , 1 2

2 2

k k k k

p p

m n m np
p

p

    
     
 
 

. 

Оба ряда в скобках знакочередующиеся, поэтому согласно теореме Лейбница 

* 1
0 , 2

2

k k

p

m n
S p

p

 
     , 

/( 1)

** 1
0 1 , 1 2

2

k k

p p

m np
S p

p


 

     . 

Возьмем далее S = min (S*, S**). Тогда найдется такое η: 0 < η < S, что 

 1 , 1
2

k km n
p

  
     . (4) 

Построим из указанных членов последовательности функцию с единичной 

нормой 

, 1.k k

k k

m n

k k

m n

 
   

 
 

Линейный функционал на данной функции с учетом (4) будет удовлетворять 

неравенству 
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2, , ,

2

k k

k k

k k k k
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k
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 

 
   

    
 

   
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   , , , ,1 1
.

2 2 1

2

k k k k
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m n m n

m n

l l l l     
 
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Вследствие сходимости lim ,
km

k
l g


   и lim ,

kn
k

l g


   при достаточно 

большом k будет верным неравенство  

   lim , lim ,1 1
,

2 1 2 1 1

k km n
k k

k

l l g g g
l g

 
   

    
  

. 

Полученное неравенство противоречит тому, что 
1

sup ,l g
 

  . Следовательно, 

{φk} сходится сильно, и вследствие полноты Wp
(m) (Rn, ω) существует предельный 

элемент φ0 из Wp
(m) (Rn, ω). Очевидно ||φ0|| = 1. 

 

3. Вариационная задача для линейного функционала 

 

Лемма 3. Если для некоторой функции ψ Wp
(m) (Rn, ω) 

 
1

0 0

!
sign 0

!
n

p

m

D D D dx


  

 


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


R

, (5) 

то <l, ψ> = 0. 

Доказательство. Рассмотрим y() = <l, (φ0 + ψ)/||φ0 + ψ||>, где функции линей-

но независимы: ψ ≠ cφ0. Так как || (φ0 + ψ)/||φ0 + ψ|| || = 1 и (φ0 + ψ)/||φ0 + ψ|| ≠ φ0 

при  ≠ 0, то y() ≤ g, причем равенство достигается при  = 0. Следовательно, 

при  = 0 функция одной переменной y() имеет максимум. Если существует 

y’(0), то y’(0) = 0. Покажем, что производная существует. Дифференцируя фор-

мально, имеем 

0 0

0 0

, ,
d d

y l l
d d



      
      

          

 

   0 0 0 0

2

0

,

d d

d dl

                   
  
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 0 0 0
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Далее рассмотрим отдельно формальную производную нормы 

 

1/

0 0

!

!
n

p

p

m

d d
D dx

d d



 

  
                    


R

 

   

(1/ ) 1

0 0

! !1

! !
n n

p

p p

m m

d
D dx D dx

p d



 

   

    
          

        
  

R R

 

   

(1 )/

0 0

! !1

! !
n n

p p

p p

m m

d
D dx D dx

p d



 

   

                   
  

R R

 

   
11

0 0 0

!1

!
n

pp

m

d
p D D dx

p d

  

 


            
  


R

 

     
11

0 0 0 0

!
sign

!
n

pp

m

p d
D D D dx

p d

   

 


                 


R

 

     
11

0 0 0 0

!
sign

!
n

pp

m

d
D D D D dx

d

    

 


                
  


R

   
11

0 0 0

!
sign

!
n

pp

m

D D D dx
   

 


           




R

. 

Для доказательства существования производной интеграла по параметру вы-
делим выражение, подлежащее оценке: 
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В (6) учтено соотношение 1/p +1/q = 1, связывающее сопряженные показате-
ли. К сумме, стоящей под знаком интеграла крайней правой части (6), применим 
неравенство Гёльдера:  
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Теперь неравенство Гёльдера применим к интегралу (7): 
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Упрощая показатели степеней и переходя к нормам, имеем 
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Оценивающие нормы по условию существуют, что доказывает законность 

дифференцирования интеграла по параметру. Таким образом, производная ис-

ходной функции существует и равна 
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При  = 0 имеем 
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С учетом того, что y’(0) = 0, 
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Для ненулевой функции норма ||φ0|| ≠ 0 и функционал <l, φ0> ≠ 0. Более того, 

по условию ||φ0|| = 1. Отсюда если 
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то <l, ψ> = 0. Таким образом, лемма доказана. 
 

4. Представление линейного функционала через предельный элемент 
 

Теорема 1. Всякий линейный функционал в Wp
(m) (Rn, ω) с нормой (1) пред-

ставим в виде: 
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где ψ0 = φ0||l||1/(p – 1), ψ0 Wp
(m) (Rn, ω). 

Доказательство. Покажем, что 
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Пусть φ Wp
(m) (Rn, ω) – любая функция. Обозначим  
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Тогда функция ψ = φ – aφ0 удовлетворяет (5): 
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Следовательно, по лемме 3 
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По лемме 2 g = <l, φ0> и 
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Далее, по определению нормы функционала g = ||l||. Отсюда  
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Обозначив ψ0 = φ0||l||1/(p – 1), получим 
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Теорема доказана. 

 

5. Нелинейное уравнение и равносильность представлений  

для финитных функционалов 

 

В данном пункте результаты, полученные выше для любых линейных функ-

ционалов, соединяются с результатами работы [1] для линейного финитного 

функционала. Ограниченность носителя функционала здесь необходима для су-

ществования свертки фундаментального решения дифференциального оператора 

с рассматриваемым функционалом. 

Интегрируя по частям (8), получим 
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Относительно неизвестной функции ψ0 получается нелинейное дифференциаль-

ное уравнение в частных производных над функцией φ основного пространства: 
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Уравнение (9) связывает данный линейный финитный функционал l, задан-

ную при нормировании пространства весовую функцию ω и неизвестную функ-

цию ψ0. Выше показано, что ψ0 является для данного функционала l единствен-

ным элементом в основном пространстве.  

Частный случай такого уравнения в невесовом (ω = 1) гильбертовом (p = 2) 

пространстве имеет вид: 
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.  (10) 

Структура решения этого уравнения описана в [1] на основе общего случая 

линейного оператора с постоянными коэффициентами [43]. Для получения явно-

го вида искомой функции здесь требуется знание фундаментального решения E 

уравнения (10), так как ψ0 = E * l. Однако к настоящему времени фундаменталь-

ное решение этого уравнения в явном виде не найдено. Оператор уравнения (10) 

может быть выражен через оператор Лапласа: 
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Уравнение вида (10) использовалось нами в [1] для установления представле-
ния линейного финитного функционала и нахождения соответствующей ему экс-

тремальной функции, принадлежащей основному пространству в весовом не-
гильбертовом случае. Представление и экстремальная функция выражались через 

свертку фундаментального решения с функционалом. Приведем формулировки 
соответствующих теорем. 

Теорема 2 [1]. Для всякого линейного финитного функционала l  Wp
(m)* (Rn, ), 

supp(l)  , при условии pm > n, 1/p + 1/q = 1, 1 < p < ∞, существует экстремаль-

ная функция l  Wp
(m) (Rn, ), которая имеет вид: 
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Теорема 3 [1]. Экстремальная функция l  Wp
(m) (Rn, ) линейного финитно-

го функционала l  Wp
(m)* (Rn, ), supp(l)  , при условии pm > n, 1/p + 1/q = 1, 

1 < p < ∞, единственна. 

На основании этих утверждений решение уравнения (9) может быть получено 
через решение уравнения (10), т.е. имеет место следующая теорема. 

Теорема 4. Решением уравнения (9) в условиях теорем 2 и 3 [1] является  

экстремальная функция ψl  Wp
(m) (Rn, ω) линейного финитного функционала  

l  Wp
(m)* (Rn, ω). Решение уравнения (9) единственно. 

Доказательство. Из построения экстремальной функции в [1] следует 




 





m

ll DEDD
!

!
, 

где E – фундаментальное решение уравнения (10), и 
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Подстановка Dψ0 = Dψl в уравнение (9) дает 
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Учитывая, что 
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и что в силу положительности ω 
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получаем 
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Выражение (13) представляет собой верное равенство [1]. Следовательно, экс-

тремальная функция 
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является решением уравнения (9). 

Единственность решения уравнения (9) следует из единственности предель-

ного элемента φ0, установленной в лемме 2. 

Лемма доказана. 

Теорема 5. Представления линейного финитного функционала в Wp
(m) (Rn, ω)  
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 (15) 

в условиях теорем 2 и 3 [1] равносильны. 
Доказательство выполняется, как и в теореме 4, подстановкой выражения 

для экстремальной функции в представление (14) с учетом (11) и (12), что приво-

дит к представлению (15).  

Теорема доказана. 
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