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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

N, R, C � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ, âåùåñòâåííûõ è

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñîîòâåñòâåííî.

c0 � ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x =

{xk}∞k=1, ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ, ñ íîðìîé ∥x∥ = max{|xk| : k ∈ N}.

c00 � ïðîñòðàíñòâî ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ íîðìîé

∥x∥ = max{|xk| : k ∈ N}.

C[a, b] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ñêàëÿðíîçíà÷íûõ

ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå [a, b], ñ íîðìîé ∥x∥ = max{|x(t)| :

t ∈ [a, b]}.

P [a, b] � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íà îòðåçêå [a, b] ñ

íîðìîé ∥x∥ = max{|x(t)| : t ∈ [a, b]}.

L2(a, b) � ïðîñòðàíñòâî ñêàëÿðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé,

èíòåãðèðóåìûõ â êâàäðàòå, ñ íîðìîé ∥x∥ = (
∫ b
a |x(t)|2dt)

1
2 .

l2 � ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x =

{xk}∞k=1, ñóììèðóåìûõ â êâàäðàòå ñ íîðìîé ∥x∥ = (
n∑

k=1

|xk|2)
1
2 .

H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ

÷èñåë C; (x, y) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ x è y â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.

Åñëè L ⊂ H, òî L⊥ = {h ∈ H : h ⊥ L}.

Åñëè X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X, òî
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spA = {α1x1 + . . . + αnxn, αi ∈ R (èëè αi ∈ C), xi ∈ A, n ∈ N} �

ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A;

intA � âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà A;

A � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A â X.

L(E,F ) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ T : E → F ñ

íîðìîé ∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ ≤ 1} = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ = 1}.

E∗ � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ

f : E → R (èëè f : E → C) ñ íîðìîé ∥f∥ = sup{|f(x)| : ∥x∥ ≤

1} = sup{|f(x)| : ∥x∥ = 1}.

Äëÿ ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà T : E → E

N (T ) = T−1(0) = {x ∈ E : Tx = 0} � çàìêíóòîå ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå E;

R(T ) = {y : y = Tx äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ E} � ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé îïåðàòîðà T .

I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

σ(T ) � ñïåêòð îïåðàòîðà T ; σp(T ) � ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ

÷èñåë îïåðàòîðà T .

σr(T ) = {λ ∈ σ(T ) \ σp(T ) : (λI − T )E ̸= E} � îñòàòî÷íûé

ñïåêòð îïåðàòîðà T .

r(T ) = sup{|λ| : λ ∈ σ(T )} � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà

T .
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1. Áàçèñ Ãàìåëÿ è áàçèñ Øàóäåðà â íîðìèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü L � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íà ïîëåì Λ (Λ = R èëè Λ = C).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {xα, α ∈ Λ} â

ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Ãàìåëÿ èëè

àëãåáðàè÷åñêèì áàçèñîì, åñëè ëþáîé ýëåìåíò x ∈ L ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå êîíå÷íîé

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ ýòîé ñèñòåìû, ò.å. x =

c1xα1 . . .+ cnxαn, ci ∈ Λ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ëåììó Öîðíà, ÷òî áàçèñ

Ãàìåëÿ ñóùåñòâóåò â ëþáîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L.

Â îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå L ëþáûå äâà áàçèñà

Ãàìåëÿ ðàâíîìîùíû è ìîùíîñòü áàçèñà Ãàìåëÿ íàçûâàåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà L, îáîçíà÷àåòñÿ

dimL. Åñëè dimL < ℵ0, òî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ

êîíå÷íîìåðíûì. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

àëãåáðàè÷åñêèé áàçèñ ëèáî êîíå÷åí ëèáî íåñ÷åòåí.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîìåðíîå áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà áàçèñ Ãàìåëÿ â X íåñ÷åòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñ÷åòíûé
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áàçèñ Ãàìåëÿ {xn : n ∈ N} ⊂ X. Ïóñòü Ln = sp{x1, x2, . . . , xn} �

n�ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X. Ñëåäîâàòåëüíî, Ln çàìêíóòî â

X. Êðîìå òîãî, Ln � íèãäå íå ïëîòíî â X. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

y ∈ Ln è U(y, ε) � îêðåñòíîñòü òî÷êè y, òî òî÷êà y+
ε xn+1

2 ∥ xn+1 ∥
∈

U(y, ε), íî y +
ε xn+1

2 ∥ xn+1 ∥
/∈ Ln â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè

ñèñòåìû {x1, . . . xn, xn+1}. Ñëåäîâàòåëüíî, intLn = intLn = ∅,

ò.å. Ln íèãäå íå ïëîòíî. Òàê êàê X =
∞⋃
n=1

Ln, ìû ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé Áýðà. ■

Ïðèìåð 1.3. Â ïðîñòðàíñòâå Rn ëþáàÿ ëèíåéíî

íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà {xk : 1 ⩽ k ⩽ n} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãàìåëÿ.

Â ÷àñòíîñòè, {ek : k = 1, 2, . . . n}, ãäå ek = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, 1, 0, . . . 0) �

êàíîíè÷åñêèé áàçèñ Ãàìåëÿ. ■

Ïðèìåð 1.4. c00 � ïðîñòðàíñòâî ôèíèòíûõ ÷èñëîâûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äëÿ x = (ξ1, . . . , ξk, 0, 0, . . .) ∥x∥ =

max
n∈N

|ξn|. Ñèñòåìà {en : n ∈ N} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãàìåëÿ â

ïðîñòðàíñòâå c00, íî â ïðîñòðàíñòâå c0 ýòà ñècòåìà íå ÿâëÿåòñÿ

áàçèñîì, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { 1
n

: n ∈ N} ∈ c0 íåëüçÿ

ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ

{en : n ∈ N}. ■

Ïðèìåð 1.5. Ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ {tk : k = 0, 1, . . .}

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãàìåëÿ â ïðîñòðàíñòâå P [a, b], íî íå ÿâëÿåòñÿ
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áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå C[a, b].

Ïîñêîëüêó â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ áàçèñû

Ãàìåëÿ íåñ÷åòíû, îíè íåóäîáíû â ïðèìåíåíèè. Ïîýòîìó ÷àùå

ïðèìåíÿþòñÿ ñèñòåìû ýëåìåíòîâ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. ■

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {xn : n ∈

N} â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, åñëè

sp{xn : n ∈ N} = X, òî åñòü ëþáîé ýëåìåíò x ∈ X ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðåäåëà êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

ñèñòåìû {xn : n ∈ N}.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {xn : n ∈ N} ⊂ X

íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî k ∈ N xk /∈ sp{xn :

n ∈ N \ {k}}.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {xn : n ∈ N} ⊂ X

íàçûâàåòñÿ ω-íåçàâèñèìîé, åñëè
∞∑
n=1

cnxn = 0 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà cn = 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

Òåîðåìà 1.9. Ïóñòü X áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è {xn : n ∈

N} ⊂ X. Òîãäà

(1) åñëè ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {xn : n ∈ N} ìèíèìàëüíàÿ, òî

{xn : n ∈ N} ω-íåçàâèñèìà;

(2) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn : n ∈ N}ω-íåçàâèñèìà, òî
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{xn : n ∈ N} ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(1) Ïóñòü
∞∑
n=1

cnxn = 0. Åñëè ñóùåñòâóåò k ∈ N, òàêîé ÷òî

ck ̸= 0, òî xk = −
∑
n̸=k

αn

αk
xn. Ñëåäîâàòåëüíî, xk ∈ sp{xn :

n ∈ N, n ̸= k}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ñèñòåìû.

Ñëåäîâàòåëüíî, cn = 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N, ò.å. {xn : n ∈ N} ω-

íåçàâèñèìà.

(2) Î÷åâèäíî. ■

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå, îáðàòíûå ê (1) è (2), íåâåðíû.

Ïðèìåð 1.10. (ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, íî íå ω - íåçàâèñèìîé

ñèñòåìû).

X = l2. Ñèñòåìà {en : n ∈ N} ∪ {e0}, ãäå e0 =(
1,

1

2
. . . ,

1

n
, . . .

)
, ëèíåéíî íåçàâèñèìà, íî íå ÿâëÿåòñÿ ω-

íåçàâèñèìîé, òàê êàê e0 =
∞∑
n=1

1

n
en. ■

Ïðèìåð 1.11 (ω-íåçàâèñèìîé, íî íå ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó {xn : n ∈ N} ⊂ l2, ãäå

x1 = (1, 0, 0, . . .)

xn = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−2

, 1, 1, 0, . . .),
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ïðè n ≥ 2. Ïóñòü
∞∑
n=1

cnxn = 0. Òàê êàê ∥xn∥ =
√
2 ïðè n ≥ 2

è ðÿä
∞∑
n=1

cnxn ñõîäèòñÿ, òî lim
n→∞

cn = 0. Ïîñêîëüêó
∞∑
n=1

cnxn =

(c1 + c2, c2 + c3, . . . , cn + cn+1, . . .) = 0, òî c1 = −c2 = c3 = . . . è

òàê êàê lim
n→∞

cn = 0, òî c1 = c2 = . . . = 0, ò.å. {xn : n ∈ N} ω-

íåçàâèñèìà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäïðîñòðàíñòâî L = sp{xn : n ≥ 2}.

Ýëåìåíòû

y2 = x2 − x3 = {1, 0,−1, 0, . . .} ∈ L,

y3 = y2 + x4 = {1, 0, 0, 1, 0, 0, . . .} ∈ L,

y4 = y3 − x5 = {1, 0, 0, 0,−1, 0, . . .} ∈ L, . . . ,

yn+1 = yn + (−1)n+2xn+2 = {1, 0, . . . , 0, (−1)n+2︸ ︷︷ ︸
n+2

, 0, . . .} ∈ L.

Òîãäà ýëåìåíò

zn =
y2 + . . .+ yn+1

n
=

(
1, 0,− 1

n
,+

1

n
, . . . ,

(−1)n+2

n
, 0, . . .

)
∈ L.

è

∥zn−x1∥ = ∥
(
0, 0,− 1

n
,
1

n
, . . . ,

(−1)n+2

n
, 0, . . .

)
∥ =

√
1

n2
· n −→ 0

ïðè n → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, x1 ∈ L = sp{x2, . . . , xn, . . .} è,
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çíà÷èò, ñèñòåìà {xn : n ∈ N} íå ìèíèìàëüíà. ■

Â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ äàåòñÿ íåîáõîäèìîå è

äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ

{fn : n ∈ N} ⊂ X∗ íàçûâàåòñÿ áèîðòîãîíàëüíîé ê {xn : n ∈

N} ⊂ X, åñëè

fn(xk) = δkn =


1, åñëè n = k,

0, åñëè n ̸= k.

Òåîðåìà 1.13. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn : n ∈ N} ⊂ X

ìèíèìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {xn : n ∈ N} èìååò

áèîðòîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn : n ∈ N} ⊂ X ìèíèìàëüíà.

Ïðîñòðàíñòâî Lk = sp{xn : n ̸= k} - çàìêíóòîå ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî è xk /∈ Lk. Ïî ñëåäñòâèþ 4.3 èç òåîðåìû

Õàíà-Áàíàõà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë fk ∈ X∗, òàêîé, ÷òî

∥fk∥ = 1, fk(Lk) = {0} è fk(xk) = ρ(xk, Lk). Òîãäà, åñëè

gk = fk
ρ(xk,Lk)

∈ X∗, òî gk(xk) = 1 è gk(Lk) = {0}, ò.å. gk(xn) = 0

ïðè n ̸= k. Ñëåäîâàòåëüíî, {gk : n ∈ N} - áèîðòîãîíàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò áèîðòîãîíàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn : n ∈ N} ⊂ X∗ è ïóñòü Ln = f−1
n (0).

Òàê êàê, fn(xk) = 0 ïðè k ̸= n, òî xk ∈ Ln ïðè âñåõ k ̸= n,

à xn /∈ Ln, òàê êàê fn(xn) = 1. Èç çàìêíóòîñòè Ln ïîëó÷àåì

sp{xk : k ̸= n} ⊂ Ln. Ñëåäîâàòåëüíî, xn /∈ sp{xk : k ̸= n}. ■

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå

x1 = (1, 0, 0, . . .),∈ l2

xk = (0, . . . , 0, 1, 1, 0, . . .) ∈ l2, k ≥ 2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò áèîðòîãîíàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn : n ∈ N} ⊂ l∗2 = l2. Â ÷àñòíîñòè,

ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë f1, òàêîé ÷òî f1(x1) = 1, à f1(xn) = 0,

ïðè n ≥ 2.

Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå l2 ôóíêöèîíàë f1 çàäàåòñÿ

ôîðìóëîé f1(x) = (x, y), ãäå

y ∈ {y1, y2, . . . , yn, . . .} ∈ l2.

Òàê êàê, f1(x1) = (x1, y) = y1, òî y1 = 1. Äàëåå

f1(x2) = (x2, y) = y1 + y2 = 0, ò.å. y2 = −y1,
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f1(x3) = (x3, y) = y2 + y3 = 0, ò.å. y3 = −y2, . . . ,

f1(xk) = (xk, y) = yk−1 + yk = 0, ò.å. yk = −yk−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, y = (y1,−y1,−y1, . . .) ∈ l2. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî

ïðè óñëîâèè y1 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó f1(x1) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn : n ∈ N} íå èìååò

áèîðòîãîíàëüíîé. ■

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êàê è òåîðåìà 1.13, ïîìîãàåò ïðè

èññëåäîâàíèè ñèñòåìû íà ìèíèìàëüíîñòü.

Òåîðåìà 1.14. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ìèíèìàëüíà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xn /∈ sp{xn+1, xn+2, . . .}.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Î÷åâèäíî.

⇐ Ïóñòü xn /∈ sp{xn+1, xn+2, . . .} = Ln+1. Ïî ñëåäñòâèþ

4.3 èç òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë fn ∈

E∗, òàêîé, ÷òî fn(Ln+1) = {0}, à fn(xn) = 1. Îïðåäåëèì

áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó {gn}∞n=1 ⊂ E∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g1 = f1. ßñíî, ÷òî g1(x1) = f1(x1) = 1, à g1(xn) = 0 ïðè n ⩾ 2.

Äàëåå, g2 = f2 − f2(x1)g1. Òîãäà,

g2(x1) = f2(x1)− f2(x1)g1(x1) = 0,

g2(x2) = f2(x2)− f2(x1)g1(x2) = 1,
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g2(xk) = 0 ïðè k ⩾ 3.

Ïðåäïîëîæèì, ïîñòðîèëè g1, . . . , gn−1, òàêèå ÷òî gi(xi) = 1 è

gi(xk) = 0, k ̸= i, i = 1, 2, . . . , n− 1. Ïîëàãàåì,

gn = fn − fn(x1)g1 − fn(x2)g2 − . . . fn(xn−1)gn−1.

Òîãäà gn(xn) = fn(xn) = 1. Ïðè i = 1, 2, . . . , n− 1

gn(xi) = fn(xi)− fn(xi)gi(xi) = 0.

Ïðè i = n + 1, n + 2, . . . gn(xn) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, {gn}∞n=1 �

áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà è, çíà÷èò, {xn}∞n=1 - ìèíèìàëüíà. ■

Ïðèìåð 1.15. Ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ {tn}∞n=0 ïîëíà â

ïðîñòðàíñòâå C[a, b], òàê êàê ïî òåîðåìå Ñòîóíà-Âåéåðøòðàññà

sp{tn}∞n=0 = C[a, b]. ■

Ïðèìåð 1.16. Ñèñòåìà {1, t2, t4, . . . , t2n, . . .} ïîëíà â

ïðîñòðàíñòâå C[0, 1] òàêæå ïî òåîðåìå Ñòîóíà-Âåéåðøòðàññà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî t2k+1 ∈ sp{1, t2, t4, . . . , t2n, . . .}, ò.å. ñèñòåìà

{tn}∞n=0 íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1].

Àíàëîãè÷íî, ëþáàÿ ñèñòåìà âèäà {1, tk, tk+1, tk+2, . . .} ÿâëÿåòñÿ

ïîëíîé, íî íå ìèíèìàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1]. ■

Èçâåñòíû ñëåäóþùèå òåîðåìû î ïîëíîòå ñèñòåìû {tnk}∞k=1 â
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ïðîñòðàíñòâå C[a, b].

Òåîðåìà Ìþíöà. Ïóñòü 0 < a < b < +∞. Ñèñòåìà

{tn1 , tn2 , . . . , tnk , . . .} ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà
∞∑
k=1

1
nk = ∞. ■

Åñëè a = 0, òî ê ýòîé ñèñòåìå íóæíî äîáàâèòü ôóíêöèþ

x(t) ≡ 1. Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïîëíûå ñèñòåìû âèäà

{1, tn1 , tn2 , . . . , tnk , . . .} íå ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè.

Îïðåäåëåíèå 1.17. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊂ X

íàçûâàåòñÿ ïåðåïîëíåííîé, åñëè ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xnk
}∞k=1 ïîëíà.

ßñíî, ÷òî ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåïîëíåííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðåïîëíåííîé.

Êðîìå òîãî, â ïåðåïîëíåííîé ñèñòåìå {xn}∞n=1 íèêàêàÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé.

Ïðèìåð 1.18. (Ïåðåïîëíåííàÿ ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâå

C[0, 1]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λn}∞n=1 ⊂ R, 1 < λ1 < λ2 <

. . . è lim
n→∞

λn = +∞. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè xn(t) =
1

λn−t ∈ C[0, 1].

Ïîêàæåì, ÷òî sp{xn}∞n=1 = C[0, 1]. Òàê êàê λn
λn−t ∈ sp{xn}∞n=1 è

∥∥∥1− λn

λn − t

∥∥∥ =
∥∥∥ t

λn − t

∥∥∥ ≤ 1

λn − 1
→ 0,
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òî lim
n→∞

λn
λn−t = 1 è, çíà÷èò, 1 ∈ sp{xn}∞n=1. Âîñïîëüçóåìñÿ

ðàçëîæåíèåì
1

1− x
= 1 + x+ x2 + . . .

äëÿ |x| < 1. Òàê êàê t
λn

< 1, òî

xn(t) =
1

λn − t
=

1
λn

1− t
λn

=
1

λn
(1 +

t

λn
+ . . .+

tk

λk
n

+ . . .). (1.1)

Îòñþäà

∥(λnxn − 1)λn − t∥ =
∥∥∥ t2
λn

+
t3

λ2
n

+ . . .
∥∥∥ ≤

∞∑
k=1

1

λk
n

=
1
λn

1− 1
λn

→ 0

ïðè n → ∞. Ïîñêîëüêó (λnxn − 1)λn ∈ sp{xn}∞n=1, òî t ∈

sp{xn}∞n=1. Äàëåå, èç ðàâåíñòâà (1.1)

∥(λnxn − 1)λ2
n − tλn − t2∥ =

∥∥∥ t3
λn

+
t4

λ2
n

+ . . .
∥∥∥ ≤

∞∑
k=1

1

λk
n

→ 0

ïðè n → ∞, ò.å. t2 ∈ sp{xn}∞n=1. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì,

÷òî {1, t, t2, . . .} ⊂ sp{xn}∞n=1. Ñëåäîâàòåëüíî, sp{1, t, t2, . . .} ⊂

sp{xn}∞n=1.

Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ïîëó÷àåì, ÷òî sp{xn}∞n=1 = C[0, 1].

Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk
}∞k=1 èìååò òàêîé

æå âèä, òî è sp{xnk
}∞k=1 = C[0, 1]. ■
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Ïðèìåð 1.19. (Ïåðåïîëíåííàÿ ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâå l2).

Ïóñòü λn ∈ C, 0 < |λn| < 1, λn → 0 ïðè n → ∞ è xn =

(1, λn, λ
2
n, . . . , λ

k
n, . . .) = {λk−1

n }∞k=1. ßñíî, ÷òî
∞∑
k=0

|λn|2k < +∞,

ò.å. xn ∈ l2. Ïóñòü z = (z1, z2, . . . , zn, . . .) ∈ l2 è z⊥xn äëÿ âñåõ

n ∈ N. Òîãäà 0 = (z, xn) = z1+λnz2+λ
2
nz3+. . . = z1+

∞∑
k=1

λ
k
nzk+1 ≤

|z1|+
∞∑
k=1

|λn|k|zk+1|. Òàê êàê z ∈ l2, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî M > 0,

òàêîå ÷òî |zk| ≤ M äëÿ âñåõ k ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî,

∞∑
k=1

|λn|k|zk+1| ≤ M

∞∑
k=1

|λn|k = M
|λn|

1− |λn|
→ 0

ïðè n → ∞. Â ðàâåíñòâå 0 = (z, xn) = z1+
∞∑
k=1

λ
k
nzk+1 ïåðåõîäèì

ê ïðåäåëó ïðè n → ∞. Ïîëó÷àåì z1 = 0 è
∞∑
k=1

λ
k
nzk+1 = 0 .

Ðàçäåëèâ íà λn, ïîëó÷èì

∞∑
k=1

λ
k−1
n zk+1 = z2 +

∞∑
k=2

λ
k−1
n zk+1 = 0.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó øàãó z2 = 0 è
∞∑
k=2

λ
k−1
n zk+1 = 0.

Ðàçäåëèì íà λn è ïîëó÷èì z3 = 0 è ò.ä. Ñëåäîâàòåëüíî, z = 0 è

ñèñòåìà {xn}∞n=1 - ïîëíà ïî ñëåäñòâèþ 4.2. Òàê êàê ìû äîêàçàëè

ïîëíîòó ñèñòåìû {xn}∞n=1 äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λn →

0, òî è äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λnm}∞m=1 ñèñòåìà
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{xnm}∞m=1 òàêæå ïîëíà. ■

Òåîðåìà 1.20. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊂ X

ìèíèìàëüíà. Áèîðòîãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}∞n=1 ⊂

X∗ åäèíñòâåííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {xn}∞n=1 ⊂ X

ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü L =

sp{xn}∞n=1 ̸= X. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 4.3 èç òåîðåìû Õàíà-

Áàíàõà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë f0 ∈ X∗, òàêîé ÷òî ∥f0∥ = 1,

à f0(L) = 0. Òîãäà ñèñòåìà {fn + f0}∞n=1 ⊂ X∗ òàêæå ÿâëÿåòñÿ

áèîðòîãîíàëüíîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

⇐ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå

áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû {fn}∞n=1 è {gn}∞n=1. Òîãäà

(fn−gn)xk = 0 äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, (fn−gn)z = 0

è äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè z = α1x1+. . .+αmxm. Â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëîâ fn − gn ðàâåíñòâî (fn − gn)z = 0

âåðíî äëÿ ëþáîãî z ∈ sp{xn}∞n=1 = X, ò.å. fn = gn äëÿ ëþáîãî

n ∈ N. ■

Òåîðåìà 1.21. Ñèñòåìà {xn}∞n=1 ⊂ X ïîëíà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàëà f ∈ X∗,

f ̸= 0, òàêîãî ÷òî f(xn) = 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Åñëè f(xn) = 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N, òî â
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ñèëó ëèíåéíîñòè è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà f(sp{xn}∞n=1) =

{0}, ò.å. f = 0.

⇐ Åñëè {xn}∞n=1 íåïîëíà, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë f ̸= 0,

f(sp{xn}∞n=1) = 0 ïî ñëåäñòâèþ 4.3 èç òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà. ■

Ñëåäñòâèå 1.22. Åñëè H - ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî

ñèñòåìà {xk}∞k=1 ïîëíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç óñëîâèÿ

z ∈ H è z ⊥ xn äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñëåäóåò z = 0. ■

Îïðåäåëåíèå 1.23. Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ñèñòåìà {ek}∞k=1 íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Øàóäåðà, åñëè ëþáîé

ýëåìåíò x ∈ X åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

x =
∞∑
k=1

αkek.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé áàçèñ {ek}∞k=1 ⊂ X ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé

ñèñòåìîé, òàê êàê äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X

x =
∞∑
k=1

αkek = lim
N→∞

N∑
k=1

αkek,

ò.å. x ∈ sp{ek}∞k=1.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü ìèíèìàëüíîñòü áàçèñà {ei}∞i=1,

íóæíî äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû

Snx = Sn

( ∞∑
i=1

αiei

)
=

n∑
i=1

αiei
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îãðàíè÷åíû. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå X íîâóþ

íîðìó, îïðåäåëåííóþ ôîðìóëîé

∥|x|∥ = sup
n∈N

∥∥Snx
∥∥ = sup

n∈N

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

αiei

∥∥∥∥∥.
Òàê êàê,

∥x∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

αiei

∥∥∥∥∥ = lim
n→∞

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

αiei

∥∥∥∥∥ ≤ sup
n∈N

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

αiei

∥∥∥∥∥,
òî

∥x∥ ≤ ∥|x|∥ äëÿ âñåõ x ∈ X. (1.2)

Òåîðåìà 1.24. Ïóñòü (X, ∥ · ∥) - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî (X, |∥ · |∥) òàêæå ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {xk}∞k=1 �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â ïðîñòðàíñòâå (X, |∥ · |∥), ò.å.

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò k0 ∈ N, òàêîé ÷òî |∥xm − xk|∥ < ε

ïðè m, k ≥ k0. Â ñèëó íåðàâåíñòâà ∥x∥ ≤ |∥x|∥, {xk}∞k=1 -

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â (X, ∥ · ∥) è, çíà÷èò, xk
∥·∥→ x, òàê êàê

(X, ∥ · ∥) áàíàõîâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ýëåìåíòîâ xk ïî

20



áàçèñó {ei}∞i=1:

x1 = α1
1e1 + α1

2e2 + . . .+ α1
nen + . . .

x2 = α2
1e1 + α2

2e2 + . . .+ α2
nen + . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xk = αk
1e1 + αk

2e2 + . . .+ αk
nen + . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïóñòü Snxk =
n∑

i=1
αk
i ei - ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà â ðàçëîæåíèè

xk ïî áàçèñó. Ïîñêîëüêó äëÿ n ∈ N

∥Snxk − Snxm∥ = ∥Sn(xk − xm)∥ ≤ ∥|xk − xm|∥ < ε (1.3)

ïðè m, k ≥ k0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Snxk}∞k=1 ñõîäèòñÿ â

ïðîñòðàíñòâå (X, ∥ · ∥). Òîãäà è ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

|αk
n| =

∥Snxk − Sn−1xk∥
∥en∥

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n ∈ N.

Ïóñòü α0
n = lim

k→∞
αk
n.
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Â íåðàâåíñòâå 1.3∥∥∥∥∥
n∑

i=1

αk
i ei −

n∑
i=1

αm
i ei

∥∥∥∥∥ < ε, k,m ≥ k0

ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè m → ∞. Ïîëó÷èì,∥∥∥∥∥
n∑

i=1

αk
i ei −

n∑
i=1

α0
i ei

∥∥∥∥∥ ≤ ε (1.4)

ïðè k ≥ k0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Çàôèêñèðóåì òåïåðü k ≥ k0, äëÿ

êîòîðîãî ∥xk − x∥ < ε è äëÿ ýòîãî k âûáåðåì n0 ∈ N òàê, ÷òîáû∥∥∥xk − n∑
i=1

αk
i ei

∥∥∥ ≤ ε ïðè n ≥ n0. Òîãäà ïðè n ≥ n0, ó÷èòûâàÿ 1.4,

ïîëó÷àåì

∥∥∥x− n∑
i=1

α0
i ei

∥∥∥ ≤ ∥x−xk∥+
∥∥∥xk− n∑

i=1

αk
i ei

∥∥∥+∥∥∥ n∑
i=1

αk
i ei−

n∑
i=1

α0
i ei

∥∥∥ < 3ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä
∞∑
i=1

α0
i ei ñõîäèòñÿ è x =

∞∑
i=1

α0
i ei â

ïðîñòðàíñòâå (X, ∥ · ∥). Äàëåå, òàê êàê íåðàâåíñòâî 1.4

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî n ∈ N, òî

sup
n

∥
n∑

i=1

αk
i ei −

n∑
i=1

α0
i ei∥ ≤ ε

ïðè k ≥ k0, ò.å. |∥xk − x∥| ≤ ε ïðè k ≥ k0. Çíà÷èò, xk −→
k→∞

x â
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ïðîñòðàíñòâå (X, |∥ · |∥), ò.å. (X, |∥ · |∥) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

■

Òåîðåìà 1.25. Ïóñòü {ei}∞i=1 � áàçèñ â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå (X, ∥ · ∥), x =
∞∑
i=1

αi(x)ei è |∥x|∥ =

sup
n

∥
n∑

i=1
αi(x)ei∥. Òîãäà òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð I : (X, |∥ ·

|∥) → (X, ∥ · ∥), Ix = x ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå I ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

áèåêöèåé è íåïðåðûâíî, ïîñêîëüêó

∥Ix∥ = ∥x∥ ≤ |∥x|∥.

Òàê êàê îáà ïðîñòðàíñòâà (X, ∥ · ∥) è (X, |∥ · |∥) áàíàõîâû, òî

ïî òåîðåìå Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå îòîáðàæåíèå I−1 :

(X, ∥ · ∥) → (X, |∥ · |∥) òàêæå íåïðåðûâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, I �

èçîìîðôèçì. ■

Îïðåäåëåíèå 1.26. ×èñëî K = ∥I−1∥ íàçûâàåòñÿ

áàçèñíîé êîíñòàíòîé. Òàê êàê

∥I−1∥ = sup
∥x∥≤1

|∥I−1x|∥ = sup
∥x∥≤1

|∥x|∥ ≥ sup
∥x∥≤1

∥x∥,

òî K ≥ 1.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn : X → X îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå ïî

ôîðìóëå

Snx = Sn

( ∞∑
i=1

αiei

)
=

n∑
i=1

αiei.

Î÷åâèäíî, ÷òî Sn ◦Sn = Sn, ò.å. Sn - îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ

è

sup
n

∥Sn∥ = sup
n

(
sup
∥x∥≤1

∥Snx∥

)
= sup

n

(
sup
∥x∥≤1

∥∥∥ n∑
i=1

αiei

∥∥∥) =

= sup
∥x∥≤1

(
sup
n

∥∥∥ n∑
i=1

αiei

∥∥∥) = sup
∥x∥≤1

|∥x|∥ = sup
∥x∥≤1

|∥I−1x|∥ = ∥I−1∥ = K,

ò.å. K = sup
n

∥Sn∥.

Îïðåäåëåíèå 1.27. Åñëè K = 1, òî áàçèñ íàçûâàåòñÿ

ìîíîòîííûì.

Â ýòîì ñëó÷àå

∥Snx∥ = ∥(Sn ◦ Sn+1)x∥ ≤ ∥Sn∥ · ∥Sn+1x∥ = ∥Sn+1x∥,

ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {∥Snx∥}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé è

∥Snx∥ ≤ ∥x∥.

Òåîðåìà 1.28. Ïóñòü {ei}∞i=1 áàçèñ â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå X, x =
∞∑
i=1

αi(x)ei è fn : X → R ôóíêöèîíàëû,
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çàäàííûå ôîðìóëîé fn(x) = αn(x). Òîãäà ñèñòåìà {fn}∞n=1 ⊂ X∗

è ÿâëÿåòñÿ áèîðòîãîíàëüíîé ê áàçèñó {ei}∞i=1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî fn � ëèíåéíûå

ôóíêöèîíàëû, fn(en) = 1 è fn(ei) = 0 ïðè i ̸= n. Ïîêàæåì,

÷òî ôóíêöèîíàëû fn ∈ X∗, ò.å. ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè.

Äåéñòâèòåëüíî,

|fn(x)| = |αn(x)| =
∥Snx− Sn−1x∥

∥en∥
≤ ∥Snx∥+ ∥Sn−1x∥

∥en∥
≤ 2K∥x∥

∥en∥
,

ò.å. ôîðìóëû fn íåïðåðûâíû è ∥fn∥ ≤ 2K
∥en∥ äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

■

Ñëåäñòâèå 1.29. Åñëè {en}∞n=1 � áàçèñ â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå X, òî {en}∞n=1 � ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà. ■

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ïåðåïîëíåííûå ñèñòåìû íå

ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè, òî îíè íå ÿâëÿåòñÿ è áàçèñàìè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìû â ïðèìåðàõ 1.18 è 1.19 íå áàçèñû.

Èòàê, ïîëíîòà è ìèíèìàëüíîñòü ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè

óñëîâèÿìè áàçèñíîñòè. Íî ýòè óñëîâèÿ íå ÿâëÿþòñÿ

äîñòàòî÷íûìè. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå áàçèñíîñòè

äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1.30. (Êðèòåðèé Ãðèíáëþìà).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ {ek}∞k=1 ÿâëÿåòñÿ

áàçèñîì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà {ek}∞k=1 ïîëíà è ñóùåñòâóåò ÷èñëî K ≥ 1, ò.÷. äëÿ

ëþáûõ m,n, m ≤ n, è ëþáûõ αk ∈ R âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥
m∑
k=1

αkek

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

αkek

∥∥∥∥∥ (1.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Òàê êàê

m∑
k=1

αkek = Sm

( n∑
k=1

αkek

)

è ∥Sm∥ ≤ K, ãäå K - áàçèñíàÿ êîíñòàíòà, òî∥∥∥∥∥
m∑
k=1

αkek

∥∥∥∥∥ ≤ ∥Sm∥ ·

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

αkek

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

αkek

∥∥∥∥∥.
(⇐) Ïóñòü ñèñòåìà {ek}∞k=1 ïîëíà è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

1.5. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî

E = sp{ek}∞k=1 = {α1e1 + . . .+ αnen, αi ∈ R, n ∈ N} ⊂ X

è ëèíåéíûå îïåðàòîðû Sm : E → sp{ek}mk=1, îïðåäåëåííûå ïî
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ôîðìóëå

Sm

(
n∑

k=1

αkek

)
=


∑m

k=1 αkek, åñëè m ≤ n;∑n
k=1 αkek, åñëè m > n

Èç íåðàâåíñòâà 1.5 ñëåäóåò:

1. Ñèñòåìà {ek}∞k=1 ëèíåéíî íåçàâèñèìà è, ñëåäîâàòåëüíî,

äëÿ x ∈ E ðàçëîæåíèå x =
n∑

k=1

αkek åäèíñòâåííî.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçìîæíî ðàâåíñòâî

α1e1+. . .+αnen = 0, ãäå íåêîòîðûå αi ̸= 0. Åñëè i0 - íàèìåíüøèé

íîìåð, ïðè êîòîðîì αi ̸= 0, òî èç 1.5 ïîëó÷àåì,

∥αi0ei0∥ =

∥∥∥∥∥
i0∑

k=1

αkek

∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

αkek

∥∥∥∥∥ = 0,

÷òî íåâîçìîæíî.

2. Îïåðàòîðû Sm : E → sp{ek}mk=1 îãðàíè÷åíû è

∥Smx∥ =

∥∥∥∥∥(Sm(

n∑
k=1

αkek)

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

αkek

∥∥∥∥∥ = K∥x∥,

òî åñòü ∥Sm∥ ≤ K äëÿ ëþáîãî m ∈ N.

3. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëû fm : E → R ïî ôîðìóëå
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fm(x) = fm(
n∑

k=1

αkek) =


αm, åñëè m ≤ n;

0, åñëè m > n.

Òîãäà

|fm(x)| = ∥Smx− Sm−1x∥
∥em∥

≤ ∥Sm(x)∥+ ∥Sm−1x∥
∥em∥

≤ 2K∥x∥
∥em∥

,

ò.å. ∥fm∥ ≤ 2K
∥em∥ . ßñíî, ÷òî fm(em) = 1 è fm(ek) = 0 ïðè

k ̸= m. Ñëåäîâàòåëüíî, {fm}∞m=1 - áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà

ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå E. Ïðîäîëæàÿ ôóíêöèîíàëû

fm ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà íà ïðîñòðàíñòâî X, ïîëó÷àåì

áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèîíàëîâ íà X. Ïî òåîðåìå 1.13

ñèñòåìà {ek}∞k=1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå X, à,

ñëåäîâàòåëüíî, è ω-íåçàâèñèìîé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áàçèñíîñòè ñèñòåìû {ek}∞k=1 äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò x ∈ X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ðÿäà x =
∞∑
k=1

αkxk, òàê êàê â ñèëó ω-íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû

{ek}∞k=1 òàêîå ðàçëîæåíèå áóäåò åäèíñòâåííûì. Ïî òåîðåìå

4.14 äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà Sm : E → sp{ek}mk=1 ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå S̃m : X → sp{ek}mk=1, ïðè÷åì ∥S̃m∥ =

∥Sm∥ ≤ K. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî x ∈ E (Sm◦Sn)x = (Sn◦Sm)x,

òî è (S̃m ◦ S̃n)x = (S̃n ◦ S̃m)x. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè x ∈ X,
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S̃n(x) =
n∑

k=1

αkek è S̃n−1(x) =
n−1∑
k=1

βkek, òî

n−1∑
k=1

βkek = Sn

( n−1∑
k=1

βkek

)
= Sn(S̃n−1x) = (S̃n ◦ S̃n−1)x =

= S̃n−1(S̃nx) = S̃n−1

( n∑
k=1

αkek

)
= Sn−1

( n∑
k=1

αkek

)
=

n−1∑
k=1

αkek.

Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû {ek}∞k=1 ïîëó÷àåì βk =

αk äëÿ k ≤ n− 1. Ïîñêîëüêó n ∈ N âûáðàíî ïðîèçâîëüíî, òî

∞∑
k=1

αkek =

∞∑
k=1

(S̃kx− S̃k−1x),

ãäå S̃0(x) = 0. ×àñòè÷íûå ñóììû ýòîãî ðÿäà ðàâíû S̃nx è äëÿ

ýëåìåíòà x =
m∑
k=1

αkek èìååì S̃nx = Snx = x ïðè n ≥ m.

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

S̃nx = x äëÿ âñåõ x ∈ E. Ïî òåîðåìå

Áàíàõà-Øòåéíãàóçà lim
n→∞

S̃nx = x è äëÿ x ∈ X. Èòàê, ëþáîé

ýëåìåíò x ∈ X ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä x =
∞∑
k=1

αkek, ãäå αkek =

S̃kx− S̃k−1x. ■
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Ïðèìåð 1.31. (Ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ íå

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì).

xn = (
1√
n
, . . . ,

1√
n︸ ︷︷ ︸

n

, 0, . . .),

xn ∈ l2, ∥xn∥ = 1.

1. Åñëè ýëåìåíò z = (z1, . . . , zn, . . .) ∈ l2 è z ⊥ xn äëÿ ëþáîãî

n ∈ N, òî ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé



(x1, z) = z1 = 0,

(x2, z) =
z1+z2√

2
= 0,

. . . . . . . . . . . . . . .

(xn, z) =
z1+...+zn√

n
= 0

. . . . . . . . . . . . . . . ,

èç êîòîðîé z1 = z2 = . . . = zn = . . . = 0. Ïî ñëåäñòâèþ 1.22

ñèñòåìà {xn}∞n=1 ïîëíà.

2. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû yn ∈ l2, yn =

(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,
√
n,−

√
n, 0, . . .), è ôóíêöèîíàëû fn(x) = (x, yn).

Òîãäà fn(xi) = 0, åñëè i ≤ n − 1 èëè i > n è

fn(xn) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, {fn}∞n=1 - áèîòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà
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ôóíêöèîíàëîâ. Çàìåòèì, ÷òî ∥fn∥ = ∥yn∥ =
√
2n.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {xn}∞n=1 � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H.

Òîãäà ïî êðèòåðèþ Ãðèíáëþìà ñóùåñòâóåò ÷èñëî K ≥ 1, òàêîå,

÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N

∥xn∥ ≤ K

∥∥∥∥∥xn −
√
n+ 1√
n

xn+1

∥∥∥∥∥,
ò.å.

1 = ∥xn∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
(

1√
n
, . . . ,

1√
n︸ ︷︷ ︸

n

, 0, . . .)− (
1√
n
, . . . ,

1√
n︸ ︷︷ ︸

n+1

, 0, . . .

)∥∥∥∥∥ =

= K

∥∥∥∥∥
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

,− 1√
n
, 0, . . .

)∥∥∥∥∥ ≤ K
1√
n
.

Ïîëó÷àåì, ÷òî K ≥
√
n äëÿ ëþáîãî n ∈ N, ÷òî íåâîçìîæíî. ■

Òåîðåìà 1.32. (Ñ. Áàíàõ). Ïóñòü {xn}∞n=1 � áàçèñ

Øàóäåðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {yn}∞n=1 ⊂ H, ò.÷.

äëÿ ëþáîãî x ∈ H x =
∞∑
n=1

(x, yn)xn, {yn}∞n=1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ

áàçèñîì â H è äëÿ âñåõ y ∈ H y =
∞∑
n=1

(y, xn)yn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñèñòåìà {xn} áàçèñ, òî
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äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H x =
∞∑
n=1

x∗n(x)xn, ãäå

{x∗n}∞n=1 áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèîíàëîâ. Ïîñêîëüêó

{xn}∞n=1 ïîëíàÿ ñèñòåìà, òî áèîðòîãîíàëüíàÿ ê {xn}∞n=1 ñèñòåìà

åäèíñòâåííà. Ïî òåîðåìå Ðèññà äëÿ êàæäîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò

ýëåìåíò yn ∈ H, òàêîé, ÷òî x∗n(x) = (x, yn), ïðè÷åì ∥x∗n∥=∥yn∥.

ßñíî, ÷òî {xn}∞n=1 - áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà äëÿ {yn}∞n=1.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà y ∈ H âåðíî ðàçëîæåíèå

y =
∞∑
n=1

(y, xn)yn. Èç ðàâåíñòâà x =
∞∑
n=1

(x, yn)xn ïîëó÷àåì

(x, y) =

( ∞∑
n=1

(x, yn)xn, y

)
=

∞∑
n=1

(x, yn)(xn, y) =

= lim
N→∞

N∑
n=1

(x, yn)(xn, y) = lim
N→∞

N∑
n=1

(x, (y, xn)yn) =

lim
N→∞

(
x,

N∑
n=1

(y, xn)yn

)
. (1.6)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

(y, xn)yn ñõîäèòñÿ è

∞∑
n=1

(y, xn)yn = y. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îïåðàòîðû

TN (y) =
N∑

n=1
(y, xn)yn. Ïî ñëåäñòâèþ 4.5 ìíîæåñòâî {TN (y)}∞N=1

îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå H äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî

y ∈ H. Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè,
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ïîëó÷àåì ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî M > 0 òàêîå, ÷òî ∥TN∥ ≤ M

äëÿ âñåõ N ∈ N. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{yn}∞n=1 ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå H ïî ñëåäñòâèþ 1.22, òàê êàê

èç óñëîâèÿ (x, yn) = 0 ñëåäóåò, ÷òî x =
∞∑
n=1

(x, yn)xn = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî y ∈ H è ε > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

z = c1y1 + . . .+ cnyn0 , òàêîé ÷òî ∥y − z∥ < ε è, çíà÷èò,

∥TN (y − z)∥ ≤ ∥TN∥ · ∥y − z∥ < Mε (1.7)

Òàê êàê {xn}∞n=1 áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ê {yn}∞n=1, òî

TN (yk) =
N∑

n=1

(yk, xn)yn = yk

ïðè N ≥ k. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè N ≥ n0, òî

TNz = TN (

n0∑
k=1

ckyk) =

n0∑
k=1

ckyk = z.

Îòñþäà è èç óñëîâèÿ 1.7 ïîëó÷àåì ïðè N ≥ n0

∥TN (y − z)∥ = ∥TNy − z∥ ≤ Mε.
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Òîãäà ïðè N ≥ n0

∥TNy − y∥ ≤ ∥TNy − z∥+ ∥z − y∥ ≤ Mε + ε = ε(M + 1).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim
N→∞

TNy = y, ò.å.

y = lim
N→∞

N∑
n=1

(y, xn)yn =
∞∑
n=1

(y, xn)yn.

Ïîñêîëüêó {xn}∞n=1 áèîðòîãîíàëüíà ê {yn}∞n=1, òî ñèñòåìà

{yn}∞n=1 ω-íåçàâèñèìà è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèå y =
∞∑
n=1

(y, xn)yn åäèíñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, {yn}∞n=1 - áàçèñ â

ïðîñòðàíñòâå H. ■

Îïðåäåëåíèå 1.33. Ñèñòåìû ýëåìåíòîâ {xn}∞n=1 è

{yn}∞n=1 ⊂ H íàçûâàþòñÿ êâàäðàòè÷íî áëèçêèìè, åñëè

∞∑
n=1

∥xn − yn∥2 < +∞

Òåîðåìà 1.34. Ïóñòü {xn}∞n=1 è {yn}∞n=1 �

îðòîíîðìèðîâàííûå êâàäðàòè÷íî áëèçêèå ñèñòåìû â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H è {xn}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì.

Òîãäà {yn}∞n=1 òàêæå áàçèñ â H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó {yn}∞n=1 îðòîíîðìèðîâàííàÿ,
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äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü åå ïîëíîòó. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.

Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 1.22 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y0 ̸= 0, y0 ⊥

yn äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Çàôèêèñèðóåì ÷èñëî N ∈ N,

òàêîå ÷òî
∞∑

n=N+1

∥xn − yn∥2 < 1. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû

hk =
∑N

i=1(yk, xi)xi, k = 0, 1, 2, . . . . Ñèñòåìà {h0, h1, . . . , hN}

ëèíåéíî çàâèñèìà â N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå sp{x1, . . . , xN}.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðûõ {a0, a1, . . . , an} ⊂ èìååì
N∑
k=0

akhk = 0 è al ̸= 0 äëÿ íåêîòîðîãî l ≤ N . Îòñþäà,

N∑
k=0

akhk =

N∑
k=0

ak

(
N∑
i=1

(yk, xi)xi

)
=

N∑
i=1

(
N∑
k=0

(akyk, xi

))
xi = 0.

Òàê êàê {x1, . . . , xN} ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî

N∑
k=0

(akyk, xi) =

(
N∑
k=0

akyk, xi

)
= 0

ïðè i = 1, 2, . . . , N .

Îáîçíà÷èì
N∑
k=0

akyk = v. Òîãäà v ⊥ xi ïðè i ≤ N . Òàê êàê

{xn}∞n=1 - îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî

∥v∥2 =
∞∑
n=1

|(v, xn)|2 =
∞∑

k=N+1

|(v, xn)|2,

à òàê êàê {yk}∞k=1 - îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, òî
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v⊥{yN+1, yn+2, . . .}, ò.å. (v, yn) = 0 ïðè n ≥ N + 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∥v∥2 =
∞∑

n=N+1

|(v, xn)− (v, yn)|2 =
∞∑

n=N+1

|(v, xn − yn)|2 ≤

≤
∞∑

n=N+1

∥v∥2 · ∥xn − yn∥2 = ∥v∥2 ·
∞∑

n=N+1

∥xn − yn∥2 < ∥v∥2.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó. ■

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè {xk}∞k=1 áàçèñ â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå X è x = lim
k→∞

xk, òî x = 0.

2. Ïóñòü {xn}∞n=1 ⊂ X - íîðìèðîâàííàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, {x∗n}∞n=1 ⊂ X∗ - áèîðòîãîíàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ∥x∗n∥ → ∞ ïðè n → ∞. Äîêàçàòü, ÷òî

{xn}∞n=1 íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå X.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊂ X

x1 = (1, 0, 0, . . .)

xn = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

, 0, 0, . . .), n ≥ 2,

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â ïðîñòðàíñòâå
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l2.

Óêàçàíèå: ïðîâåðèòü, ÷òî ýëåìåíò y⊥{xn}∞n=1, ãäå

y =
(
0, 0, 1,−1,

1

2
,
1

2
,−1

2
,−1

2
, . . . ,

1

2n
, . . . ,

1

2n︸ ︷︷ ︸
2n

,− 1

2n
, . . . ,− 1

2n︸ ︷︷ ︸
2n

, . . .
)
.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà {xn}∞n=1, ãäå

xn = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .)

íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå l2.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {xn}∞n=0, ãäå xn(t) = ent

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1].

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé xn(t) =

e
t
n , n ∈ N, íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1].

7. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé xn(t) =

1√
t+

√
n
, n ∈ N íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1).

8. ßâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà ôóíêöèé {xn}∞n=0, xn(t) = e−nt2

(a) ìèíèìàëüíîé;

(b) ïîëíîé;

(c) áàçèñîì;
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â ïðîñòðàíñòâàõ C[−1, 1] è L2(0, 1)?

9. Ïðîâåðèòü ÿâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà {xk}∞k=1 ⊂ Cn:

ìèíèìèìàëüíîé, ïîëíîé, ïåðåïîëíåííîé

(a) xk = ( 1
k+1 ,

1
k+2 ,

1
k+2 , . . . ,

1
k+n).

(b) xk = ( 1
2k+1 , . . . ,

1
2k+n ).

(c) xk = (k−1
k , k−2

k , . . . , k−n
k ).

(d) xk = (k1, k2, . . . , kn).

(e) xk = (λk, . . . , λk+n−1), λ > 0, λ ̸= 1.

(f) xk = ((k + 1)2, . . . , (k + n)2).

10. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà {e−kt}∞k=1 áàçèñîì â

ïðîñòðàíñòâå C[0, 1].

11. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà {e−
t
n }∞k=1 áàçèñîì â

ïðîñòðàíñòâå:

(a). C[−1, 1];

(b). L(−1, 1).

12. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà ýëåìåíòîâ { 1
tn+1}

∞
n=1

áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1].
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2. Áàçèñû Ðèññà, Àóýðáàõà è îðòîíîðìèðîâàííûå

áàçèñû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Áàçèñ {ek}∞k=1 ⊂ H íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, åñëè

(ek, ei) = 0 ïðè k ̸= i è ∥ek∥ = 1 ïðè âñåõ k ∈ N.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü {xn}∞n=1 ⊂ H è ∥xn∥ = 1. Åñëè

äëÿ ëþáîãî h ∈ H ∥h∥2 =
∞∑
n=1

|(h, xn)|2, òî {xn} � ïîëíàÿ

îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, ò.å. áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî i ∈ N ïî óñëîâèþ òåîðåìû

1 = ∥xi∥2 =
∞∑
n=1

|(xi, xn)|2 = ∥xi∥2 +
∞∑
n̸=i

|(xi, xn)|2.

Òàê êàê, ∥xi∥ = 1 òî,
∑
n̸=i

|(xi, xn)|2 = 0, ò.å. äëÿ ëþáîãî i, n, i ̸= n

xi⊥xn.

Èòàê, {xi}∞i=1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Äîêàæåì

ïîëíîòó. Ïóñòü z ⊥ xn äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Òîãäà, ïî óñëîâèþ

∥z∥2 =
∞∑
n=1

|(z, xn)|2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, z = 0. Ïî ñëåäñòâèþ 1.22 ñèñòåìà {xn}∞n=1

ïîëíà. ■
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Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü {ek}∞k=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà

(1) åñëè U : H → H � óíèòàðíûé îïåðàòîð, òî {Uek}∞k=1

òàêæå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H;

(2) åñëè {xk}∞k=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H, òî

ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé îïåðàòîð U : H → H, òàêîé, ÷òî

Uek = xk.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(1). Òàê êàê óíèòàðíûé îïåðàòîð U ÿâëÿåòñÿ

èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì H íà H, òî {Uek}∞k=1 áàçèñ â

H. Êðîìå òîãî,

(Uek, Uen) = (U∗Uek, en) = (ek, en) = δkn.

Ñëåäîâàòåëüíî, {Uek}∞k=1 îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

(2). Îïðåäåëèì îïåðàòîð U : H → H ïî ôîðìóëå

Ux = U
( ∞∑

k=1

(x, ek)ek

)
=

∞∑
k=1

(x, ek)xk.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðÿä
∞∑
k=1

(x, ek)xk ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó äëÿ
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Sn =
n∑

k=1

(x, ek)xk èìååì:

∥Sn+p − Sn∥2 = ∥
n+p∑

k=n+1

(x, ek)xk∥2 = (ïî òåîð. Ïèôàãîðà) =

=

n+p∑
k=n+1

|(x, ek)|2 → 0

ïðè n → ∞, òàê êàê

∞∑
k=1

|(x, ek)|2 = ∥x∥2.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà U êîððåêòíî.

Ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà U î÷åâèäíà. Ïîñêîëüêó

(Ux,Uy) =
( ∞∑

n=1

(x, en)xn),

∞∑
k=1

(y, ek)xk

)
=

=

∞∑
k=1

(x, ek)(y, ek) =
( ∞∑

n=1

(x, ek)ek),

∞∑
n=1

(y, ek)ek

)
= (x, y),

òî ∥Ux∥2 = (Ux,Ux) = (x, x) = ∥x∥2. Çíà÷èò, îïåðàòîð U

èçîìåòðè÷åñêèé èçèìîðôèçì H â H, ñîõðàíÿþùèé ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå. Ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð U∗ : H → H.
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Åñëè y ∈ H, òî

U(U∗y) = U
( ∞∑

k=1

(U∗y, ek)ek

)
=

∞∑
k=1

(U∗y, ek)xk =

=

∞∑
k=1

(y, Uek)xk =

∞∑
k=1

(y, xk)xk = y,

ò.å. U - ñþðüåêöèÿ è, çíà÷èò, èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì H íà

H. Ñëåäîâàòåëüíî, U - óíèòàðíûé îïåðàòîð. ■

Îïðåäåëåíèå 2.4. Áàçèñ {xn}∞n=1 ⊂ H íàçûâàåòñÿ

áàçèñîì Ðèññà, åñëè ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

{en}∞n=1 è íåïðåðûâíàÿ ëèíåéíàÿ áèåêöèÿ T : H → H, òàêàÿ

÷òî xn = Ten.

Òåîðåìà 2.5. Åñëè {xn}∞n=1 � áàçèñ Ðèññà, à {yn}∞n=1

� áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ê {xn}∞n=1, òî {yn}∞n=1 � òàêæå

áàçèñ Ðèññà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {en}∞n=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ è xn = Ten, ãäå T - íåïðåðûâíàÿ ëèíåéíàÿ áèåêöèÿ. Äëÿ

ëþáîãî ýëåìåíòà h ∈ H

T−1h =

∞∑
n=1

(T−1h, en)en =

∞∑
n=1

(h, (T−1)∗en)en.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

h = T (T−1h) =
∞∑
n=1

(h, (T−1)∗en)Ten =
∞∑
n=1

(h, (T−1)∗en)xn.

Ñëåäîâàòåëüíî, áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä yn =

(T−1)∗en. Òàê êàê (T−1)∗ - íåïðåðûâíàÿ ëèíåéíàÿ áèåêöèÿ, òî

{yn}∞n=1 - áàçèñ Ðèññà. ■

Èçâåñòíî (òåîðåìà 4.12), ÷òî ëþáàÿ ïîëíàÿ

îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

H ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì.

Òåîðåìà 2.6. Åñëè ñèñòåìà {xn}∞n=1 ⊂ H � áàçèñ Ðèññà,

òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà A > 0 è B > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

y ∈ H âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

A∥y∥2 ≤
∞∑
n=1

|(y, xn)|2 ≤ B∥y∥2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ

îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû {en}∞n=1, ïîëó÷àåì

∞∑
n=1

|(y, xn)|2 =
∞∑
n=1

|(y, Ten)|2 =

=

∞∑
n=1

|(T ∗y, en)|2 = ∥T ∗y∥2 ≤ ∥T ∗∥2∥y∥2.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû

∥y∥2 = ∥(T ∗)−1(T ∗y)∥2 ≤ ∥(T ∗)−1∥2 · ∥T ∗y∥2 =

= ∥(T−1)∗∥2 ·
∞∑
n=1

|(T ∗y, en)|2 = ∥(T−1)∗∥2
∞∑
n=1

|(y, Ten)|2 =

= ∥(T−1)∗∥2 ·
∞∑
n=1

|(y, xn)|2.

Ïîëàãàÿ A = 1
∥(T−1)∗∥2 è B = ∥T ∗∥2 = ∥T∥2 ïîëó÷àåì

óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ■

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü {xn}∞n=1 ⊂ H. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

(1) {xn}∞n=1 - áàçèñ Ðèññà;

(2) Ñèñòåìà {xn}∞n=1 ïîëíàÿ è ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà

A > 0, B > 0, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c =

{ck}∞k=1 ∈ c00 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

A

∞∑
k=1

|ck|2 ≤
∥∥∥ ∞∑

k=1

ckxk

∥∥∥2 ≤ B

∞∑
k=1

|ck|2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(1) ⇒ (2) Ïî îïðåäåëåíèþ áàçèñà Ðèññà ñóùåñòâóåò

îãðàíè÷åííàÿ áèåêöèÿ T : H → H, ò.÷. xn = Ten äëÿ íåêîòîðîãî
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îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {en}∞n=1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî c ∈ c00

∥∥∥ ∞∑
k=1

ckxk

∥∥∥2 = ∥∥∥ ∞∑
k=1

ckTek

∥∥∥2 = ∥∥∥T ( ∞∑
k=1

ckek)
∥∥∥2 ≤

≤ ∥T∥2 ·
∥∥∥ ∞∑

k=1

ckek

∥∥∥2 = ∥T∥2
∞∑
k=1

|ck|2

è
∞∑
k=1

|ck|2 =
∥∥∥ ∞∑

k=1

ckek

∥∥∥2 = ∥∥∥T−1 ◦ T (
∞∑
k=1

ckek)
∥∥∥2

≤ ∥T−1∥2 ·
∥∥∥ ∞∑

k=1

ckTek

∥∥∥2 = ∥T−1∥2 ·
∥∥∥ ∞∑

k=1

ckxk

∥∥∥2.
Ïîëàãàÿ A = 1

∥T−1∥2 è B = ∥T∥2 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

íåðàâåíñòâî.

(2) ⇒ (1) Âûáåðåì â H îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó {ek}∞k=1

è íà sp{ek}∞k=1 ⊂ H îïðåäåëèì îïåðàòîð T : sp{ek}∞k=1 →

sp{xk}∞k=1 ïî ôîðìóëå

T (c1e1 + . . .+ cnen) = c1x1 + . . .+ cnxn.

Îïåðàòîð V îïðåäåëåííûé íà sp{xk}∞k=1 ïî ôîðìóëå

V (c1x1 + . . .+ cnxn) = c1e1 + . . .+ cnen
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ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì T . Òàê êàê ñèñòåìû {ek}∞k=1 è {xk}∞k=1

ïîëíû â H, òî îïåðàòîðû T è V îïðåäåëåíû íà âñþäó ïëîòíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâàõ â H. Äëÿ ëþáîãî y = c1e1 + . . . + cnen ∈

sp{ek}∞k=1 ïî óñëîâèþ

∥Ty∥2 =
∥∥∥ n∑

k=1

ckxk

∥∥∥2 ≤ B

n∑
k=1

|ck|2 = B
∥∥∥ n∑

k=1

ckek

∥∥∥2 = B∥y∥2.

Ñëåäîâàòåëüíî, T - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð íà

sp{ek}∞k=1 ⊂ H è ∥T∥ ≤
√
B. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî z =

c1x1 + . . .+ cnxn ∈ sp{xk}∞k=1

∥V z∥2 =
∥∥∥ n∑

k=1

ckek

∥∥∥2 = n∑
k=1

|ck|2 ≤
1

A

∥∥∥ n∑
k=1

ckxk

∥∥∥2 = 1

A
∥z∥2,

òî åñòü V - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð íà sp{xk}∞k=1 è

∥V ∥ ≤ 1√
A
. Ïî òåîðåìå 4.14 ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü îïåðàòîðû

T è V äî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðòîðîâ T̃ : H → H è

Ṽ : H → H. Òàê êàê T ◦V = I è T̃ ◦ Ṽ = T ◦V íà âñþäó ïëîòíîì

ïîäïðîñòðàíñòâå sp{xk}∞k=1 ⊂ H, òî T̃ ◦ Ṽ = IH . Àíàëîãè÷íî,

Ṽ ◦ T̃ = IH . Ñëåäîâàòåëüíî, T̃ - ëèíåéíàÿ îãðàíè÷åííàÿ áèåêöèÿ

íà H è T̃ en = xn. Çíà÷èò {xn}∞n=1 - áàçèñ Ðèññà. ■

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïóñòü {xn}∞n=1 áàçèñ â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå E è {x∗n}∞n=1 ⊂ E∗ - áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà
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ê {xn}∞n=1. Áàçèñ {xn}∞n=1 íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Àóýðáàõà, åñëè

∥xn∥ = ∥x∗n∥ = 1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü E - n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå

íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

(1) â E ñóùåñòâóåò áàçèñ Àóýðáàõà.

(2) Åñëè X - íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è E ⊂ X, òî

ñóùåñòóâóåò ïðîåêòîð P : X → E, ò.÷. ∥P∥ ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî (1) Ïóñòü {y1, . . . , yn} - áàçèñ â

ïðîñòðàíñòâå E, S(0, 1) = {x ∈ E : ∥x∥ = 1} - åäèíè÷íàÿ

ñôåðà â E è ýëåìåíòû z1, . . . , zn ∈ S(0, 1). Ïóñòü

zi = α1iy1 + α2iy2 + . . . + αniyn - ðàçëîæåíèå zi ïî áàçèñó

{y1, . . . , yn} è ìàòðèöà A(z1, . . . , zn) = {αki}k,i=1. Ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ v : S(0, 1)× . . .× S(0, 1) → R

v(z1, . . . , zn) = |{αki}nk,i=1|,

ãäå |{αki}nk,i=1| - îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A. Ôóíêöèÿ v

îïðåäåëåíà íà êîìïàêòå S(0, 1)×. . .×S(0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà

ôóíêöèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå (x1, . . . , xn) ∈ S(0, 1) × . . . × S(0, 1)

äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ò.å. v(x1, . . . , xn) ≥

v(z1, . . . , zn) äëÿ ëþáîé òî÷êè (z1, . . . , zn) ∈ S(0, 1)× . . .×S(0, 1)

. Òàê êàê v(x1, . . . , xn) ≥ v(y1, . . . , yn) = 1, òî ñèñòåìà
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x1, . . . , xn - ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî åñòü {x1, . . . , xn} - áàçèñ

â ïðîñòðàíñòâå E. Î÷åâèäíî, ÷òî ∥xi∥ = 1, i = 1, . . . , n.

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëû x∗i ∈ E∗ ïî ôîðìóëå

x∗i (x) =
v(x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xn)

v(x1, . . . , xn)
.

ßñíî, ÷òî x∗i (xi) = 1 è x∗i (xk) = 0 ïðè k ̸= i, òàê êàê â ìàòðèöå

A ïîÿâèòñÿ äâà îäèíàêîâûõ ñòîëáèêà. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî

x ∈ S(0, 1) v(x1, . . . , xi−1,±x, xi+1, . . . , xn) ≤ v(x1, . . . , xn), òî

åñòü |x∗i (x)| ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ∥x∗i ∥ = 1 äëÿ i = 1, . . . , n.

(2) Ïóñòü {x1, . . . , xn} ⊂ E - áàçèñ Àóýðáàõà â êîíå÷íîìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå E. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ E x =
∞∑
i=1

x∗i (x)xi. Ïî

òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà ïðîäîëæèì ôóíêöèîíàëû x∗i : E → R äî

ôóíêöèîíàëîâ x̃∗i : X → R ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû. Òîãäà P (x) =
n∑

i=1
x̃∗i (x)xi ïðîåêòîð X íà E. Êðîìå òîãî,

∥Px∥ =
∥∥∥ n∑

i=1

x̃∗i (x)xi

∥∥∥ ≤
n∑

i=1

(|x̃∗i (x)|·∥xi∥) ≤
n∑

i=1

(∥x̃∗i ∥·∥x∥) = n∥x∥.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∥P∥ ≤ n. ■

Ïðèìåð 2.10. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî E ⊂ C[0, 1],

E = sp{t, t2} = {at+ bt2 : a, b ∈ R}.
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Ôóíêöèè x1(t) = t è x2(t) = t2 ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå

E, íî íå ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì Àóýðáàõà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

{x∗1, x∗2} - áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà, òî x∗1(t) = 1, à x∗1(t
2) = 0.

Òîãäà, x∗1(2t − t2) = 2. Òàê êàê ∥2t − t2∥ = 1, òî ∥x∗1∥ ≥

|x∗1(2t− t2)| = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ∥x∗1∥ ≥ 2. ■

Óïðàæíåíèÿ:

1. ßâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {xn}∞n=1, xn =

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1√
n
, 0, . . .) áàçèñîì Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå l2?

2. ßâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {xk}nk=1, xk =

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, 1, 1, . . . , 1) áàçèñîì Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå Cn?

3. ßâëÿåòñÿ ëè áàçèñîì Ðèñññà ñèñòåìà {xn}∞n=1 ⊂ l2

(a) xn = (0, 0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
n

, 1
n , 0, . . .);

(b) xn = (0, 0, . . . , 0, 1− 1

2n︸ ︷︷ ︸
n

, 1
n , 0, . . .)

(c) xn = (0, 0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
n

, 1
2n ,

1
2n+1 ,

1
2n+2 , . . .).

4. ßâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà ôóíêöèé xn(t) = (cos nt
2 )

2, n =

0, 1, 2, . . . áàçèñîì Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå L(0, π)?

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè x1(t) ≡ 1 è x2(t) = t−1 îáðàçóþò

áàçèñ Àóýðáàõà â ïðîñòðàíñòâå L = {kt+ b, k, b ∈ R} ⊂ C[0, 2].
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6. Îáðàçóþò ëè ôóíêöèè x1(t) = sin t è x2(t) = cos t áàçèñ

Àóýðáàõà â ïðîñòðàíñòâå L2 = {a sin t + b cos t, a, b ∈ R} ⊂

C[0, π].
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3. Áåññåëåâû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ôðåéìû â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííîé

ñèñòåìû {ek}∞k=1 ⊂ H âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ

∞∑
k=1

|ck|2 ≤ ∥x∥2,

ãäå ck = (x, ek) - êîýôôèöèåíòû Ôóðüå äëÿ ýëåìåíòà x ∈ H.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü {xk}∞k=1 ïðîèçâîëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ â H. Åñëè ñóùåñòâóåò

÷èñëî B > 0, ò.÷. äëÿ ëþáîãî x ∈ H âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∞∑
k=1

|(x, xk)|2 ≤ B · ∥x∥2,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}∞k=1 íàçûâàåòñÿ áåññåëåâîé. ×èñëî

B íàçûâàåòñÿ áåññåëåâîé ãðàíèöåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xk}∞k=1.

Òåîðåìà 3.2. Åñëè {xk}∞k=1 � áåññåëåâà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ck}∞k=1 ∈ l2 ðÿä
∞∑
k=1

ckxk ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå H.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Sn =
∞∑
k=1

ckxk. Òîãäà ïðè n > m

∥Sn − Sm∥ =
∥∥∥ n∑

k=1

ckxk −
m∑
k=1

ckxk

∥∥∥ =
∥∥∥ n∑
k=m+1

ckxk

∥∥∥ =

= sup
∥y∥≤1

∣∣∣( n∑
k=m+1

ckxk, y
)∣∣∣ ≤ sup

∥y∥≤1

n∑
k=m+1

|ck| · |(xk, y)| ≤

≤ sup
∥y∥≤1

√√√√ n∑
k=m+1

|ck|2 ·
n∑

k=m+1

|(y, xk)|2 ≤

≤ sup
∥y∥≤1

√√√√ n∑
k=m+1

|ck|2 ·B∥y∥2 ≤

√√√√B

n∑
k=m+1

|ck|2 → 0
m→∞

,

òàê êàê c ∈ l2. ■

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}∞k=1 ⊂ H

òàêîâà, ÷òî ðÿä
∞∑
k=1

ckxk ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî c = {ck}∞k=1 ∈ l2.

Òîãäà îïåðàòîð T : l2 → H, çàäàííûé ôîðìóëîé Tc =
∞∑
k=1

ckxk

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, îãðàíè÷åííûì; ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

T∗ èìååò âèä T ∗x = {(x, xk)}∞k=1 ∈ l2 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xk}∞k=1 ÿâëÿåòñÿ áåññåëîâîé ñ ãðàíèöåé B = ∥T∥2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû Tn : l2 → H,
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Tnc =
n∑

k=1

ckxk. Òàê êàê,

∥Tnc∥ ≤
n∑

k=1

|ck| · ∥xk∥ ≤ ∥c∥

√√√√ n∑
k=1

∥xk∥2,

òî îïåðàòîðû Tn ëèíåéíû è îãðàíè÷åíû. Ïîñêîëüêó lim
k→∞

Tnc =

Tc äëÿ ëþáîãî c ∈ l2, òî ïî ñëåäñòâèþ 4.4 îïåðàòîð T òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è îãðàíè÷åííûì. Èç ðàâåíñòâà

(Tc, x) =

( ∞∑
k=1

ckxk, x

)
=

∞∑
k=1

(ckxk, x) =
∞∑
k=1

ck(xk, x)

ñëåäóåò, ÷òî ðÿä
∞∑
k=1

ck(xk, x) ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî c ∈ l2 è x ∈ H.

Ïî òåîðåìå Ôèøåðà ïîëó÷àåì, ÷òî {(xk, x)}∞k=1 ∈ l2 è

({ck}∞k=1, {(x, xk)}∞k=1) =

∞∑
k=1

ck(xk, x) = (Tc, x) = (c, T ∗x).

Ñëåäîâàòåëüíî, T ∗x = {(x, xk)}∞k=1 ∈ l2. Òàê êàê, ∥T ∗∥ = ∥T∥,

òî
∞∑
k=1

|(x, xk)|2 = ∥T ∗x∥2 ≤ ∥T ∗∥2 · ∥x∥2 = ∥T∥2 · ∥x∥2

äëÿ ëþáîãî x ∈ H, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(x, xk)}∞k=1 -

áåññåëåâà è B = ∥T∥2. ■

53



Ñëåäñòâèå 3.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}∞k=1 ⊂ H

áåññåëåâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðÿä
∞∑
k=1

ckxk ñõîäèòñÿ

äëÿ ëþáîãî c = {ck}∞k=1 ∈ l2. ■

Ñëåäñòâèå 3.5. Åñëè {xk}∞k=1 ⊂ H îðòîíîðìèðîâàííàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èëè áàçèñ Ðèññà, òî {xk}∞k=1 � áåññåëåâà.

■

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü {xk}∞k=1 ⊂ H. Åñëè íåðàâåíñòâî
∞∑
k=1

|(x, xk)|2 ≤ B∥x∥2 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x èç íåêîòîðîãî âñþäó

ïëîòíîãî ìíîæåñòâà V ⊂ H, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}∞k=1

áåññåëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈

H âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∞∑
k=1

|(x0, xk)|2 > B∥x0∥2. Òîãäà

ñóùåñòâóåò n ∈ N, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
n∑

k=1

|(x0, xk)|2 > B∥x0∥. Òàê êàê V ⊂ H âñþäó ïëîòíî, òî

x0 = lim
m→∞

ym äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ym}∞m=1 ⊂ V .

ßñíî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m ∈ N
n∑

k=1

|(ym, xk)|2 >

B∥x0∥, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. ■

Çàìåòèì, ÷òî íå âñÿêèé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ áåññåëåâîé ñèñòåìîé.

Íàïðèìåð, {xk}∞k=1 ⊂ l2, ãäå xk = (0, . . . , k, 0, . . .) = kek, íå

ÿâëÿåòñÿ áåññåëåâîé ñèñòåìîé, òàê êàê
∞∑
k=1

|(x0, xk)|2 = ∞, åñëè

x0 = { 1
k}

∞
k=1 ∈ l2.
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Íî åñëè áàçèñ {xk}∞k=1 ÿâëÿåòñÿ áåññåëåâîé ñèñòåìîé, òî

âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ áèîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì

{yk}∞k=1.

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü {xk}∞k=1 ⊂ H � áàçèñ, à {yk}∞k=1

áèîðòîãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè {xk}∞k=1 - áåññåëåâà

ñ ãðàíèöåé B, òî

(1)
∞∑
k=1

|(x, yk)|2 ≥ 1
B∥x∥2 äëÿ ëþáîãî x ∈ H;

(2) ∥
∞∑
k=1

ckyk∥ ≥ 1
B∥x∥2 äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c =

{ck}∞k=1 ∈ c00.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(1). Äëÿ ëþáîãî x ∈ H x =
∞∑
k=1

(x, yk)xk. Ñëåäîâàòåëüíî,

∥x∥4 = |(x, x)|2 =
∣∣∣(x, ∞∑

k=1

(x, yk)xk)
∣∣∣2 = ∣∣∣ ∞∑

k=1

(x, yk)(x, xk)
∣∣∣2 ≤

≤
∞∑
k=1

|(x, yk)|2 ·
∞∑
k=1

|(x, xk)|2 ≤
∞∑
k=1

|(x, yk)|2 ·B · ∥x∥2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

(2). Òàê êàê {yk}∞k=1 - áèîðòîãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
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òî ck =
∞∑
i=1

ci(yi, xk). Ñëåäîâàòåëüíî,

∞∑
k=1

|ck|2 =
∞∑
k=1

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

ci(yi, xk)

∣∣∣∣∣
2

=
∞∑
k=1

∣∣∣∣∣(
∞∑
i=1

ciyi, xk)

∣∣∣∣∣ ≤ B
∥∥∥ ∞∑

i=1

ciyi

∥∥∥2.
■

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � äîñòàòî÷íîå óñëîâèå áåññåëåâîñòè

ñèñòåìû {xk}∞k=1.

Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü {xk}∞k=1 ⊂ H. Åñëè äëÿ ëþáîãî j ∈ N
∞∑
k=1

|(xj , xk)| ⩽ B, òî ñèñòåìà {xk}∞k=1 � áåññåëåâà ñ ãðàíèöåé B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 3.4 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî ðÿä
∞∑
k=1

ckxk ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî c = {ck}∞k=1 ∈ l2. Ïðè

n > m èìååì

∥∥∥ n∑
k=m+1

ckxk

∥∥∥2 = ( n∑
k=m+1

ckxk,
n∑

j=m+1

cjxj

)
=

=

n∑
k=m+1

n∑
j=m+1

ck · cj(xk, xj) ⩽

n∑
k=m+1

n∑
j=m+1

|ck| ·
√
|(xkxj)| · |cj |

√
|(xk, xj)| ⩽
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(èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî)

⩽
( n∑

k=m+1

n∑
j=m+1

|ck|2|(xk, xj)|)
1
2 ·
( n∑

j=m+1

n∑
k=m+1

|cj |2|(xj , xk)|
) 1

2
⩽

⩽
( n∑

k=m+1

|ck|2B
) 1

2 ·
( n∑

j=m+1

|cj |2 ·B
) 1

2
= B ·

n∑
k=m+1

|ck|2 → 0

ïðèm → ∞ â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

|ck|2. Àíàëîãè÷íî ìîæíî

ïîëó÷èòü îöåíêó

∥
∞∑
k=1

ckxk∥2 ⩽ B

∞∑
k=1

|ck|2.

Èç òåîðåìû 3.3 ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî B ÿâëÿåòñÿ áåññåëåâîé

ãðàíèöåé ñèñòåìû {xk}∞k=1. ■

Òåîðåìà 3.9. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) {xk}∞k=1 ⊂ H � áàçèñ Ðèññà;

(2) {xk}∞k=1 ⊂ H è åå áèîðòîãîíàëüíàÿ {yk}∞k=1 � ïîëíûå

áåññåëåâû ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2)

Òàê êàê {xk}∞k=1 ⊂ H áàçèñ Ðèññà, òî {xk}∞k=1 ïîëíà è

ÿâëÿåòñÿ áåññåëåâîé ïî òåîðåìå 2.6. Ïî òåîðåìå 2.5 {yk}∞k=1

òàêæå áàçèñ Ðèññà è, ñëåäîâàòåëüíî, {yk}∞k=1 - ïîëíàÿ è
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áåññåëåâà.

(2) ⇒ (1) Òàê êàê ñèñòåìû {xk}∞k=1 è {yk}∞k=1 ïîëíûå, òî

ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà L = sp{xk}∞k=1 è M = sp{yk}∞k=1

ïëîòíû â H. Çàôèêñèðóåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ek}∞k=1 ⊂

H è îïðåäåëèì ëèíåéíûå îïåðàòîðû V : H → H è U : H → H

ïî ôîðìóëàì

V
( N∑

k=1

ckxk

)
=

N∑
k=1

ckek, U
( N∑

k=1

ckyk

)
=

N∑
k=1

ckek.

Â ñèëó áèîðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåì {xk}∞k=1 è {yk}∞k=1

x =

N∑
k=1

ckxk =

N∑
k=1

(x, yk)xk

è

y =

N∑
k=1

ckyk =

N∑
k=1

(y, xk)yk.

Òàê êàê äëÿ ýëåìåíòîâ x è y ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî, òî

îïåðàòîðû U è V îïðåäåëåíû êîððåêòíî.
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Äàëåå,

∥V x∥2 =
∥∥∥V (

N∑
k=1

(x, yk)xk)
∥∥∥2 = ∥∥∥ N∑

k=1

(x, yk)ek

∥∥∥2 =
=

N∑
k=1

|(x, yk)|2 ≤ B∥x∥2,

ãäå B - áåññåëåâà ãðàíèöà ñèñòåìû {yk}∞k=1. Ñëåäîâàòåëüíî,

îïåðàòîð V - îãðàíè÷åí è ïî òåîðåìå 4.14 åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü

ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû íà ïðîñòðàíñòâî H. Àíàëîãè÷íî

äîêàçûâàåì îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà V .

Äëÿ x ∈ L è y ∈ M èìååì

(V x, Uy) =
( N∑

k=1

ckek,

N∑
j=1

djej

)
=

N∑
k=1

ckdj =
( N∑

k=1

ckxk,

N∑
j=1

djyj

)
= (x, y).

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è îïåðàòîðîâ

V è U (V x, Uy) = (x, y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ H. Îòñþäà äëÿ

ëþáîãî x ∈ H

∥x∥2 = (x, x) = (V x, Ux) ≤ ∥V x∥ · ∥Ux∥.
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Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè x ̸= 0, òî è V x ̸= 0, ò.å. îïåðàòîð V

ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì. Ïóñòü òåïåðü h ∈ H. Òîãäà h =
∞∑
k=1

(h, ek)ek è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(h, ek)}∞k=1 ∈ l2. Òàê êàê

{xk}∞k=1 áåññåëåâà, ðÿä
∑∞

k=1(h, ek)xk ñõîäèòñÿ è

V
( ∞∑

k=1

(h, ek)xk

)
=

∞∑
k=1

(h, ek)ek = h,

ò.å. îïåðàòîð V - ñþðüåêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, V - îãðàíè÷åííàÿ

ëèíåéíàÿ áèåêöèÿH íàH, V −1ek = xk è, çíà÷èò, {xk}∞k=1 - áàçèñ

Ðèññà. ■

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷àñòíûé ñëó÷àé áåññåëåâûõ ñèñòåì.

Îïðåäåëåíèå 3.10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ

{xk}∞k=1 ⊂ H íàçûâàåòñÿ ôðåéìîì, åñëè ñóùåñòóþò ÷èñëà

A,B > 0, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ H âåðíî íåðàâåíñòâî

A∥x∥2 ⩽
∞∑
k=1

|(x, xk)|2 ⩽ B∥x∥2.

×èñëî A íàçûâàåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé ôðåéìà, ÷èñëî B

íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé ôðåéìà. ×èñëà

sup{A : A− íèæíÿÿ ãðàíèöà ôðåéìà} è

inf{B : B − âåðõíÿÿ ãðàíèöà ôðåéìà}
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íàçûâàþòñÿ òî÷íûìè ãàðíèöàìè ôðåéìà. Åñëè A = B, òî

ôðåéì íàçûâàåòñÿ æåñòêèì. Åñëè A = B = 1, òî ôðåéì

íàçûâàåòñÿ ïàðñåâàëåâñêèì. Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 2.6

áàçèñû Ðèññà ÿâëÿþòñÿ ôðåéìàìè.

Ïîñêîëüêó êàæäûé ôðåéì ÿâëÿåòñÿ áåññåëåâîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, òî îïåðàòîð T : l2 → H Tc =
∑

ckxk

ëèíåéíûé, îãðàíè÷åííûé è T ∗ : H → l2 èìååò âèä

T ∗x = {(x, xk)}∞k=1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð S = T ◦ T ∗ : H → H.

Sx =
∞∑
k=1

(x, xk)xk.

ßñíî, ÷òî îïåðàòîð S - ñàìîñîïðÿæåííûé è ïîëîæèòåëüíûé, òàê

êàê

(Sx, x) = (T (T ∗x), x) = (T ∗x, T ∗x) = ({(x, xk)}∞k=1, {(x, xk)}∞k=1) =

=

∞∑
k=1

|(x, xk)|2 ⩾ 0. (3.1)

Îïåðàòîð S íàçûâàåòñÿ ôðåéìîâûì îïåðàòîðîì.

Òåîðåìà 3.11. Åñëè {xk}∞k=1 ⊂ H ôðåéì, òî ñèñòåìà

{xk}∞k=1 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè sp{xk}∞k=1 ̸= H, òî
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ñóùåñòâóåò ýëåìåíò z ∈ H, z ⊥ 0 è z⊥xk äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Íî

òîãäà íåâîçìîæíî íåðàâåíñòâî

A∥z∥2 ≤
∞∑
k=1

|(z, xk)|2.

■

Ïðèìåð 3.12. Ïóñòü {ek}∞k=1 - îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

H.

(a) Ïîâòîðÿÿ êàæäûé ýëåìåíò ñèñòåìû {ek}∞k=1 äâàæäû, ìû

ïîëó÷àåì ñèñòåìó {xk}∞k=1,

{xk}∞k=1 =
{
e1, e1, e2, e2, . . . , en, en, . . .

}
.

Òîãäà,
∞∑
k=1

|(x, xk)|2 = 2

∞∑
k=1

|(x, ek)|2 = 2∥x∥2,

ò.å. {xk}∞k=1 - æåñòêèé ôðåéì ñ A = B = 2.

(b) åñëè

{xk}∞k=1 = {e1, e1, e2, e3, . . . , en, . . .},

òî {xk}∞k=1 � ôðåéì ñ ãðàíèöàìè A = 1, B = 2.
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Ïðèìåð 3.13. Ïóñòü

{xk}∞k=1 =
{
e1,

1√
2
e2,

1√
2
e2,

1√
3
e3,

1√
3
e3,

1√
3
e3, . . .

}
,

ò.å. êàæäûé âåêòîð ek√
k
ïîâòîðÿåòñÿ k ðàç. Òîãäà,

∞∑
k=1

|(x, xk)|2 =
∞∑
k=1

k|(x, 1√
k
ek)|2 =

∞∑
k=1

|(x, ek)|2 = ∥x∥2,

ò.å. ôðåéì {xk}∞k=1 ÿâëÿåòñÿ ïàðñåâàëåâñêèì.

Ïðèìåð 3.14. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ

{xk}∞k=1 = {e1, e2, e2, . . . , en, . . . , en︸ ︷︷ ︸
n ðàç

, . . .}

íå ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì, òàê êàê äëÿ x =
∞∑
k=1

ek
k ∈ H

∞∑
k=1

|(x, xk)|2 =
∞∑
k=1

k|(x, ek)|2 =
∞∑
k=1

k
1

k2
=

∞∑
k=1

1

k
= ∞.

Òåîðåìà 3.15. Ïóñòü {xk}∞k=1 ôðåéì â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå H è S ôðåéìîâûé îïåðàòîð. Òîãäà îïåðàòîð

S : H → H - ëèíåéíàÿ îãðàíè÷åííàÿ áèåêöèÿ è äëÿ ëþáîãî x ∈ H
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âåðíî ðàâåíñòâî

x =
∞∑
k=1

(x, S−1xk)xk =
∞∑
k=1

(x, xk)S
−1xk. (3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê,

A(x, x) ⩽ (Sx, x)
(3.1)
=

∞∑
k=1

|(x, xk)|2 ≤ B|(x, x)|,

òî

0 ≤ B(x, x)−(Sx, x) = ((BI−S)x, x) ≤ (B−A)(x, x) = (B−A)∥x∥2.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð BI − S ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, òî

∥BI − S∥ = sup
∥x|≤1

((BI − S)x, x) ≤ sup
∥x|≤1

(B −A)∥x∥2 = B −A.

Îòñþäà

∥I − 1

B
S∥ ≤ B −A

B
< 1.

Ïî òåîðåìå 4.17 îïåðàòîð 1
BS èìååò îáðàòíûé. Ñëåäîâàòåëüíî,

è îïåðàòîð S òàêæå èìååò îáðàòíûé S−1. Ïî òåîðåìå Áàíàõà

îïåðàòîð S−1 - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð . Èç ðàâåíñòâà
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Sx =
∞∑
k=1

(x, xk)xk ñëåäóåò

x = S−1(Sx) =
∞∑
k=1

(x, xk)S
−1xk

è

x = S(S−1x) =
∞∑
k=1

(
S−1x, xk

)
xk =

∞∑
k=1

(
x, S−1xk

)
xk.

■

Òåîðåìà 3.16. Åñëè {xk}∞k=1 � æåñòêèé ôðåéì, òî

ôðåéìîâûé îïåðàòîð S = AI è äëÿ ëþáîãî x ∈ H

x =
1

A

∞∑
k=1

(x, xk)xk,

ãäå A � íèæíÿÿ ãðàíèöà ôðåéìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

(Sx, x) =

∞∑
k=1

|(x, xk)|2 = A∥x∥2 = (Ax, x) = (AIx, x),

òî S = AI, à S−1 = 1
AI. Ïî òåîðåìå 3.5 ïîëó÷àåì,

x =
∞∑
k=1

(x, xk)S
−1xk =

1

A

∞∑
k=1

(x, xk)xk.
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■

Òåîðåìà 3.17. Åñëè {xk}∞k=1 � ôðåéì â H, òî {S−1xk}∞k=1

òàêæå ôðåéì â H ñ ãðàíèöàìè A
∥S∥2 è B∥S−1∥2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê {xk}∞k=1 - ôðåéì, òî

∞∑
k=1

|(x, S−1xk)|2 =
∞∑
k=1

|(S−1x, xk)|2 ≤ B∥S−1x∥2 ≤ B∥S−1∥2∥x∥2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ∥x∥ = ∥S(S−1x)∥ ≤ ∥S∥∥S−1x∥, ò.å.

∥S−1x∥ ≥ ∥x∥
∥S∥ , òî

∞∑
k=1

|(x, S−1xk)|2 =
∞∑
k=1

|(S−1x, xk)|2 ≥ A∥S−1x∥2 ≥ A

∥S∥2
∥x∥2.

■

Òåîðåìà 3.18. Åñëè {xk}∞k=1 � ôðåéì â H, x ∈ H è äëÿ

íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ck}∞k=1 ∈ l2 x =
∞∑
k=1

ckxk, òî

∞∑
k=1

|ck|2 ≥
∞∑
k=1

|(x, S−1xk)|2.

(Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå x =
∞∑
k=1

(x, S−1xk)xk íàçûâàþò ñàìûì

ýêîíîìè÷íûì ñðåäè âñåõ ðàçëîæåíèé ïî ôðåéìó.)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê,

∞∑
k=1

(ck − (x, S−1xk))xk = 0,

è ïî òåîðåìå 3.17 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(x, S−1xk)}∞k=1 ∈ l2, òî

{ck − (x, S−1xk)}∞k=1 ∈ T−1(0) = N (T ). Ïîñêîëüêó N (T ) =

R(T ∗)⊥ (òåîðåìà 4.15), à {(S−1x, xk)}∞k=1 ∈ R(T ∗), òî

{ck − (x, S−1xk)}∞k=1⊥{(S−1x, xk)}∞k=1 = {(x, S−1xk)}∞k=1.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà,

∞∑
k=1

|ck|2 = ∥{ck}∞k=1∥2 = ∥{ck−(x, S−1xk)}∞k=1+{(x, S−1xk)}∞k=1∥2 =

= ∥{ck−(x, S−1xk)}∞k=1∥2+∥{(x, S−1xk)}∞k=1∥2 ≥ ∥{(x, S−1xk)}∞k=1∥2.

■

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íûõ ãðàíèö ôðåéìà, ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 3.19. Ïóñòü {xk}∞k=1 � ôðåéì â H è σ(S) �

ñïåêòð îïåðàòîðà S. Òîãäà

min{λ : λ ∈ σ(S)}·∥x∥2 ≤
∞∑
k=1

|(x, xk)|2 ≤ max{λ : λ ∈ σ(S)}·∥x∥2,
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ïðè÷åì ãðàíèöû A = min{λ : λ ∈ σ(S)} è B = max{λ : λ ∈ σ(S)}

ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð S �

ïîëîæèòåëüíûé è îáðàòèìûé. Ñëåäîâàòåëüíî, σ(S) ⊂ (0,+∞).

Ïîñêîëüêó σ(S) - êîìïàêò, òî ÷èñëî m = min{λ : λ ∈ σ(S)} ∈

σ(S) è m > 0. Àíàëîãè÷íî, M = max{λ : λ ∈ σ(S)} ∈ σ(S). Òàê

êàê S � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òî ïî òåîðåìå 4.20(6)

M = sup
∥x∥=1

(Sx, x) = sup
∥x∥=1

∞∑
k=1

|(x, xk)|2,

ò.å. äëÿ x ∈ H, x ̸= 0,
∞∑
k=1

|( x
∥x∥ , xk)|

2 ≤ M . Îòñþäà, äëÿ ëþáîãî

x ∈ H
∞∑
k=1

|(x, xk)|2 ≤ M · ∥x∥2.

Àíàëîãè÷íî,

m = inf
∥x∥=1

(Sx, x) = inf
∥x∥=1

∑
|(x, xk), |2

è
∞∑
k=1

|(x, xk)|2 ≥ m∥x∥2

äëÿ ëþáîãî x ∈ H. Êàê èçâåñòíî (òåîðåìà 4.26), äëÿ

ñàìîñïîðÿæåííîãî îïåðàòîðà âñå ÷èñëà èç ñïåêòðà ëèáî
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ñîáñòâåííûå, ëèáî ïî÷òè ñîáñòâåííûå, ò.å. ñóùåñòâóþò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}∞n=1 ⊂ H è {yn}∞n=1 ⊂ H, ∥xn∥ = ∥yn∥ =

1, ò.÷. Sxn−Mxn → 0 ïðè n → ∞ è Syn−myn → 0 ïðè n → ∞.

Òîãäà

∞∑
k=1

|(xn, xk)|2 = (Sxn −Mxn, xn) +M(xn, xn) → M,

ïðè n → ∞, ò.å. M - òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ôðåéìà.

Àíàëîãè÷íî,
∞∑
k=1

|(yn, xk)|2 → m ïðè n → ∞ ò.å. m - òî÷íàÿ

íèæíÿÿ ãðàíèöà ôðåéìà. ■

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôðåéìû â êîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå Cn. Â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

ðàññìàòðèâàþò, êàê ïðàâèëî, êîíå÷íûå ôðåéìû {xk}mk=1.

Òàê êàê ôðåéì ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé (òåîðåìà 3.11), òî

m ≥ n. ßñíî, ÷òî ïðè m = n ñèñòåìà {xk}mk=1 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì.

Òåîðåìà 3.20. Ñèñòåìà {xk}mk=1 ⊂ Cn ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà {xk}mk=1 ⊂ Cn ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà {xk}mk=1

íåïîëíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0 ∈ Cn, òàêîé ÷òî x0 ̸= 0

è x0 ⊥ sp{xk}mk=1. Îòñþäà
m∑
k=1

|(x0, xk)|2 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

îïðåäåëåíèþ ôðåéìà.
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⇐ Ïóñòü x ∈ Cn. Òîãäà

m∑
k=1

|(x, xk)|2 ≤
( m∑

k=1

∥xk∥2
)
· ∥x∥2,

ò.å. B =
∑m

k=1 ∥xk∥2.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû ôðåéìà îïðåäåëèì

îòîáðàæåíèå Φ : S(0, 1) → [0,+∞)

Φ(x) =
m∑
k=1

|(x, xk)|2,

ãäå S(0, 1) � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â ïðîñòðàíñòâå Cn. Ïîëàãàåì

A = inf{Φ(x), x ∈ S(0, 1)}.

Òàê êàê S(0, 1) êîìïàêò, à îòîáðàæåíèå Φ íåïðåðûâíî, òî

ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0 ∈ S(0, 1), ò.÷.

A = Φ(x0) =

m∑
k=1

|(x0, xk)|2.

ßñíî, ÷òî Φ(x0) ̸= 0, èíà÷å (x0, xk) = 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . ,m,

ò.å. x0⊥sp{xk}mk=1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëíîòå ñèñòåìû {xk}mk=1.

Ïîñêîëüêó Φ( x
∥x∥) ≥ Φ(x0) äëÿ ëþáîãî x ̸= 0, òî ïîëó÷àåì
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íåðàâåíñòâî

Φ(
x

∥x∥
) =

m∑
k=1

|( x

∥x∥
, xk)|2 ≥ Φ(x0) = A.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ Cn

m∑
k=1

|(x, xk)|2 ≥ A∥x∥2,

ò.å. A - íèæíÿÿ ãðàíèöà ôðåéìà. ■

Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ôðåéìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà T

ðàññìàòðèâàþò ïðîñòðàíñòâî Cm âìåñòî ïðîñòðàíñòâà l2, ò.å. T :

Cm → Cn

T (c1, . . . , cm) =
m∑
k=1

ckxk ∈ Cn.

Îïåðàòîð T íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ñèíòåçà èëè

ïðåäôðåéìîâûì îïåðàòîðîì. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð T ∗ : Cn → Cm îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé

T ∗x = {(x, xk)}mk=1 ∈ Cm.

Ôðåéìîâûé îïåðàòîð S = T ◦ T ∗ : Cn → Cn

Sx =
m∑
k=1

(x, xk)xk
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òàêæå, êàê è â îáùåì ñëó÷àå, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ëèíåéíîé

áèåêöèåé, S = S∗ è S ≥ 0. Ïî òåîðåìå 3.15 äëÿ ëþáîãî x ∈ Cn

âåðíî ðàâåíñòâî

x =
m∑
k=1

(x, S−1xk)xk =
m∑
k=1

(x, xk)S
−1xk. (3.3)

Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå σ(S) = σp(S) = {λ1, . . . , λn},

ãäå λi, 1 ≤ i ≤ n - ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà S è êàæäîå

λi ïîâòîðÿåòñÿ ñòîëüêî ðàç êàêîâà åãî êðàòíîñòü. Òàê êàê S

îáðàòèìûé îïåðàòîð è S ≥ 0, òî λi ∈ R è λi > 0. Ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn. Ïóñòü x0 è y0 - ñîáñòâåííûå

âåêòîðû, ñîîòâåñòâóþùèå λ1 è λn, ïðè÷åì ∥x0∥ = ∥y0∥ = 1.

Òîãäà
m∑
k=1

|(x0, xk)|2 = (Sx0, x0) = (λ1x0, x0) = λ1

è
m∑
k=1

|(y0, xk)|2 = (Sy0, y0) = (λny0, y0) = λn.

Ïîëó÷àåì, ÷òî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöà ôðåéìà äîñòèãàþòñÿ

íà ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ îïåðàòîðà S.

Òåîðåìà 3.22. Ïóñòü {λ1, . . . , λn} � ñîáñòâåííûå ÷èñëà

îïåðàòîðà S, òîãäà
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(1)
m∑
k=1

∥xk∥2 =
∑n

i=1 λi

(2) Åñëè {xk}mk=1 ⊂ Cn - æåñòêèé ôðåéì è ∥xk∥ = 1 ïðè

k = 1, . . . , n, òî A = m
n ;

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Òàê êàê îïåðàòîð S �

ñàìîñîïðÿæåííûé, òî ñóùåñòâóåò îðòíîðìèðîâàííûé áàçèñ

{z1, z2, . . . , zn}, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà

S. Ïóñòü λi � ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñîîòâåñòâóþùèå âåêòîðàì zi,

i = 1, . . . , n. Òîãäà

n∑
i=1

λi =
n∑

i=1

λi∥zi∥2 =
n∑

i=1

(λizi, zi) =
n∑

i=1

(Szi, zi) =

=
n∑

i=1

( m∑
k=1

((zi, xk)xk, zi

)
=

n∑
i=1

m∑
k=1

(zi, xk)(xk, zi) =

=

m∑
k=1

n∑
i=1

|(zi, xk)|2 =
m∑
k=1

∥xk∥2.

Ñëåäîâàòåëüíî,
n∑

i=1
λi =

m∑
k=1

∥xk∥2.

(2). Åñëè {xk}mk=1 � æåñòêèé ôðåéì, òî

m∑
k=1

|(x, xk)|2 = A∥x∥2.

73



Ïîñêîëüêó A = B, òî ïîëó÷àåì, ÷òî

λ1 = min{λ1, . . . , λn} = λn = max{λ1, . . . , λn},

ò.å. λ1 = λ2 = . . . = λn = A. Èç (1),

n∑
i=1

λi = nA =

m∑
k=1

∥xk∥ = m,

òàê êàê ïî óñëîâèþ ∥xk∥ = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, A = m
n . ■

Òåîðåìà 3.23. Åñëè L ⊂ Cn � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

è {xk}mk=1 � ôðåéì â L, òî ôîðìóëà

Px =
m∑
k=1

(x, S−1xk)xk

îïðåäåëÿåò îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ Cn íà L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ïðîåêöèè x = y + z, ãäå

y ∈ L, à z ∈ L⊥. Òîãäà

Px = P (y + z) =

m∑
k=1

(y + z, S−1xk)xk =

m∑
k=1

(y, S−1xk)xk = y,

òàê êàê S−1xk ∈ L, à z⊥L. Ñëåäîâàòåëüíî, P 2x = Py = y = Px,

ò.å. P - ïðîåêòîð. Ïîñêîëüêó P (L⊥) = 0, òî P - îðòîãîíàëüíûé
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ïðîåêòîð.

Ïðèìåð 3.24. Ïóñòü {xk}3k=1 ⊂ C2 è

x1 = (1, 0), x2 = (1,−1), x3 = (1, 1).

Åñëè x = (u, v), òî

3∑
k=1

|(x, xk)|2 = |u|2 + |u− v|2 + |u+ v|2 =

(ïî ðàâåíñòâó ïàðàëëåëîãðàììà) =

= |u|2 + 2|u|2 + 2|v|2 = 3|u|2 + 2|v|2 = 2∥x∥2 + |u|2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

2∥x∥2 ≤
∑

|(x, xk)|2 ≤ 3∥x∥2.

Íèæíÿÿ ãðàíèöà ôðåéìà äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå (0, 1), à

âåðõíÿÿ íà âåêòîðå (1, 0). Îïåðàòîð T : C3 → C2 èìååò âèä

T (c1, c2, c3) = c1x1 + c2x2 + c3x3 = (c1, 0) + (c2,−c2) + (c3, c3) =

= (c1 + c2 + c3, c3 − c2).
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Îïåðàòîð T ∗ : C2 → C3 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

T ∗x = {(x, xk)}3k=1 = (u, u− v, u+ v)

äëÿ x = (u, v). Ôðåéìîâûé îïåðàòîð

Sx = (T ◦ T ∗)x = (3u, 2v), S−1x =
(u
3
,
v

2

)
.

Ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå âåêòîðà x = (u, v) ïî ôðåéìó

x =
3∑

k=1

(x, S−1xk)xk =

(
(u, v),

(
1

3
, 0

))
x1+

(
(u, v),

(
1

3
,−1

2

))
x2+

+

(
(u, v),

(
1

3
,
1

2

))
x3 =

u

3
x1 +

(u
3
− v

2

)
x2 +

(u
3
+

v

2

)
x3.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà S - ýòî λ1 = 3 è λ2 = 2, ñîâïàäàþò

ñ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöåé ôðåéìà, êîòîðûå äîñòèãàþòñÿ íà

ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ (1, 0) è (0, 1) ñîîòâåñòâåííî.

Ïðèìåð 3.25. Ïóñòü {xk}n+1
k=1 ⊂ Cn.

x1 = (1− 1

n
,− 1

n
, . . . ,− 1

n
) = e1 −

1

n

n∑
k=1

ek

x2 = (− 1

n
, 1− 1

n
,− 1

n
, . . . ,− 1

n
) = e2 −

1

n

n∑
k=1

ek
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.........................................................................

xn = (− 1

n
, . . . ,− 1

n
, 1− 1

n
) = en − 1

n

n∑
k=1

ek

xn+1 = (
1√
n
,

1√
n
, . . . ,

1√
n
) =

1√
n

n∑
k=1

ek,

ãäå {ek}nk=1 êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Cn. Çàìåòèì,

÷òî ñèñòåìà {xk}n+1
k=1 ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå C

n, òàê êàê äëÿ âñåõ

i ≤ n ei = xi +
1√
n
xn+1 ∈ sp{xk}n+1

k=1 . ßñíî, ÷òî ∥xk∥ =
√

1− 1
n

ïðè k ≤ n è ∥xn+1∥ = 1. Ïðè k, l ≤ n, k ̸= l

(xl, xk) = (n− 2)
1

n2
− 2(1− 1

n
) · 1

n
= − 1

n
,

à (xn+1, xk) = 0, ò.å. xn+1 ⊥ sp{xk}nk=1.

Ïîêàæåì, ÷òî ôðåéì {xk}n+1
k=1 ÿâëÿåòñÿ ïàðñåâàëåâñêèì. Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîåêòîð P : Cn → L1 = sp{xn+1}

P (x) = (x, xn+1)xn+1 =
1√
n
(α1 + . . .+ αn)xn+1 =

=
1

n
(α1 + . . .+ αn)

n∑
k=1

ek,

ãäå x = (α1, . . . , αn). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî L⊥
1 = sp{x1, . . . , xn}.
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Îïåðàòîð I − P : Cn → L⊥
1 , ò.ê.

((I − P )x, xn+1) = (x, xn+1)− ((x, xn+1)xn+1, xn+1) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(I − P )x =

n∑
k=1

αkek −
1

n
(α1 + . . .+ αn)

n∑
k=1

ek ∈ sp{xk}nk=1.

Ïîñêîëüêó x = Px+ (I − P )x è Px⊥(I − P )x, òî

∥x∥2 = ∥Px∥2 + ∥(I − P )x∥2 =

=
1

n2
|α1 + . . .+ αn|2 · ∥

n∑
k=1

ek∥2 +
n∑

k=1

|αk −
1

n
(α1 + . . .+ αn)|2

=
1

n
|α1 + . . .+ αn|2 +

n∑
k=1

|(x, xk)|2 =

= |(x, xn+1)|2 +
n∑

k=1

|(x, xk)|2 =
n+1∑
k=1

|(x, xk)|2.

Òàêèì îáðàçîì A = B = 1, ò.å. {xk}n+1
k=1 � ïàðñåâàëåâñêèé

ôðåéì. ■

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå H ñóùåñòâóåò æåñòêèé íîðìèðîâàííûé ôðåéì ñ
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ãðàíèöåé m
n , m ≥ n, ãäå n = dimH, à m - ÷èñëî âåêòîðîâ, èç

êîòîðûõ ñîñòîèò ôðåéì.

Ïðèìåð 3.26. Ïóñòü m ≥ n è

xk =
1√
m
(1, e2πi

k−1
m , . . . , e2πi(n−1) k−1

m ), k = 1, . . . ,m.

Òîãäà ñèñòåìà {xk}mk=1 ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì ôðåéìîì â Cn ñ A =

B = 1 è ∥xk∥ =
√

n
m .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.27. Âåêòîðû

zk =
1√
m

(
1, e2πi

k−1
m , . . . , e2πi(m−1) k−1

m

)
, k = 1, 2, . . . ,m

� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Cm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî ∥zk∥ = 1. Åñëè k ̸= l, òî

(zk, zl) =
1

m

m∑
j=1

e2πi(j−1) k−1
m · e−2πi(j−1) l−1

m =

=
1

m

m∑
j=1

e2πi(j−1) k−l
m =

1

m

m∑
j=1

(e2πi
k−l
m )j−1.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1 − x)(1 + x2 + . . . + xm−1) = 1 − xm ïðè
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x = e2πi
k−l
m ïîëó÷àåì

(zk, zl) =
1

m
· 1− (e2πi

k−l
m )m

1− e2πi
k−l
m

=
1

m
· 1− e2πi(k−l)

1− e2πi
k−l
m

= 0,

ò.å. zk⊥zl ïðè k ̸= l. ■

Îòîæäåñòâèì ïðîñòðàíñòâî Cn ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì L ⊂ Cm,

L = {x ∈ Cm : x = (α1, α2, . . . , αn, 0, . . . , 0)}

è ðàññìîòðèì ïðîåêòîð P : Cm íà→ L,

P (α1, . . . , αm) = (α1, α2, . . . , αn, 0, 0, . . . , 0).

Òîãäà, Pzk = xk. ßñíî, ÷òî (Px, y) = (x, Py) äëÿ ëþáûõ x, y ∈

Cm. Äëÿ x ∈ Cm

m∑
k=1

|(x, xk)|2 =
m∑
k=1

|(x, Pzk)|2 =
m∑
k=1

|(Px, zk)|2 =

= (ò.ê. {zk}mk=1 − îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ) = ∥Px∥2.

Åñëè x ∈ L, òî ∥Px∥ = ∥x∥, òî åñòü
∑m

k=1 |(x, xk)|2 = ∥x∥2

è, ñëåäîâàòåëüíî, ôðåéì {xk}mk=1 - ïàðñåâàëåâñêèé ñ ∥xk∥ =√
n
m . Åñëè ìû çàìåíèì âåêòîðû xk íà âåêòîðû

√
m
n xk, òî ìû

ïîëó÷èì æåñòêèé ôðåéì â ïðîñòðàíñòâå Cn, ñîñòîÿùèé èç m
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íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ. Ïîñêîëüêó âñå n-ìåðíûå ãèëüáåðòîâû

ïðîñòðàíñòâà H èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíû ïðîñòðàíñòâó Cn,

òî ïîëó÷àåì, ÷òî â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò æåñòêèé ôðåéì {xk}mk=1 äëÿ ëþáîãî

m ≥ n.

Â ÷àñòíîñòè, â C4 îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ îáðàçóþò

âåêòîðû

z1 =
1

2


1

1

1

1

 , z2 =
1

2


1

i

−1

−i

 , z3 =
1

2


1

−1

1

−1

 , z4 =
1

2


1

−i

−1

i

 .

Çíà÷èò,

1√
2

 1

1

 ,
1√
2

 1

i

 ,
1√
2

 1

−1

 ,
1√
2

 1

−i


� æåñòêèé ôðåéì â ïðîñòðàíñòâå C2 ñ ãðàíèöåé A = 2. Âåêòîðû

1√
3


1

1

1

 ,
1√
3


1

i

−1

 ,
1√
3


1

−1

1

 ,
1√
3


1

−i

−1
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� æåñòêèé ôðåéì â ïðîñòðàíñòâå C3 ñ ãðàíèöåé A = 4
3 .

Òåîðåìà 3.28. Â ëþáîì ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò æåñòêèé ôðåéì {xk}∞k=1, òàêîé,

÷òî íèêàêàÿ åãî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkm}∞m=1 íå ÿâëÿåòñÿ

áàçèñîì â H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî

H = (C1 × C2 × . . .× Cn × . . .)l2 = {(y1, y2, . . . , yn, . . .) :

yn ∈ Cn, {∥yn∥}∞n=1 ∈ l2}.

Äëÿ y ∈ H ∥y∥ =

√
∞∑
k=1

∥yn∥2, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

y, z ∈ H îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (y, z) =
∞∑
n=1

(yn, zn).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî H ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.

Îòîæäåñòâèì ïðîñòðàíñòâî Cn ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì (0× . . .×0×

Cn × 0 . . .)l2 ⊂ H è ðàññìîòðèì â êàæäîì Cn ôðåéì èç ïðèìåðà

3.25

xn1 =
(
1− 1

n
,− 1

n
, . . . ,− 1

n

)
xn2 =

(
− 1

n
, 1− 1

n
,− 1

n
, . . . ,− 1

n

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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xnn =
(
− 1

n
, . . . ,− 1

n
, 1− 1

n

)
xnn+1 =

( 1√
n
,

1√
n
, . . . ,

1√
n

)
Òàê êàê âåêòîð xnn+1 ⊥ xnk ïðè k ≤ n, òî ïîäïðîñòðàíñòâî

L ⊂ Cn

L = sp{xnk}nk=1 ⊥ L1 = sp{xnn+1},

ò.å. L = L⊥
1 . Òàê êàê dimL = n − 1 è âåêòîðû sp{xnk}nk=1 =

L, òî, ÷òîáû ïîëó÷èòü áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Cn, ìû äîëæíû

óáðàòü îäèí èç âåêòîðîâ â ñèñòåìå {xn1 , . . . , xnn}. Òîãäà ñèñòåìà

{xnk}
n+1
k=1 \ {x

n
j }, ãäå j ≤ n, ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå Cn.

Åñëè n = 2l, òî ïðåäñòàâèì ñèñòåìó {xnk}
n+1
k=1 â âèäå

{xnk}n+1
k=1 = {xnk}lk=1 ∪ {xnk}n+1

k=l+1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xnj ∈ {xnk}lk=1. Òîãäà,

l∑
k=1

xnk −xnj =
(
1− 1

n
· l, 1− 1

n
· l, . . . , 1− 1

n
· l︸ ︷︷ ︸

l

,− 1

n
· l, . . . ,− 1

n
· l︸ ︷︷ ︸

l

)

−
(
− 1

n
,− 1

n
, . . . , (1− 1

n
)︸ ︷︷ ︸

j

, . . . ,− 1

n
) = (

1

2
,
1

2
, . . . ,

1

2︸ ︷︷ ︸
l

,−1

2
,−1

2
, . . . ,−1

2︸ ︷︷ ︸
l

)
−
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(
− 1

n
,− 1

n
, . . . , (1− 1

n
)︸ ︷︷ ︸

j

, . . . ,− 1

n

)
,

à
n+1∑
k=1

xnk − xnj =
(
ò.ê.

n∑
k=1

xnk = 0
)
= xnn+1 − xnj =

=
( 1√

n
− 1

n
,

1√
n
− 1

n
, . . . ,

1√
n
− (1− 1

n
)︸ ︷︷ ︸

j

, . . . ,
1√
n
− 1

n

)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì,

∥∥∥ l∑
k=1

xnk−xnj

∥∥∥ ≥
∥∥∥ l∑

k=1

xnk

∥∥∥−∥xnj ∥ =
1

2

√
n−
√

1

n2
· (n− 1) + (1− 1

n
)2 =

1

2

√
n−

√
1− 1

n
≥ 1

2

√
n− 1,

à

∥∥∥ n+1∑
k=1

xnk − xnj

∥∥∥ =

√( 1√
n
− 1

n

)2
· (n− 1) + (

1√
n
−
(
1− 1

n

))2
≤
√

n− 1

n
+ 1 ≤

√
2.

Òàê êàê {{xnk}
n+1
k=1 − {xnj }}∞n=1 - áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H = (C1 ×

C2 × . . . × Cn × . . .)l2 , òî ïî êðèòåðèþ Ãðèíáëþìà ñóùåñòâóåò
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÷èñëî K ≥ 1, ò.÷.

∥∥∥ l∑
k=1

xnk − xnj

∥∥∥ ≤ K
∥∥∥ n+1∑

k=1

xnk − xnj

∥∥∥
ïðè ëþáîì n ∈ N, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ n ∈ N ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èâîå íåðàâåíñòâî

1

2

√
n− 1 ≤ ∥

l∑
k=1

xnk − xnj ∥ ≤ K∥
n+1∑
k=1

xnk − xnj ∥ ≤
√
2.

Â ñëó÷àå xnj ∈ {xnk}
n+1
k=l+1 èëè n = 2l+1 àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èâîå íåðàâåíñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà {xnk , l ≤

k ≤ n+1, n ∈ N} ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì ôðåéìîì ñ ãðàíèöåé A = 1,

íî íèêàêàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì.

Åñëè H - ïðîèçâîëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî ïî

òåîðåìå 4.13 ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì T : (C1 ×

C2×. . .×Cn×. . .)l2
íà→ H, ñîõðàíÿþùèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Òîãäà, {Txnk , l ≤ k ≤ n + 1, n ∈ N} - æåñòêèé ôðåéì â H, èç

êîòîðîãî íåëüçÿ èçâëå÷ü áàçèñ. ■

Óïðàæíåíèÿ:

1. Â ïðîñòðàíñòâå C íàéòè òî÷íûå ãðàíèöû ôðåéìà

{xk}nk=1, ãäå xk = e2πi·
k−1
n , k = 1, . . . , n.
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2. Â ïðîñòðàíñòâå C2 íàéòè òî÷íûå ãðàíèöû ôðåéìà

{xk}nk=1, ãäå xk = (cos 2π(k−1)
n , sin 2π(k−1)

n ), k = 1, . . . , n.

3. Íàéòè òî÷íûå ãðàíèöû ôðåéìà {xk}n+1
k=1 ∈ C2, ãäå xk =

(e
2πi(k−1)

n , 0), åñëè k = 1, . . . , n, à xn+1 = (0, 1).
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4. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç êóðñà ôóíêöèîíàëüíîãî

àíàëèçà, èñïîëüçóåìûå â äàííîì ïîñîáèè.

I. Îñíîâíûå ïðèíöèïû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà

Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà. Ïóñòü E - íîðìèðîâàííîå

ïðîñòðàíñòâî, L ⊂ E - ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è φ : L → Λ

(Λ = R èëè C) - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà

ôóíêöèîíàë φ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà

íà E ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû, ò.å. ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë f :

E → Λ, ò.÷. f(l) = φ(l) äëÿ âñåõ l ∈ L è ∥f∥E∗ = ∥φ∥L∗.

Ñëåäñòâèå 4.1. Åñëè x ∈ E, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë

f ∈ E∗, ò.÷. ∥f∥ = 1 è f(x) = ∥x∥.

Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè x ∈ E, òî

∥x∥ = sup{|f(x)| : f ∈ E∗, ∥f∥ ≤ 1} = sup{|f(x)| : f ∈ E∗, ∥f∥ = 1}.

(Ôîðìóëà, äâîéñòâåííàÿ ê îïðåäåëåíèþ íîðìû ôóíêöèîíàëà

∥f∥ = sup{|f(x)| : x ∈ E, ∥x∥ ≤ 1})

Ñëåäñòâèå 4.3. Ïóñòü L ⊂ E - çàìêíóòîå ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî è x /∈ L. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë

f ∈ E∗, òàêîé, ÷òî ∥f∥ = 1, f(L) = 0 è f(x) = ρ(x, L).
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Òåîðåìà Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå. Ïóñòü E,F �

áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà è T � ëèíåéíàÿ îãðàíè÷åííàÿ áèåêöèÿ

E íà F . Òîãäà T−1 : F → E � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð.

Ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè. Ïóñòü E -

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, F - íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è

îïåðàòîðû Tn ∈ L(E,F ). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(1) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ {Tn}∞n=1 ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíà, ò.å. ñóùåñòâóåò ÷èñëî K > 0, ò.÷. ∥Tn∥ ≤ K

äëÿ âñåõ n ∈ N.

(2) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ {Tn}∞n=1 ïîòî÷å÷íî

îãðàíè÷åíà, ò.å. äëÿ ëþáîãî x ∈ E ñóùåñòâóåò ÷èñëî Kx > 0,

ò.÷. ∥Tnx∥ ≤ Kx äëÿ âñåõ n ∈ N.

Ñëåäñòâèå 4.4. Ïóñòü E - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, F -

íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, îïåðàòîðû Tn ∈ L(E,F ) è äëÿ

ëþáîãî x ∈ E ñóùåñòâóåò lim
n→∞

Tnx. Òîãäà îïåðàòîð Tx =

lim
n→∞

Tnx ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé è ∥T∥ ≤ sup{∥Tn∥, n ∈ N} <

∞.

Ñëåäñòâèå 4.5. Ïóñòü E - íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è

A ⊂ E. Ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ ëþáîãî f ∈ E∗ îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî f(A).

Òåîðåìà Áàíàõà-Øòåéíãàóçà. Ïóñòü E,F - áàíàõîâû
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ïðîñòðàíñòâà, ìíîæåñòâî A ⊂ E òàêîå, ÷òî spA = E è

îïåðàòîðû Tn ∈ L(E,F ). Åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ A ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

Tnx, òî lim
n→∞

Tnx ñóùåñòâóåò äëÿ êàæäîãî x ∈ E è

îïåðàòîð Tx = lim
n→∞

Tnx ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è îãðàíè÷åííûì.

Òåîðåìà Áýðà. Ïóñòü E - ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî è
∞
∪

n=1
En. Òîãäà ñóùåñòâóåò n0 ∈ N òàêîå, ÷òî

intEn ̸= ∅

II. Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.

Âñå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ðàññàìòðèâàþòñÿ íà ïîñëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.

Òåîðåìà 4.6. (Òåîðåìà î ïðîåêöèè) Ïóñòü H -

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è L ⊂ H - çàìêíóòîå ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò x ∈ H åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå x = y + z, ãäå y ∈ L, z ∈ L⊥.

Ñëåäñòâèå 4.7. Åñëè x = y + z, ãäå y ∈ L, z ∈ L⊥, òî

∥x− y∥ = inf{∥x− l∥ : l ∈ L}.
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Ñëåäñòâèå 4.8. Åñëè L ⊂ H - ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî,

òî L ̸= H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò z ∈ H,

z ̸= 0, z ⊥ L.

Òåîðåìà 4.9. Îáùèé âèä ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî

ôóíêöèîíàëà íà H. Ïóñòü f ∈ H∗. Òîãäà ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ H, òàêîé ÷òî f(x) = (x, y) äëÿ

ëþáîãî x ∈ H è ∥f∥ = ∥y∥. Âåðíî è îáðàòíîå: äëÿ ëþáîãî

y ∈ H ôîðìóëà f(x) = (x, y) çàäàåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé

ôóíêöèîíàë ñ íîðìîé ∥f∥ = ∥y∥.

Ñëåäñòâèå 4.10. Ïóñòü x ∈ H. Òîãäà

∥x∥ = sup{|(x, y)| : y ∈ H, ∥y∥ = 1}.

Òåîðåìà 4.11. Åñëè {ek}∞k=1 ⊂ H - îðòîíîðìèðîâàííàÿ

ñèñòåìà â H, òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H ðÿä Ôóðüå
∞∑
k=1

(x, ek)ek ñõîäèòñÿ è âåðíî íåðàâåíñòâî

∞∑
k=1

|(x, ek)|2 ≤ ∥x∥2 (Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ).

Òåîðåìà 4.12. Ïóñòü {ek}∞k=1 - îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà

â H. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.
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(1)
∞∑
k=1

(x, ek)ek = x äëÿ ëþáîãî x ∈ H, ò.å. {ek}∞k=1 áàçèñ â

H.

(2)
∞∑
k=1

|(x, ek)|2 = ∥x∥2 äëÿ ëþáîãî x ∈ H.

(3) Ñèñòåìà {ek}∞k=1 ïîëíà â H, ò.å. sp{ek}∞k=1 = H.

Òåîðåìà 4.13. Åñëè H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî

ïðîñòðàíñòâî, òî ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì

T : H → l2, ò.÷. (Tx, Ty) = (x, y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ H.

III. Ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû â áàíàõîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ

Òåîðåìà 4.14. Ïóñòü E, F íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

è F - áàíàõîâî. Åñëè L ⊂ E âñþäó ïëîòíîå ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî è T : L → F ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé

îïåðàòîð, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îïåðàòîð T̃ : E → F

òàêîé, ÷òî

(1) T̃ l = T l äëÿ âñåõ l ∈ L è

(2) ∥T̃∥ = ∥T∥.

Òåîðåìà 4.15. Ïóñòü H è H1 - ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà

è T : H → H1 - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Òîãäà

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð
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T ∗ : H1 → H, òàêîé ÷òî (Tx, y) = (x, T ∗y) äëÿ ëþáûõ x ∈ H è

y ∈ H1 è ∥T∥ = ∥T ∗∥. Åñëè T : H → H è N (T ) = T−1(0),

à R(T ∗) - ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îïåðàòîðà T ∗, òî N (T ) =

R(T ∗)⊥

Åñëè T : H → H è T = T ∗, òî T íàçûâàåòñÿ

ñàìîñîïðÿæåííûì.

Òåîðåìà 4.16. (Î íîðìå ñàìîñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà) Ïóñòü T : H → H ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé

îïåðàòîð è T = T ∗. Òîãäà

∥T∥ = sup{|(Tx, x)| : ∥x∥ ≤ 1} = sup{|(Tx, x)| : ∥x∥ = 1}.

Òåîðåìà 4.17. Ïóñòü E - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è T : E →

E ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Åñëè ∥T − I∥ < 1, òî

ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð T−1 è

T−1 =

∞∑
k=0

(I − T )k,

ãäå (I − T )0 = I.

Òåîðåìà 4.18. Åñëè H ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, T :

H → H ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð è (Tx, x) = 0 äëÿ

ëþáîãî x ∈ H, òî T ≡ 0.
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Òåîðåìà 4.19. Äëÿ ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà T :

H → H σ(T ∗) = σ(T ).

Òåîðåìà 4.20. Åñëè T = T ∗, òî

(1) σ(T ) ⊂ R;

(2) Îñòàòî÷íûé ñïåêòð σr(T ) = ∅;

(3) ∥T∥ = r(T ), ãäå r(T ) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà

T ;

(4) Åñëè λ1, λ2 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà T , Eλ1 è Eλ2

� ñîîòâåñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà è λ1 ̸=

λ2, òî Eλ1 ⊥ Eλ2 ;

(5) σ(T ) ⊂ [mT ,MT ], ãäå mT = inf{(Tx, x) : ∥x∥ = 1} è

MT = sup{(Tx, x) : ∥x∥ = 1, ïðè÷åì mT ∈ σ(T ) è MT ∈ σT .

(6) Åñëè T = T ∗ è λ ∈ σ(T ), òî ÷èñëî λ ëèáî

ñîáñòâåííîå, ëèáî ïî÷òè ñîáñòâåííîå, ò.å. ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ H, ò.÷. ∥xn∥ = 1, à λxn − Txn → 0

ïðè n → ∞.

Òåîðåìà 4.21. Îïåðàòîð T : H → H ÿâëÿåòñÿ

ïîëîæèòåëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T = T ∗ è σ(T ) ⊂

[0; +∞).
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Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå 1. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè

äàííàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {xn}∞n=1 ⊂ l2

(a) ω-íåçàâèñèìîé;

(b) ìèíèìàëüíîé;

(c) ïîëíîé;

(d) ïåðåïîëíåííîé;

(e) áàçèñîì;

(f) áàçèñîì Ðèññà;

(g) áåññåëåâîé;

(h) ôðåéìîì.

1. xn = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 1, 0, . . .), n ∈ N.

2. x1 = (1, 1, 0, 0, . . .), xn = (1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸, 1, 0, . . .), n ≥ 2.

3. x1 = (1, 0, 0, . . .), x2 = (1, 1, 0, . . .), xn =

(1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−2

, 1, 0, . . .), n > 2

4.

xn = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0, . . .), n ∈ N

.
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5.

xn = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1,−1, 0, 0, . . .), n ∈ N.

6.

x1 = (1, 0, 0, . . .)

x2 = (−1, 1, 0, . . .)

xn = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−2

,−1, 1, 0, . . .), n > 2.

7.

xn = (1,
1

2
, . . . ,

1

n
, 0, 0, . . .), n ∈ N.

8.

x1 = (1, 0, 0, . . .),

x2 = (1,
1

2
, 0, . . .),

xn = (1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−2

,
1

n
, 0, . . .), n > 2
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9.

x1 = (1,
1

2
, 0, 0, . . .)

xn = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,
1

n
,

1

n+ 1
, 0, . . .), n ≥ 2.

10.

x1 = (1, 0, 0, . . .),

x2 = (1,
1

2
, 0, 0, . . .)

xn = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−2

,
1

n− 1
,
1

n
, 0, . . .), n > 2.

11.

x1 = (1,
1

2
, 0, 0, . . .),

x2 = (0, 1,
1

3
, 0, . . .),

xn = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1,
1

n+ 1
, 0, . . .), n > 2.
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12.

x1 = (1, 0, 0, . . .),

x2 = (1,
1

2
, 0, . . .),

xn = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−2

, 1,
1

n
, 0, . . .), n > 2.

13.

xn = (
1

n
,
1

n
, . . . ,

1

n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .), n ∈ N.

14.

xn = (1,−1, 1, . . . , (−1)n−1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .), n ∈ N.

15.

x1 = (1,
1

2
,
1

22
, . . . ,

1

2n
, . . .),

x2 = (0,
1

2
,
1

22
, . . . ,

1

2n
, . . .),

xn = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,
1

2n−1
,
1

2n
, . . .), n > 2.
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16.

x1 = (1,
1

2
,
1

22
, . . . ,

1

2n
, . . .),

x2 = (0, 1,
1

2
,
1

22
, . . .),

xn = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1,
1

2
,
1

22
, . . .), n > 2.

17.

x1 = (1,
1

2
,
1

22
, . . . ,

1

2n
, . . .),

x2 = (1, 0,
1

22
,
1

23
, . . .),

x3 = (1, 0, 0,
1

23
,
1

24
, . . .),

xn = (1, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,
1

2n
, . . .), n > 3.

17.

x1 = (1,
1

2
,
1

22
, . . . ,

1

2n
, . . .),

x2 = (1, 0,
1

22
,
1

23
, . . .),

x3 = (1, 0, 0,
1

23
,
1

24
, . . .),

xn = (1, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,
1

2n
, . . .), n > 3.
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18.

x1 = (1,
1

2
,
1

22
, . . . ,

1

2n
, . . .),

x2 = (1, 0,
1

2
,
1

22
, . . .),

xn = (1, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,
1

2
,
1

22
, . . .), n > 2.

19.

xn = (
1

n2
,
1

n2
, . . . ,

1

n2︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0, . . .), n ∈ N.

20.

xn = (
1

n
,
1

n
, . . . ,

1

n︸ ︷︷ ︸
n2

, 0, 0, . . .), n ∈ N.

21.

xn = (
1

2n
, . . . ,

1

2n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0, . . .), n ∈ N.

22.

x1 = (1, 0, 0, . . .),

x2 = (1,
1

2!
, 0, 0, . . .),

xn = (1,
1

2!
, . . . ,

1

n!
, . . .), n ≥ 3.
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23.

xn = (
1

n!
, . . . ,

1

n!︸ ︷︷ ︸, 0, . . .), n ∈ N.

24.

x1 = (1, 0, 1, 0, . . .),

x2 = (0, 1, 0, 1, 0, 0, . . .),

x3 = (0, 0, 1, 0, 1, 0, . . .),

xn = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 0, 1, 0, . . .), n > 3.

25.

x1 = (1, 0, 0, . . .),

x2 = (0, 1,
1

2
, 0, . . .),

x3 = (0, 0, 1,
1

2
,
1

22
, 0, . . .),

xn = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1,
1

2
, . . . ,

1

2n−1
, 0, . . .), n > 3.
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26.

x1 = (1, 0, 1, 0, . . .),

x2 = (0, 1, 0, 0, 1, 0, . . .),

x3 = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, . . .),

xn = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 1, 0, 0, . . .), n > 3.

Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå 2. Äîêàçàòü, ÷òî

äàííàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {xk}mk=1 ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì â

ïðîñòðàíñòâå Cn.

(a) Íàéòè ôðåéìîâûé îïåðàòîð;

(b) Íàéòè òî÷íûå ôðåéìîâû ãðàíèöû è ýëåìåíòû íà

êîòîðûõ ýòè ãðàíèöû äîñòèãàþòñÿ.

(c) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ Cn íàïèñàòü

ðàçëîæåíèå ïî ôðåéìó.

1. x1 = (−1, 0), x2 = ( 1√
2
,− 1√

2
), x3 = (1, 0) â ïðîñòðàíñòâå

C2.

2. x1 = ( 1√
2
,− 1√

2
), x2 = (1, 0), x3 = ( 1√

2
, 1√

2
) â ïðîñòðàíñòâå

C2.

3. x1 = (0, 1), x2 = (−
√
3
2 , 12), x3 = (−

√
3
2 ,−1

2), x4 = (0,−1) â
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ïðîñòðàíñòâå C2.

4. x1 = (−1, 0), x2 = (−1
2 ,−

√
3
2 ), x3 = (12 ,−

√
3
2 ), x4 = (1, 0) â

ïðîñòðàíñòâå C2.

5. x1 = (0,−1), x2 = (
√
3
2 ,−1

2), x3 = (
√
3
2 , 12), x4 = (0, 1) â

ïðîñòðàíñòâå C2.

6. x1 = (1, 0), x2 = (−1
2 ,

√
3
2 ), x3 = (−1

2 ,−
√
3
2 ) â ïðîñòðàíñòâå

C2.

7. x1 = (1, 0), x2 = (−
√
3
2 ,−1

2), x3 = (
√
3
2 ,−1

2 , ) â ïðîñòðàíñòâå

C2.

8. x1 = (0, 0, 1), x2 = (0, 1, 0), x3 = (
√
3
2 ,−1

2 , 0), x4 =

(−
√
3
2 ,−1

2 , 0) â ïðîñòðàíñòâå C3.

9. x1 = (1, 0, 0), x2 = (1, 1, 0), x3 = (0, 1, 0), x4 = (0, 0, 1) â

ïðîñòðàíñòâå C3.

10. x1 = (1, 0), x2 = (12 ,
√
3
2 ), x3 = (−1

2 ,
√
3
2 ), x4 = (−1, 0) â

ïðîñòðàíñòâå C2.

11. x1 = (0,−1), x2 = (
√
3
2 , 12), x3 = (−

√
3
2 , 12) â ïðîñòðàíñòâå

C2.

12. x1 = (−1, 0), x2 = (12 ,
√
3
2 ), x3 = (12 ,−

√
3
2 ) â ïðîñòðàíñòâå

C2.

13. x1 = (0, 0, 1), x2 = (0,−1, 0)x3 = (
√
3
2 , 12 , 0), x4 =

(−
√
3
2 , 12 , 0) â ïðîñòðàíñòâå C3.
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14. x1 = (0, 0, 1), x2 = (−1, 0, 0)x3 = (12 ,
√
3
2 , 0), x4 =

(12 ,−
√
3
2 , 0) â ïðîñòðàíñòâå C3.

15. x1 = ( 1√
2
, 1√

2
), x2 = (− 1√

2
,− 1√

2
), x3 = (− 1√

2
, 1√

2
), x4 =

( 1√
2
,− 1√

2
) â ïðîñòðàíñòâå C2.

16. x1 = (1, 0), x2 = (0, 1), x3 = (1,−1) â ïðîñòðàíñòâå C2.

17. x1 = (0, 1), x2 = (−1, 0), x3 = (1,−1) â ïðîñòðàíñòâå C2.

18. x1 = (1, 0, 0), x2 = (0, 1, 0), x3 = (−1,−1, 0), x4 = (0, 0, 1)

â ïðîñòðàíñòâå C3.

19. x1 = (0, 0, 1), x2 = (0, 1, 0), x3 = (−1, 0, 0), x4 = (1,−1, 0)

â ïðîñòðàíñòâå C3.

20. x1 = (1, 0, 0), x2 = (0, 1, 0), x3 = ( 1√
2
, 1√

2
, 0), x4 =

( 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
) â ïðîñòðàíñòâå C3.

â ïðîñòðàíñòâå C3.

21. x1 = (1, 0, 0), x2 = (0,−1, 0), x3 = (−1, 1, 0), x4 = (0, 0, 1)

â ïðîñòðàíñòâå C3.

22. x1 = (1, 0, 0), x2 = (0, 1, 0), x3 = (1, 1, 0), x4 = (1, 1, 1) â

ïðîñòðàíñòâå C3.

23. x1 = (−1, 0, 0), x2 = ( 1√
2
,− 1√

2
, 0), x3 = (1, 0, 0), x4 =

(0, 0, 1) â ïðîñòðàíñòâå C3.

24. x1 = (0, 0, 1), x2 = ( 1√
2
,− 1√

2
, 0), x3 = (1, 0, 0), x4 =
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( 1√
2
, 1√

2
, 0) â ïðîñòðàíñòâå C3.

25. x1 = (0, 0, 1), x2 = (1, 0, 0), x3 = (−1
2 ,

√
3
2 , 0), x4 =

(−1
2 ,−

√
3
2 , 0) â ïðîñòðàíñòâå C3.

26. x1 = (− 1√
2
, 1√

2
, 0), x2 = (−1, 0, 0), x3 =

(− 1√
2
,− 1√

2
, 0), x4 = (0, 0, 1) â ïðîñòðàíñòâå C3.

27. x1 = (−1, 0, 0), x2 = (− 1√
2
,− 1√

2
, 0), x3 = (0,−1, 0), x4 =

( 1√
2
,− 1√

2
, 0) â ïðîñòðàíñòâå C3.

28. x1 = (0, 0, 1), x2 = (− 1√
2
,− 1√

2
, 0), x3 = (0,−1, 0), x4 =

( 1√
2
,− 1√

2
, 0) â ïðîñòðàíñòâå C3.

29. x1 = (1, 0, 0), x2 = ( 1√
2
,− 1√

2
, 0), x3 = (0, 1, 0), x4 =

(0, 0, 1) â ïðîñòðàíñòâå C3.

30. x1 = (0, 1, 0), x2 = (− 1√
2
, 1√

2
, 0), x3 = (−1, 0, 0), x4 =

(0, 0, 1) â ïðîñòðàíñòâå C3.
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