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Аннотация. Работа посвящена исследованию обратной задачи для оператора 

Штурма–Лиувилля с неразделенными граничными условиями, одно из которых 

квадратично зависит от спектрального параметра. Доказана теорема единственности, 

и построен алгоритм решения обратной задачи. В качестве спектральных данных 

используются спектр рассмотренной краевой задачи, свободный член квадратичной 

функции спектрального параметра, входящей в граничное условие, и некоторая 

специальная последовательность знаков. 
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Abstract. The work is devoted to the study of the inverse problem for the Sturm–

Liouville operator with a real square-integrable potential. The boundary conditions are 

non-separated. One of these boundary conditions includes a quadratic function of the 

spectral parameter. A uniqueness theorem is proved and an algorithm for solving the  

inverse problem is constructed. As spectral data, we use the spectrum of the considered 

boundary value problem, the constant term of the quadratic function of the spectral pa-

rameter included in the boundary condition, and some special sequence of signs. From 

these spectral data, the characteristic function of the boundary value problem is first  

reconstructed in the form of an infinite product and the parameters of the boundary con-

ditions, and then the problem is reduced to the inverse problem of reconstructing the  

potential of the Sturm–Liouville operator from the spectra of two boundary value prob-

lems with separated boundary conditions. 

The results of the article can be used for solving various versions of inverse problems of 

spectral analysis for differential operators, as well as for integrating some nonlinear 

equations of mathematical physics. 

Keywords: Sturm–Liouville operator, nonseparated boundary conditions, inverse problem, 

uniqueness theorem, solution algorithm 
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Введение 

 

Во многих теоретических и прикладных задачах современной теории диффе-

ренциальных операторов весьма важную роль играют исследования, связанные  

с краевыми задачами со спектральным параметром в граничных условиях. При-

менение метода Фурье к смешанным задачам для уравнений в частных производ-
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ных, в которых дифференцирование по времени входит в граничные условия, 

приводит к таким задачам. Подобные задачи довольно часто возникают при по-

строении систем защиты приборов от ударного воздействия, исследованиях ко-

лебаний струны с грузом на конце, крутильных колебаний вала с маховиком на 

конце, колебаний антенн, нагруженных сосредоточенными емкостями и индук-

тивностями и др. (см.: [1, c. 45; 2, c. 161; 3, c. 215]).  

Исследованию краевых задач со спектральным параметром в граничных усло-

виях посвящено большое количество работ. Наиболее известным объектом при 

решении таких задач служит оператор Штурма–Лиувилля. Прямые и обратные 

задачи спектрального анализа для этого оператора с разделенными граничными 

условиями и со спектральным параметром в граничных условиях полностью ре-

шены во многих работах (см.: [4–12] и литературу в них). Задачи восстановления 

с неразделенными граничными условиями, зависящими от спектрального парамет-

ра, рассмотрены в [13–17], где для восстановления неизвестных коэффициентов 

дифференциального уравнения и граничных условий используются как минимум 

два спектра и некоторые дополнительные спектральные данные. В статье [18] 

подробно исследована задача восстановления оператора Штурма–Лиувилля с гра-

ничным условием, содержащим линейную функцию спектрального параметра. 

Отметим, что в работе [19] дан краткий обзор результатов по обратным спек-

тральным задачам для дифференциальных операторов второго порядка на отрез-

ке с неразделенными граничными условиями. Приведены основные результаты  

и методы, связанные с обратными задачами для операторов Штурма–Лиувилля  

и диффузии с неразделенными (в том числе периодическими и квазипериодиче-

скими) граничными условиями.  

В настоящей работе исследуется обратная спектральная задача восстановле-

ния оператора Штурма–Лиувилля с неразделенными граничными условиями, 

одно из которых квадратично зависит от спектрального параметра. Доказана тео-

рема единственности, и получен алгоритм решения обратной задачи. В качестве 

спектральных данных берутся спектр одной краевой задачи, некоторая последо-

вательность знаков и некоторое число.  

Рассмотрим краевую задачу, порожденную на отрезке [0, ]  уравнением 

Штурма–Лиувилля  

 
  2y q x y y     (1) 

и граничными условиями вида: 

  2

(0) ( ) 0,

(0) ( ) ( ) 0,

y y

y m y y

  

         
 (2) 

где ( )q x  – вещественная функция, принадлежащая пространству 2[0, ]L  , λ – 

спектральный параметр, α, β, m – вещественные числа. Эту задачу будем обозна-

чать через P.  

При m = α = β = 0 граничные условия (2) оказываются периодическими. Об-

ратные спектральные задачи в этом случае (а также в случаях антипериодических 

и квазипериодических граничных условий) разными методами полностью реше-

ны (см.: [20–22] и литературу в них). Характеристика спектра задачи P с гранич-

ными условиями без спектрального параметра (m = α = 0) подробно исследована 

в работе [23] (также см.: [24]). Имеется немного работ, относящихся к краевой 
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задаче P в случае m = 0, т.е. когда граничные условия линейно зависят от спек-

трального параметра (см.: [13–18]). Отметим, что обратные задачи в случае 

0m   ранее не изучались.  

В дальнейшем будем полагать, что 0m . 

 

Постановка обратной задачи. Теорема единственности 
 

Спектр задачи P совпадает с множеством нулей целой функции экспоненци-

ального типа   

          2, , , 2c m s s              , (3) 

которая называется характеристической функцией краевой задачи P. Здесь 

( , )c x  , ( , )s x   – решения уравнения (1), удовлетворяющие начальным условиям 

(0, ) '(0, ) 1c s    , '(0, ) (0, ) 0c s    . Известно [20, c. 38], что для функций 

 , ,c     ,s    и  ,s    справедливы следующие представления:  

  
 1sin

, cos ,
f

c A


    
 

 (4) 

  
 2

2 2

sin cos
, ,

f
s A

 
    

  
 (5) 

  
 3sin

, cos ,
f

s A


     
 

 (6) 

где  
0

1
,

2
A q x dx



    2f   – четная, а  1f  ,  3f   – нечетные целые функции 

экспоненциального типа не выше π, суммируемые с квадратом на вещественной 

оси. Учитывая эти представления и используя теорему Пели–Винера [25, с. 47], 

из (3) получаем 

      sin 2 cos sin 2m mA f          , (7) 

где     i tf f t e dt







   ,    2 ,f t L   .  

С помощью представления (7) и теоремы Руше легко устанавливается, что 

краевая задача P имеет счетное множество собственных значений 

 0, 1, 2,...k k    . Для этих собственных значений при k   имеет место 

следующая асимптотическая формула (см.: [26]): 

 
 2 1 1

,

k

k

k

mA
k

mk k

     
   


    2k l  . (8) 

Обозначим  

  sign 1 ,n ns       , 1, 2,...n    , (9) 

где λn – нули функции  ,s   , квадраты которых есть собственные значения 

краевой задачи, порожденной уравнением (1) и граничными условиями Дирихле 

    0 0y y   . (10) 
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Обратная задача ставится следующим образом:  

Обратная задача. Зная последовательности  k ,  n  и число β, восстано-

вить краевую задачу P. 

Справедлива следующая теорема единственности: 

Теорема. Краевая задача P однозначно восстанавливается, если известны ее 

спектр  k , число β и последовательность знаков  n . 

Доказательство. Из асимптотической формулы (8) следует, что 

2

2 2 ,
2 2

k

k

A
k

k k


   


 

 
2 1

2 1

4 4
2 1 2 1 ,

2 1 2 1 2

k k

k

mA mA
k k

k m k mk k





  
        

   
   2k l  . 

Отсюда параметр m можно определить по формуле  

 
 2 2 1

2 1
lim .

1k
k k

m
k




   

 (11) 

Зная спектр  k  и параметр m характеристическую функцию     как це-

лую функцию экспоненциального типа можно восстановить в виде бесконечного 

произведения следующим образом (см.: [26]):  

     0 0

0

.k

k
k

m
k



 




 
          (12) 

Из представления (7) при 
1

2
2

k    получаем 

1 1 1
2 2 2 2

2 2 2
k k m f k

     
           
     

. 

Поэтому параметр α определяется по формуле 

 

1 1
lim 2 2 2

2 2k
k k m



    
          

    
, (13) 

так как в силу леммы Римана–Лебега 
1

lim 2 0.
2k

f k


 
  

 
 

Поскольку функции  , ,c     ,s    и  ,s    являются четными, то, исполь-

зуя соотношение (3), функцию  ,s    можно определить следующим образом:  

  
   

, .
2

s
   

  


 (14)        

Отсюда находим нули , 1, 2,...n n    , функции  ,s   . Из четности функ-

ции (14) следует, что .n n    

Рассмотрим функции  

      , ,u c s
       , (15) 

      , ,u c s
       . (16)                    
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Ввиду (3) функция  u   восстанавливается по формуле 

        2 , 2u m s           . (17) 

Покажем теперь, что кроме спектра  k  и числа β (по которым, как было по-

казано выше, однозначно восстанавливаются  u  ,  ,s   , m, α) достаточно 

задать еще последовательность  n  для того, чтобы восстановить функцию 

 u  , а значит, и функцию 

      
1

,
2

s u u 
         . (18)       

Действительно, так как , 1, 2,...n n    , являются нулями функции  ,s   , то 

из тождества  

       , , , , 1с s c s            

следует, что  

    , , 1n nc s     . (19)          

Возведя в квадрат обе части каждого из соотношений (15) и (16) и вычитая полу-

ченные равенства, имеем 

       2 2 4 , ,u u с s 
         . 

Полагая в этом равенстве n    и учитывая соотношение (19), получим 

   2 2 4n nu u      . 

Поэтому  

      2sign 4n n nu u u       . (20) 

Принимая во внимание перемежаемость нулей функций  ,s    и  ,s    и 

представление (6) функции  ,s   , имеем     

   sign , 1 .
n

ns      

Тогда согласно (9), (16) и (19)   

     sign sign , ,n n nu c s
           

 
 

 

 

2

1 ,1
sign , sign

, ,

n

n

n n

s
s

s s

            
      

 

 

 
 

1 ,
sign 1 .

1

nn

nn

s  
   


 

Подставляя это в (20), получаем 

      21 4
n

n n nu u       . (21)         

Из представлений (4)–(6) видно, что функции  u   и  ,s    являются чет-

ными целыми функциями экспоненциального типа не выше π и 

       1 3 2 ,u f f L         , 
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  Im1
, sin ,s o e

 
 

        

. 

Тогда согласно теореме 28 из книги [25] функция  u   однозначно определяет-

ся последовательностями  ,n   n ,   nu   по формуле 

    
   

 
 

2

1 2 2

1 4
2 ,

,

n

n n n

n n

n

u
u s

s








    
   

  
 



 . (22)          

Единственность построенной функции  u   вытекает из того факта, что ин-

терполяционная формула (22) задает взаимно однозначное соответствие между 

2l  и пространством целых функций экспоненциального типа не выше π, принад-

лежащих  2 ,L   .  

Значит, характеристическая функция  ,s    краевой задачи, порожденной 

уравнением (1) и граничными условиями   

    0 0y y   , (23)           

восстанавливается по формуле (18), в которой функции  u   и  u   опреде-

ляются соотношениями (17) и (22) соответственно.  

Известно [20], что по нулям , 1, 2,...n n    , ( n n   ) функции  ,s    и 

последовательности  n  однозначно определяется коэффициент  q x  уравне-

ния (1). 

Таким образом, по заданным последовательностям  k ,  n  и числу β одно-

значно определяются как коэффициент  q x  уравнения (1), так и параметры α, m 

граничных условий (2), т.е. полностью восстанавливается краевая задача P.  

Теорема доказана. 

 

Алгоритм решения обратной задачи 

 

Опираясь на доказательство теоремы единственности, приведем алгоритм ре-

шения обратной задачи.  

Алгоритм. Даны последовательности  k  (спектр задачи P),  n  (форму-

ла (9)) и число β.
 

1. Используя асимптотическую формулу (8), параметр m находим по форму-

ле (11).     

2. По последовательности  k  и числу m строим функцию     в виде (12). 

3. Определяем параметр α по формуле (13).            

4. Восстанавливаем функцию  ,s    – характеристическую функцию крае-

вой задачи (1), (10) – с помощью (14) и находим нули n  этой функции. 

5. Строим функцию (15) по (17). 
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6. Находим значения функции (16) в точках n  с помощью соотношения (21). 

7. Восстанавливаем функцию (16) по интерполяционной формуле (22). 

8. Характеристическую функцию  ,s    краевой задачи (1), (23) определяем 

по формуле (18). 

9. По последовательностям  n  и  n  нулей функций  ,s    и  ,s    со-

ответственно строим коэффициент  q x  уравнения (1) по известной процедуре 

(см.: [18, 20]).  
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