
© И.М. Рудько , 2022 

ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2022               Управление, вычислительная техника и информатика               № 58 

 

 
Научная статья 

УДК 519.234:621.391 

doi: 10.17223/19988605/60/5 

 

Исследование влияния параметров фильтра на основе усеченных порядковых 

статистик (УПС-фильтра) на его выходные характеристики  
 

Игорь Михайлович Рудько  
 

Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН, Москва, Россия, igor-rudko@mail.ru  

 

Аннотация. Проводится сравнение двух алгоритмов обнаружения при использовании ими энергетиче-

ского критерия обнаружения – «классическая» задача проверки двух простых гипотез и применение фильтра 

на основе усеченной порядковой статистики (УПС-фильтра), которым заменяется интегратор в «классиче-

ской» задаче. На статистических моделях исследовано влияние параметров УПС-фильтра на его выходные 

характеристики. Показано, что при использовании критерия Неймана–Пирсона порог отсечения для УПС-

фильтра определяется медианой шума. Исследована зависимость вероятности обнаружения от числа разбие-

ний времени интегрирования в энергетическом приемнике. Исследована зависимость вероятности обнаруже-

ния от размера матрицы скользящего окна. Показано, что применение УПС-фильтра обеспечивает суще-

ственный выигрыш в вероятности обнаружения. 
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Во многих системах обработки локационной информации, работающих в пассивном режиме, 

системах спектрального анализа и анализа вибраций решаются задачи обнаружения сигнала на фоне 

помехи, причем статистические свойства сигнала и помехи одинаковы, и единственным их отличием 

являются энергии (дисперсии). В простейшей форме операция обнаружения – это задача проверки 

двух статистических гипотез: нулевой гипотезы Н0, когда данные относятся только к шуму, и альтер-

нативной гипотезы Н1, когда данные относятся к совместному воздействию сигнала и шума. При ре-

шении задачи обнаружения приемник вычисляет отношение правдоподобия, которое представляет 

собой отношение плотностей распределения вероятностей для гипотез Н1 и Н0 [1] . 

Модель обнаружения в этих задачах обычно представляется как энергетический порог, уста-

новленный над средним значением помехи (энергетический приемник) [2]. Блок-схему такого прием-

ника можно представить как последовательно соединенные согласующий фильтр, квадратичный де-

тектор, интегратор и блок принятия решения. Задача входного фильтра, стоящего перед детектором, – 

максимально «разделить» статистики H0 и H1, используя различия в статистических и частотных па-

раметрах шума и сигнала (согласованная фильтрация) [3].  

Таким образом, информативны только случаи превышения порога, а шумовой фон лишь «заби-

вает» тракт обработки, особенно при принятии решения оператором. Поэтому представляет интерес 

создание алгоритмов, осуществляющих поиск сигнала без учета составляющих шумового фона. 

В случае, когда таких различий (кроме различных дисперсий) нет или частотный спектр сигна-

ла неизвестен или изменяется случайным образом, целесообразно использовать фильтр на основе 

усеченной порядковой статистики (УПС-фильтр) [4–6], на который в схеме энергетического прием-

ника заменяется интегратор. 

В настоящей работе методами математического моделирования исследуется влияние задавае-

мых параметров УПС-фильтра на его выходные характеристики. 
 

1. Алгоритм работы УПС-фильтра 
 

Пусть на интервале [0, T0] наблюдается сигнал 

 2

1

( )
N

i

X S i t


  , (1) 

где T0 = NΔt, Δt = 1/(2ΔF), Δt – интервал дискретизации по времени, ΔF – полоса пропускания вход-

ного фильтра системы обнаружения. 

В случае дискретизации по времени решение о наличии или отсутствии сигнала принимается 

по набору полученных в результате предварительной обработки значений N независимых гауссов-

ских случайных величин S1, S2, …, SN, имеющих нулевое математическое ожидание и одинаковую 

дисперсию σ2. Здесь σ2 = σш
2 в случае отсутствия сигнала (σш

2 – дисперсия помехи) и σ2 = σш
2 + σс

2 в 

случае присутствия сигнала (σс
2 – дисперсия полезной составляющей). 

Статистику X можно представить в виде X = σ2Z, где Z – случайная величина, имеющая  

χ2-распределение с n степенями свободы, а σ2 = σш
2 в случае гипотезы H0 и σ2 = σс

2 + σш
2 в случае аль-

тернативы H1.  

Формула (1) описывает классический энергетический приемник (интегратор). 

В одиночном акте наблюдения (испытании) в нашем распоряжении имеется выборка из N ре-

зультатов наблюдений – выборка (вектор) Х. Выписав отношение правдоподобия для гипотез H1 и H0, 

получаем достаточную статистику 
1

( )
N

i

i

X X


   . 

Приведенный выше «классический» алгоритм базируется на существовании равномерно 

наиболее мощного критерия для проверки гипотезы H0 против альтернативы H1. При этом использу-

ется вся информация, содержащаяся в оцениваемой выборке Х. 

Алгоритм работы УПС-фильтра: 

1. T0 разбивается на m одинаковых интервалов, в каждом из которых согласно (1) вычисляется 

последовательность выборок Xj ~ {Х1, …, Хi, …, Хm}. 
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2. Накапливается с оцениваемых выборок Хj.  

3. По накопленным выборкам строится матрица Хij размерностью m строк на c столбцов  

(c – «глубина» матрицы памяти) – {Х1, …, Хi, …, Хm}j, где 1 ≤ j ≤ с. 

4. В каждом столбце матрицы Хij строится порядковая статистика Х(i)j, где 1  i  m, – упорядо-

ченные величины статистики Хi, такие что Х(1) ≤ Х(2) ≤ … ≤ Х(i) ≤ … ≤ Х(m).  

5. В каждой строке полученной матрицы Х(i)j определяются оценки математических ожиданий 

(вектор m̂ ) ( )

1

1
ˆ

c

i i j

j

m X
c 

  , где 1  i  m.  

6. Порог отсечения k (первый порог) определяется из условия 

 0
ˆargmin i

i

k h m  , (2) 

где 1  I  m, а h0 определяется по формуле 
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где α – заданный квантиль, n = N/m, σ0
2 – дисперсия шума, так как известными параметрами являются 

только статистические свойства помехи, а именно математическое ожидание µ0 и дисперсия σ0
2. 

7. Вычисляется оценка ( )

m

j i j

i k

W X


  . 

Таким образом, на выходе УПС-фильтра получаем последовательность отфильтрованных  

оценок Wj, задача обнаружения по которым решается по «классическому» алгоритму обнаружения 

(задача проверки двух гипотез). 

УПС-фильтр работает по принципу скользящего окна, т.е. каждый новый вектор Хj с индексом  

c + 1 вытесняет из матрицы Х(i)j вектор Хj с индексом 1. 

В отличие от алгоритма проверки двух гипотез (энергетического приемника), для реализации пред-

лагаемого алгоритма обнаружения необходимо предварительное накопление выборок {Х1, …, Хi, …, Хm}j, 

где 1 ≤ j ≤ c, что приводит к задержке в принятии решения на время T = jT0, где 1 ≤ j ≤ c. Такая за-

держка во многих задачах не является существенной. 

Следует подчеркнуть, что если в алгоритме проверки двух простых гипотез для принятия  

решения используется только вектор Х, то в рассматриваемом алгоритме – матрица Х(i)j, в которой 

текущий вектор Хj является одним из столбцов. 

Сравним статистические свойства случайных величин Z и W, сформированных из случайной 

выборки Хi, 1 ≤ i ≤ m, двумя различными способами: 

– Энергетический приемник: 

  
1

m

i

i

Z X


   – имеет χ2-распределение с N = nm степенями свободы и математическим ожида-

нием 2

Z nm    и дисперсией 2 42 ,Z nm    и в силу центральной предельной теоремы при достаточ-

но больших значениях m ее функция плотности распределения нормализуется: 2( , )Z ZZ N   . 

– УПС-фильтр: 

  ( )

m

i

i k

W X


  , где Х(i), 1 ≤ i ≤ m, – упорядоченные величины (порядковые статистики) стати-

стики Хi, такие что Х(1) ≤ Х(2) ≤ … ≤ Х(i) ≤ … ≤ Х(m). Статистики Х(i) также имеют центральное  

χ2-распределение с n степенями свободы. Если случайные величины Хi статистически независимы  

и одинаково распределены, то случайные величины Х(i) зависимы из-за неравенств между ними.  

В дальнейшем будем называть статистику W усеченной порядковой статистикой (УПС), а параметр  

k – порогом отсечения. 

Известны выражения для вычисления моментов порядковых статистик [7], которые в случае 

центрального χ2-распределения приобретают следующий вид: 
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– математическое ожидание µj величины Х(j) определяется по формуле 

 

1

2 2 2 2

0

!
1

( 1)!( )! σ σ σ σ

m jj

j n n n

m x x x x
K K k dx

j m j


      

        
        

 , (4) 

– дисперсия 
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 , (5) 

– ковариация 
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где 

11

2 2 2 2

y
( , ) 1

σ σ σ σ

k j m kj

n n n n

x y x
C x y K K K K

  
          
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, а ( )nk x  и ( )nK x  – плотность и 

функция вероятности χ2-распределения с n степенями свободы. 

Для случайной величины W математическое ожидание определяется по формуле 

( )
m

W j

j k

k


   , mk 1 , 

а дисперсия с учетом зависимости случайных величин Х(i) [8]: 

 
2 2

<

σ ( ) σ 2 σ
m

W l jl

l k k j l m

k
  

   , mk 1 ,  (7) 

и в силу центральной предельной теоремы при достаточно больших значениях m ее функция плотно-

сти распределения также нормализуется: 2( , )W WW N   . 

Аналитические расчеты по формулам (4)–(6) практически возможны только при малых значе-

ниях m и n. В работе [4] показано, что при решении задачи проверки двух гипотез использование  

статистики W дает выигрыш в Робн при заданной Рлт по сравнению со статистикой Z.  

Исследование УПС-фильтра при больших значениях m и n возможно только на математических 

моделях. 

 

2. Статистическое моделирование УПС-фильтра 

 

При статистическом моделировании УПС-фильтра исследовались следующие его параметры, 

влияющие на выходные характеристики УПС-фильтра: 

1. Величина порога отсечения h0; 

2. Соотношения m и n при N = mn = const; 

3. «Глубина» матрицы фильтра с. 

Блок-схема алгоритма статистического моделирования приведена на рис. 1. 

«Шум N» и «Сигнал S» – генераторы случайных чисел, имеющих χ2-распределения с заданны-

ми дисперсиями σш
2 и σс

2. При достаточно больших значениях n χ2-распределение можно аппрокси-

мировать нормальным распределением N(μ, σ2). Тогда для гипотезы H0: N(μ0, σ0
2), где μ0 = nσш

2,  

σ0
2 = 2nσш

4, а для гипотезы H1: N(μ1, σ1
2), где μ1 = nσш

2(1 + ρ), σ1
2 = 2nσш

4(1 + ρ)2. Здесь 
2 2
с шρ σ σ  – 

отношение сигнал / помеха в полосе ΔF.  

Для нормальных распределений удобным способом сравнения статистик H0 и H1 является ис-

пользование коэффициента разделимости 1 0 0 1γ = (μ μ ) (σ +σ– )  [4]. Вероятность ошибки ОШ ЛТP P   

ПР 1 (γ)Р   , где РПР – вероятность пропуска.  

Очевидно, что чем больше γ, тем, при заданном пороге по РЛТ, больше Pобн. 

Согласно приведенным выше формулам генерируются случайные величины Z и W. Для гипотез 

H0 и H1 набираются статистики для случайных величин Z и W, по которым строятся оценки 2

0 0
ˆ ˆμ , σZ Z  и 
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2

0 0
ˆ ˆμ , σW W  для гипотезы H0 и 2

1 1
ˆ ˆμ , σZ Z  и 2

1 1
ˆ ˆμ , σW W  для гипотезы H1. По этим оценкам для заданной веро-

ятности ложной тревоги PЛТ определяется вероятность обнаружения Pобн. 
 

 

Рис. 1. Блок-схема алгоритма статистического моделирования 

Fig. 1. Block diagram of the algorithm statistical modeling 

 

Для статистики Z при заданном ρ вычисляются оценки 2

0 0
ˆ ˆμ , σZ Z и 2

1 1
ˆ ˆμ , σZ Z , которые сравнивают-

ся с теоретическими значениями μZ0, σZ0
2 и μZ1, σZ1

2. 

Так как для статистики W теоретические значения μZ, σZ
2 рассчитать не удается, то для получе-

ния более надежного результата оценки производятся двумя разными способами: при заданном ρ 

оценки 2

0 0
ˆ ˆμ , σW W  и 2

1 1
ˆ ˆμ , σW W  вычисляются, во-первых, непосредственно по выборке W и, во-вторых,  

по нормированной гистограмме выборки W, а затем сравниваются. 
 

 

Рис. 2. Плотности вероятности процессов Z и W и их гистограммы для гипотез Н0 и Н1 

Fig. 2. Probability densities of Z and W processes and their histograms for hypotheses H0 and H1 
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На рис. 2 в качестве примера приведены результаты математического моделирования случайных 

процессов Z и W, а именно: теоретические значения плотностей fZ(σn), fZ(σn+s) и fW(σn), fW(σn+s) и их 

нормированные гистограммы, построенные по математической модели. Параметры модели: n = 20, 

m = 100, c = 100, ρ = 0,05, первый порог h0 равен медиане порядковой статистики Х(i), k = 19,34. (Раз-

меры массивов для построения гистограмм – 100 000.) На рис. 2 хорошо видно, что использование 

УПС-фильтра привело к существенному увеличению разделимости случайных процессов на выходе 

УПС-фильтра (W) по сравнению с выходом интегратора (Z). Коэффициенты разделимости γ, полу-

ченные при моделировании: γZ = 0,048 и γW = 0,386, что близко к теоретическим значениям. 

 

2.1. Моделирование влияния порога отсечения h0 

 

Как показано в [4], для статистики W в случае малых значений n и m при изменении порога от-

сечения h0 коэффициенты разделимости γw изменяются и достигают максимума при значениях h0, 

близких к математическому ожиданию шума. 

Необходимо учитывать, что процесс W является только частью процесса Z (используется толь-

ко часть выборки X(i), превышающая порог h0). Поэтому его плотность вероятности является услов-

ной плотностью вероятности 
( ) 0( | )iP W X h . То есть необходимо ввести нормирующий коэффициент 

(1 – α), где α определяется из решения уравнения (3). 
 

    

       

Рис. 3. Зависимости коэффициентов разделимости γ от порога отсечения h0 

Fig. 3. Dependences of the separability coefficients γ  on the cut-off threshold h0 
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На рис. 3 приведены графики изменения γ в зависимости от порога отсечения h0. Шаг по порогу 

отсечения равен 0,02 квантиля, ρ = 0,01. На рис. 3 хорошо видно, что коэффициент разделимости γ 

имеет максимум, приблизительно равный m/2, что соответствует аналитическому результату. 

 

2.2. Моделирование влияния соотношений m и n на коэффициент разделимости γ 

 

На рис. 3 также видно, что коэффициент разделимости γmax (и, следовательно, вероятность об-

наружения Робн) сильно зависит от соотношения m и n. 

Как показывает моделирование, оптимальным соотношением m и n является их приблизитель-

ное равенство. 

Рассмотрим изменение Робн при различных соотношениях m и n от отношения сигнал / помеха ρ 

при РЛТ = 0,005. Эти графики приведены на рис. 4. На этом рисунке для сравнения также приведены 

графики (теория и модель) изменения Робн(ρ) при РЛТ = 0,005 для исходного процесса Z. 

На рис. 4 видно, что функция Робн(ρ) имеет ступенчатый характер, причем «высота» ступени 

тем больше, чем меньше m. Этот факт объясняется формулой (2). 
 

      
a                                                                                          b 

Рис. 4. Изменение Робн(ρ) при  различных m и n (a). Зависимость порога отсечения от ρ (b) 

Fig. 4. Change in Рdet(ρ) for different m and n (a). Cutoff threshold versus ρ (b) 

 

Известно [9], что при больших значениях m достаточно точным приближением к математиче-

скому ожиданию элемента порядковой статистики с номером µj является значение, удовлетворяющее 

уравнению ( ) ( 1)P x j m  . Если ввести в рассмотрение функцию Q, такую что Q[P(x)] = x, то полу-

чим асимптотическую формулу  Q ( 1)j j m   , где 1 ≤ j ≤ m, т.е. математические ожидания µj 

приближенно равны квантилям функции распределения P(x), взятым с равномерным шагом. Следо-

вательно, чем меньше m, тем больше шаг по квантилям. Из формулы (2) следует, что с ростом ρ рас-

тут оценки μ̂ j , порог k уменьшается и, как следствие, происходит изменение индекса суммирования с 

k на (k – 1). При этом Робн «скачком» изменяется на величину, определяемую приращением квантиля. 

С ростом m Робн для процесса W падает и стремится к Робн для процесса Z.  

Пилообразный вид графиков на рис. 3 объясняется этими скачкообразными переходами.  

На рис. 4 также показаны изменения порога отсечения (приведенные к общему масштабу), соответ-

ствующие «скачкам» Робн. Например, для m = 32 c ростом ρ k меняется от 16 до 14. 

На рис. 5 приведены нормированные гистограммы процессов Z и W для шума и сигнала  

с ρ = 0,0085 и ρ = 0,01, т.е. до и после изменения порога с k = 16 на k = 15. Из анализа этих гистограмм 

видно, что, если для процесса Z увеличение ρ практически не влияет на расхождение гистограмм, то 
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для процесса W небольшое увеличение ρ существенно раздвигает гистограммы шума N и смеси сиг-

нала и шума N + S, т.е. Робн увеличивается. 
 

     

Рис. 5. Нормированные гистограммы процессов Z и W 

Fig. 5. Normalized histograms of processes Z and W 

 

2.3. Моделирование влияния «глубины» матрицы УПС-фильтра 

 

Дисперсия, рассчитанная по формуле (7), является теоретической. На практике используется 

оценка этой дисперсии по матрице (Х(i)j) УПС-фильтра, и эта оценка зависит от «глубины» матрицы 

Х(i)j, т.е. числа ее столбцов – с. В статье [4] приведены результаты математического моделирования 

с.к.о. УПС W  в зависимости от числа столбцов памяти c, содержащей матрицу порядковых статистик 

Х(i)j. При c = 1, т.е. когда Х(i)j вырождается в вектор, дисперсия определяется по формуле [5] 

2 2

2

1
2 22 2( ) ( )

2 4 22σ 2σ

1 1

( ) ( )
2σ 2σσ 2 1 σ 1 σ 1

2 ! !

k kn n
h h

W

k k

h h
n

n e n e
k k


 

 

    
                   

    

  , 

где h – порог отсечения, и σW > σZ, затем σW спадает, и уже при c > 4 σW < σZ и быстро стремится  

к своему «потенциальному» значению, определяемому формулой (7), т.е. к значению, когда «глуби-

на» памяти велика. 

Влияние «глубины» памяти Х(i)j на Робн исследуется на модели обработки гидроакустической 

информации, рассмотренной в [10]. Моделируется проход цели мимо ненаправленного приемника,  

т.е. ρ вначале растет от нуля до максимума и после прохода траверса уменьшается до нуля. 

Параметры модели: время наблюдения Т0 = 10, ΔF = 1 000, N = 20 000, РЛТ = 0,005. Сравнива-

ются «глубина» памяти с = 6, 12 и 18 при (m = 100, n = 200) и (m = 200, n = 100), размер статистики 

ks = 10 000.  

На рис. 6 представлены графики изменения Робн для указанных выше параметров. 

Из приведенных рисунков видно: 

– Робн для статистики W всегда больше, чем для статистики Z; 

– Робн для статистики W растет с увеличением «глубины» памяти с; 

– Робн для статистики W меньше потенциальной Робн из-за ограниченного размера матрицы Х(i)j; 

– Робн для статистики W зависит от соотношения m и n. 

– для статистики W сдвиг максимума Робн (сдвиг относительно траверса, т.е. ρmax) определяется 

временем заполнение матрицы Х(i)j, т.е. параметром с. 

Для корректного сравнения Pобн по статистикам W и Z при фиксированной вероятности ложной 

тревоги РЛТ необходимо учитывать, что плотность вероятности W – PW является, как показано выше, 
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условной плотностью вероятности. Поэтому необходимо вводить весовой коэффициент (1 – α). Кро-

ме того, с.к.о. оценки шума σW растет с уменьшением «глубины» матрицы Х(i)j. 
 

    

Рис. 6. Сравнение Робн статистик W и Z при различных с 

Fig. 6. Comparison of Рdet statistics W and Z for different c 

 

Таким образом, порог для шума должен пересчитываться: 

h0 – порог для РЛТ, рассчитанный для плотности вероятности W – 2( , )W WN    для шума; 

h1 – порог для РЛТ с учетом весового коэффициента (1 – α) (h0 > h1); 

h2 – порог для РЛТ, рассчитанный с учетом «глубины» с матрицы Х(i)j (h1 < h2). 

 

Заключение 

 

Исследован алгоритм обнаружения сигналов на фоне шума, основанный на свойствах усеченных 

порядковых статистик (УПС-фильтр), который позволяет обеспечить большую вероятность обнару-

жения Pобн при заданной вероятности ложной тревоги PЛТ по сравнению с «классическим» алгорит-

мом проверки двух гипотез. Выигрыш достигается за счет введения дополнительного порога, отсе-

кающего малые значения обрабатываемого сигнала, и использования для построения оценки этого 

порога информации, не использующейся в «классическом» алгоритме и содержащейся в предыдущих 

реализациях сигнала. 
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