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Исследование математической модели
типа «хищник – жертва» с учетом
поискового поведения хищника
А.Н. Хамидов, М.Д. Михайлов

Томский государственный университет, г. Томск, Россия

Рассматриваются два биологических вида, совместно обитающих
в изолированной среде. Среда стационарна и обеспечивает в доста-
точной мере необходимым для жизни обоих видов ресурсом. В каче-
стве одного из них выступает вид, называемый жертвой, а потреби-
телем является хищник. Пространственная модель сообщества опи-
сывается системой трех дифференциальных уравнений в частных
производных с соответствующими начальными и граничными усло-
виями. Особенностью рассматриваемой модели является наличие

трофической функции Холлинга ( )
1

aNg N
ahN

=
+

, учитывающей

насыщение рациона хищника при увеличении плотности популяции
жертв, и уравнения, описывающего поисковое поведение хищника.

Ключевые слова: модель, хищник, жертва, трофическая функция,
плотность популяции, разностная схема, аппроксимация, устойчи-
вость, сходимость, численный метод.

Изменение плотности трофического сообщества и поисковое пове-
дение популяции хищников описывается следующей системой диффе-
ренциальных уравнений [1]:
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(1)

где ( ) ( ), ,  ,N x t P x t  – плотности популяций жертв и хищников, а ( ),v x t
– скорость перемещения потребителей.

Ареал обитания представляет собой отрезок [0, L] вещественной оси.
Начальные условия для системы уравнений (1) имеют вид
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Здесь ( )1g x , ( )2g x  – начальные функции распределения плотности
популяций двух видов [2].

Граничные условия в рассматриваемой области задаются следую-
щим образом:
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Для дальнейшего исследования поставленной задачи обезразмерим ее
вводя новые переменные:
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После перехода к безразмерным величинам знак «~» над ними для про-
стоты записи опускаем и система (1) примет вид
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начальные и граничные условия остаются без изменения.
Ищется решение ( ) ( )2 1

1 0, , CN P v G C G∈ ∩ краевой задачи (4), (2), (3),
где
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с помощью неявного численного метода.
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Для его построения в области G  вводится прямоугольная сетка:
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и дифференциальная задача (4), (2), (3) аппроксимируется разностной:
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Рассмотрим вопрос о сходимости решения разностной задачи к ре-
шению дифференциальной. Для этого оценим порядок погрешности ап-
проксимации и покажем, что разностная схема устойчива по начальным
данным. Начнем с исследования устойчивости схемы методом «замо-
раживания коэффициентов» с однородной правой частью и однород-
ными граничными условиями
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методом гармоник [3]. Отметим, что 0v  – это «замороженный коэффи-

циент» 1k
jv − . Решение ищется в виде
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Используя обозначения
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перепишем систему (8) следующим образом:
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После подстановки (10) в (11) получим
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Введем новое обозначение

1 2 3( , , )TΛ = λ λ λ .

Тогда (12) перепишется в виде
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а Е – единичная матрица. Равенство (13) можно представить как
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Запишем характеристическое уравнение матрицы G.
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Раскроем определитель
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и найдем собственные значения матрицы перехода. Проверим необходимое
условие устойчивости фон Неймана [3].
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Умножим числитель и знаменатель 2μ  на величину, сопряженную к
знаменателю.
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Разделим в полученном выражении 2μ  действительную и мнимую
части:
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Путем несложных преобразований получим
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Проверим справедливость условия 2 1μ ≤ . Очевидно, что неравенство
справедливо при любых , 0hτ > .
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2
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2
r ϕ

≥ ,  3 1μ ≤ .

Отсюда следует, что схема будет абсолютно устойчивой. Очевидно, что
погрешность аппроксимации имеет первый порядок по τ и по h. По теореме
Лакса [3] из аппроксимации и устойчивости следует сходимость решения
разностной задачи к решению дифференциальной.
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Для удобства проведения численных расчетов с использованием метода
прогонки и интерпретации полученных результатов разностный аналог
краевой задачи (4), (2), (3) реализуется на ПЭВМ в размерном виде.

Введем обозначения:
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и запишем разностную схему, аппроксимирующую систему (1), в сле-
дующем виде:
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Для реализации разностной задачи (14), (6), (7) с помощью метода
прогонки написана программа на языке программирования высокого
уровня C++. Результаты расчетов показаны на рис. 1 – 3. Следует отме-
тить, что на этих рисунках представлены графики осредненных по про-
странству плотностей популяций [1]. Время t на этих графиках измеря-
ется в сутках, а плотности двух видов – в шт./км. В качестве входных
используются данные по Томской области, Верхнекетский район [4].
В качестве хищников выбрана популяция волков в количестве 121 шт. в
2017 году, а популяция жертв – зайцы указанного района в количестве
13964 шт. за тот же год.

На рис.1 представлен график изменения плотности популяции хищ-
ников на протяжении года. В течение первых трех суток наблюдается
незначительный рост плотности популяции волков, а затем наступает
значительное уменьшение плотности и к двадцатым суткам ее величина
достигает минимального значения. Далее плотность растет и устанав-
ливается к моменту времени 100t = сут.
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Рис. 1. График изменения плотности популяции хищников
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Рис. 2. График изменения плотности популяции жертв
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На рис. 2 представлен график изменения плотности популяции
жертв (зайцы) с течением времени t. Динамика N во многом объясняет-
ся поведением популяции хищников P и изменением скорости их пере-
мещения v. При уменьшении плотности популяции жертв плотность
популяции хищников возрастает и наоборот. Следует отметить, что, на-
чиная с 100t = сут до года, плотности популяций обоих видов сохраня-
ют постоянные значения, что видно на рис. 1 и 2.

На рис. 3 представлена динамика поведения осредненных по про-
странству плотностей популяций жертв и хищников в фазовой плоско-
сти. График демонстрирует устойчивость процессов, описываемых в
рассматриваемой задаче. Фазовая траектория имеет вид спирали, кото-
рая сходится с течением времени к положению равновесия.

0,2 0,4 0,6 0,8 P
0

20

40

60

80

N

Рис. 3. Динамика поведения плотностей популяций
двух видов в фазовой плоскости

Результаты численных расчетов, полученные за год, сравнивались с
данными, взятыми из [5] по Верхнекетскому району за 2018 год. Отно-
сительная погрешность оказалось равной 32%.
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