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Заметим, что в работе [1] утверждение следствия 1 доказано лишь для 𝑝 6 3.

Наше следующее утверждение обобщает теорему 2.18 из [1].

Следствие 2. Пусть𝑀 — 𝑅-бимодуль, удовлетворяющий условию: если 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 таковы,
что 𝑎𝑅𝑏 = 0, то 𝑎𝑀𝑏 = 0. Пусть 𝑇 = 𝑇 (𝑅,𝑀) — тривиальное расширение кольца 𝑅 с
помощью 𝑀 . Тогда равносильны следующие утверждения:

(1) 𝑅 является GSC-кольцом; (2) 𝑇 является GSC-кольцом.

Далее мы ограничимся случаем, когда 𝑅 является полем, и докажем, что 𝑆𝑝(𝑅) —– макси-
мальное(по включению) GSC-подкольцо матричного кольца 𝑀𝑝(𝑅). Этот результат позволит
также построить некоторые другие максимальные GSC-подкольца в кольце 𝑀𝑝(𝑅).

Теорема 2. Пусть 𝑅 — поле, 𝑝 —натуральное число. Тогда 𝑆𝑝(𝑅) — максимальное
GSC-подкольцо кольца 𝑀𝑝(𝑅).

В следующем утверждении мы для данного разбиения 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘 натурального числа 𝑝
отождествляем кольцо 𝑀𝑝1(𝑅)×𝑀𝑝2(𝑅)× . . .×𝑀𝑝𝑘(𝑅) и подкольцо кольца 𝑀𝑝(𝑅), состоящее
из матриц соответствующей блочно—диагональной структуры.

Следствие 3. Пусть 𝑅 — поле, 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘 — натуральные числа с суммой, равной 𝑝.
Тогда 𝑆𝑝1(𝑅)× 𝑆𝑝2(𝑅)× . . .× 𝑆𝑝𝑘(𝑅) — максимальное GSC-подкольцо кольца 𝑀𝑝(𝑅).

Замечание 1. Ясно, что если 𝐷 — некоторое максимальное GSC-подкольцо кольца
𝑀𝑝(𝑅), то для любой матрицы 𝐶 ∈ GL𝑝(𝑅) 𝐶𝐷𝐶−1 — тоже максимальное GSC-подкольцо
кольца 𝑀𝑝(𝑅).
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Все встречающиеся в работе группы являются абелевыми.
Кольцо 𝑅 называют 𝐸-кольцом, если каждый эндоморфизм аддитивной группы кольца 𝑅

представляет собой умножение слева на некоторый элемент из 𝑅. Кольцо 𝑅 называют обоб-
щённым 𝐸-кольцом, если существует какой-либо кольцевой изоморфизм между 𝑅 и кольцом
эндоморфизмов аддитивной группы кольца 𝑅. Понятие 𝐸-кольца было введено Шульцем в ра-
боте [1]. Многие важные свойства 𝐸-колец установлены Боушеллом иШульцем в [2]. Известно,
что обобщённое 𝐸-кольцо является 𝐸-кольцом тогда и только тогда, когда оно коммутативно;
для колец, имеющих конечный ранг без кручения, понятия 𝐸-кольца и обобщённого 𝐸-кольца
совпадают.

Пусть 𝑛 – неотрицательное целое число. Группу 𝐺 называют факторно делимой группой
ранга 𝑛, если её периодическая часть 𝑇 (𝐺) редуцированна и существует свободная подгруппа
𝐹 ⊂ 𝐺 ранга 𝑛 такая, что 𝐺/𝐹 – делимая периодическая группа.

Естественно называть группу 𝐺 произвольного ранга без кручения обобщённой факторно
делимой, если её периодическая часть 𝑇 (𝐺) редуцированна и сама группа 𝐺 является расши-
рением свободной группы с помощью делимой периодической группы.

Ранее авторами был построен пример 𝐸-кольца, аддитивная группа которого имеет ранг
без кручения 2 и не является факторно делимой. Приведём необходимые и достаточные усло-
вия для того, чтобы аддитивная группа обобщённого 𝐸-кольца была обобщённой факторно
делимой.

Теорема 1. Если аддитивная группа обобщённого 𝐸-кольца имеет бесконечный ранг без
кручения, то она является обобщённой факторно делимой.

Через 𝑁(𝑅) будем обозначать наибольший нильпотентный идеал кольца 𝑅 (такой идеал
всегда существует, если 𝑅 – кольцо без кручения конечного ранга).

Теорема 2. Пусть 𝑅 – 𝐸-кольцо, имеющее периодическую часть 𝑇 и конечный ненуле-
вой ранг без кручения. Эквивалентны следующие условия:

1) Аддитивная группа кольца 𝑅 факторно делима.

2) Аддитивная группа кольца 𝑅/𝑇 факторно делима.

3) Аддитивная группа идеала 𝑁(𝑅/𝑇 ) факторно делима.

Следующая теорема теорема описывает все группы, которые могут служить аддитивными
группами идеала 𝑁(𝑅/𝑇 ) для 𝐸-кольца 𝑅, имеющего конечный ранг без кручения.

Теорема 3. Пусть 𝐺 – группа без кручения конечного ранга. Эквивалентны следующие
условия:

1) Существует 𝐸-кольцо 𝑅 конечного ранга без кручения такое, что 𝐺 ∼= 𝑁(𝑅/𝑇 ), где 𝑇
есть периодическая часть кольца 𝑅.

2) Множество всех простых чисел 𝑝 таких, что 𝑝𝐺 = 𝐺, бесконечно.
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Из теорем 2 и 3 следует, что существует достаточно много 𝐸-колец, аддитивные группы
которых имеют конечный ранг без кручения и не являются факторно делимыми.

Будем говорить, что кольца 𝑅 и 𝐾 квазиизоморфны, если существуют подкольца 𝑅′ ⊂ 𝑅
и 𝐾 ′ ⊂ 𝐾 и натуральные числа 𝑚 и 𝑛 такие, что 𝑅′ ∼= 𝐾 ′, 𝑚𝑅 ⊂ 𝑅′ и 𝑛𝐾 ⊂ 𝐾 ′.

Пусть 𝑅 – произвольное 𝐸-кольцо. Обозначим через 𝑆 множество всех простых чисел 𝑝
таких, что 𝑝-компонента 𝑅𝑝 аддитивной группы кольца 𝑅 отлична от 0. Для всякого 𝑝 ∈ 𝑆
существует кольцевое прямое разложение 𝑅 = 𝑅𝑝 ⊕𝑅′

𝑝, причём дополнительное слагаемое 𝑅′
𝑝

определено однозначно. Записав 𝑟 = 𝑟𝑝 + 𝑟′𝑝, где 𝑟𝑝 ∈ 𝑅𝑝 и 𝑟′𝑝 ∈ 𝑅′
𝑝, можно задать кольцевой

гомоморфизм
𝜉 : 𝑅→

∏︁
𝑝∈𝑆

𝑅𝑝,

полагая 𝜉(𝑟) = (𝑟𝑝)𝑝∈𝑆 для всех 𝑟 ∈ 𝑅. Известно [1], что ядро гомоморфизма 𝜉 представляет
собой идеал без кручения

𝐴 =
⋂︁
𝑝∈𝑆

∞⋂︁
𝑛=1

𝑝𝑛𝑅,

а образ гомоморфизма 𝜉 является 𝐸-кольцом. В работе Боушелла и Шульца [2] поставлена
следующая проблема:

Задача 4. Верно ли, что всякое 𝐸-кольцо 𝑅 квазиизоморфно прямой сумме кольца 𝜉(𝑅)
и некоторого 𝐸-кольца без кручения, содержащего идеал 𝐴?

Проблема была положительно решена Царёвым в работе [3] для 𝐸-колец, у которых ранг
без кручения не превышает 2. Авторами было построено 𝐸-кольцо ранга без кручения 3,
служащего контрпримером к вопросу Боушелла и Шульца.
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