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Доказано, что любую неконстантную булеву функцию от n переменных можно ре-
ализовать неизбыточной схемой из функциональных элементов в базисе {&,⊕,¬},
допускающей при n > 3 единичный проверяющий тест длины не более 6n−10 от-
носительно произвольных неисправностей элементов.
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It was proved that one can implement any non-constant Boolean function in n variables
by an irredundant logic network in the basis {&,⊕,¬}, allowing, when n > 3, a single
fault detection test with length not more than 6n − 10 relative to arbitrary faults of
gates.
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Введение
Рассматривается задача синтеза легкотестируемых схем, реализующих заданные

булевы функции. Логический подход к тестированию электрических схем предложен
С.В. Яблонским и И.А. Чегис в [1]; этот подход также примени́м к тестированию
схем из функциональных элементов (СФЭ; [2 – 4]). Пусть имеется СФЭ S с одним
выходом, реализующая булеву функцию f(x̃n), где x̃n = (x1, . . . , xn). Представим, что
под воздействием некоторого источника неисправностей один из элементов схемы S
может перейти в неисправное состояние. В результате данная схема вместо исход-
ной функции f(x̃n) будет реализовывать некоторую булеву функцию g(x̃n), вообще

1Работа выполнена при поддержке гранта РНФ, проект №19-71-30004.
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говоря, отличную от f . Все такие функции g(x̃n) называются функциями неисправ-
ности схемы S. Единичным проверяющим тестом (ЕПТ) для схемы S называется
такое множество T наборов значений переменных x1, . . . , xn, что для любой отличной
от f(x̃n) функции неисправности g(x̃n) данной схемы в T найдётся набор σ̃, на кото-
ром f(σ̃) 6= g(σ̃). Число наборов в T называется длиной теста. В качестве тривиального
ЕПТ длины 2n для схемы S всегда можно взять множество, состоящее из всех дво-
ичных наборов длины n. Единичные проверяющие тесты обычно рассматривают для
неизбыточных схем [4, с. 110–111], т. е. для таких схем, в которых любая допустимая
неисправность любого одного элемента приводит к функции неисправности, отличной
от исходной функции, реализуемой данной схемой.

Любое множество булевых функций будем называть базисом.
Ранее в качестве неисправностей функциональных элементов традиционно рас-

сматривались константные либо инверсные неисправности на входах и/или выходах
элементов. Константная неисправность на входе (выходе) функционального элемента
означает, что значение на этом его входе (выходе) становится равно некоторой булевой
константе. Неисправности на входах и/или выходах элементов называются однотип-
ными константными типа p, если эта константа одна и та же для каждого неисправного
входа/выхода элемента и равна p, и произвольными константными, если эта констан-
та может быть равна как 0, так и 1 для каждого неисправного входа/выхода эле-
мента независимо от неисправностей других входов/выходов элементов. Инверсная
неисправность на входе (выходе) функционального элемента означает, что значение
на этом входе (выходе) меняется на противоположное по сравнению со случаем, когда
данный элемент исправен.

Основные результаты, касающиеся ЕПТ для схем из функциональных элементов
при указанных неисправностях, получены в работах [5–20]; более подробный обзор см.
в работе автора [21]. Отметим, что в [5–7, 11, 13–20] установлены константные верхние
оценки минимально возможных длин ЕПТ при реализации произвольных булевых
функций от n переменных неизбыточными СФЭ в различных базисах при различных
неисправностях элементов.

В настоящей работе, так же как и в [21], будем рассматривать произвольные неис-
правности функциональных элементов: допустим, что каждый неисправный элемент E
вместо исходной приписанной ему булевой функции ϕE(x̃m) реализует произвольную
другую булеву функцию ϕ′E(x̃m) (от своих входов). Тогда элемент E может находить-
ся в любом (неизменном в ходе тестирования) из 22m − 1 неисправных состояний,
характеризующихся функцией ϕ′E(x̃m). Например, в случае константной неисправ-
ности типа p (в случае инверсной неисправности) на выходе этого элемента имеем
ϕ′E ≡ p (соответственно ϕ′E = ϕE), а в случае константной неисправности типа p
(инверсной неисправности) на входе элемента E, отвечающем переменной x1, имеем
ϕ′E(x̃m) = ϕE(p, x2, . . . , xm) (соответственно ϕ′E(x̃m) = ϕE(x1, x2, . . . , xm)).

В соответствии с [22, с. 105] будем говорить, что СФЭ содержит k фиктивных
входных переменных и реализует функцию f(x̃n), если данная схема содержит k вход-
ных переменных, отличных от переменных x1, . . . , xn, и реализует булеву функцию, не
зависящую существенно от этих k переменных и равную функции f(x̃n). Будем также
предполагать, что все наборы из любого ЕПТ для такой схемы имеют длину n+ k (по
общему числу её входных переменных).

В [21] установлено, что любую неконстантную булеву функцию f(x̃n) можно реали-
зовать неизбыточной СФЭ в базисе {&,⊕,¬}, содержащей одну фиктивную входную
переменную и допускающей ЕПТ длины не более 2n+ 3.
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Введём обозначения 0̃l = 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l

, 1̃l = 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
l

, где l ∈ N ∪ {0} (в случае l = 0 они

обозначают пустую строку: например, (0̃n, 1̃0) = (0̃n)), а также

xσ =

{
x, если σ = 1,
x, если σ = 0,

где x ∈ {0, 1}.
Две различные неисправности в произвольной СФЭ назовём равносильными, если

соответствующие им функции неисправности равны друг другу.
Вместо «вход схемы S, отвечающий переменной xi» для краткости будем писать

«вход «xi» схемы S».

1. Формулировка основной теоремы
Рассмотрим базис B = {&,⊕,¬}. Любой функциональный элемент, реализующий

функцию вида x&y (вида x⊕y, x) от своих входов, будем называть конъюнктором (со-
ответственно сумматором, инвертором). Вход любого конъюнктора или сумматора,
отвечающий переменной x, будем считать левым, а другой вход— правым.

Теорема 1. Любую неконстантную булеву функцию f(x̃n) можно реализовать
неизбыточной СФЭ в базисе B, допускающей при n > 3 ЕПТ длины не более 6n− 10.

Замечание 1. В отличие от основной теоремы работы [21], фигурирующая в фор-
мулировке теоремы 1 СФЭ не содержит фиктивных входных переменных.

Замечание 2. Константные булевы функции нельзя реализовать неизбыточны-
ми СФЭ в базисе B. Действительно, константная неисправность типа α на выходе
выходного элемента любой схемы в базисе B, реализующей функцию f(x̃n) ≡ α, где
α ∈ {0, 1}, приводит к функции неисправности g(x̃n) ≡ α.

Для доказательства теоремы 1 требуется ввести следующее понятие.
1.1. Р е г у л я р н ы е б у л е в ы ф у н к ц и и

Рассмотрим произвольную булеву функцию fn(x̃n), где n > 3. Её можно предста-
вить, причём единственным образом, в виде

fn(x̃n) = xnfn−1(x̃
n−1)⊕ f ′n−1(x̃n−1),

где fn−1 и f ′n−1 — булевы функции от переменных x1, . . . , xn−1. Действительно, подста-
вив в последнее равенство вместо xn поочерёдно 0 и 1, получим, что

f ′n−1(x̃
n−1) = fn(x1, . . . , xn−1, 0) (1)

и fn(x1, . . . , xn−1, 1) = fn−1(x̃
n−1)⊕ f ′n−1(x̃n−1) = fn−1(x̃

n−1)⊕ fn(x1, . . . , xn−1, 0), откуда

fn−1(x̃
n−1) = fn(x1, . . . , xn−1, 1)⊕ fn(x1, . . . , xn−1, 0). (2)

Аналогично функцию fn−1(x̃
n−1) в случае n − 1 > 3 можно единственным образом

представить в виде

fn−1(x̃
n−1) = xn−1fn−2(x̃

n−2)⊕ f ′n−2(x̃n−2),

и вообще, для любого i ∈ {2, . . . , n − 1}, если уже определена функция fi+1(x̃
i+1), то

её можно единственным образом представить в виде

fi+1(x̃
i+1) = xi+1fi(x̃

i)⊕ f ′i(x̃i),
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где fi(x̃i) и f ′i(x̃i) — булевы функции. Указанным образом по функции fn(x̃n) однознач-
но определяются булевы функции fi(x̃i) и f ′i(x̃i) для каждого i = 2, . . . , n− 1.

Назовём булеву функцию fn(x̃n), n > 3, регулярной, если для любого i ∈ {2, . . . ,
n− 1} выполнено хотя бы одно из трёх условий: а) функция fi(x̃i) является констант-
ной; б) функция f ′i(x̃i) является константной; в) функция fi(x̃i) отлична от каждой из
функций f ′i(x̃i), f ′i(x̃i).

Пример 1. Никакая функция fn(x̃n), n > 3, представимая в виде

fn(x̃n) = xng(x̃n−1)⊕ c,

где g—произвольная неконстантная булева функция от переменных x1, . . . , xn−1 и
c ∈ {0, 1}, не является регулярной. Действительно,

fn(x̃n) = (xn ⊕ 1)g(x̃n−1)⊕ c = xng(x̃n−1)⊕ (g(x̃n−1)⊕ c),

поэтому fn−1(x̃n−1) = g(x̃n−1) и f ′n−1(x̃n−1) = g(x̃n−1)⊕ c, а тогда

f ′n−1(x̃
n−1) =

{
fn−1(x̃

n−1), если c = 0,

fn−1(x̃
n−1), если c = 1.

Пример 2. Функция f4(x̃4) = x1x3⊕x1x2x4 является регулярной. Действительно,
пользуясь (1) и (2), получаем

f ′3(x̃
3) = x1x3 ⊕ x1x2,

f3(x̃
3) = x1x3 ⊕ (x1x3 ⊕ x1x2) = x1x2,

f ′2(x̃
2) = x1x2,

f2(x̃
2) = x1x2 ⊕ x1x2 ≡ 0,

откуда следует, что функция f3 отлична от функций f ′3 и f ′3, а функция f2 является
константной.

Для удобства будем считать, что все булевы функции, формально зависящие от
одной или двух переменных, являются регулярными. Легко видеть, что если булева
функция fn(x̃n), n > 3, регулярна, то и все функции fi(x̃i), где i = 2, . . . , n − 1, регу-
лярны.

1.2. Д о к а з а т е л ь с т в о о с н о в н о й т е о р е м ы
Справедливость теоремы 1 очевидным образом вытекает из следующих трёх лемм.
Лемма 1. Любую неконстантную регулярную булеву функцию fn(x̃n) можно ре-

ализовать неизбыточной СФЭ в базисе B, допускающей при n > 3 ЕПТ длины не
более 6n− 10.

Лемма 2. Для любой неконстантной булевой функции f(x̃n) существуют такие
σ1, . . . , σn ∈ {0, 1}, что функция f(xσ11 , . . . , x

σn
n ) регулярна и отлична от констант.

Лемма 3. Если неконстантная булева функция f(x̃n) и числа σ1, . . . , σn ∈ {0, 1}
таковы, что функцию f(xσ11 , . . . , x

σn
n ) можно реализовать неизбыточной СФЭ в бази-

се B, допускающей при n > 3 ЕПТ длины не более 6n− 10, то функцию f(x̃n) можно
реализовать СФЭ с теми же свойствами.

Сформулируем одно вспомогательное утверждение.
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Лемма 4. Любую неконстантную булеву функцию f(x̃n) можно реализовать
неизбыточной СФЭ в базисе B, содержащей одну фиктивную входную переменную и
допускающей ЕПТ T длины не более 2n+4, подмножеством которого является множе-
ство T 0

n+1 ∪ {σ̃}, где T 0
n+1 =

{
(0̃r, 1̃n+1−r), (1̃s, 0, 1̃n−s) : r ∈ {0, . . . , n+ 1}, s ∈ {1, . . . , n}

}
,

а σ̃—некоторый такой двоичный (n+ 1)-разрядный набор, что его (n+ 1)-я компонен-
та равна 0 и n-разрядный набор σ̃′, получающийся из набора σ̃ удалением (n + 1)-й
компоненты, удовлетворяет условию f(σ̃′) 6= f(0̃n).

Доказательство основано на доказательстве теоремы 1 работы [21], которое раз-
бивается на два случая. В случае 1 доказано [22, с. 94–95], что функцию f(x̃n) можно
реализовать неизбыточной СФЭ в базисе B, содержащей одну фиктивную входную
переменную и допускающей ЕПТ T 0

n+1 (длины 2n+2). Функция f отлична от констан-
ты f(0̃n), поэтому существует такой двоичный n-разрядный набор σ̃′, что f(σ̃′) 6= f(0̃n).
Пусть σ̃—набор, получающийся из набора σ̃′ добавлением (n+ 1)-й компоненты, рав-
ной 0. Тогда утверждение леммы 4 справедливо при T = T 0

n+1 ∪ {σ̃}.
В случае 2 идёт ссылка (см. [22, с. 95]) на лемму 2 работы [21]. В формулировке

этой леммы (см. [22, с. 89]) фигурирует двоичный (n+ 1)-разрядный набор σ̃K1 , опре-
деляемый в [22, с. 88]. Из его определения и соотношения [21, (3)] следует, что (n+1)-я
компонента набора σ̃K1 равна 0. Обозначим через σ̃′K1

набор, получающийся из на-
бора σ̃K1 удалением (n + 1)-й компоненты. Тогда из определения данных наборов и
соотношения [21, (2)] вытекает, что

f(0̃n) = K1(0̃
n)⊕ . . .⊕Km(0̃n)⊕ c = 0⊕ 0︸ ︷︷ ︸

m

⊕c = c,

f(σ̃′K1
) = K1(σ̃

′
K1

)⊕K2(σ̃
′
K1

)⊕ . . .⊕Km(σ̃′K1
)⊕ c = 1⊕ 0⊕ 0︸ ︷︷ ︸

m−1

⊕c = c,

поэтому f(σ̃′K1
) 6= f(0̃n). В таком случае утверждение леммы 4 следует из [21, лемма 2]

при σ̃ = σ̃K1 .

Доказательство леммы 1. Пусть сначала n = 1. Тогда f1(x1) = x1 или
f1(x1) = x1. В первом случае функцию f1 можно реализовать СФЭ, не содержа-
щей функциональных элементов, а во втором— содержащей один инвертор. Множе-
ство функций неисправности первой схемы пусто, а список возможных неисправностей
второй схемы ограничивается константной неисправностью типа 0, константной неис-
правностью типа 1 и инверсной неисправностью на выходе инвертора, при которых на
выходе схемы вместо «правильной» функции x1 реализуются функции соответственно
0, 1, x1. Поэтому обе рассматриваемые схемы неизбыточны, что и требовалось дока-
зать.

Далее будем считать, что n > 2. Докажем индукцией по n более сильное утвержде-
ние: любую неконстантную регулярную булеву функцию fn(x̃n) можно реализовать
неизбыточной СФЭ Sn в базисе B, допускающей ЕПТ Tn, подмножеством которого
является множество T 0

n =
{

(0̃r, 1̃n−r), (1̃s, 0, 1̃n−s−1) : r ∈ {0, . . . , n}; s ∈ {1, . . . , n− 1}
}
,

причём |Tn| 6 6n− 10 при n > 3.
Б а з а и н д у к ц и и: n = 2. Надо доказать, что любую неконстантную булеву

функцию f2(x1, x2) можно реализовать неизбыточной СФЭ в базисе B, допускающей
ЕПТ T2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}. Любая СФЭ, реализующая функцию f2(x1, x2),
допускает тривиальный ЕПТ T2, поэтому достаточно установить, что эту функцию
можно реализовать неизбыточной СФЭ S2 в базисе B. Заметим, что f2(x1, x2) ∈
∈ {x1, x2, x1, x2, (xσ11 &xσ22 )c, (x1 ⊕ x2)c : σ1, σ2, c ∈ {0, 1}}. В случае f2(x1, x2) ∈ {x1, x2}
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в качестве S2 можно взять схему, не содержащую функциональных элементов, а в слу-
чае f2(x1, x2) ∈ {x1, x2}— схему, состоящую из одного инвертора.

Пусть f2(x1, x2) = (x1 ⊕ x2)
c, где c ∈ {0, 1}. Реализуем функцию f2 схемой S2,

состоящей из одного сумматора E, на входы которого подаются переменные x1 и x2, и —
в случае c = 0 — одного инвертора, вход которого соединён с выходом этого сумматора.
При произвольной неисправности элемента E, при которой он реализует некоторую
булеву функцию ϕ′E(x1, x2), отличную от ϕE(x1, x2) = x1 ⊕ x2, на выходе схемы S2,
очевидно, возникнет функция (ϕ′E(x1, x2))

c, отличная от (x1⊕x2)c; в случае же c = 0 и
неисправности инвертора на выходе схемы S2 возникнет одна из функций 0, 1, x1⊕ x2,
отличная от функции f2(x1, x2) = x1 ⊕ x2. Таким образом, схема S2 неизбыточна.

Пусть, наконец, f2(x1, x2) = (xσ11 &xσ22 )c, где σ1, σ2, c ∈ {0, 1}. Сначала для каждого
такого j ∈ {1, 2}, что σj = 0, реализуем функцию x

σj
j = xj с использованием одного

инвертора Ij, на вход которого подаётся переменная xj. Далее реализуем функцию f2
схемой S2, содержащей один конъюнктор E, на входы которого подаются функции
xσ11 и xσ22 , и — в случае c = 0 —инвертор I, вход которого соединён с выходом это-
го конъюнктора; каждая функция x

σj
j , j = 1, 2, берётся со входа xj схемы в случае

σj = 1 и с выхода инвертора Ij в случае σj = 0. Легко видеть, что любая констант-
ная либо инверсная неисправность на выходе инвертора Ij (при наличии этого ин-
вертора) равносильна такой же неисправности на входе конъюнктора E, отвечающего
переменной xj, а других неисправностей у инвертора быть не может. В случае про-
извольной неисправности элемента E, при которой он реализует некоторую булеву
функцию ϕ′E(x1, x2) (от своих входов), отличную от ϕE(x1, x2) = x1&x2, на выходе
схемы S2 возникнет функция (ϕ′E(xσ11 , x

σ2
2 ))c, отличная от (ϕE(xσ11 , x

σ2
2 ))c = (xσ11 &xσ22 )c;

в случае же c = 0 и неисправности инвертора на выходе схемы S2 возникнет одна
из функций 0, 1, xσ11 &xσ22 , отличная от функции f2(x1, x2) = xσ11 &xσ22 . Таким образом,
схема S2 неизбыточна. База индукции доказана.

П р е д п о л о ж е н и е и ш а г и н д у к ц и и: пусть требуемое утверждение дока-
зано для n = t, где t > 2; докажем его для n = t+ 1. Надо доказать, что любую некон-
стантную регулярную булеву функцию ft+1(x̃

t+1) можно реализовать неизбыточной
СФЭ St+1 в базисе B, допускающей ЕПТ Tt+1 длины не более 6t − 4, подмножеством
которого является множество T 0

t+1 =
{

(0̃r, 1̃t+1−r), (1̃s, 0, 1̃t−s) : r ∈ {0, . . . , t + 1}; s ∈
∈ {1, . . . , t}

}
. Функцию ft+1 можно единственным образом представить в виде

ft+1(x̃
t+1) = xt+1ft(x̃

t)⊕ f ′t(x̃t), (3)

где ft и f ′t — булевы функции. Введём обозначение

a =

{
1, если обе функции ft, f ′t неконстантные и либо ft 6 f ′t , либо ft 6 f ′t ,
0 иначе

(неравенство h1 6 h2, где h1(x̃t), h2(x̃t) — булевы функции, означает, что h1(σ̃) 6 h2(σ̃)
для любого двоичного t-разрядного набора σ̃). Перепишем равенство (3) в виде

ft+1(x̃
t+1) = xt+1(ft(x̃

t)⊕ a)⊕ f ′t(x̃t)⊕ axt+1. (4)

Построим СФЭ St+1 в базисе B, реализующую при отсутствии в ней неисправно-
стей функцию ft+1(x̃

t+1), в соответствии с представлением (4) (рис. 1). Из регулярно-
сти функции ft+1(x̃

t+1) следует регулярность функции ft(x̃t). Если последняя функция
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отлична от констант, то её по предположению индукции можно реализовать неизбы-
точной СФЭ St в базисе B, допускающей ЕПТ Tt, подмножеством которого является
множество T 0

t =
{

(0̃r, 1̃t−r), (1̃s, 0, 1̃t−s−1) : r ∈ {0, . . . , t}; s ∈ {1, . . . , t− 1}
}
, причём

|Tt| 6 6t− 10 (5)

при t > 3. В случае a = 0 соединим вход «xt+1» схемы St+1 и выход схемы St с левым
и правым входами конъюнктора E&

t+1 соответственно; в случае a = 1 соединим выход
схемы St с входом инвертора It+1 и далее соединим вход «xt+1» схемы St+1 и выход
инвертора It+1 с левым и правым входами конъюнктора E&

t+1 соответственно. Обозна-
чим построенную к настоящему моменту схему, выход которой совпадает с выходом
элемента E&

t+1, через S1
t+1. Будем считать, что в случае ft ≡ 1 подсхема St схемы St+1

пуста, а подсхема S1
t+1 не содержит функциональных элементов и её выход совпадает

со входом «xt+1» схемы St+1; в случае ft ≡ 0 подсхемы St и S1
t+1 пусты (отметим, что

в каждом из этих случаев a = 0). Легко видеть, что во всех перечисленных в дан-
ном абзаце случаях на выходе подсхемы S1

t+1, если она непуста, реализуется функция
xt+1(ft(x̃

t)⊕ a).

x1 ...

&

(отсутствует
при a = 0)    

xt+1
St

&Et+1

E1,t+1
+

xt+1

St+1'
It+1

(отсутствует при ft ≡ 0 
или ft ≡ 0; заменяется 
на инвертор It+1 в 
случае ft ≡ 1)

(отсутствует
при a = 0) 

St+1

+

E2,t+1
++

x1 xt...

xt xt+1

(отсут-
ствует
при
ft ≡ const)

(отсутствует
при ft ≡ const)

(отсутствует
при ft ≡ const)'

'
'

'

ft

ft
1 '

Рис. 1. Схема St+1

Далее, если функция f ′t(x̃t) отлична от констант, то её по лемме 4 можно реализо-
вать неизбыточной СФЭ S ′t+1 в базисе B, содержащей одну фиктивную входную пере-
менную xt+1 и допускающей ЕПТ T ′t+1 длины не более 2t+ 4, подмножеством которого
является множество T 0

t+1 ∪ ρ̃′t,0, где ρ̃′t,0 —некоторый такой двоичный (t+ 1)-разрядный
набор, что его (t + 1)-я компонента равна 0 и t-разрядный набор ρ̃′t, получающийся
из ρ̃′t,0 удалением (t + 1)-й компоненты, удовлетворяет условию f ′t(ρ̃

′
t) 6= f ′t(0̃

t). В слу-
чае ft 6≡ 0 соединим выходы подсхем S1

t+1 и S ′t+1 схемы S с левым и правым входами
сумматора E⊕1,t+1 соответственно. При a = 0 выход элемента E⊕1,t+1 объявим выходом
схемы St+1; при a = 1 соединим выход этого элемента и вход «xt+1» схемы St+1 с левым
и правым входами сумматора E⊕2,t+1 соответственно, выход которого объявим выходом
данной схемы. В случае ft ≡ 0 будем считать, что схема St+1 совпадает со схемой S ′t+1.
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Если f ′t ≡ 0 или f ′t ≡ 1, то ft 6≡ 0 (иначе в силу (3) функция ft+1(x̃
t+1) была бы

константной), a = 0 и подсхема S ′t+1 предполагается пустой. В случае f ′t ≡ 0 будем
считать, что схема St+1 совпадает с подсхемой S1

t+1, а в случае f ′t ≡ 1 соединим выход
подсхемы S1

t+1 со входом инвертора I ′t+1, выход которого объявим выходом схемы St+1.
Нетрудно проверить, что во всех случаях на выходе этой схемы реализуется функция
xt+1(ft(x̃

t)⊕ a)⊕ f ′t(x̃t)⊕ axt+1, равная ft+1(x̃
t+1) в силу (4).

Для доказательства шага индукции требуется показать, что построенная схема St+1

неизбыточна и допускает ЕПТ Tt+1 длины не более 6t − 4, подмножеством которого
является множество T 0

t+1.
Докажем следующее утверждение (∗): в случае ft 6≡ 0 схема S1

t+1 неизбыточна
и допускает ЕПТ T 1

t+1, подмножеством которого является множество T 0
t+1, причём

|T 1
t+1| 6 6t− 7 при t > 3.
Если ft ≡ 1, то по построению схема S1

t+1 не содержит функциональных элементов,
поэтому у неё нет ни одной функции неисправности, она неизбыточна и любое множе-
ство двоичных наборов длины t + 1, в том числе T 1

t+1 = T 0
t+1, является для неё ЕПТ,

причём
|T 1
t+1| = |T 0

t+1| = 2t+ 2 < 6t− 7

при t > 3. Пусть функция ft(x̃t) отлична от констант. Выше для этого случая определе-
но множество Tt. Пусть T̂t+1 —множество, состоящее из наборов (0̃t+1) и (1̃t, 0), а также
наборов, получающихся добавлением к каждому набору из множества Tt компоненты
с номером t+ 1, равной единице. Тогда

|T̂t+1| = |Tt|+ 2, (6)

а из соотношения T 0
t ⊆ Tt очевидным образом вытекает, что

T 0
t+1 ⊆ T̂t+1 (7)

(см. определения множеств T 0
t и T 0

t+1).
Пусть σ̃t —произвольный двоичный набор длины t, для которого ft(σ̃t) 6= ft(0̃

t);
такой набор найдётся в силу отличия функции ft от констант. Обозначим через σ̃t,0
набор, получающийся из σ̃t добавлением (t+1)-й компоненты, равной нулю, и положим
T 1
t+1 = T̂t+1 ∪ {σ̃t,0}. При t > 3 с учётом (5) и (6) имеем

|T 1
t+1| 6 |T̂t+1|+ 1 = |Tt|+ 3 6 6t− 7.

Отсюда, а также из соотношений (7) и T̂t+1 ⊆ T 1
t+1 вытекает, что для доказательства

утверждения (∗) достаточно доказать следующее утверждение: схема S1
t+1 неизбыточ-

на, а множество T 1
t+1 является для неё ЕПТ.

При переходе в произвольное неисправное состояние произвольного одного элемен-
та Et из подсхемы St схемы S1

t+1 значение, выдаваемое этой подсхемой хотя бы на одном
наборе π̃t из множества Tt, изменится с 0 на 1 или наоборот, поскольку Tt —ЕПТ для
неизбыточной схемы St. Пусть π̃t,1 —набор, получающийся из набора π̃t добавлением
(t+ 1)-й компоненты, равной единице. Тогда

π̃t,1 ∈ T̂t+1 ⊆ T 1
t+1

в силу определений множеств T̂t+1, T
1
t+1. При подаче на входы схемы S1

t+1 набора π̃t,1
на её вход «xt+1» поступает значение 1, а на вход подсхемы St —набор π̃t. Поэтому
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при переходе элемента Et в указанное неисправное состояние набор, поступающий
в схеме S1

t+1 на входы конъюнктора E&
t+1, изменится с (1, 0) на (1, 1) или наоборот вне

зависимости от наличия в ней инвертора It+1, а тогда изменится значение на выходе
этого конъюнктора, т. е. на выходе схемы S1

t+1. Тем самым показано, что любая неис-
правность любого одного элемента из подсхемы St схемы S1

t+1 обнаруживается хотя
бы на одном наборе из множества T 1

t+1.
Рассмотрим теперь произвольную неисправность конъюнктора E&

t+1. Пусть данный
элемент при ней реализует вместо «правильной» функции ϕE&

t+1
(x, y) = x&y некоторую

другую булеву функцию ϕ′
E&

t+1
(x, y) (от своих входов). Обозначим через (α1,t+1, α2,t+1)

произвольный двоичный набор, на котором значения этих функций различаются. До-
кажем, что при последовательной подаче на входы схемы S1

t+1 некоторых четырёх
наборов из множества T 1

t+1 на входы конъюнктора E&
t+1 поступают наборы (0, 0), (0, 1),

(1, 0) и (1, 1). Если ft(x̃t) = xit для некоторого it ∈ {1, . . . , t}, то в качестве указанных
наборов можно взять (0̃t+1), (1̃t, 0), (0̃t, 1) и (1̃t+1) соответственно. В противном слу-
чае в подсхеме St обязательно содержится выходной элемент. Для каждого p ∈ {0, 1}
константная неисправность типа p на его выходе должна обнаруживаться на каком-
то наборе τ̃ (p)t ∈ Tt, откуда следует, что ft(τ̃

(p)
t ) = p. Набор τ̃ (p)t,1 , получающийся из τ̃ (p)t

добавлением (t+ 1)-й компоненты, равной единице, по построению принадлежит T 1
t+1.

Тогда в качестве указанных четырёх наборов можно взять (0̃t+1), σ̃t,0, τ̃
(0)
t,1 и τ̃ (1)t,1 (воз-

можно, в другом порядке). Действительно, переменная xt+1, подающаяся на левый
вход конъюнктора E&

t+1, на этих наборах принимает значения 0, 0, 1, 1 соответственно,
а функция ft(x̃t) ⊕ a, подающаяся на правый вход данного конъюнктора, — значения
ft(0̃

t) ⊕ a, ft(σ̃t) ⊕ a, ft(τ̃
(0)
t ) ⊕ a = a, ft(τ̃

(1)
t ) ⊕ a = a соответственно, первые два из

которых не равны друг другу в силу выбора набора σ̃t.
При подаче на входы схемы S1

t+1 какого-то из четырёх выбранных наборов на вхо-
ды конъюнктора E&

t+1 поступит набор (α1,t+1, α2,t+1). Тогда при переходе элемента E&
t+1

в рассматриваемое неисправное состояние значение на его выходе, т. е. на выходе схе-
мы S1

t+1, изменится с ϕE&
t+1

(α1,t+1, α2,t+1) на ϕ′
E&

t+1
(α1,t+1, α2,t+1) и неисправность будет

обнаружена на каком-то наборе из множества T 1
t+1.

Наконец, любая константная либо инверсная неисправность на выходе инверто-
ра It+1 (при наличии этого инвертора) равносильна такой же неисправности на пра-
вом входе конъюнктора E&

t+1. Таким образом, любая неисправность любого одного
элемента схемы S1

t+1 обнаруживается хотя бы на одном наборе из множества T 1
t+1.

Это означает, что схема S1
t+1 неизбыточна, а множество T 1

t+1 является для неё ЕПТ.
Утверждение (∗) доказано.

Докажем теперь основное утверждение: схема St+1 неизбыточна и допускает
ЕПТ Tt+1 длины не более 6t − 4, подмножеством которого является множество T 0

t+1.
Заметим, что в случае t = 2 достаточно доказать только неизбыточность схемы St+1,
так как в качестве Tt+1 можно взять тривиальный ЕПТ длины 2t+1 = 8 = 6t − 4 для
этой схемы. Рассмотрим пять случаев:

1. Пусть f ′t ≡ 0. Тогда ft 6≡ 0 и схема St+1 по построению совпадает с подсхемой S1
t+1.

По утверждению (∗) схема S1
t+1, т. е. St+1, неизбыточна и допускает ЕПТ T 1

t+1, подмно-
жеством которого является множество T 0

t+1, причём |T 1
t+1| 6 6t − 7 при t > 3. Тогда

в случае t > 3 можно взять Tt+1 = T 1
t+1.

2. Пусть f ′t ≡ 1 и ft ≡ 1. Тогда по построению схема St+1 состоит из одного ин-
вертора I ′t+1, вход которого соединён со входом «xt+1» схемы, а её выходом является
выход элемента I ′t+1. Очевидно, что в случае, когда инвертор I ′t+1 исправен, на его вы-



68 К. А. Попков

ходе реализуется функция ft+1(x̃t+1) = xt+1, а при произвольной неисправности этого
инвертора — одна из функций 0, 1 и xt+1, каждую из которых можно отличить от
функции xt+1 хотя бы на одном из наборов (0̃t+1), (0̃t, 1) ∈ T 0

t+1. Отсюда следует, что
схема St+1 неизбыточна, а множество T 0

t+1 является для неё ЕПТ длины 2t+2 < 6t−4,
и можно взять Tt+1 = T 0

t+1.
3. Пусть f ′t ≡ 1 и ft 6≡ 1. Из первого соотношения вытекает, что ft 6≡ 0, значит,

функция ft(x̃t) отлична от констант. В этом случае по построению выход схемы S1
t+1

совпадает с выходом конъюнктора E&
t+1, а схема St+1 получается из схемы S1

t+1 добавле-
нием инвертора I ′t+1, вход которого соединяется с выходом подсхемы S1

t+1, и переносом
выхода схемы на выход данного инвертора. При переходе в произвольное неисправ-
ное состояние произвольного одного элемента из подсхемы S1

t+1 схемы St+1 значение,
выдаваемое этой подсхемой хотя бы на одном наборе из множества T 1

t+1, изменит-
ся, поскольку T 1

t+1 —ЕПТ для неизбыточной схемы St в силу утверждения (∗). Тогда
изменится значение, поступающее на вход инвертора I ′t+1, а следовательно, и значе-
ние, возникающее на его выходе, т. е. на выходе схемы St+1. Заметим также, что кон-
стантная неисправность типа p (инверсная неисправность) на выходе инвертора It+1

равносильна константной неисправности типа p (инверсной неисправности) на выходе
конъюнктора E&

t+1, где p—произвольное число из множества {0, 1}. Тем самым пока-
зано, что любая неисправность любого одного элемента схемы S1

t+1 обнаруживается
хотя бы на одном наборе из множества T 1

t+1. Отсюда следует, что схема St+1 неиз-
быточна и допускает ЕПТ T 1

t+1, подмножеством которого является множество T 0
t+1,

причём |T 1
t+1| 6 6t − 7 при t > 3 (см. утверждение (∗)), и в случае t > 3 можно взять

Tt+1 = T 1
t+1.

4. Пусть ft ≡ 0. Тогда по построению схема St+1 совпадает с неизбыточной схе-
мой S ′t+1, допускающей ЕПТ T ′t+1 длины не более 2t + 4, подмножеством которого
является множество T 0

t+1; в случае t > 3 с учётом неравенства 2t + 4 < 6t − 7 можно
взять Tt+1 = T ′t+1.

5. Пусть ft 6≡ 0, f ′t 6≡ 0 и f ′t 6≡ 1. Тогда по построению схема St+1 содержит подсхемы
S1
t+1 и S ′t+1, выходы которых соединены с левым и правым входами сумматора E⊕1,t+1

соответственно; в случае a = 0 выход схемы St+1 совпадает с выходом элемента E⊕1,t+1,
а в случае a = 1 выход этого элемента и вход «xt+1» схемы St+1 соединены с левым
и правым входами сумматора E⊕2,t+1 соответственно, выход которого совпадает с вы-
ходом схемы. Схема S1

t+1 реализует при отсутствии в ней неисправностей функцию
xt+1(ft(x̃

t) ⊕ a), по утверждению (∗) неизбыточна и допускает ЕПТ T 1
t+1, подмноже-

ством которого является множество T 0
t+1, причём |T 1

t+1| 6 6t − 7 при t > 3. Выход
схемы S1

t+1 совпадает с выходом конъюнктора E&
t+1 в случае ft 6≡ 1 и со входом «xt+1»

схемы St+1 в случае ft ≡ 1. В первом из этих случаев константная неисправность ти-
па 0 на выходе элемента E&

t+1 должна обнаруживаться на каком-то наборе ρ̃t,1 ∈ T 1
t+1,

откуда следует, что значение функции xt+1(ft(x̃
t) ⊕ a) на наборе ρ̃t,1 равно единице,

т. е. (t+ 1)-я компонента данного набора равна единице и

ft(ρ̃t)⊕ a = 1, (8)

где ρ̃t —набор, получающийся из набора ρ̃t,1 удалением (t+ 1)-й компоненты. В случае
ft ≡ 1 положим ρ̃t = (0̃t) и ρ̃t,1 = (0̃t, 1); тогда равенство (8) также выполнено (с учётом
того, что в данном случае a = 0), (t+1)-я компонента набора ρ̃t,1 также равна единице
и ρ̃t,1 ∈ T 0

t+1 ⊆ T 1
t+1.

Схема S ′t+1 содержит одну фиктивную входную переменную xt+1 и реализует функ-
цию f ′t(x̃

t), т. е. на выходе этой схемы реализуется булева функция f ′(+1)
t (x̃t+1), не за-
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висящая существенно от переменной xt+1 и равная f ′t(x̃t). Кроме того, по построению
схема S ′t+1 неизбыточна и допускает ЕПТ T ′t+1 длины не более 2t + 4, подмножеством
которого является множество T 0

t+1 ∪ ρ̃′t,0, где ρ̃′t,0 —некоторый такой двоичный (t + 1)-
разрядный набор, что его (t + 1)-я компонента равна 0 и t-разрядный набор ρ̃′t, полу-
чающийся из набора ρ̃′t,0 удалением (t+ 1)-й компоненты, удовлетворяет условию

f ′t(ρ̃
′
t) 6= f ′t(0̃

t).

Докажем существование такого двоичного t-разрядного набора ρ̃′′t , что

ft(ρ̃
′′
t )⊕ a = 1; (9)

f ′t(ρ̃
′′
t ) 6= f ′t(ρ̃t). (10)

Пусть сначала a = 0. Из определения числа a и предположения случая 5 вытекает,
что либо ft ≡ 1, либо не выполнено ни одно из функциональных неравенств ft 6 f ′t ,
ft 6 f ′t . В обоих случаях существуют такие двоичные t-разрядные наборы λ̃t и λ̃′t, что

ft(λ̃t) = ft(λ̃
′
t) = f ′t(λ̃t) = 1

и f ′t(λ̃
′
t) = 0. Среди наборов λ̃t и λ̃′t можно выбрать такой набор ρ̃′′t , что выполнены

соотношения (9) (с учётом равенства a = 0) и (10), что и требовалось доказать.
Пусть теперь a = 1. Из определения числа a следует, что обе функции ft, f ′t некон-

стантные и либо ft 6 f ′t , либо ft 6 f ′t . Тогда ft 6 f ′t ⊕ ct для некоторого ct ∈ {0, 1}.
Из регулярности функции ft+1(x̃

t+1) и отличия обеих функций ft, f ′t от констант вы-
текает, что функция ft(x̃

t) отлична от f ′t(x̃
t) и от f ′t(x̃

t), в частности, от функции
f ′t(x̃

t) ⊕ ct. Значит, существует такой двоичный t-разрядный набор λ̃t, что ft(λ̃t) = 0
и f ′t(λ̃t) ⊕ ct = 1, т. е. f ′t(λ̃t) = ct. Функция f ′t(x̃

t) отлична от константы ct, поэтому
существует такой двоичный t-разрядный набор λ̃′t, что f ′t(λ̃′t) = ct. Тогда

ft(λ̃
′
t) 6 f ′t(λ̃

′
t)⊕ ct = ct ⊕ ct = 0,

откуда ft(λ̃′t) = 0. Получаем, что ft(λ̃t) = ft(λ̃
′
t) = 0, f ′t(λ̃t) = ct и f ′t(λ̃

′
t) = ct. Сре-

ди наборов λ̃t и λ̃′t можно выбрать такой набор ρ̃′′t , что выполнены соотношения (9)
(с учётом равенства a = 1) и (10), что и требовалось доказать.

Обозначим через ρ̃′′t,1 набор, получающийся из набора ρ̃′′t добавлением (t+ 1)-й ком-
поненты, равной единице, и положим Tt+1 = T 1

t+1 ∪ (T ′t+1 \ T 0
t+1) ∪ {ρ̃′′t,1}. Тогда

T 0
t+1 ⊆ T 1

t+1 ⊆ Tt+1,

а при t > 3 имеем

|Tt+1| 6 |T 1
t+1|+|T ′t+1\T 0

t+1|+1 = |T 1
t+1|+|T ′t+1|−|T 0

t+1|+1 6 6t−7+2t+4−(2t+2)+1 = 6t−4.

Поэтому достаточно доказать, что схема St+1 неизбыточна, а множество Tt+1 является
для неё ЕПТ. Заметим, что T 1

t+1∪(T ′t+1\T 0
t+1) = T 1

t+1∪T ′t+1, так как T 0
t+1 ⊆ T 1

t+1. Значит,
Tt+1 = T 1

t+1 ∪ T ′t+1 ∪ {ρ̃′′t,1}. Также нам понадобятся соотношения

(0̃t+1) ∈ T 0
t+1 ⊆ T 1

t+1 ⊆ Tt+1,

ρ̃′t,0 ∈ T ′t+1 ⊆ Tt+1,

ρ̃t,1 ∈ T 1
t+1 ⊆ Tt+1,

ρ̃′′t,1 ∈ Tt+1.
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Несмотря на различие строения схемы St+1 в случаях a = 0 и a = 1, ряд рассужде-
ний можно провести для обоих этих случаев. При переходе в произвольное неисправное
состояние произвольного одного элемента из подсхемы S1

t+1 (подсхемы S ′t+1) схемы St+1

значение, выдаваемое этой подсхемой хотя бы на одном наборе из множества T 1
t+1 (со-

ответственно T ′t+1), изменится, поскольку данное множество является ЕПТ для ука-
занной подсхемы. Тогда изменится значение, поступающее на левый (соответственно
правый) вход сумматора E⊕1,t+1, а значение на другом его входе останется неизменным,
поэтому значение, возникающее на его выходе, изменится хотя бы на одном наборе из
множества T 1

t+1 ∪ T ′t+1 ⊆ Tt+1.
Рассмотрим теперь произвольную неисправность сумматора E⊕1,t+1. Пусть дан-

ный элемент при ней реализует вместо «правильной» функции ϕE⊕1,t+1
(x, y) = x ⊕ y

некоторую другую булеву функцию ϕ′
E⊕1,t+1

(x, y) (от своих входов). Обозначим че-
рез (β1,t+1, β2,t+1) произвольный двоичный набор, на котором значения этих функ-
ций различаются. В схеме St+1 на левый и правый входы сумматора E⊕1,t+1 подаются
функции xt+1(ft(x̃

t) ⊕ a) и f
′(+1)
t (x̃t+1) с выходов подсхем S1

t+1 и S ′t+1 соответствен-
но. На наборах (0̃t+1), ρ̃′t,0, ρ̃t,1 и ρ̃′′t,1, каждый из которых принадлежит Tt+1, пара
функций (xt+1(ft(x̃

t) ⊕ a), f
′(+1)
t (x̃t+1)) принимает пары значений (0, f ′t(0̃

t)), (0, f ′t(ρ̃
′
t)),

(ft(ρ̃t) ⊕ a, f ′t(ρ̃t)) и (ft(ρ̃
′′
t ) ⊕ a, f ′t(ρ̃

′′
t )) соответственно, т. е. пары значений (0, f ′t(0̃

t)),
(0, f ′t(0̃

t)), (1, f ′t(ρ̃t)) и (1, f ′t(ρ̃t)) (см. (8)–(10)). Очевидно, что среди них присутствуют
все пары (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1).

Таким образом, установлено, что при последовательной подаче на входы схемы St+1

некоторых четырёх наборов из множества Tt+1 на входы сумматора E⊕1,t+1 поступают
наборы (0, 0), (0, 1), (1, 0) и (1, 1). При подаче на входы схемы какого-то из четырёх
выбранных наборов на входы сумматора поступит набор (β1,t+1, β2,t+1). При перехо-
де элемента E⊕1,t+1 в рассматриваемое неисправное состояние значение на его выходе
изменится с ϕE⊕1,t+1

(β1,t+1, β2,t+1) на ϕ′
E⊕1,t+1

(β1,t+1, β2,t+1). Рассмотрим два подслучая:
5.1. Пусть a = 0. Тогда по построению выход схемы St+1 совпадает с выходом сум-

матора E⊕1,t+1. В силу рассуждений из предыдущих трёх абзацев любая неисправность
любого одного элемента из подсхемы S1

t+1 или S ′t+1, а также любая неисправность эле-
мента E⊕1,t+1 обнаруживается в схеме St+1 хотя бы на одном наборе из множества Tt+1.
Это означает, что схема St+1 неизбыточна, а множество Tt+1 является для неё ЕПТ,
что и требовалось доказать.

5.2. Пусть a = 1. В этом случае по построению выход элемента E⊕1,t+1 и вход «xt+1»
схемы St+1 соединены в ней с левым и правым входами сумматора E⊕2,t+1 соответствен-
но, выход которого совпадает с выходом схемы. Как показано выше, при переходе
в произвольное неисправное состояние сумматора E⊕1,t+1 либо произвольного одного
элемента из подсхемы S1

t+1 или S ′t+1 значение, возникающее в схеме St+1 на выходе
элемента E⊕1,t+1 хотя бы на одном наборе из множества Tt+1, изменится. Это значение
поступит на левый вход сумматора E⊕2,t+1, а значение на его правом входе останется
неизменным, поэтому значение на его выходе, т. е. на выходе схемы St+1, изменит-
ся. Тем самым показано, что любая неисправность любого одного элемента из под-
схемы S1

t+1 или S ′t+1, а также любая неисправность элемента E⊕1,t+1 обнаруживается
в схеме St+1 хотя бы на одном наборе из множества Tt+1.

Рассмотрим теперь произвольную неисправность сумматора E⊕2,t+1. Пусть дан-
ный элемент при ней реализует вместо «правильной» функции ϕE⊕2,t+1

(x, y) = x ⊕ y

некоторую другую булеву функцию ϕ′
E⊕2,t+1

(x, y) (от своих входов). Обозначим через
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(γ1,t+1, γ2,t+1) произвольный двоичный набор, на котором значения этих функций раз-
личаются. В схеме St+1 на левый и правый входы сумматора E⊕2,t+1 подаются функции
xt+1(ft(x̃

t)⊕a)⊕f ′(+1)
t (x̃t+1) и xt+1 с выхода сумматора E⊕1,t+1 и входа «xt+1» схемы соот-

ветственно. На наборах (0̃t+1), ρ̃′t,0, ρ̃t,1 и ρ̃′′t,1, каждый из которых принадлежит Tt+1, па-
ра функций (xt+1(ft(x̃

t)⊕a)⊕f ′(+1)
t (x̃t+1), xt+1) принимает пары значений (0⊕f ′t(0̃t), 0),

(0⊕f ′t(ρ̃′t), 0), ((ft(ρ̃t)⊕a)⊕f ′t(ρ̃t), 1) и ((ft(ρ̃
′′
t )⊕a)⊕f ′t(ρ̃′′t ), 1) соответственно, т. е. пары

значений (f ′t(0̃
t), 0), (f ′t(0̃

t), 0), (1 ⊕ f ′t(ρ̃t), 1) и (1 ⊕ f ′t(ρ̃t), 1) (см. (8)–(10)). Очевидно,
что среди них присутствуют все пары (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1).

Таким образом, установлено, что при последовательной подаче на входы схемы St+1

некоторых четырёх наборов из множества Tt+1 на входы сумматора E⊕2,t+1 поступают
наборы (0, 0), (0, 1), (1, 0) и (1, 1). При подаче на входы схемы какого-то из четырёх
выбранных наборов на входы сумматора поступит набор (γ1,t+1, γ2,t+1). При переходе
элемента E⊕2,t+1 в рассматриваемое неисправное состояние значение на его выходе, т. е.
на выходе схемы St+1, изменится с ϕE⊕1,t+1

(γ1,t+1, γ2,t+1) на ϕ′
E⊕1,t+1

(γ1,t+1, γ2,t+1) и неис-
правность будет обнаружена на каком-то наборе из множества Tt+1.

В итоге получаем, что любая неисправность любого одного элемента схемы St+1

обнаруживается хотя бы на одном наборе из данного множества. Это означает, что
схема St+1 неизбыточна, а множество Tt+1 является для неё ЕПТ, что и требовалось
доказать. Случай 5 разобран.

Случаями 1–5 исчерпываются все возможные случаи. Основное утверждение, а
вместе с ним шаг индукции и лемма 1 доказаны.

Доказательство леммы 2. Докажем индукцией по n, что для любой некон-
стантной булевой функции fn(x̃n) существуют такие σ1,n, . . . , σn,n ∈ {0, 1}, что функ-
ция fn(x

σ1,n
1 , . . . , x

σn,n
n ) регулярна и отлична от констант; отсюда следует утверждение

леммы.
Б а з а и н д у к ц и и: n = 1 или 2. По определению любая булева функция от одной

или двух переменных является регулярной, поэтому в случаях n = 1, 2 можно взять
соответственно σ1,1 = 1, σ1,2 = σ2,2 = 1.

П р е д п о л о ж е н и е и ш а г и н д у к ц и и: пусть утверждение доказано для
n = t, где t > 2; докажем его для n = t + 1. Функцию ft+1 можно единственным
образом представить в виде (3), где ft и f ′t — булевы функции. Рассмотрим два слу-
чая:

1. Пусть ft ≡ c для некоторого c ∈ {0, 1}. Если t > 3, то функцию ft можно
единственным образом представить в виде

ft(x̃
t) = xtft−1(x̃

t−1)⊕ f ′t−1(x̃t−1),

где ft−1 и f ′t−1 — булевы функции, причём этот вид достигается при ft−1 ≡ 0 и f ′t−1 ≡ c.
В случае t > 4 функцию ft−1 ≡ 0 можно единственным образом представить в виде

ft−1(x̃
t−1) = xt−1ft−2(x̃

t−2)⊕ f ′t−2(x̃t−2),

где ft−2 и f ′t−2 — булевы функции, причём этот вид достигается при ft−2 ≡ 0 и
f ′t−2 ≡ 0, и т. д. В итоге получаем, что для любого i ∈ {2, . . . , t} функция fi(x̃

i) яв-
ляется константной, а тогда функция ft+1(x̃

t+1) по определению регулярна и можно
взять σ1,t+1 = . . . = σt+1,t+1 = 1.

2. Пусть ft 6≡ 0 и ft 6≡ 1. Достаточно доказать существование таких σ1,t+1, . . . ,
σt+1,t+1 ∈ {0, 1}, что функция ft+1(x

σ1,t+1

1 , . . . , x
σt+1,t+1

t+1 ) регулярна; отличие её от кон-
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стант будет следовать из отличия функции ft+1(x̃
t+1) от констант. По предполо-

жению индукции существуют такие σ1,t, . . . , σt,t ∈ {0, 1}, что функция ht(x̃
t) =

= ft(x
σ1,t
1 , . . . , x

σt,t
t ) регулярна и отлична от констант. В силу (3) имеем

ft+1(x
σ1,t
1 , . . . , x

σt,t
t , xt+1) = xt+1ht(x̃

t)⊕ h′t(x̃t), (11)

где h′t(x̃t) = f ′t(x
σ1,t
1 , . . . , x

σt,t
t ). Если функция h′t(x̃

t) является константной или функ-
ция ht(x̃t) отлична от h′t(x̃t) и от h′t(x̃t), то из регулярности функции ht(x̃t) следует регу-
лярность функции ft+1(x

σ1,t
1 , . . . , x

σt,t
t , xt+1) и можно взять σ1,t+1 = σ1,t, . . . , σt,t+1 = σt,t,

σt+1,t+1 = 1. В противном случае h′t(x̃t) = ht(x̃
t)⊕ ct для некоторого ct ∈ {0, 1}. Преоб-

разуем равенство (11):

ft+1(x
σ1,t
1 , . . . , x

σt,t
t , xt+1) =xt+1ht(x̃

t)⊕ ht(x̃t)⊕ ct = (xt+1 ⊕ 1)ht(x̃
t)⊕ ct = xt+1ht(x̃

t)⊕ ct,
ft+1(x

σ1,t
1 , . . . , x

σt,t
t , xt+1) = xt+1ht(x̃

t)⊕ ct.

С учётом того, что последнее слагаемое в правой части последнего равенства — кон-
станта, из регулярности функции ht(x̃t) вытекает регулярность функции ft+1(x

σ1,t
1 , . . . ,

x
σt,t
t , xt+1) и можно взять σ1,t+1 = σ1,t, . . . , σt,t+1 = σt,t, σt+1,t+1 = 0. Шаг индукции, а

вместе с ним лемма 2 доказаны.

Доказательство леммы 3. Пусть S ′ —неизбыточная СФЭ в базисе B, реали-
зующая функцию f(xσ11 , . . . , x

σn
n ) и допускающая при n > 3 ЕПТ T ′ длины не более

6n−10. Если выход схемы S ′ совпадает с одним из её входов, то на этом выходе реали-
зуется функция f(xσ11 , . . . , x

σn
n ) = xi для некоторого i ∈ {1, . . . , n}. Тогда f(x̃n) = xσii ,

т. е. f(x̃n) = xi или f(x̃n) = xi. В первом (во втором) из этих случаев функцию f(x̃n)
можно реализовать СФЭ, не содержащей функциональных элементов (соответственно
содержащей один инвертор); данная схема, очевидно, является неизбыточной и допус-
кает ЕПТ {(0̃n), (1̃n)}, длина которого равна 2 < 6n− 10 при n > 3.

Пусть теперь в схеме S ′ содержится выходной элемент. Для удобства будем счи-
тать, что в случаях n = 1, 2 множество T ′ представляет собой тривиальный ЕПТ для
схемы S ′, т. е. состоит из всех 2n двоичных n-разрядных наборов. Для каждого такого
i ∈ {1, . . . , n}, что σi = 0, и каждого входа каждого элемента схемы, соединённого
со входом «xi» схемы, отсоединим указанный вход элемента от входа «xi» схемы и
соединим его с выходом своего инвертора, на вход которого подадим переменную xi со
входа схемы. Все указанные преобразования произведём одновременно. Полученную
в результате схему обозначим через S; легко видеть, что она является СФЭ в базисе B
и реализует булеву функцию, получающуюся из функции f(xσ11 , . . . , x

σn
n ) подстановкой

для каждого такого i ∈ {1, . . . , n}, что σi = 0, вместо переменной xi её отрицания, т. е.
функцию f(x̃n). Обозначим через T множество, получающееся заменой для каждого
такого i ∈ {1, . . . , n}, что σi = 0, i-й компоненты каждого набора из множества T ′ на
противоположную. Очевидно, что |T | = |T ′| 6 6n− 10 при n > 3, поэтому достаточно
доказать, что схема S неизбыточна, а множество T является для неё ЕПТ.

Пусть M —множество всех инверторов схемы S, добавленных в ходе преобразова-
ний в неё схемы S ′. Рассмотрим произвольную неисправность произвольного элемен-
та E схемы S, не принадлежащегоM . Такая же неисправность этого же элемента в схе-
ме S ′ обязана обнаруживаться хотя бы на одном наборе π̃′ из множества T ′, поскольку
T ′ —ЕПТ для неизбыточной схемы S ′. Обозначим через π̃ набор, получающийся из π̃′
заменой для каждого такого i ∈ {1, . . . , n}, что σi = 0, i-й компоненты на противопо-
ложную. Тогда π̃ ∈ T . Легко заметить, что при подаче на входы схемы S набора π̃ на
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входах и выходе каждого элемента Ê, не принадлежащего множеству M , возникают
те же значения, что на входах и выходе того же элемента в схеме S ′ при подаче на её
входы набора π̃′ как в случае отсутствия неисправностей в схемах S и S ′, так и в случае
одинаковой неисправности элемента E в каждой из данных схем и исправной работы
всех остальных элементов (формально это можно доказать, двигаясь по каждой из
схем S, S ′ «сверху вниз» от входов к выходу). Взяв в качестве Ê выходной элемент
каждой из схем S, S ′, получим, что рассматриваемая неисправность элемента E в схе-
ме S обнаруживается на наборе π̃. Тем самым показано, что любая неисправность
любого одного элемента схемы S, не принадлежащего M , обнаруживается хотя бы на
одном наборе из множества T .

Осталось заметить, что в схеме S любая константная либо инверсная неисправ-
ность на выходе произвольного инвертора из множества M равносильна такой же
неисправности на входе следующего за ним элемента, уже не принадлежащего M , со-
единённом с выходом этого инвертора. Приведённые рассуждения показывают, что
схема S неизбыточна, а множество T является для неё ЕПТ. Лемма 3 доказана.

Заключение
В работе предложен метод реализации любой неконстантной булевой функ-

ции f(x̃n) схемой из функциональных элементов в базисе {&,⊕,¬}, неизбыточной и
допускающей при n > 3 единичный проверяющий тест длины не более 6n − 10 отно-
сительно произвольных неисправностей элементов, существенно более короткий, чем
тривиальный тест из 2n наборов. Данный метод может быть использован на практике
для построения легкотестируемых интегральных схем в случае, когда тип допустимых
неисправностей содержащихся в них элементов никак не ограничивается (в частности,
не ограничивается хорошо изученными константными либо инверсными неисправно-
стями на входах и/или выходах элементов).
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