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Рассматривается применение метода асимптотически-диффузионного анализа для марковской модели RQ-

системы с разнотипными вызываемыми заявками и ненадежным прибором. Суть метода состоит в построении 

диффузионного процесса, аппроксимирующего число заявок на орбите в исследуемой системе. На основе 

функции плотности диффузионного процесса строится аппроксимация стационарного дискретного распреде-

ления вероятностей числа заявок на орбите. 
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В настоящее время системы массового обслуживания с повторными обращениями к прибору 

(RQ-системы) являются очень популярными математическими моделями различных реальных теле-

коммуникационных и сервисных систем. Такие системы характеризуются тем, что поступившая  

в систему заявка в случае занятости сервера обслуживанием другой заявки не теряется, а отправляет-

ся на орбиту и после случайной задержки пытается вновь занять прибор. С ранними исследованиями 

RQ-систем можно ознакомиться в монографиях [1, 2]. 

Оригинальные СМО с орбитой пришли на смену системам с ожиданием и описывали поведе-

ние телефонных систем, а впоследствии применялись для моделирования сетей случайного доступа. 

Вклад повторных обращений к прибору в моделировании call-центров обсуждается в работах [3–5].  

В последнее время с развитием так называемых смешанных call-центров RQ-системы стали 

рассматриваться как модели систем связи с двумя типами занятости прибора, а именно поступающи-

ми и вызываемыми заявками. Последние присутствуют в системе всегда, прибор может обратиться  

к таким заявкам во время простоя, чтобы увеличить производительность системы. Идея вызываемых 

заявок, которые получают обслуживание по инициативе прибора, принадлежит Туану Фунг-Дуку [6–8]. 

Он и его соавторы исследуют свойства систем с вызываемыми заявками с помощью оригинальных 

численных методов.  

В статьях [9, 10] рассматриваются RQ-системы с вызываемыми заявками и ненадежным прибо-

ром. Такие системы применяются для моделирования радиосетей, в которых узел связи подвержен 

поломкам и может выходить из строя, что существенно влияет на производительность сети.  

Надежности систем с вызываемыми заявками также посвящены работы [11–13]. В них авторы 

исследуют системы с различными дополнительными свойствами вышеописанных моделей, такими 

как ограниченное число входящих источников, поиск заявок на орбите и произвольное распределе-

ние длительности восстановления прибора. В качестве метода исследования используется имитаци-

онное моделирование.  

В RQ-системах с поломками прибора ненадежность обычно понимается как физическое свой-

ство узла связи [14–17]. В моделях call-центров под прибором может пониматься не только само 

устройство (телефон), но и оператор, совершающий звонки. В таких случаях под поломкой прибора 

понимается прекращение работы системы по инициативе оператора. В статьях [18, 19], мы предлага-
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ем исследование марковской RQ-системы с вызываемыми заявками и ненадежным прибором с по-

мощью методов асимптотического анализа. Интенсивность поломок имеет различные значения для 

разных состояний прибора. В частности, мы полагаем, что прибор не подвержен поломкам, когда об-

служивает вызываемые заявки, так как вызываются они самим прибором.  

В данной работе к исследованию модели, описанной в статьях [18, 19], применяется метод 

асимптотически-диффузионного анализа, представленный в работе [20] для исследования RQ-системы 

с групповым поступлением заявок. Этот метод существенно расширяет область применимости  

предельных характеристик системы, на основе которых мы строим диффузионную аппроксимацию 

распределения вероятностей числа заявок на орбите. Результаты получены в предельном условии 

большой задержки заявок на орбите, что означает, что параметр экспоненциального распределения 

длительности задержки на орбите должен быть достаточно мал. Однако мы покажем, что диффузи-

онная аппроксимация применима и в случаях, когда значения параметра далеки от предельных. 

 

1. Математическая модель 

 

Рассмотрим RQ-систему, описанную в работах [18, 19]. На вход поступает простейший поток 

заявок с интенсивностью λ. Заявка входящего потока, поступившая в систему и обнаружившая при-

бор свободным, занимает его и обслуживается в течение экспоненциально распределенного времени 

с параметром μ1. Если же в момент поступления заявка застает прибор занятым, она мгновенно ухо-

дит на орбиту и повторяет попытку занять прибор по истечении случайного времени, распределенно-

го экспоненциально с параметром σ. 

Когда прибор свободен, он вызывает заявки различных типов. От типа вызываемой заявки n за-

висят интенсивность вызывания αn и интенсивность обслуживания μn. Для удобства пронумеруем ти-

пы вызываемых заявок от 2 до N. 

Поломки прибора имеют интенсивность γ0, когда он свободен, или интенсивность γ1, когда об-

служивает заявку входящего потока. Длительность периода восстановления имеет экспоненциальное 

распределение с параметром γ2. В момент поломки (выхода из строя) прибора обслуживаемая заявка 

переходит на орбиту. Будем считать, что прибор не может выйти из строя при обслуживании вызыва-

емых заявок, так как обслуживание инициировано самим прибором. 

Обозначим процесс k(t) – состояние прибора в момент времени t. Этот процесс может прини-

мать следующие значения: 0, если прибор свободен; 1, если прибор обслуживает заявку из потока 

или орбиты; n, если обслуживается вызываемая заявка типа n, n = 2, 3, …, N; N + 1, если прибор нахо-

дится в состоянии восстановления. Также введем случайный процесс i(t) – число заявок на орбите  

в момент времени t. 

 

2. Система дифференциальных уравнений Колмогорова 

 

Ставится задача нахождения стационарного распределения числа заявок на орбите. Рассмотрим 

двумерный марковский процесс {k(t), i(t)}. Для распределения вероятностей  

P{k(t) = k, i(t) = i} = Pk(i, t) 

составим систему дифференциальных уравнений Колмогорова 
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Введем частичные характеристические функции, обозначив 1j   , 
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Суммируя уравнения системы (2), запишем дополнительное уравнение  
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которое нам понадобится для дальнейшего анализа. Систему (2), (3) будем решать методом асимпто-

тически-диффузионного анализа в предельном условии σ → 0. 
 

3. Первый этап асимптотически-диффузионного анализа 

 

Обозначим σ = ε и введем следующие замены в системе (2) и уравнении (3): 

τ = tε,     u = εw,     Hk(u, t) = Fk(w, τ, ε). 

Получим систему 
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Решая систему (4) в предельном условии ε → 0 (σ → 0), докажем следующее утверждение. 

Теорема 1. В предельном условии σ → 0 выполняется равенство 
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где скалярная функция x = x(τ) является решением обыкновенного дифференциального уравнения  
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Здесь rk = rk(x) удовлетворяют условию нормировки  

1

0

1
N

k
k

r




 , 

и являются решением системы уравнений 

0 0 2 1
2 1

0,
N N

n k k N
n k

x r r r 
 

 
             
 

 

1 1 1 0( ) ( ) 0,r x r         



Исследование RQ-системы M|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками  

77 

0 0,    2, ,n n nr r n N      

2 1 0 0 1 1 0.Nr r r       

Доказательство. В системе (4) устремим ε → 0, обозначив ( , , ) ( , ),n nF w F w    получим 
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Решение системы (6) будем искать в виде: 
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Здесь x = x(τ) – скалярная функция аргумента τ, которая определяет при ε → 0 нормированное вели-

чиной ε = σ среднее значение σi(τ/σ) числа заявок на орбите. Подставим разложение (7) в систему (6) 
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В силу того, что скалярная функция x(τ) аргумента τ является предельным при ε → 0, нормиро-

ванным величиной ε = σ средним значением σi(τ/σ) числа заявок на орбите, то выполняется равенство (5). 

Теорема доказана. 

Вероятности rk можно найти из (8) с учетом условия нормировки. Так как коэффициенты си-

стемы уравнений (8) зависят от x, величины rk также можно представить как rk(x), однако мы опустим 

аргумент для упрощения выкладок. Также обозначим функцию a(x): 
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4. Второй этап асимптотически диффузионного анализа 
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Cделаем замены σ = ε2, τ = ε2t, u = εw, (2) (2)( , ) ( , ,ε)k kH u t F w  , 0, 1k N  , после чего получим 
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Докажем следующее утверждение. 

Теорема 2. Предельные при ε → 0 функции (2)( , )kF w   имеют вид: 
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Здесь функция a(x) определяется равенством (9), а скалярная функция b(x) имеет вид: 
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где gk = gk(х) определяются системой уравнений 
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Доказательство. В первых четырех уравнениях системы (11) разложим экспоненты в ряд Тей-

лора и сгруппируем слагаемые порядка малости не выше ε: 
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Будем искать решение системы (15) в виде: 

     (2) 2( , , ) , , 0, 1,k kkF w w r j wf O k N           (16) 

где rk = rk(x). Разделив уравнения на jεwΦ(w, τ ) и в пределе при ε → 0 получим 
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Применяя принцип суперпозиции для неоднородных систем, решение f(x) этой системы уравнений 

запишем в виде суммы 
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, (18) 

и подставив его в (17), получим две системы уравнений: 
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1 1 1 0 1 1 0( ) ( ) ( ) ,g x g a x r r xr           

0 ( ) ,    2, ,n n n n ng g a x r r n N        

 2 1 0 0 1 1 1 1 1 1( ) .N N Ng g g a x r r r            (20) 

Обратим внимание на систему уравнений (19). Если мы продифференцируем по x систему урав-

нений (8), то полученная система идентична системе уравнений (19), из чего можем сделать вывод, что 
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где последнее соотношение получено путем дифференцирования условия нормировки для распреде-

ления rk(x) по x. 

Далее рассмотрим систему уравнений (20). Данная система имеет бесконечное число решений, 

так как определитель матрицы системы равен нулю и ранг матрицы системы совпадает с рангом рас-

ширенной матрицы системы. Наложим на неизвестные gk дополнительное условие 
1

0

0
N

k
k

g




  и, рас-

сматривая его вместе с системой (20), получим систему уравнений, которая имеет единственное ре-

шение. 

Обратимся к последнему уравнению системы (11). В этом уравнении сгруппируем слагаемые 

порядка малости не выше ε2 и подставим разложение (16) в полученное уравнение с учетом (8), раз-

делим уравнение на ε2 и перейдем к пределу при ε → 0, откуда с учетом разложения (18) получим 
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Обратим внимание на множитель 
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Обозначим также 
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Тогда уравнение перепишется в виде: 
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 (23) 

которое совпадает с (12). Теорема доказана. 

Применяя обратное преобразование Фурье к уравнению (23), мы получим уравнение Фоккера–

Планка для некоторого диффузионного процесса y(τ). Дальнейшая работа с уравнением подробно 

описана в работе [20].  

Полученные функции a(x) и b(x) являются коэффициентами переноса и диффузии диффузион-

ного процесса, аппроксимирующего число заявок на орбите в исследуемой системе. Стационарная 

плотность вероятностей аппроксимирующего случайного процесса имеет следующий вид: 

0

2 ( )
( ) exp ,

( ) ( )

zС a x
z dx

b z b x

 
   

 
 

где C – нормирующая константа. Диффузионную аппроксимацию строим по формуле  
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 (24) 

 

5. Точность аппроксимации 

 

Точность аппроксимации PD(i) определим с помощью расстояния Колмогорова 

 1
0

ν=0

max (ν) (ν) ,
i

i
P PD

 
    которое показывает разницу между распределением PD(i) и P(i), где 

PD(i) получено по формуле (24), а аппроксимация P(i) построена на основе имитационной модели 
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системы. Для сравнения мы также покажем точность гауссовской аппроксимации Δ2, полученной  

в предельном условии σ → 0, которое также использовалось для построения диффузионной аппрок-

симации. Аппроксимацию будем полагать приемлемой, если расстояние Колмогорова для нее < 0,05. 

Положим N = 3, λ = 2, μ1 = 4, μ2 = 2, μ3 = 3, μ4 = 4, α2 = 2, α3 = 3, α4 = 4, γ0 = 0,1, γ1 = 0,2, γ2 = 1. 

Расстояние Колмогорова 

 σ = 10 σ = 5 σ = 1 σ = 0,5 σ = 0,1 σ = 0,05 

Δ1 0,065 0,039 0,023 0,022 0,013 0,011 

Δ2 0,185 0,147 0,089 0,074 0,047 0,045 

 

Для указанных значений параметров область значений параметра σ, для которого аппроксима-

ция является приемлемой, определяется неравенством σ < 10. Из таблицы видно, что точность диф-

фузионной аппроксимации в среднем в 3–4 раза выше точности гауссовской аппроксимации.  

 

Заключение 

 

В предложенной работе рассмотрена диффузионная аппроксимация для числа заявок на орбите 

марковской RQ-системы с разнотипными вызываемыми заявками и ненадежным прибором. Построена 

аппроксимация распределения вероятностей числа заявок на орбите указанной системы. Численные 

результаты показывают, что точность диффузионной аппроксимации растет с уменьшением парамет-

ра σ. Однако несмотря на то, что предельное условие имеет вид σ → 0, аппроксимация является удо-

влетворительной и для значений параметра σ < 10, которые, на взгляд авторов, далеки от предельных. 

Также диффузионная аппроксимация имеет более широкую область применимости, чем гаус-

совская аппроксимация, построенная в статье [21]. Это следует из результатов численного экспери-

мента, где при тех же значениях параметров системы гауссовская аппроксимация имеет точность  

в 3–4 раза ниже, чем диффузионная, в смысле расстояния Колмогорова. Таким образом, полученные 

в статье результаты расширяют область применимости асимптотических аппроксимаций, получен-

ных в работах [18, 19, 21]. 
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In this paper Markovian retrial queue with multiple types of outgoing calls and unreliable server, which could be used as a mathe-

matical model of a call center is considered. Incoming calls arrive at system according to a Poisson process with rate λ. Service times 

of incoming calls follow the exponential distribution with rate μ1. If the server is idle upon arrival of an incoming call, it occupies  

the server. If the server is busy, an incoming call joins the orbit and makes a random delay for exponentially distributed time with 

parameter σ. From the orbit, an incoming call retries to occupy the server and behaves the same as a primary incoming call.  

On the other hand, the server makes outgoing calls after some exponentially distributed idle time. We assume that there are several 

types of outgoing calls whole durations follow distinct exponential distributions with parameter depending on the type of outgoing call.  

In our system, the server is aim to breakdowns. The duration of periods between breakdowns is exponentially distributed with  

parameter: γ0, if the server is idle and γ1, if the incoming call is in service. The recovery rate is equal to γ2. We assume that the server 

cannot be broken while serving outgoing calls due to the fact that in such case the server initiates the service itself. 

A random process of the number of incoming calls at the system is considered. The aim of the research is to derive stationary 

probability distribution for this process using limiting distribution of corresponding diffusion process. We derive Kolmogorov system 

of differential equations and solve it in the limit by σ → 0.  

The drift coefficient for normalized number of calls in the system (Theorem 1) is obtained. After that, we extend the study to  

obtain diffusion coefficient and derive the equation for limiting characteristic function of normalized number of calls in the system 

(Theorem 2).  

Based on the obtained coefficients, we have built the diffusion approximation of the probability distribution of the number of  

incoming calls in the system.  

Numerical example shows high accuracy of the obtained approximation. In this section, we also compare the accuracy of asymptotic-

diffusion method and asymptotic analysis method, which gives Gaussian approximation under the same limit condition σ → 0.  

We show that diffusion approximation have more wide area of applicability. 
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