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Рассматривается проблема управления трехзвенным роботом-манипулятором в условиях неопределенности 

на примере управления движением ковша экскаватора. Задача состоит в переводе ковша из одного непо-

движного положения в другое неподвижное положение. Неизвестным параметром здесь является масса за-

черпнутого ковшом грунта. Решение задачи – управление, состоящее из суммы программного управления, 

получающегося в результате решении задачи при отсутствии неизвестного грунта, и выхода ПИД-регулятора. 

Приведены результаты численного моделирования. 

Ключевые слова: трехзвенный робот; ПИД-регулятор; движение экскаватора.  

 

В настоящее время существует большое количество различных типов подвижных роботов, или 

манипуляционных систем (экскаваторы, погрузчики, бурильные установки и пр.). Несмотря на воз-

растающее число работ в направлении создания систем управления для существующих моделей ма-

нипуляторов, имеется ряд не вполне решенных вопросов: невысокая точность следящего управления; 

сложность технической реализации системы управления с учетом вопросов устойчивости и т.п. Тео-

ретические вопросы управления подобными устройствами наиболее подробно изложены в [1–4].  

Среди подвижных роботов выделяются трехзвенные роботы-манипуляторы, состоящие из трех 

звеньев: стрела, рукоять и исполнительный механизм, соединенных между собой шарнирными механиз-

мами. Наиболее подробно математическая теория управления подобными роботами изложена в [5–12]. 

В [5–8] для управления роботами предложено использовать так называемые скользящие режимы [13], 

что приводит к определенным вычислительным трудностям. В [14] авторами в предположении, что все 

координаты и параметры робота доступны измерениям или вычислениям, предложен новый и доста-

точно простой аналитический метод построения законов управления для рассматриваемых трехзвенных 

роботов-манипуляторов. Получено решение задачи перевода исполнительного механизма из одного 

неподвижного положения в другое неподвижное положение, и решена задача планировки – равномерно-

го движения исполнительного механизма манипулятора вдоль заданной горизонтальной поверхности. 

Настоящая работа является продолжением [14]. Здесь рассматривается задача, когда в матема-

тической модели робота имеются какие-то неизвестные параметры. Для определенности в качестве 

робота выступает экскаватор, а исполнительным механизмом является ковш. Неизвестный параметр – 

масса зачерпнутого ковшом грунта.  

 

1. Схема робота-манипулятора 

 

Схема робота-манипулятора приведена на рис. 1. Здесь 0А – стрела, АВ – рукоять, ВС – испол-

нительный механизм (ковш). В точках 0, А и В расположены шарнирные механизмы, которые выпол-

няют поворот звеньев. Параметры робота: l1, l2, l3 – длины звеньев 0А, АВ, ВС соответственно, m1, m2, 
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m3 – массы звеньев. Конфигурация (состояние) робота однозначно определяется углами между звень-

ями α, β, γ или координатами точек А(x1, y1), В(x2, y2), С(x3, y3). Между этими величинами есть одно-

значное соответствие (см. Приложение 1). 
 

 
 

Рис. 1. Схема робота-манипулятора 

Fig. 1. Robot manipulator diagram 
 

Массу зачерпнутого ковшом грунта обозначим через m4. Она является неизвестной величиной. 

Представим ее в виде m4 = qm0, где m0 – максимальная масса грунта, которую может зачерпнуть ковш, 

q – неизвестная константа, лежащая в интервале 0 ≤ q ≤ 1. 

 

2. Уравнения движения 

 

Для краткости введем обозначения: 

1 2 3 1 2 3φ [α,β,γ [ , , , ,] ,, .]z x x x y y y     

Вращательное движение звеньев вокруг точек 0, А и В описывается уравнениями  

 ( )φ ( ), =1,2,3,i i i iJ z M R z i   (1) 

где Мк – управляющие моменты, Jк – моменты инерции, Rк – весовые моменты (произведение веса 

тела на плечо – проекцию центра тяжести звена на ось 0Х). Конкретный вид этих величин с учетом 

массы грунта приведен в Приложении 2, здесь их удобно рассмотреть в виде: 

( , ) ( ) ( ),  ( , ) ( ) ( ), =1,2,3.i ii i i iz q z q R z J zR q J z q J z iR       

В результате уравнения (1) переписываются в виде: 

( ( ) ( ))φ ( ) ( ), =1,2,3,i i i i iiJ z q J z M z q R z iR       

или 

 
( ) ( )

φ , =1,2,3.
( ( ) ( ))

i i
i

i

i

i

M z q R z
i

J z q J z

R  


 
 (2) 

Если q = 0, то получаем уравнения 

 
( )

φ , =1,2,3,
( )

i

i

i
i

M z
i

J z

R
  (3) 

которые описывают движение экскаватора при отсутствии грунта. 

Задача 1. Определенная задача. На интервале времени (0, tк) найти такие управляющие момен-

ты Мi, при которых система (3) из начального неподвижного состояния  

 0φ(0) = φ , φ(0) 0,  (4) 

переходит в другое неподвижное состояние 

 
*φ( ) = φ , φ( ) 0.к кt t   (5) 

Решение этой задачи получено в [14] и состоит в том, что в (3) делается замена   

 
, =1,2,3,i i i iM J u R i   (6) 

где u = [u1, u2, u3]Т – новые управления. Тогда из (3) получаем уравнения  

 , 1,2,3.i iu i    (7)
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В (7) на интервале времени (0, tк) программное управление u1, u2, u3 выбирается так, чтобы си-

стема (7) из начального неподвижного состояния (4) переходила в другое неподвижное состояние (5). 

Решение этой задачи приведено в Приложении 3. 

Если q > 0, то получается неопределенная задача, когда в уравнения входит неизвестная кон-

станта. Кроме того, чтобы система оказалась в неподвижном состоянии, необходимо, как следует из (2), 

выполнение равенства 

 ( ) ( ), =1,2,3,i iiM z q R z iR    (8) 

в которое входит неизвестная величина q. 

Задача 2. Неопределенная задача. Для системы (2) на интервале времени (0, tк) найти такие 

управляющие моменты Мi, при которых система из начального неподвижного состояния (4) перехо-

дит в другое неподвижное состояние (5) или в его некоторую окрестность. 

 

3. Решение задачи 2 

 

В (2) сделаем замену  

 ( )( ) ( ), 1,2,3,i i i i iM J z u u R z i      (9) 

где ui – программное управление из определенной задачи, Δui – какая-то новая управляющая добавка. 

В результате получаем 

 
( )( ) ( )

( , ), =1,2,3,
( ) ( )

i i i
i i

i
i

i

i

i

J z u u q R z
u u qh z q i

J z q J z

   
     

 
 (10) 

где  

( )( ) ( )
( , ) , =1,2,3.

( ) ( )

i
i

i

i i i

i

J z u u R z
h z q i

J z q J z

    


 
 

Решение уравнения (10) отличается от решения задачи 1. Введем отклонения  

     *  – ,   1,2,3,i i it t t i      

где 
*( )i t  – решение задачи 1, т.е. 

*( )i t  удовлетворяет уравнению (7), а также начальным и конечным 

условиям (4) и (5). Вычитая (7) из (10), получаем 

 φ ( , ),  =1,2,3.i i iu qh q z i     (11) 

Здесь предполагается, что все координаты z(t) доступны измерению. Поэтому величины Ji(z), 

Ri(z), ΔJi(z) и ΔRi(z) могут быть вычислены по формулам из Приложения 2. 

Задача 3. Для системы (11) на интервале времени (0, tк) найти такие управляющие моменты 

Δui, при которых система из нулевого начального состояния φ (0) φ (0) 0, =1,2,3,i i i     переходит  

в нулевое конечное состояние φ ( ) φ ( ) 0, =1,2,3,к кi it t i     или в его окрестность.  

 

4. Решение задачи 3 

 

Для решения этой задачи воспользуемся идеей адаптивного управления, схема которого пред-

ставлена на рис. 2. Здесь модель задает некоторую эталонную (опорную) траекторию движения φ*(t).  

Регулятор строится так, чтобы минимизировать отклонение выхода объекта φ(t) от опорной 

траектории φ*(t). В нашем случае опорные траектория φ*(t) и φ(t) задаются уравнениями (7) и (10)  

соответственно, а отклонение между ними - уравнением (11).  

Поскольку в (10) все три уравнения одинаковые, то возьмем одно из них (уберем индекс i). 

Обозначим через η( ) φ( ).t t   Согласно (11) эта переменная удовлетворяет уравнению 

 η ( , ), =1,2,3.i i iu qh q z i    (12) 

Введем новую переменную w(t) как решение уравнения 

 φ, (0) 0,w dw w   
 

(13) 

где d - положительная постоянная. Управление в (12) возьмем в виде:  
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 Δu(t) = k1Δφ(t) + k2w(t), (14)  

где k1 и k2 – некоторые коэффициенты.  
 

 
 

Рис. 2. Блок-схема адаптивного управления 

Fig. 2. Block diagram of adaptive control 

 

Объединяя последние уравнения, получаем систему линейных уравнений  

 
1 2

φ 0 1 0 φ 0

η 0 η .

1 0 0

k k qh

w d w

        
       

 
       
              

 (15) 

Из теории дифференциальных уравнений известно, что если система (15) устойчивая, то суще-

ствует стационарное решение этого уравнения, которое находится из следующих соотношений:  

1 2η 0, φ 0, φ 0.k k w qh dw         

Отсюда 

 ст ст ст

1 2 1 2

φ ( ), η 0, ( ).к к

qd q
h w h

k d k k d k
t t   

 
 (16) 

Из (16) видно, что при достаточно больших по модулю значениях коэффициентов k1 и k2 значе-

ние Δφст можно сделать достаточно малым при любом конечном h, т.е. получим решение задачи 3. 

Остается найти коэффициенты d, k1 и k2, при которых матрица коэффициентов в (15) устойчива. 

Данные коэффициенты можно определить, пользуясь методом модального управления [15], когда 

характеристический многочлен этой матрицы приравнивается к заведомо устойчивому многочлену.  

Характеристический многочлен матрицы коэффициентов в (15) равен 

3 2

1 2 1 2 1

λ 1 0

(λ) det λ λ λ λ ( ) .

1 0 λ

k k d k k d k

d

 
 

        
 
   

 

Приравнивая коэффициенты этого многочлена к соответствующим коэффициентам заведомо 

устойчивого многочлена Δ(λ) = λ3+a1λ2+a2λ+a3, получаем 

1 1 2 2 1 2 3, , .d a k a k a a a      

Заметим, что для устойчивого многочлена Δ(λ) все его коэффициенты и определители Гурвица 

должны быть положительными. Для многочлена Δ(λ) = λ3 + a1λ2 + a2λ + a3 определители Гурвица равны 

1 1 2 1 2 3 3 3 2, ,a a a a a         

и должны быть положительными, отсюда получаем условия 

k1 = –a2 < 0, k2 = Δ2 > 0. 

Если в качестве многочлена Δ(λ) взять биноминальный многочлен Δ(λ) = λ3 + 3ωλ2 + 3ω2λ + ω3, 

где ω – параметр, определяющий степень затухания, то получаем 
2 3

1 23ω, 3ω , 8ωd k k    . 
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Отсюда 

ст ст2

3
φ , η 0.

ω
qh    

При больших значениях ω и при достаточно большом интервале времени (0, tк) значение Δφст 

становится достаточно малым, и скорость его изменения стремится к нулю. 

Аналогичный результат получается, если в качестве многочлена Δ(λ) взять многочлен Баттер-

ворда [15] 3 2 2 3( ) 2 2          , где ω – параметр, определяющий степень затухания. В этом 

случае получаем 
2 3

1 22ω, 2ω , 3ωd k k    . 

Отсюда 

ст ст2

2
φ , η 0

ω
qh   , 

и при большом ω значение Δφст становится достаточно малым. 

Окончательное решение задачи 2 состоит в том, что управляющие моменты Мi вычисляются 

согласно (9), где ui – программное управление для определенной задачи (П2), Δu(t) определено в (14). 

При этом предполагается, что все координаты z(t) доступны измерению, поэтому величины Ji(z) и 

Ri(z) могут быть вычислены по формулам из Приложения 2. 
 

5. Моделирование 
 

Для простоты будем предполагать, что плотность звеньев постоянна и их центры тяжести сов-

падают с геометрическими центрам. Это позволяет для вычисления моментов инерции и весовых мо-

ментов использовать формулы из Приложения 2. 

Исходные данные: длины звеньев: l1 = 5 м, l2 = 3 м, l3 = 1,5 м; массы звеньев: m1 = 500 кг,  

m2 = 300 кг, m3 = 100 кг, m0 = 200 кг. Начальное состояние ковша определяется координатами  

 х2 = 4; у2 = 0,1; х3 = 5,5; у3 = 0,1. (17) 

Конечное состояние ковша определяется координатами  

 х2 = 6; у2 = 2,5; х3 = 7,5; у3 = 2,5. (18) 

С помощью формулы (П1) можно вычислить, что начальному состоянию (17) соответствуют 

значения х1 = 3,924, у1 = 3,1 и начальные значения углов φ(0) = [0,6685 0,9277 1,5962]. Аналогично 

конечному состоянию (18) соответствуют значения х1 = 3,924, у1 = 3,1 и конечные значения углов 

φ(tk) = [0,8546 1,8494 2,7839] . 

На рис. 3 приведены результаты моделирования перевода ковша из начального состояния  

в конечное. Кривые 4 и 1 соответствует начальному и заданному конечному положению робота, кри-

вые 3 и 2 – траектории передвижения за счет программного управления и совместного применения 

программного управления и ПИД-регулятора соответственно. Из рис. 3 следует, что использование 

ПИД-регулятора существенно улучшает результат управления. 
 

 
a                                                                                                        b 

 

Рис. 3. Перевод ковша из начального состояния в конечное: a – q = 0,5; b – q = 1 

Fig. 3. Transfer of the bucket from the initial state to the final state: a – q = 0,5; b – q = 1 
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a                                                                                       b 

 

Рис. 4. Переходные процессы для отклонения Δφ(t) 

Fig. 4. Transients for deviation Δφ(t) 
 

На рис. 4 приведены переходные процессы для отклонения Δφ(t) для разных значений коэффи-

циентов затухания ω. На рис. 4, а коэффициенты регулятора (14) выбираются на основании биноми-

нального многочлена, на рис. 4, b – на основании многочлена Баттерворда. В первом случае получаем 

апериодический процесс, во втором случае – колебательный процесс. Из рис. 4 следует, что с увели-

чением коэффициента затухания ω конечное значение Δφ(tк) убывает. 
 

Заключение 
 

Решена задача перевода ковша экскаватора из одного неподвижного положения в другое непо-

движное в условиях неопределенности. Неизвестным параметром здесь является масса зачерпнутого 

ковшом грунта. Решением задачи является управление, состоящее из суммы программного управления, 

получающегося в результате решении задачи при отсутствии неизвестного грунта, и выхода ПИД-

регулятора. Приведены результаты численного моделирования. Предложенный подход к решению 

задач управления роботами-манипуляторами можно распространить на другие виды неопределенно-

стей: неточное измерение текущих координат звеньев, воздействие внешних случайных воздействий. 
 

Приложение 1 
 

Соотношения между углами и координатами 

Если заданы углы α, β, γ, то 

1 1 1 1

2 1 2 2 1 2

3 2 3 3 2 3

cos(α , sin(α

cos(α+β , – sin(α+β ,

cos(α+β–γ

) ),

) )

), sin( )α+β–γ .

x l y l

x x l y y l

x x l y y l

 



 

 

 

 

Если заданы координаты точек А(x1, y1), В(x2, y2), С(x3, y3), то 

 

1 1

2 2

3 2 3

1

arcsin
  

β = ½π α arccos

α ( / ),

(( ) / )

γ ) / .

,
 

= α+β – arcsin (

y l

yy l

y y l









 

Если задано положение третьего звена, т.е. заданы координаты точек В(x2, y2) и С(x3, y3), то для 

построения всей конфигурации робота нужно найти координаты точки А(x1, y1). Она является точкой 

пересечения двух окружностей: одна с центром в точке 0 и радиусом l1, другая с центром в точке В и 

радиусом l2. Как показано в [14], координаты точки А(x1, y1) равны  
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Приложение 2 
 

Моменты инерции и весовые моменты  
 

Если центры масс звеньев и грунта расположены в точках a(x1', y1'), b(x2', y2'), c(x3', y3'), d(x4', y4') 

(см. рис. 1), то 
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где g – ускорение силы тяжести. Если допустить, что плотность звеньев постоянна, то моменты инер-

ции – произведения массы тела на квадрат расстояния между осью вращения и центром тяжести тела – 

согласно теореме о среднем равны 
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Если представить m4 = qm0, то эти выражения удобно переписать в виде: 
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Приложение 3 
 

Решение задачи 1  
 

Чтобы перевести систему из одного неподвижного состояния в другое неподвижное состояние, 

необходимо, чтобы скорость движения сначала увеличивалась, а затем убывала до нуля. Поэтому 

ускорение должно быть сначала положительным, а затем отрицательным, или наоборот, в зависимо-

сти от того, в какую сторону происходит движение. В (7) ускорение равно управлению, поэтому 

управление можно взять в виде: 
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где vi – искомая величина,  t1 = 1/2tk. При таком управлении решение уравнения (7) равно 
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В последнем выражении положим φ(tк) = φ*(t). В результате получаем величину управления 

2

*

0

1

, 1,2,3.
φ φi i

iv i
t


   

Видно, что если φ* – φ0 > 0, то ускорение движения положительное и звено движется влево по 

часовой стрелке. Если φ* – φ0 < 0, то ускорение движения отрицательное и звено движется вправо 

против часовой стрелки.  

Остается определить момент времени t1 = 1/2tk. Естественно потребовать, чтобы для всех звеньев 

этот момент был одинаковым (все звенья останавливаются одновременно) и минимальным. Такое зна-

чение для tk можно найти из условия, чтобы угловая скорость движения была ограничена. Максималь-

ная скорость достигается в точке t = t1 и равна vit1. В результате можем записать систему неравенств 

0

1

*

, 1,2,3
φ φ

,i i i
t


    

где ρ – ограничения на угловые скорости. Отсюда можно найти минимальное значение t1, при кото-

ром все эти неравенства выполняются. 
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The problem of controlling a three-link robot manipulator in conditions of uncertainty is considered on the example of control-

ling the movement of the excavator bucket. The task is to move the bucket from one stationary position to another stationary posi-

tion. An unknown parameter here is the mass of soil scooped up by the bucket. The solution to the problem is a control consisting of 

the sum of the program control resulting from the solution of the problem in the absence of unknown soil, and the output of the PID 

controller. The results of numerical modeling are presented.  

The proposed approach to solving problems of control of robotic manipulators can be extended to other types of uncertainties:  

inaccurate measurement of the current coordinates of links, the impact of external random influences, etc. 

 

Keywords: three-link robot; PID-regulator; excavator movement. 
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