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Чтобы перейти от характеристических функций обратно к распределению, нам 
необходимо воспользоваться обратным преобразованием Фурье: 

    22

π

2

-π

1
( ) ( , )

2π
u tju m

P m t m P m t e e du
    J

R EE . (9) 

Заключение 

В ходе работы была рассмотрена гибридная система с очередью на первой фазе и 
орбитой на второй. Для описания модели была составлена система дифференциальных 
уравнений Колмогорова (2). С использованием метода частичных характеристических 
функций и метода асимптотического анализа была получена формула (8), являющаяся 
асимптотическим приближением характеристической функции числа событий, насту-
пивших в выходящем потоке. С применением к полученной формуле (8) обратного 

преобразования Фурье было получено распределение вероятностей числа событий, 
наступивших в выходящем потоке за время t (9). 
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Введение 

Теория регенерирующих процессов была предложена Смитом в 1955 г. [1] в каче-
стве нового метода исследования случайных процессов. Эта теория нашла множество 
обобщений (см., например, [2,3]) ввиду широкого круга применений к прикладным за-
дачам. Исследование систем с произвольными распределениями времен жизни и ре-
монта их компонент важно как с теоретической точки зрения, так и прикладной. В [4] 

для функций распределения длительностей безотказной работы и ремонта были введе-
ны модифицированные преобразования Лапласа-Стилтьеса. На основе этого преобра-
зования в [5] с помощью теории разложимых полуругеренерирующих процессов [6] 

были найдены аналитические выражения для основных характеристик надежности 
данной системы при сценарии частичного ремонта. Настоящая работа продолжает ис-

                                                      
*Публикация выполнена при поддержке Программы стратегического академического лидерства РУДН и при фи-
нансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 20-01-00575А (Иванова Н.М., проведение аналитических 
расчетов). 
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следование надежности дублированной системы холодного резервирования, но при 
сценарии полного восстановления. Вычисляются такие характеристики надежности, 
как функция надежности и среднее время жизни системы, а также нестационарные и 
стационарные вероятности состояний при произвольных распределениях длительно-
стей жизни и восстановления. 

1. Постановка задачи и обозначения 

Рассмотрим систему холодного резервирования, состоящую из двух компонент и 
одной ремонтной единицы. Каждая из компонент может находиться в двух состояниях: 
рабочем и отказовом, при этом вся система отказывает, когда отказывают обе еѐ ком-
поненты. 

Обозначим через Ai, Bi и Ci ( 1,2,...i  ) последовательность независимых одинаково 
распределенных (н.о.р.) случайных величин (с.в.) времени безотказной работы (в.б.р.), 
частичного и полного ремонта элементов и системы соответственно. Эти с.в. имеют 
функции распределения (ф.р.)  ( ) iA t P A t  ,  ( ) iB t P B t   и  ( ) iC t P C t  . 

Предположим, что мгновенные отказы и восстановления невозможны и их средние 
значения конечны: 
 (0) (0) (0) 0A B C   , 

 
0 0 0

(1 ( )) , (1 ( )) , (1 ( ))a A x dx b B x dx c C x dx

  

              . 

Введем следующие обозначения. 
1. Преобразования Лапласа – Стилтьеса (ПЛС) ф.р. времен жизни и ремонта 

 
0

( ) ( )sx
a s e dA x


  , 

0

( ) ( )sx
b s e dB x


  , 

0

( ) ( )sx
c s e dC x


  . 

2. Модифицированные преобразования Лапласа – Стилтьеса (МПЛС) 

 
0

( ) ( ) ( )sx

Ba s e B x dA x


  , 

0

( ) ( ) ( )sx

Ab s e A x dB x


  . 

3. Соответствующие усеченные средние 

 
0

(0) ( ) ( )B Ba a xB x dA x



    , 
0

(0) ( ) ( )A Ab b xA x dB x



    . 

4. Вероятности { }P B A  и { }P B A  связаны с преобразованиями через следую-
щие соотношения 

 
0

(0) ( ) ( ) { }Ba B x dA x P B A p



    , 
0

(0) ( ) ( ) { } 1Ab A x dB x P B A q p



      . 

Рассмотрим случайный процесс { ( ), 0}J J t t  , где J(t) – количество неисправных 
компонент в момент времени t. Множество всех возможных состояний системы обо-
значим как { 0,1,2}E i  , где i – число отказавших компонент. Исследование процесса 
J проводится с помощью теории разложимых полу-регенерирующих процессов 
(РПРП). Обозначим через F и ( ) { }F t P F t   время до полного отказа системы и соот-
ветствующую ф.р. Таким образом, в работе вычисляются функция надежности 

( ) { } 1 ( )R t P F t F t    , нестационарные вероятности состояний системы 
( ) { ( ) }j t P J t j   , 0,1,2j  , а также стационарные lim ( ) lim { ( ) }j j

t t
t P J t j

 
     , 

0,1,2j  . 
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2. Функция надежности и среднее время жизни системы 

Процесс J, траектория которого представлена на рис 1, является регенерирующим 
(р.п.) с задержкой. Пусть W – это время до отказа системы из состояния 1, F – это время 
до полного отказа системы, G – это длина цикла регенерации. Вычислим соответству-
ющие функции распределения. 

 

Рис. 1. Траектория процесса J 

Из рис. 1 видно, что W удовлетворяет следующему стохастическому уравнению 

 
, ,

, ,

A W B A
W

A B A

 
  

, 

тогда как F и G имеют вид соответственно F A W   и G C F  . 

Лемма 1. ПЛС плотности распределений времени между отказами ( ) sW
w s E e

     

и времени до полного отказа системы ( ) sF
f s E e

    имеют вид 

 
( ) ( )

( )
1 ( )

B

B

a s a s
w s

a s





, 

( ) ( )
( ) ( )

1 ( )

B

B

a s a s
f s a s

a s





. (1) 

Лемма 2. Производящая функция времени между двумя последовательными по-
сещениями состояния 0 после отказа всей системы ( ) sG

g s E e
    определяется как 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 ( )

B

B

a s a s
g s a s c s

a s





. (2) 

После вычисления распределения времени до отказа системы легко перейти к 
функции надежности ( ) { }R t P F t   с помощью второго выражения из (1). 

Теорема 1. ПЛ функции надежности 
1

( ) ( )R s F s
s

   системы холодного дублиро-

вания при произвольных длительностях отказов и ремонта имеет вид 

 
   

 
1 ( ) 1 ( ) ( )

( )
1 ( )

B

B

a s a s a s
R s

s a s

  



. 

Следствие 1. Среднее время безотказной работы системы 
0

[ ] lim (0)
s

E F R


  и сред-

нее время периода регенерации   0( ) s

d
E G g s

ds
   принимают вид соответственно 

[ ]
a

E F a
q

  , [ ]
a

E G a c
q

   . 
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3. Исследование процесса на периоде регенерации 

Переходим к исследованию поведения процесса на отдельном периоде регенера-
ции. Моменты регенерации 

0 0S  , 
1 0 1S S G  , ..., 

1n n nS S G  , ... являются момента-
ми возвращения процесса в состояние 0 после полного восстановления системы. Здесь 
Gn ( 1,2...n  ) – последовательность н.о.р. с.в. интервалов времени между двумя после-
довательными возвратами системы в состояние 0 после полного отказа. 

Вероятности состояний процесса J в любой момент времени t ( ) { ( ) }j t P J t j   , 

0,1,2j  , могут быть выражены в терминах их же распределения на отдельном перио-
де регенерации (1)( ) { ( ) , }

j
t P J t j t G    , 0,1,2j  , а также функции восстановления 

*

1 1

( ) ( )n

i

i n n

H t P G t G t
  

        
   , где  ( ) iG t P G t   – ф.р. с.в. Gi ( 1,2,...i  ). Тогда 

 (1) (1)

0

( ) ( ) ( ) ( )j j jt t t u dH u



      . (3) 

Согласно теории восстановления, ПЛС функции восстановления H(t) определяется 

с помощью (2) как ( )
( )

1 ( )

g s
h s

g s



, где 

0

( ) ( )st
h s e dH t


  . Переходя к ПЛ для (3) с уче-

том ( )h s , получаем 

     
(1) (1)1 ( )

( ) 1 ( ) ( ) ( )
1 ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

B
j j j

B

a s
s h s s s

a s a s a s a s c s


     

   
, 0,1,2j  . (4) 

Далее необходимо вычислить вероятности на отдельном периоде регенерации 
(1) ( )
j

t . 

4. Нестационарные вероятности состояний системы 

Согласно теории РПРП, если поведение процесса на основном периоде регенера-
ции достаточно сложно и удаѐтся найти так называемые вложенные моменты регенера-
ции, то распределение процесса на основном периоде регенерации определяется по его 
распределению на вложенных периодах регенерации и вложенной функции восстанов-
ления. 

Вероятности состояний процесса J на отдельном периоде регенерации вычисляют-
ся следующим образом: 
  (1) ( ) ( )

2 { } 2 { }( ) 1 ( )1 ( )1F C

j j j t F j j F t Gt t t         . (5) 

Событие { ( ) 2, }J t t G   возникает тогда и только тогда, когда { }F t F C   , та-
ким образом, при 2j   уравнение (5) принимает следующий вид: 

 (1)

2

0

( ) { } ( )(1 ( ))

t

t P F t F C dF u C t u        . 

Лемма 3. ПЛ вероятности (1)

2 ( )s  на периоде регенерации вычисляется как 

 
 (1)

2

( ) ( ) ( )1 ( ) 1 ( )
( ) ( )

1 ( )

B

B

a s a s a sc s c s
s f s

s a s s

 
    


. (6) 

Процесс J является р.п. с задержкой, поэтому для вычисления распределения веро-
ятностей для состояний 0,1j   представим период F в виде двух интервалов A и W. 

Тогда 
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 ( ) ( )

0 0

0

( ) { ( ) 0, } { } ( ) ( )

t

F W
t P J t t F P t A dA u t u         , 

 ( ) ( )

1 0

0

( ) { ( ) 1, } ( ) ( )

t

F W
t P J t t F dA u t u       . 

В терминах ПЛС соответствующих функций получаем 

 ( ) ( )

0 0

1 ( )
( ) ( ) ( )F Wa s
s a s s

s


    , ( ) ( )

1 0( ) ( ) ( )F W
s a s s   . (7) 

При наличии вложенных моментов регенерации (1)

kS  распределение на периоде W 

вероятностей первого уровня ( ) ( )W

j t  аналогично предыдущему и выражается через 
распределения вероятностей на вложенных периодах регенерации второго уровня 

(2) ( )
j

t  и вложенную функцию восстановления ( ) ( )W
H t в виде 

 ( ) (2) ( ) (2)

0

0

( ) ( ) ( ) ( )

t

W W

j jt t dH u t u      , 0,1j  , (8) 

где  ( ) (1)( ) ( ) ,W

j t P J t j t G    , 0,1j  . В рассматриваемом случае в качестве вложен-

ных моментов регенерации (1)

kS  рассмотрим случайное число  min : n nv n A B   мо-

ментов:  1 1

(1)

1 11 A B
S A  ,  1 1 2 2

(1) (1)

2 1 2 ,
1

A B A B
S S A    , ..., до тех пор, пока событие  n nA B  

не произойдѐт впервые. Таким образом, распределение (1)( ) ( )G t A t , а вложенная 
функция восстановления ( ) ( )W

H t  удовлетворяет уравнению 

 ( ) ( )

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t

W W
H t W t A t dH u A t u    . (9) 

Лемма 4. Переходя к ПЛ в (8) и (9) по определению, получаем 

  ( ) ( ) (2) (2)1
( ) 1 ( ) ( ) ( )

1 ( )

W W

j j j

B

s h s s s
a s

     


. (10) 

Вычислим вероятности на втором уровне регенерации для состояний 0, 1. Из рис. 1 

можно определить следующие события: 
1. Событие  (1)( ) 0,J t t G   имеет место тогда и только тогда, когда  B t A  , 

откуда 

 (2)

0 ( ) ( )(1 ( ))t P B t A B t A t      . 

2. Событие  (1)( ) 1,J t t G   имеет место тогда и только тогда, когда  t B A   

или  t A B  , откуда 

    (2)

1 ( ) (1 ( )) ( ) (1 ( )) ( )
t t

t P t B A P t A B A u dB u B u dA u

 

            . 

Лемма 5. ПЛ вероятностей на втором уровне регенерации имеет вид 

 (2)

0

1
( ) ( ) ( ( ) ( ))B As b s a s b s

s
      , (2)

1

1
( ) 1 ( ( ) ( )) ( ) ( )B As a s b s a s b s

s
        . (11) 

Таким образом, собирая полученные результаты (6)–(7), (10)–(11) и подставив их в 
определение (4), получаем следующую теорему. 

Теорема 2. ПЛС нестационарных вероятностей состояний системы холодного дуб-
лирования при сценарии полного ремонта системы и произвольных распределениях 
времени жизни и ремонта принимает вид: 
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0
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1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )1
( ) ,

1 ( ) ( ( ) ( )) 1 ( ) ( )

( ) 1 ( ( ) ( ) ( ) ( )1
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( ) 1 ( ) ( ) ( )1
( )

1 ( ) ( )

B A

B

B A

B

B

B

a s a s b s b s
s

s a s a s a s a s c s

a s a s b s a s b s
s

s a s a s a s a s c s

a s c s a s a s
s

s a s a s a

   
  

   

   
  

   

 
  

     
.

( ) 1 ( ) ( )s a s c s

 (12) 

5. Стационарные вероятности 

Стационарные вероятности состояний процесса можно получить из (12) с помо-
щью предельного перехода: 

0 0
lim ( ) lim ( )j j j
t s

t s s
 

     . 

Теорема 3. Стационарные вероятности состояний системы холодного дублирова-
ния при сценарии полного ремонта системы и произвольных распределениях времени 
жизни и ремонта принимает вид 

 
 

0
( )

B Aaq a b b

a q a c

  
 

 
, 

 
1

( )

B Aa b a b

a q a c

  
 

 
, 2

( )

cq

a q a c
 

 
. (13) 

Замечание 1. Рассмотрим Марковскую модель ( ) 1 t
A t e

  , ( ) 1 t
B t e

  , 

( ) 1 t
C t e

  , где α, β, γ – интенсивности в.б.р., частичного и полного восстановления 
элементов и системы. Тогда стационарные вероятности состояний системы примут вид 

 0 2

( )

2

 
 

   
, 1 2 2


 

   
, 

2

2 2 2


 

   
. 

Эти же вероятности можно получить путем замены ПЛ на экспоненциальное рас-
пределение длительностей жизни и ремонта в (13). 

Заключение 

В данной работе была исследована надежность дублированной системы холодного 

резервирования с полным восстановлением. С помощью модифицированных преобра-
зований Лапласа – Стилтьеса и теории разложимых полурегенерирующих процессов 
были найдены основные характеристики надежности системы. Для произвольных рас-
пределений в.б.р., частичного и полного ремонта вычислены функция надежности и 
среднее время жизни системы, а также ее нестационарные и стационарные вероятности 
состояний системы. 
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