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Асимптотическая оценка интенсивности
сборки пуассоновских потоков

Гурами Цициашвили1, Анатолий Назаров2,
Александр Моисеев2

1 Институт прикладной математики ДВО РАН, г. Владивосток, Россия,
Национальный исследовательский

2 Томский государственный университет, Томск, Россия

Рассматривается сборка стационарных пуассоновских потоков собы-
тий. Под термином «сборка» понимается такой поток, события которо-
го представляют собой события исходных потоков, «склеенных» по их
порядковым номерам. Другими словами, события в сборке наступают в
момент, когда наступает последнее из событий с соответсвующим по-
рядковым номером среди всех потоков. Подобные модели могут при-
меняться для анализа компьютерных сетей, производственных линий и
других систем [1, 2].

В [3] показано, что средняя интенсивность такого потока при расту-
щем времени наблюдения (t → ∞) стремится к наименьшей из интен-
сивностей исходных потоков. Однако вычислительные эксперименты,
проведенные с помощью аппроксимации пуассоновского распределе-
ния с большим параметром нормальным распределением, показали, что
имеется возможность улучшения построенных оценок скорости сходи-
мости.

Настоящая работа посвящена получению в некотором смысле не-
улучшаемых оценок скорости сходимости интенсивности потока сбор-
ки. Анализ проблемы показывает, что при решении данной задачи сле-
дует сочетать аналитические и численные оценки, постоянно сравнивая
их друг с другом. Причем важную роль здесь играет центральная пре-
дельная теорема, принимаемая в смысле C-сходимости [4].

Для сокращения объема текста все доказательства и некоторые
вспомогательные утверждения в данной статье опущены.

Математическая модель и постановка задачи

Пусть имеется r независимых друг от друга стационарных пуассо-
новских потоков событий, которые будем называть исходными потока-
ми. Интенсивности этих потоков равны λ1, …, λr. Обозначим tk,i – мо-
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мент наступления i-го события в k-м исходном потоке Tk = {0 ≤ tk,1 ≤
tk,2 ≤ …} (i = 1, 2, …; k = 1, …, r). Сборкой потоков T1, …, Tr (или пото-
ком сборки) называется поток событий

Ar = {0 ≤ max(t1,1, …, tr,1) ≤ max(t1,2, …, tr,2), …}.
Обозначим nk(t), t ≥ 0 – число событий, наступивших в k-м исходном

потоке до момента t. Тогда число событий Nr(t), наступивших в потоке
сборки до момента времени t, можно записать как

1,...,
( ) min ( )r kk r

N t n t
=

= .

Следует заметить, что по очевидным причинам рассматриваемый
поток сборки не является пуассоновским, что затрудняет его исследо-
вание.

Центральная предельная теорема для потока сборки

Пусть существует некоторое число s потоков с одинаковой наи-
меньшей интенсивностью:

1 1... ...s s r+λ = λ = = λ < λ ≤ ≤ λ .

Тогда имеет место следующее утверждение.
Теорема 1. Для любого v: –∞ < v < ∞, справедливо предельное соот-

ношение

{ } ( )2( ) 1P exp / 2 ,
2

s
r

v

N t t
v u du t

t

∞⎡ ⎤− λ
> → − → ∞⎢ ⎥

λ π⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ .

Замечание 1. Случайный процесс 
( )kn tu tu

t
− λ

λ
 как функция неотри-

цательной переменной u при t →∞ сходится к винеровскому случайно-
му процессу wk(u), k = 1, …, s в смысле C-сходимости [4].

Замечание 2. Пусть r = s, тогда случайный процесс 
( )rN tu tu

t
− λ

λ
 при

t →∞ сходится к винеровскому случайному процессу 
1,...,

min ( )kk r
w u

=
 в

смысле C-сходимости, где w1(u), …, wr(u), u ≥ 0 – независимые винеров-
ские процессы.
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Предельные соотношения для интенсивности сборки потоков
с одинаковой интенсивностью

Пусть все исходные потоки имеют одинаковую интенсивность (слу-
чай s = r). Рассмотрим марковский процесс {n1(t), …, nr(t)}. Скачок это-
го процесса в момент времени t из состояния (n1, …, ni, …, nr), в кото-
ром mini kk i

n n
≠

< , в состояние (n1, …, ni + 1, …, nr) приводит к появлению

в этот момент времени события у потока сборки. Следовательно, мгно-
венная интенсивность потока сборки ( )tλ  удовлетворяет равенству

{ }
1

( ) P ( ) min ( )
r

i kk ii
t n t n t

≠=

λ = λ <∑ .

Введем следующие обозначения:

a t= λ ,  ( , ) , 0,1,...
!

a ke ap k a k
k

−

= = ,

{ }1
0

( ) P ( ) ... ( ) ( , )r
r

k
f a n t n t p k a

∞

=

= = = = ∑ .

Лемма 1. Выполняется следующее равенство:

{ }( ) ( )1( ) 1 P ( ) ... ( ) 1 ( )rt n t n t f aλ = λ − = = = λ − . (1)

Аппроксимацию g(a) функции f(a) будем искать в виде
2

(1 ) / 21 ( ) 1( ) exp (2 )
22

r
rx ag a dx a

aa r

∞
−

−∞

⎡ ⎛ ⎞⎤−
= − = π⎜ ⎟⎢ ⎥

π⎣ ⎝ ⎠⎦
∫ .

Запишем основные результаты исследования.
Теорема 2. Для λ > 0, r > 2 и 1 2

2 3< γ <  справедливо следующее пре-
дельное выражение:

( )3 2( ) ( ) 1 ( ) ( ),f a g a O a g a aγ−= + → ∞∼ , (2)

и, следовательно, λ(t) → λ: 
(1 ) / 2(2 )( )

rtt
r

−πλ
λ − λ λ∼ , t → ∞.

Замечание 3. Приведем результаты численного эксперимента, ил-
люстрирующего точность полученной аппроксимации (2). Обозначим

погрешность ( ) ( )( )
( )

f a g aa
f a

−
∆ = . Ее значения для различных возрас-
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тающих a при разных значениях числа потоков в сборке представлены в
табл. 1. Как видно из таблицы, погрешность ∆(a) аппроксимации (2)
уменьшается с ростом числа событий в исходных потоках a t= λ  для
разного их числа r, что косвенно подтверждает полученные выражения.

Т а б л и ц а  1

Уменьшение погрешности аппроксимации ∆(a) при возрастании a
для разных r

a
r 10 102 103 104 105 106

2 6.4·10 –3 6.3·10 –4 6.3·10 –5 6.3·10 –6 6.2·10 –7 6.2·10 –8

5 2.0·10 –2 2.0·10 –3 2.0·10 –4 2.0·10 –5 2.0·10 –6 2.0·10 –7

20 8.3·10 –2 8.3·10 –3 8.3·10 –4 8.3·10 –5 8.3·10 –6 8.2·10 –7

Сборка потоков с разной интенсивностью

Рассмотрим случай двух независимых стационарных пуассоновских
потоков с разными интенсивностями λ1 и λ2, при этом будем считать,
что λ1 < λ2. Обозначим

1
2 1

2
, 1 ( ).d t c cd t

λ
= λ = < = λ

λ

По аналогии с формулой (1) имеем
{ } { }
{ } { }

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 1 2

( ) P ( ) ( ) P ( ) ( )
P ( ) ( ) P ( ) ( ) ,

t n t n t n t n t
n t n t n t n t

λ = λ > + λ > =
= λ − λ ≥ + λ >

следовательно,

{ }1 2 1 2( ) P ( ) ( )t n t n tλ − λ ≤ λ ≥ ,

где { }1 2
0

( )P ( ) ( ) ( )
! !

k i
d cd

k i k

d cdn t n t G d e e
k i

∞ ∞
− −

= =

≥ = = ∑ ∑ .

Будем называть положительные функции p(d) и q(d) удовлетворяю-

щими соотношению ( ) ( )p d q d
−
≺  при d → ∞, если ( )lim sup

( )d

p d
q d→∞

< ∞ .

Теорема 3. Для любого c: 0 < c < 1, справедливо соотношение

( ) ( )1 1/ 2exp ( ) ( ) exp ( )d d c G d d d c− − α ≤ − α , (3)

и, следовательно, λ(t) → λ: λ(t) – λ = G(–λ2t), t → ∞. Здесь множитель
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α(c) вычиляется по формуле

α(c) = 1 – s*(c)(1 – ln s*(c)), где * 1( )
ln

cs c
c

−
= − .

Замечание 4. В Замечании 3 мы оценивали вероятность
P{n1(t) = … = nr(t)}, используя для распределения Пуассона с большим
параметром гауссовскую аппроксимацию. Показано, что данная ап-
проксимация дает результаты близкие к аналитическим. Рассмотрим
теперь, как такая аппроксимация работает при оценке вероятности
P{n1(t) ≥ n2(t)}. Для этого запишем следуюшие аппроксимации для слу-
чайных величин n1(t) и n2(t):

1 1( )n t cd cd≈ ξ + , 2 2( )n t d d≈ ξ + ,

где ξ1 и ξ2 – независимые стандартные нормальные случайные величи-
ны. Тогда необходимую гауссовскую аппроксимацию (при больших d)
мы можем построить следующим образом:

{ } { }
{ }

1 2 1 2

2 1

P ( ) ( ) P

P ( 1) ( ).

n t n t cd cd d d

c d c S d

≥ ≈ ξ + ≥ ξ + =

= ξ ≤ ξ + − =

Обозначим ( 1)
1

dh c
c

= −
+

 и η – стандартная нормальная случайная

величина. Так как (ξ1, ξ2) – двумерный гауссовский случайный вектор с
нулевыми средними и единичной матрицей ковариации, то, применяя
известную формулу

{ }
21P exp ,

22
RR R

R
⎛ ⎞

η > − → ∞⎜ ⎟
π ⎝ ⎠

∼ ,

мы можем получить следующее соотношение:

{ }
2 2

1 2
1 1 ( 1)P ( ) ( ) exp exp

2 2( 1)2 2 ( 1)
h c cn t n t d

ch d c
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −

≥ ≈ − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+π π −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )1 exp ( ) ( )
2 ( 1)

c dA c S d
d c

+
= − =

π −
 при d → ∞, (4)

где 
2( 1)( )

2( 1)
cA c
c
−

=
+

.
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Сравним теперь множители α(c) и A(с) в экспонентах формул (3) и
(4). Для c = 5/6 имеем α(c) ≈ 0.0038, A(с) ≈ 0.0076; для c = 2/3 –
α(c) ≈ 0.0168, A(с) ≈ 0.0333. Таким образом, множитель A(с), вычислен-
ный с помощью гауссовской аппроксимации, больше α(c), вычисленно-
го аналитически.

Обозначим погрешность ( ) ( )( )
( )

G d S dd
G d

−
δ =  и оценим точность га-

уссовской аппроксимации при c = 5 / 6 и c = 2 / 3. Соответсвующие ре-
зультаты приведены в табл. 2 и 3. Из них видно, что при c = 5/6 с рос-
том d погрешность уменьшается, однако с увеличением d скорость ее
убывания сильно падает. При c = 2/3 с ростом d функция δ(d) начинает
расти. Таким образом, результаты, представленные в табл. 2 и 3, свиде-
тельствуют о значительно худшем качестве гауссовской аппроксима-
ции, чем для результатов, представленных в табл. 1.

Т а б л и ц а  2

Изменение погрешности аппроксимации δ(d) с ростом d для случая c = 5 / 6

d 100 200 500 1000 2000

δ(d) 0.267 0.143 0.051 0.021 0.018

Т а б л и ц а  3

Изменение погрешности аппроксимации δ(d) с ростом d для случая c = 2 / 3

d 10 50 100 200 500
δ(d) 0.321 0.059 0.029 0.047 0.192

Замечание 5. Используя полученные результаты, несложно рас-
смотреть случай сборки потоков с интенсивностями

1 1... ...s s r+λ = = λ < λ ≤ ≤ λ

и получить неравенство

{ }1 1
1

( ) P ( ) ( )
r

i i
i s

t n t n t
= +

λ − λ ≤ λ ≥∑ .
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Заключение

Различные варианты центральной предельной теоремы для сборки
получены как в терминах случайных величин, так и в терминах случай-
ных процессов. Получены точные асимптотические формулы для ин-
тенсивности сборки идентичных пуассоновских потоков и для случая
исходных потоков с разными интенсивностями. Выполнена оценка ско-
рости их сходимости для обоих случаев. Несмотря на кажущуюся про-
стоту рассматриваемой задачи исследования сборки независимых ста-
ционарных пуассоновских потоков, результаты исследования показали,
что построенная модель достаточно сложна и требует тщательного под-
хода к ее анализу. При этом в обязательном порядке должен проводить-
ся численный анализ получаемых результатов, так как не во всех случа-
ях построенные аппроксимации позволяют обеспечить приемлемую по-
грешность.
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