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СМО вида GI(K)/GI/∞ с групповым обслуживанием

Анна Бояркина, Светлана Моисеева,
Ирина Туренова, Алексей Шкуркин

Национальный исследовательский
Томский государственный университет, г. Томск, Россия

В данной статье рассматривается бесконечнолинейная система мас-
сового обслуживания с групповым рекуррентным входящим потоком,
для исследования которой применяются метод динамического просеи-
вания и асимптотический метод. Данная работа является обобщением
результатов [1, 2] на случай неординарного рекуррентного входящего
потока.

Математическая модель

Рассмотрим СМО вида ( )GI / GI /K ∞  с неординарным рекуррентным
входящим потоком и групповым обслуживанием. Под групповым об-
служиванием будем понимать следующее. Поступившая на обслужива-
ние случайного размера группа заявок после обслуживания в том же со-
ставе покидает систему. Рассматриваемая система массового обслужи-
вания имеет неограниченное число обслуживающих приборов, то есть
является системой с моментальным обслуживанием (рис. 1).

GI( )k

A z v( ), i

K t V t( ), ( )

B( )τ

B( )τ

Рис. 1. СМО с неординарным
рекуррентным входящим по-
током и групповым обслужи-
ванием
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Для входящего рекуррентного потока моментов прихода групп
определим случайную величину τ , как интервал между наступлением
последовательных событий, все τ  независимы и одинаково распреде-

лены. Запишем τ  в виде 
N
ξ

τ = , где ξ  – некоторая неотрицательная

случайная величина с функцией распределения ( )A z , величина 0,N >
N → ∞  – параметр растущей интенсивности потока. Тогда для функ-
ции распределения длин интервалов τ имеем

{ } { } { }P P P ( )z z Nz A Nz
N
ξ

τ < = < = ξ < = .

Для положительной случайной величины, определяемой функцией
распределения вероятностей ( )A z  существуют конечные математиче-
ское ожидание и дисперсия, то есть

( )( )
0

1 1a A z dz
∞

= = −
λ ∫ , ( ) ( )22

0

u a dA z
∞

σ = −∫ . (1)

Неординарность поступающих требований определяется дискретной
случайной величиной ξ , заданной рядом распределения { } iP iξ = = ν .
Входящая группа заявок размерности i занимает любые свободные при-
боры, где происходит их обслуживание в течение случайного времени

0τ >  с функцией распределения вероятностей { }( )B x P x= τ < . По
окончании обслуживания вся группа освобождает все приборы одно-
временно.

Ставится задача исследования числа занятых приборов в системе.
Сложность аналитического исследования числа заключается в том, обя-
зательное условие, что все заявки группы покидают систему одновре-
менно. Следовательно, возникает необходимость отслеживать также и
число поступивших групп.

Для решения задачи предлагается использовать авторский метод ди-
намического просеивания [3, 4] в применении к ресурсным системам
[5]. Указанный подход в сочетании с асимптотическими методами в
дальнейшем позволит исследовать более сложные системы с коррели-
рованными входящими потоками.
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Метод динамического просеивания

Так как особенность системы предполагает уход заявок группами
того же состава, то необходимо учитывать количество находящихся в
системе групп, и общее число занятых дискретных ресурсов (прибо-

ров). Обозначим 
( )

1
( )

K t

i
i

V t
=

= ν∑  – общее количество занятых приборов в

системе в момент времени и пусть ( )K t  – число групп в системе в мо-
мент времени t, 0t t≥ . Будем считать, что в начальный момент времени
система была пуста.

Очевидно, что процесс { }( ), ( )K t V t  не будет являться марковским,
так как время обслуживания есть положительная случайная величина,
имеющая произвольное распределение и мы не знаем, сколько осталось
времени до окончания обслуживания той или иной группы. Поэтому
будет использоваться метод динамического просеивания [3], который
позволяет учитывать только те группы, которые не закончили к рас-
сматриваемому моменту времени своё обслуживание в системе.

В применении к рассматриваемой системе метод заключается в сле-
дующем. Фиксируется момент времени 0T t≥ . Вводятся динамические
вероятности: ( , ) 1 ( )S t T B T t= − −  – вероятность того, что группа разме-
ра ν , поступившая в систему в момент времени t T< , к моменту вре-
мени T не закончит обслуживание и будет занимать ν  приборов, и про-
тивоположная вероятность 1 ( , )S T t−  для тех пачек, которые покинули.
Обозначим ( )N t  – число групп событий просеянного потока, а ( )W t  –
общее число занимаемых просеянными заявками дискретных ресурсов,
наступивших на промежутке [ )0 ,t T , в просеянном потоке.Известно, что
в момент времени T законы распределения вероятностей двумерных
случайных величин { }( ), ( )K t V t  и { }( ), ( )N t W t  совпадают [4].

Для построения системы дифференциальных уравнений Колмогоро-
ва воспользуемся методом введения дополнительной компоненты. Для
марковизации двумерного случайного процесса { }( ), ( )N t W t  добавим
компоненту z(t) – остаточное время от момента t до момента наступле-
ния следующего события в исходном рекуррентном потоке. Таким
образом, трехмерный случайный процесс { }( ), ( ), ( )z t N t W t  является
марковским, следовательно, для его распределения вероятностей
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{ }( ) , ( ) , ( ) ( , , , )P z t z N t n W t w P z n w t< = = = , для 0z > , запишем систему
дифференциальных уравнений Колмогорова для 0,z >  , 0,1,2,...w n = :

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , 0, , ,1 1
P z n w t P z n w t P n w t

A z
N t z z

∂ ∂ ∂
= + − +

∂ ∂ ∂

( ) ( ) ( ) ( )
0

0, 1, , 0, , ,w

k
k

P n w k t P n w t
S t A z

z z=

∂ − − ∂⎡ ⎤
+ ν −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∑ , (2)

с начальным условием

( ) ( ){0
,  0,, , ,

0,  иначе,
R z n wP z n w t = =

=

где ( )R z  – стационарное распределение вероятностей значений слу-
чайного процесса ( )z t , определяемое выражением

0

( ) (1 ( ))
z

R z A x dx= λ −∫ , где 
1

0

(1 ( ))A x dx
−∞⎡ ⎤

λ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ .

Определим функцию вида

0 0
( , , , ) ( , , , ),jun jyw

n w
h z u t e e P z n w t

∞ ∞

= =

ν = ∑ ∑ 0z > , (3)

которую будем называть частичной характеристической функцией.
Очевидно, что

{ }( ) ( )

0 0
( , , , ) ( , , ) ( , , )juN t j W t jun j w

n w
h u t h u t M e e e e P n w t

∞ ∞
ν ν

= =

∞ ν = ν = = ∑ ∑ .

Также характеристическую функцию числа событий в пачке, будем
обозначать

{ }*

0
( ) j j k

i
k

V M e e
∞

νξ ν

=

ν = = ν∑ .

Учитывая (3), уравнение (2) запишем в виде
1 ( , , , ) ( , , , ) (0, , , ) ( ( ) 1)h z u t h z u t h u t A z
N t z z

∂ η ∂ ν ∂ ν
= + − +

∂ ∂ ∂

*(0, , , ) ( ) ( )( ( ) 1)juh u t S t A z e V
z

∂ ν
+ ν −

∂
, (4)
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с начальным условием
0( , , , ) ( )h z u t R zν = . (5)

Асимптотический анализ

Далее для нахождения асимптотического решения уравнения (4) с
начальными условиями (5) воспользуемся методом асимптотического
анализа при условии растущей интенсивности входящего потока [3, 4].
В работе доказаны теоремы.

Теорема 1. Асимптотическая характеристическая функция первого
порядка трехмерного процесса { }( ), ( ), ( )z t N t W t  для системы

( )GI / GI /K ∞  при условии растущей интенсивности входящего потока
имеет вид

[ ]
0

( , , , ) ( )exp ( )
t

t

h z u t R z N ju j a S d
⎧ ⎫⎪ ⎪ν ≈ λ + ν τ τ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ,

где 
0

{ } i
i

a M i
∞

=

= ξ = ν∑  – математическое ожидание размера группы.

Теорема 2. Асимптотическое при условии растущей интенсивности
входящего потока совместное стационарное распределение вероятно-
стей двумерного процесса числа групп, находящихся на обслуживании
суммарного числа занятых приборов в системе GI(K)/GI/∞ является дву-
мерным гауссовским распределением вероятностей с параметрами:

- вектором математических ожиданий
[ ]N b N ab= λ λa ,

- ковариационной матрицей

( ) ( )
( ) ( )2

2

λ κβ λ κβ

λ κβ N λ κ β

N b aN b

aN b a b a

⎡ + + ⎤
= ⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦
K ,

где ( )( )
0

1 τ τb B d
∞

= −∫  – математическое ожидание времени обслужива-

ния группы; ( )( )2

0

β 1 τ τB d
∞

= −∫ – математическое ожидание минимума

случайных величин времени обслуживания группы заявок; λ  – интен-
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сивность входящего рекуррентного потока моментов поступления

групп заявок; 3 2
2

1⎛ ⎞κ = λ σ −⎜ ⎟
⎝ ⎠λ

.

Выводы

Таким образом, построена математическая модель системы массово-
го обслуживания с рекуррентным неординарным входящим потоком и
групповым обслуживанием типа ( )GI / GI /K ∞ , отличие которой заклю-
чается в том, что поступаемые группы покидают систему в том же со-
ставе. Построена модификация метода асимптотического анализа для
исследования общего числа занимаемых приборов в условии растущей
интенсивности входящего потока. Показано, что исследуемый процесс
является асимптотически нормальным.
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