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Рассматривается задача оценивания параметров авторегрессионной
модели второго порядка с непрерывным временем. Предлагается по-
следовательный план идентификации модели на основе оценок мак-
симального правдоподобия. Для построения плана используется мо-
дифицированная выборочная информационная матрица Фишера. До-
казывается, что полученные оценки имеют нормальное распределе-
ние. Изучены некоторые свойства процедуры оценивания. Численно
проиллюстрирован вопрос о длительности процедуры.
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Актуальность и история вопроса

В прикладных исследованиях процессы зачастую описываются сто-
хастическими дифференциальными и стохастическими разностными
уравнениями. Эти уравнения в большинстве случаев содержат неиз-
вестные параметры, следовательно, перед их использованием для реше-
ния задач необходимо идентифицировать параметры непосредственным
оцениванием. Таким образом, оценивание параметров стохастических
дифференциальных и разностных уравнений является актуальной зада-
чей современного анализа данных.

Для решения задач оценивания параметров существуют различные
эффективные методы (метод максимального правдоподобия, метод мо-
ментов, метод наименьших квадратов и другие), однако, в случае зави-
симых наблюдений эти оценки являются нелинейными функциями, что
осложняет процесс исследования их свойств.

В теории идентификации часто предполагают, что процесс имеет
неограниченное количество наблюдений. Но в этом случае, для данных
небольшого объема предполагается, что выборочные свойства оценок
близки к асимптотическим. Такой подход к исследованию оценок для
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малого количества данных не всегда является правильным и зачастую
приводит к ошибочным выводам.

Одним из методов решения задачи оценивания параметров в не-
асимптотической постановке является метод последовательного оцени-
вания Липцера и Ширяева [1] для оценки параметра θ  процесса, опи-
сываемого стохастическим дифференциальным уравнением вида

( )θt t t tdX f X dt dW= +

по наблюдениям процессов tX  и tf  (здесь tW  – стандартное броунов-
ское движение).

В своей работе они предложили в оценке максимального правдопо-
добия

( ) ( )
1

2

0 0

θ
T T

T s s sf X ds f X dX
−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫

заменить детерминированный промежуток наблюдений [ ]0,T  на про-
межуток случайной длины [ ]0, ( )Hτ , где

( ) 2

0

inf 0 : ,
T

sH T f ds H
⎧ ⎫⎪ ⎪τ = > =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
и в качестве оценки неизвестного параметра θ  использовать последо-
вательную оценку максимального правдоподобия, которая определя-
лась равенством

( )
( )

( )
0

1 .
H

Н t tX f X dX
H

τ

δ = ∫
Было доказано, что предложенная в [1] оценка обладает следующи-

ми свойствами: она является нормальной, несмещенной и ее средне-

квадратическая погрешность не превышает 1
H

.

Однако в том случае, когда количество параметров превышает
размерность процесса, возникают сложности с построением такого же
красивого аналога. Решению этой проблемы посвящено немало работ.
В качестве примера можно привести следующие результаты, сделанные
в направлении данных исследований:
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• Конев и Пергаменщиков смогли построить двухшаговую последо-
вательную процедуру (без учета априорной информации об области па-
раметров) для моделей авторегрессионного типа [2, 3];

• Конев и Емельянова смогли построить более простую процедуру
(одноэтапную), но с учетом априорной информации [4].

В практических исследованиях часто возникает неассимптотическая
проблема оценивания, когда необходимо определить длину реализации,
при которой оценки достигают заданной точности. Для решения задач в
неассимптотической постановке требуются методы, которые позволяют
контролировать точность оценок при малых объемах данных.

Поскольку в практических задачах объем доступных данных всегда
конечен и стоит задача определения качества оценок, вычисленных по
наблюдениям на ограниченном временном интервале, то в таких зада-
чах успешно применяется последовательный анализ. Он характеризует-
ся тем, что длительность наблюдений заранее не фиксируется, а опре-
деляется по специальным правилам.

Целью нашей работы является построение последовательной оценки
максимального правдоподобия с неасимптотическим с нормальным рас-
пределением для любых возможных значений параметров двухпарамет-
рической авторегрессионной модели с непрерывным временем и числен-
ное исследование некоторых свойств полученной оценки. Провести ими-
тационное моделирование вопроса о длительности процедуры.

Постановка задачи.
Построение последовательной оценки

Определим задачу оценивания параметров авторегрессионной моде-
ли второго порядка по наблюдениям процесса tX :

( )1 2θ θt t t tdX X X dt dW= + + (1)

или в векторном виде:

( )1 2θ θ ,t
t t

t

XdX dt dW
X

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

где 1 2( , )′θ = θ θ  – вектор-столбец неизвестных параметров, tW  – вине-
ровский процесс (здесь штрих обозначает транспонирование).

 На промежутке [ ]0,T  оценка максимального правдоподобия векто-
ра θ  по наблюдениям процесса (1)  представлена в следующем виде:
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( )*

0

θ , ,
T

T T t t tM X X dX+ ′= ∫ (2)

где

2

0 0

2

0 0

T T

s s s

T T T

s s s

X ds X X ds
M

X X ds X ds

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

– выборочная информационная матрица Фишера, TM +  – обратная к TM

матрица, если она необособленная, и 0TM + =  – иначе.
Построим последовательную оценку максимального правдоподобия

с неасимптотическим нормальным распределением для любых возмож-
ных параметров.

Для этого введем систему моментов остановки и произведем опре-
деленную модификацию выборочной информационной матрицы Фи-
шера.

Для произвольного порога 0h >  введем моменты остановки
( )τ ,  0,1,2i h i =  по следующим формулам:

( )0τ 0,h =

( ) 2
1

0

τ inf 0 : ,
T

sh T X ds h
⎧ ⎫⎪ ⎪= > =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ (3)
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h T h X ds h
⎧ ⎫⎪ ⎪= > =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

Пусть

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

1 1

2 2

1 1

τ τ
2

0 0
τ τ

2

τ τ

h h

s s s

h h

s s s
h h

X ds X X ds

m h
X X ds X ds

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫
(4)

– модифицированная выборочная информационная матрица Фишера.
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Определим вектор ( ) ( ) ( )( )1 2, 'V h V h V h=  по формулам

( )
( )

( )
( )

( )1 2

1

τ τ

1 2
0 τ

,  
h h

s s s s
h

V h X dX V h X dX= =∫ ∫ , (5)

а последовательную оценку вектора неизвестных параметров θ  равен-
ством

( ) ( )* 1θ m h V h−= (6)

или подробнее
( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1 1 1

2 2 2

1 1 1

1τ τ τ
2

*
0 0 01

τ τ τ*
2 2

τ τ τ

θ .
θ

h h h

s s s s s

h h h

s s s s s
h h h

X ds X X ds X dX

X X ds X ds X dX

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

Основной результат

Теорема 1. [5] Пусть задан авторегрессионный процесс второго
порядка

( )1 2θ θt t t tdX X X dt dW= + + .

Пусть оценки вектора неизвестных параметров 1 2θ (θ ,θ ) '=  определя-

ются формулами (3) – (6). Тогда для любого параметра 2θ∈R  и поро-
га 0h >

( ) ( )( )*θ θm h h
h

− ⋹ ( )20, ,N I

где 2I  – единичная матрица второго порядка.

Доказательство. Для доказательства нормальности вектора *θ  дос-
таточно показать нормальность любой линейной комбинации его ком-
понент. [5]

Запишем вектор V  поэлементно в следующем виде:

( )
( ) ( )1 1τ τ

1 1 1
0 0

θ θ
h h

s s ss s sV h X dX X X X ds dW⎛⎛ ⎞ ⎞= = + + =⎜⎜ ⎟ ⎟
⎝⎝ ⎠ ⎠∫ ∫
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( ) ( )

( ) ( )
1 1τ τ2

1 1 1 1
0 0

θ θ θ η ,
h h

s s ss sX X X ds X dW m h h
⎛ ⎞

= + + = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
( ) ( ) ( )2 2 2θ η ,V h m h h= +

где ( )θim h  – i-я строка матрицы ( )m h , умноженная на вектор θ ,

( )
( )

( )
( )

( )1 2

1

τ τ

1 2
0 τ

η ,  η .
h h

s s s s
h

h X dW h X dW= =∫ ∫

Пусть теперь
( ) ( ) ( )( )1 2η η ,η ',h h h=

тогда ( ) ( ) ( )θ ηV h m h h= +

и ( )η h  можно представить в следующем виде:

( ) ( ) ( )( )*η θ θ .h m h h= −

Для доказательства того, что вектор ( )η h
h

 имеет двумерное нормальное

распределение с нулевым средним и единичной ковариационной мат-
рицей, достаточно показать, что для любого ( ) 2

1 2λ λ λ= ∈R  характе-
ристическая функция случайной величины

( ) ( )'
1 1 2 2λ η λ η ( ) λ η ( )

ζ
h h h

h
h h h

= = +

будет иметь вид

( ) ( ) ( )
' 2λ λ

ζ 2
ζφ E .

u
iu h

h u e e
−

= =

Вычисляя повторные условные математические ожидания и учитывая,
что [1]

( ) 2 2

1

λ η λ
2

τE / F ,
j j j

j

h u
iu

he e
−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

будем иметь
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( )
( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2λ η λ η λ η λ η

ζE E E
h h h hiu iu iuiu h h h h he e e e

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =
⎜
⎝ ⎠

⋅ =
⎟

( ) ( )1 1 2 2

1

λ η λ η

0 τE E / F E E / F
h hiu iu

h he e
⎛ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎛ ⎞⎞
⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎜ ⎟⎟= ⋅ =
⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎝ ⎠⎠

( )
2 2 2 2 22 2 2 2 ' 21 2 11 2 1 2

2

λ λ λλ λ λ λλ λ2 2 λ 22 2 2E E .
u u uu u u

e e e e e
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟ −− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= ⋅ = = =

Таким образом, мы показали, что вектор
( ) ( )( )*θ θ

m h
h

h
−

имеет двумерное нормальное распределение с нулевым средним и еди-
ничной ковариационной матрицей. ■

Итак, была построена последовательная оценка максимального
правдоподобия с нормальным распределением для любых возможных
параметров двухпараметрической авторегрессионной модели с непре-
рывным временем.

Известное распределение полученной оценки позволяет контроли-
ровать ее среднеквадратическую точность за счет выбора порога проце-
дуры, а также строить доверительные области для оцениваемых пара-
метров. Полученный результат, видимо, допускает обобщение на моде-
ли регрессионного типа с произвольным количеством параметров.

Численное исследование свойств процедуры

Далее изучим вопрос о длительности этой процедуры оценивания.
Теоретических подходов пока не возникло – это одно из направлений
дальнейшей работы.

Проиллюстрируем результаты исследований с помощью численного
моделирования [6].

Будем моделировать процесс, заданный уравнением

( )1 2 .t t t tdX X X dt dW= θ + θ +

Для этого перейдем от дифференциального уравнения к разностному.
( )1 2

1 2 1 2 .

t t t t

t
t t t t t

dX X X dt dW
dX dt X dt dW dX X dt dW
dt

= θ + θ + =

= θ + θ + = θ + θ +
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Тогда

( )1 1 11 2 ,
k k k k k k kt t t t t t tX X X X X t W W

− − −
− = θ − + θ ∆ + −

где
1k kt tW W

−
− ⋹ ( ) 10, ,  k kN t t t t −∆ ∆ = − ;

( )1 11 2 , 
k k k k kt t t t t kX X X X X t t

− −
− = θ − + θ ∆ + ∆ ξ где  kξ ⋹ ( )0,1 .N

1 1 2
1

,  ,  .k k k k
k k

t t t tt
t t t

X X X XdXX X X
dt t t

− − −
−

− −
= = =

∆ ∆
Отсюда получаем

1 1 2k k k kt t t tX X X X
− − −

− − + =

( ) ( )
1

32
21 1 2 ;

k k kt t t kX t X t X t t
−

= θ ∆ − θ ∆ + θ ∆ + ∆ ξ

( ) ( )
1 2 1

32
21 2 12 ;

k k k k k kt t t t t t kX X t X t X X X t t
− − −

− θ ∆ − θ ∆ = − − θ ∆ + ∆ ξ

( )
( ) ( )

1 2

3
212

1 2

1 2 .
1k k kt t t kX X t X t

t t − −

⎡ ⎤= − θ ∆ − + ∆ ξ⎢ ⎥⎣ ⎦− θ ∆ − θ ∆

Для моделирования моментов остановки заменим интеграл квадра-
турной суммой [6].

Тогда для

( ) 2
1

0

inf 0 : ,
T

sh T X ds h
⎧ ⎫⎪ ⎪τ = > =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

( ) ( )
( )1

2
2 1inf :

T

s
h

h T h X ds h
τ

⎧ ⎫⎪ ⎪τ = > τ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

имеем

( ) 2
1

1
min 0 : ,  

k

i

t
k

Th i t X h t
i=

⎧ ⎫
τ = > ∆ ≥ ∆ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ;

( ) ( )
( )

( )
( )

1

2 1
2 1

11
min : ,  .

k

j

t
k h

T hh j h t X h t
j h=τ +

⎧ ⎫ − τ⎪ ⎪τ = > τ ∆ ≥ ∆ =⎨ ⎬ − τ⎪ ⎪⎩ ⎭
∑
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Моделирование реализовывалось при следующих значениях: шаг
дискретизации 0.01t∆ = , 0 0X = , объем выборки 10000000N = , истин-
ные значения оцениваемых параметров 1θ 0.3= − , 2θ 0.5= − . Оценки
вычисляются при каждом h  из 5000hN =  значений с начальным зна-
чением 0 0.1h =  и шагом 0.1h∆ = .

Ниже приведены графики зависимости значений моментов останов-
ки ( )1 hτ  и ( )2 hτ  от значений порога h , а также графики ( )1 /h hτ  и

( )2 /h hτ , показывающие стабилизацию длительности процедуры с уве-
личением порога h .

0 100 200 300 400 h

2 10⋅ 4

1⋅104

3⋅104

τ1,2( )h

τ1( )h

τ2( )h

Рис. 1. Моменты остановки ( )1 hτ  и ( )2 hτ  для каждого значения порога h

1

2

0 100 200 300 400 h

200

400

τ1,2( )/h h

Рис. 2. Стабилизация значений ( )1 h
h

τ  (кр. 1) и ( )2 h
h

τ (кр. 2)
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Видно, что с увеличением порога h  значения ( ) / ,  1, 2,i h h iτ =  стаби-
лизируются. Численное исследование показывает, что зависимость дли-
тельности процедуры от порога h , скорее всего, линейна. Теоретиче-
ские исследования этого вопроса продолжаются.

Заключение

Описана новая последовательная процедура, позволяющая получить
оценки параметров авторегрессионной модели второго порядка, имею-
щие нормальное распределение. Это позволяет строить доверительные
области с достаточно большой точностью. Процедура предполагает не-
которую модификацию выборочной информационной матрицы Фише-
ра, а также введение двух моментов остановки, построенных по этой
матрице. Изучено одно из свойств оценок неизвестных параметров ав-
торегрессионной модели второго порядка. Представлено численное
подтверждение изученного свойства.
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