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6. Численные результаты 

Рассмотрим систему с параметрами 
1 7  , 

2 1  , 
1 0.03  , 

2 0.03  , 3  , 

1  . В табл. 1 приведены результаты вычисления математического ожидания числа 
заявок на орбите для различных значений σ. Для каждого значения σ показаны точное 
значение { ( )}M i t , асимптотическое значение математического ожидания 

1G   и отно-

сительная погрешность 

1{ ( )}

{ ( )}

G
M i t

M i t


  . 

Таблица 1 

Сравнение асимптотических и аналитических значений математического ожидания 

σ 1 0,1 0,01 0,001 

{ ( )}M i t  3,074 26,075 256,086 2556,197 

1G   2,556 25,557 255,568 2555,678 

Δ 0,169 0,020 0,002 0,0002 

 

Отсюда видно, что асимптотический метод можно применять для нахождения 
среднего числа заявок на орбите при большом времени ожидания на орбите, т.е. при 

0,01 . 

Заключение 

В работе исследована М/М/1 RQ-система с ненадежным прибором. Система урав-
нений Колмогорова решена методом производящей функции. Получено стационарное 
распределение вероятностей числа заявок на орбите. 
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С ВЫЗЫВАЕМЫМИ ЗАЯВКАМИ И НЕНАДЕЖНЫМ ПРИБОРОМ 

Шульгина К.С., Пауль С.В. 
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Введение 

RQ-системы – это системы массового обслуживания с повторными вызовами [1,2]. 

Они характеризуются тем, что поступившая в систему заявка в случае занятости серве-
ра обслуживанием другой заявки, отправляется на орбиту и после случайной задержки 
пытается вновь встать на прибор. Примером таких систем являются системы обслужи-
вания, как call-центры, моделированию которых посвящены следующие работы [3,4,5]. 

Мы рассматриваем в качестве математических моделей call-центров, где операто-
ры не только получают вызовы, но и выполняют исходящие вызовы во время простоя 
прибора – RQ-системы с вызываемыми заявками [6,7,8]. 

Наряду с этим, рассматриваются RQ-системы с ненадежным прибором, т.е. обслу-
живающее устройство может выходить из строя и восстанавливаться в течение случай-
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ного времени [9,10]. Анализу RQ-систем с ненадежным прибором посвящены статьи 
[11,12,13]. 

В данной работе основным методом исследования является метод асимптотическо-
го анализа [14,15], который позволяет получить характеристики предложенной системы 
при выполнении некоторого асимптотического условия. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим RQ-систему, на вход которой поступает простейший поток заявок с 
интенсивностью λ. Поступая в систему, заявка входящего потока обнаруживает прибор 
свободным, занимает его, а прибор начинает обслуживание в течение экспоненциаль-
но-распределенного времени с параметром μ1. Если же заявка, поступая в систему, об-
наруживает прибор занятым, она мгновенно уходит на орбиту и осуществляет там слу-
чайную задержку в течение экспоненциально-распределенного времени с параметром 
σ. 

 

Рис. 1. RQ-система M|M|1 с вызываемыми заявками и ненадежным прибором 

Когда прибор не занят обслуживанием (свободен), он вызывает заявку извне с ин-
тенсивностью α. Вызываемая заявка встает на прибор и обслуживается в течение экс-
поненциально-распределенного времени с параметром μ2. 

Будем рассматривать систему с ненадежным прибором, в которой прибор может 
выходить из строя, когда он свободен или занят обслуживанием заявки входящего по-
тока. Прибор будет находится в состоянии восстановления в течение случайного вре-
мени с экспоненциальной функцией распределения с интенсивностью γ выхода из 
строя прибора, если он находится в k-м состоянии, 0,1k  . Это означает, что если при-
бор свободен или занят обслуживанием заявки входящего потока, он выходит из строя 
с интенсивностью γ. В момент поломки (выхода из строя) прибора обслуживаемая за-
явка переходит на орбиту. 

Когда прибор обслуживает вызываемую заявку или прибор находится в состоянии 
восстановления, заявки входящего потока уходят на орбиту. 

Обозначим процесс  k t  – состояние прибора в момент времени t. Этот процесс 
может принимать следующие значения: 

 

0, прибор   свободен;
1, прибор   занят обслуживанием заявки входящего  потока;

( )
2, прибор   занят обслуживанием вызываемой   заявки;
3, прибор   находится в состоянии  восстановления;

k t


 



 

µ3 – интенсивность восстановления,  i t  – число заявок на орбите в момент времени t. 
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2. Система дифференциальных уравнений Колмогорова 

Ставится задача нахождения стационарного распределения числа заявок на орбите. 
Рассмотрим двумерный марковский процесс     ,k t i t . Для распределения вероятно-

стей       , ,
k

P k t k i t i P i t   , 0,3k   составим систему уравнений Колмогорова: 

 
 
 
 

0 1 1 2 2 3 3

1 1 0 0 1

2 2 2 0

3 3 3 0 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) 0,

( ) ( 1) ( ) 0,

( ) ( 1) ( ) ( 1) 0.

i P i P i P i P i

P i P i i P i P i

P i P i P i

P i P i P i P i

          

              

        

           

 (1) 

3. Метод характеристических функций. 

Введем частичные характеристические функции, обозначив 1j   : 

0

( ) ( )jui

k k

i

H u e P i




 , 0,3k  . Перепишем систему (1) для характеристических функций в 

виде 

 
 
 
 

0 0 1 1 2 2 3 3

1 1 0 0 1

2 2 2 0

3 3 3 0 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) ( ) 0.

ju ju

ju

ju ju

H u j H u H u H u H u

H u H u j e H u e H u

H u e H u H u

H u e H u H u e H u



           

           

       

         

 (2) 

Просуммируем уравнения системы (2): 
  0 1 2 3 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0ju

j e H u H u H u H u H u
        . 

Таким образом, получаем систему из пяти уравнений 

 

 
 
 

 

0 0 1 1 2 2 3 3

1 1 0 0 1

2 2 2 0

3 3 3 0 1

0 1 2 3 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) ( ) (

ju ju

ju

ju ju

ju

H u j H u H u H u H u

H u H u j e H u e H u

H u e H u H u

H u e H u H u e H u

j e H u H u H u H u H





           

           

       

         

       ) 0.u 

 (3) 

Систему (3) будем решать методом асимптотического анализа в предельном усло-
вии 0 . 

4. Асимптотика первого порядка 

Обозначим   , сделаем замены: u w  ,    ,k kH u F w  . Устремим 0 , по-
лучим: 

 

 
 
 

 

0 0 1 1 2 2 3 3

1 1 0 0 1

2 2 2 0

3 3 3 0 1

0 1 2 3 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

F w jF w F w F w F w

F w F w jF w F w

F w F w F w

F w F w F w F w

jF w F w F w F w F w

          

          

       

         

        

 (4) 

Решение системы (4) будем искать в виде ( ) ( )k kF w r w  , 0,3k  . Получим 
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0 0 1 1 2 2 3 3

( )
( ) 0,

( )

w
r jr r r r

w


        


  1 1 0 0

( )
0

( )

w
r r jr

w


       


, 

 
2 2 0 0r r   , 

3 3 0 1 0r r r      ,  0 1 2 3 1

( )
0

( )

w
jr r r r r

w


      


. 

Т.к. отношение ( )

( )

w
j

w




 не зависит от w, то функция ( )w  имеет вид 

 1( ) expw jw   . Здесь 
1

( )

( )

w
j

w


 


. 

Добавим к системе уравнение 
0 1 2 3 1r r r r    , получим 

 

 
   

 

1 0 1 1 2 2 3 3

1 1 1 0

2 2 0

3 3 0 1

1 0 1 2 3 1

0 1 2 3

0,

0,

0,

0,

0,

1.

r r r r

r r

r r

r r r

r r r r r

r r r r

           

        

   
     

       

   

 (5) 

Имеем 

 1 3 3 2
0

1 2 3 2 3

r
    

 
      

, 1

1

r





, 

 1 3 3
2

1 2 3 2 3

r
    

 
      

, 3 0

3 1

r r
  

    
. 

Тогда из уравнения  1 0 0 11r r r       получим выражение для величины κ1 

 
   2 3 3 1 1 2

1

2 1 3 3

( )              
  

    
. 

Величина κ1 определяет асимптотическое среднее значение 1   числа заявок на 
орбите в системе с ненадежным прибором и вызываемыми заявками. Для нахождения 
распределения вероятностей числа  i t  заявок на орбите рассмотрим асимптотику вто-
рого порядка. 

5. Асимптотика второго порядка 

В системе уравнений (3) сделаем замены (2)1( ) exp ( )k kH u ju H u
    

, 0,3k  , и в 

полученной системе сделаем замены 2   , u w  , 
(2) (2)( ) ( , )k kH u F w  , 0,3k  , тогда 

получим систему 

   (2) (2) (2) (2) (2)

1 0 0 1 1 2 2 3 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0F w j F w F w F w F w                 , 

    (2) (2) (2) (2)

1 1 0 1 0 01 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0j w j w j w
e F w F w e F w j e F w

                     , 

    (2) (2)

2 2 01 ( , ) ( , ) 0j w
e F w F w

        , 

    (2) (2) (2)

3 3 0 11 ( , ) ( , ) ( , ) 0j w j w
e F w F w e F w

             , 

 
 

(2) (2)

1 0 0

(2) (2) (2) (2)

1 2 3 1

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0.

j w j w
e F w j e F w

F w F w F w F w
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В последнюю систему подставим разложение 
   (2) 2

2( , ) ( )k k kF w w r j wf O      . Заметим, что скалярная функция 
2( )w  опреде-

ляется в виде  2

2 2( ) exp
2

jw
w

     
  

, 2
2

2

( )

( )

w

w w


 


. Тогда 

 

 
   

 

0 1 1 1 2 2 3 3 2 0

1 0 1 1 1 0 1 2 0

0 2 2 2

0 1 3 3 3 1

1 0 1 2 3 1 2 0 1 0

,

,

,

,

.

f f f f r

f f r r r

f f r

f f f r r

f f f f f r r

            

            

   
       

          

 (6) 

Рассмотрим отдельно уравнения системы (6) 

 

 
   

0 1 1 1 2 2 3 3 2 0

1 0 1 1 1 0 1 2 0

0 2 2 2

0 1 3 3 3 1

,

,

,

.

f f f f r

f f r r r

f f r

f f f r r

            

            

   
       

 (7) 

Система (7) – неоднородная система линейных алгебраических уравнений для fk, 

0,3k  . Определитель матрицы коэффициентов системы равен 0 (сумма строк матрицы 
равна нулю), при этом ранг расширенной матрицы равен рангу матрицы коэффициен-
тов, т.е. система совместна и имеет множество решений. 

Рассмотрим однородную систему уравнений (5) и неоднородную систему (7). 
Сравнивая эти системы, можно увидеть, что система (5) является однородной системой 
для неоднородной системы (7). Тогда решение системы (7) можно записать в виде 

   2 2k k kf Cr g    , 0,3k  . Здесь C – константа, вероятности rk определены выше, а 
величины  2kg   являются частными решениями неоднородной системы (7), удовле-

творяющими условию 
3

2

0

( ) 0k

k

g


  , т.е. 

  0 2 1 1 1 2 2 2 2 3 3 2 2 0( ) ( ) ( ) ( )g g g g r               , 

    1 0 2 1 2 1 1 0 1 2 0( ) ( )g g r r r             , 

 
2 2 2 0 2 2( ) ( )g g r      , 

3 3 2 0 2 1 2 3 1( ) ( ) ( )g g g r r            , 

 
3

2

0

( ) 0k

k

g


  . 

Решив последнюю систему, полученные величины  2kg   подставим в выражения 
для  2kf  , а затем в уравнение для нахождения величины κ2: 

  1 0 1 2 3 1 2 0 1 0f f f f f r r         . 

Таким образом, найденная асимптотика второго порядка показывает, что асимпто-
тическое распределение вероятностей числа  i t  заявок на орбите в рассматриваемой 
системе с ненадежным прибором является гауссовским с асимптотическим средним 

1   и дисперсией 2  . 

Заключение 

В предложенной работе была рассмотрена RQ-система M|M|1 с вызываемыми за-
явками и ненадежным прибором. Для исследования предложенной модели была по-
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строена система дифференциальных уравнений Колмогорова, решая которую в асимп-
тотическом условии большой задержки заявок на орбите, были найдены среднее и дис-
персия числа заявок на орбите. Определив гауссовскую плотность распределения веро-
ятностей с такими параметрами, мы получим распределение вероятностей числа заявок 
на орбите в RQ-системе с вызываемыми заявками и ненадежным прибором в асимпто-
тическом условии большой задержки заявок на орбите. 
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