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      .periodic(3) 

      .addHandler(event -> System.out.println( 
         "Message from periodic const event: " + 

            event.getActivateTime())) 

      .build(); 

 

После этого помещаем эти два события в провайдер, созданный ранее: 
 
eventProvider.add(randomPeriodic); 

eventProvider.add(constPeriodic); 

 

Остаѐтся только инициализировать модель созданным выше контекстом, добавить 
условие останова и запустить имитационную модель: 

 
SimulationModelImpl model = 

   new SimulationModelImpl(simulationContext); 

model.setStopCondition(new TimeStopCondition(10)); 
model.run(); 

Заключение 

В данной работе был представлен разработанный фреймворк дискретно-

событийного моделирования. В дальнейшем планируется доработка фреймворка, до-
бавление компонентов для имитационного моделирования систем и сетей массового 
обслуживания, создание удобного пользовательского интерфейса для быстрого кон-
струирования систем, добавление автоматизированного расчѐта необходимой статисти-
ки и вывода результатов. 
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Введение 

В настоящее время телекоммуникационные системы, такие как компьютерные, те-
лефонные сети, мобильная связь, call-центры, играют всѐ большую роль в нашей жиз-
ни. Отметим, что системы массового обслуживания являются адекватными математи-
ческими моделями вышеперечисленных реальных систем [1,2]. 

На данный момент есть много работ о моделировании различных телекоммуника-
ционных систем [3,4,5], но большинство из них не рассматривает возможность повтор-
ного обращения к прибору. Системы массового обслуживания с повторными вызовами 
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(RQ-системы) [6] как раз позволяют исследовать подобные системы. Исследования 

различных RQ-систем доступны для изучения в работах [7,8,9,10]. 

В данной статье рассматривается циклическая система с повторными вызовами. 
Для исследования используется метод асимптотического анализа [11], применение ко-
торого позволяет найти распределение вероятностей числа заявок на орбитах в таких 
системах. 

1. Математическая модель и постановка задачи 

Рассмотрим две RQ-системы (рис. 1). На вход каждой системы поступает простей-
ший поток событий с интенсивностью λn, 1,2n  . Заявки каждого потока формируют 
свою орбиту неограниченного объема. Один прибор обходит две RQ-системы в цикли-
ческом порядке, начиная с первой и заканчивая второй, потом цикл повторяется. Время 
нахождения прибора у n-й RQ-системы имеет экспоненциальную функцию распреде-
ления с параметром αn, 1,2n  . Если поступившая заявка входящего потока обнаружи-
вает прибор занятым или не подключенным, она мгновенно уходит на соответствую-
щую орбиту, где осуществляет случайную задержку в течение экспоненциального вре-
мени с параметром σn, 1,2n  , после которой вновь обращается к прибору. В течение 
этого времени прибор обслуживает заявки, которые поступают из входящего потока и с 
орбиты. Время обслуживания заявок имеет экспоненциальную функцию распределения 
с параметрами μn, 1,2n  . 

Если заявок на орбите к моменту прихода прибора нет или он обслужил все заявки, 
которые находились на орбите, и из входящего потока больше не поступили новые за-
явки, прибор все равно остается подключенным к RQ-системе, пока не истечет время 
подключения. Методом исследования циклической системы является ее декомпозиция 
и исследование систем с прогулками прибора. 

 

Рис. 1. Циклическая RQ-система 

1.1. Система с прогулками 

Для исследования циклической RQ-системы, перейдѐм к системе с прогулками 
(рис. 2). Переход к системе с прогулками, является одним из методов исследования 
циклических систем [12]. 

Рассмотрим RQ-систему с одним обслуживающим прибором и орбитой с неогра-
ниченным числом мест для ожидания. В систему поступает простейший поток заявок с 
интенсивностью λ. Система функционирует в циклическом режиме, цикл которой со-
стоит из двух последовательных интервалов. В течение первого интервала прибор об-
служивает заявки, которые поступают из входящего потока с экспоненциальной функ-
цией распределения c параметром μ. Если поступившая заявка из входящего потока 
обнаруживает прибор занятым, она мгновенно уходит на орбиту, где осуществляет 
случайную задержку в течение экспоненциального времени с параметром σ, после ко-
торой вновь обращается к прибору. 

Если заявок на орбите нет к моменту начала этого интервала или прибор обслужил 
все заявки, которые на этом интервале находились на орбите, то прибор все равно оста-
ется в этом режиме, ожидая прихода заявок. От момента окончания этого интервала 
прибор уходит на «прогулку», в течение второго интервала указанного цикла. Во время 
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прогулки, пришедшие в систему, заявки накапливаются на орбите и ждут, когда прибор 
вернется на обслуживание. 

Пусть продолжительности этих интервалов случайные и определяются экспонен-
циальными функциями распределения с параметрами α1 и α2 соответственно. Будем 
рассматривать системы без дообслуживания заявок. Когда прибор уходит на прогулку, 
недообслуженная заявка уходит обратно на орбиту. 

Найдем распределение вероятностей числа заявок на орбите в момент времени t в 
системе с прогулками прибора, тем самым определим распределение вероятностей чис-
ла заявок на орбите в выделенной первой подсистеме циклической RQ-системы. 

 

Рис. 2. RQ-система с прогулками прибора 

1.2. Система дифференциальных уравнений Колмогорова 

Обозначим  i t  – число заявок на орбите в момент времени t,  k t  – состояние 
прибора: 0 – свободен, 1 – прибор обслуживает заявку, 2 – прибор на прогулке. 

Рассмотрим двумерный Марковский процесс     ,k t i t , для распределения веро-

ятностей     ,
k k

P i t P i t i   которого составим систему дифференциальных уравне-
ний Колмогорова: 
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 (1) 

Систему (1) запишем в стационарном режиме: 
  1 0 1 2 2( ) ( ) ( ) 0i P i P i P i       , 

  1 1 0 0 1( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) 0P i P i i P i P i           , 

  2 2 1 1 1 0 2( ) ( 1) ( ) ( 1) 0P i P i P i P i         . 

1.3. Метод частичных характеристических функций 

Введем частичные характеристические функции: 
0

( ) ( )jui

k k

i

H u e P i




 , 0,2k  . По-

лучим систему уравнений для частичных характеристических функций: 
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 (2) 

Просуммируем уравнения системы (2): 

  0 1 1 2( ) ( ) ( ) 0ju
e j H u H u H u
       . (3) 
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Систему (2)–(3) будем решать асимптотическим методом в предельном условии 
0 . 

1.4. Асимптотика первого порядка 

Обозначим    и выполним в (2) и (3) замены: 
 u w  , ( ) ( , )k kH u F w  , 0,2k  . (4) 

Запишем систему уравнений для функций  ,kF w  : 
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Устремим 0  и получим систему: 
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решение которой будем искать в виде: 
 ( ) ( )k kF w r w  , (6) 

где rk – распределение вероятностей состояний прибора. Подставим выражение (6) в 
систему (5) и разделим полученную систему на ( )w : 
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Так как отношение ( )
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 не зависит от w, то скалярная функция ( )w  имеет вид 

1( ) exp{ }w jw   , тогда
1

( )

( )

w
j

w


 


. Подставим это значение в систему (7): 
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Учитывая условие нормировки для распределения rk, 0,2k  : 0 1 2 1r r r   , полу-
чим систему уравнений: 
  1 0 0 1 1 2 2 0r r r r        , 

  1 1 0 0 1 0r r r      , 
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 2 2 1 1 1 0 0r r r    , 

  0 1 1 1 2 0r r r       , 

 0 1 2 1r r r   . 

Решим данную систему: 

 1
2

1 2

r



  

, 
 

2 2 1
0

1 2

r
  


   

, 
1r





, 
2 2 2

1 1 2 1 2 1
1

2 2 1

          
 

  
, (9) 

(9) – решение данной системы. 
1.5. Асимптотика второго порядка 

В системе уравнений (4)–(5) сделаем замены: (2)

1( ) exp ( )k k

u
H u j H u

    
, получим 

систему: 

 

 

    
  

 

(2)
(2) (2) (2)0

1 1 0 1 2 2

(2)
(2) (2) 0

1 1 1 0

(2) (2) (2)

2 2 1 1 1 0

(2)
(2) (20

1 0 1 1

( )
( ) ( ) ( ) 0,

( )
1 e ( ) e ( ) e 0,

1 e ( ) e ( ) ( ) 0,

( )
e ( ) e

ju ju ju

ju ju

ju ju

dH u
H u j H u H u

du

dH u
H u H u j

du

H u H u H u

dH u
H u j H

du

 

 

           

             

         

       ) (2)

2( ) ( ) 0.u H u  

 (10) 

Обозначим 2    и в системе (10) сделаем замены: u w  , (2) (2)( ) ( , )k kH u F w  , 

0,2k  , получим систему уравнений: 

  
(2)

(2) (2) (2)0
1 1 0 1 2 2

( , )
( , ) ( , ) ( , ) 0

F w
F w j F w F w

w

 
              


, 

     
(2)

(2) (2) 0
1 1 1 0

( , )
1 e ( , ) e ( , ) e 0j w j w j w F w

F w F w j
w

      
             


, 

    (2) (2) (2)

2 2 1 1 1 01 e ( , ) e ( , ) ( , ) 0j w j w
F w F w F w

           , 

  
(2)

(2) (2) (2)0
1 0 1 1 2

( , )
e ( , ) e ( , ) ( , ) 0j w j w F w

F w j F w F w
w

     
            


. 

В полученную систему подставим разложение: 
   (2) 2

2( , ) ( )k k kF w w r j wf O      , получим систему уравнений: 
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,
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d w
r r r w j r
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j w f f f w O

r r r w

d w
j w f r r f j r O
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r r r w

j w f r r f f w O


            

             
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              

   

    
0 1 1 1 2 2

22
1 0 1 0 1 1 2 2 0

( )
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( ) .

r r r w

d w
j w r f f f w j r O
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        


               

 (11) 
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В систему (11) подставим (8), получим: 
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d w
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j w f r r f f w O

d w
j w r f f f w j r O
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
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
                

             


              

 (12) 

В системе (12) разделим уравнения на jεw и устремим 0 , имеем: 
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2
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2
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( )
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( )

0,

( )
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( )

w
f f f r

w w

w
f r r f r

w w

f r r f f

w
r f f f r

w w


          




             


          


          



 (13) 

Так как отношение 2

2

( )

( )

w

w w




 не зависит от w, то скалярная функция 
2( )w  имеет 

вид 
 2

2 2( ) exp
2

jw
w

     
  

, тогда 2
2

2

( )

( )

w

w w


 


. Подставим это значение в систему 

(13): 

 

 
   

 

1 1 0 1 2 2 0 2

1 0 1 1 0 1 0 2 1

1 0 1 1 2 2 2 1 1

1 0 1 1 2 2 0 1 0

,

,

,

.

f f f r

f f r r r

f f f r r

f f f r r

          

            

         

          

 (14) 

Система (14) – неоднородная система линейных алгебраических уравнений для fk, 

0,2k  . Определитель матрицы коэффициентов системы равен 0, при этом ранг расши-
ренной матрицы равен рангу матрицы коэффициентов, т.е. система совместна и имеет 
множество решений. 

Рассмотрим однородную систему уравнений (8) и неоднородную систему (14). 

Сравнивая эти системы, можно увидеть, что система (8) является однородной системой 
для неоднородной системы (14). Тогда решение системы (14) можно записать в виде 

   2 2k k kf Cr g    , 0,2k  , где C – константа, вероятности rk определены выше, а 
величины  2kg   являются частными решениями неоднородной системы (14), которое 

удовлетворяет условию  
2

2

0

0k

k

g


  , т.е. 
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,
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,

( ) 0.k

k

g g g r

g g r r r

g g g r r

g g g r r

g


             

              

            

             

 

 (15) 

Решив систему (15), полученные величины  2kg   подставим в выражения для 

 2kf  , а затем в уравнение для нахождения величины κ2: 

 1 0 1 1 2 0 2 0 1f f f r r         . Из последнего уравнения мы найдем величину κ2. 

Заключение 

В данной работе ставилась задача нахождения распределения вероятностей числа 
заявок на орбите в выделенной подсистеме с повторными вызовами в циклической си-
стеме. Задача решена классическим методом «систем с прогулками прибора». Получе-
но распределение вероятностей числа заявок на орбите в системе с прогулками прибора 
методом асимптотического анализа. Найденное асимптотическое распределение веро-
ятностей числа  i t  является гауссовским с асимптотическим средним 

1   и диспер-
сией 

2  . Определив гауссовскую плотность распределения вероятностей с этими 
параметрами мы получим распределение вероятностей числа заявок на орбите в RQ-

системе с прогулками прибора в асимптотическом условии большой задержки заявок 
на орбите. Найденное распределение позволяет выполнить исследование числа заявок 
на орбите в циклических системах с двумя входящими потоками, в которых время про-
гулки прибора от одной очереди равно продолжительности периода занятости прибора 
обслуживанием заявок второй пары потока и орбиты. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Alexandre Deslauriers. Markov chain models of a telephone call center with call blending / Alexandre De-

slauriers, Pierre L’Ecuyer, Juta Pichitlamken [et al.]. // Computers & operations research. – 2007. – Vol. 34, no. 6. – P. 

1616–1645. 

2. Gilmore Audrey. Call centres: how can service quality be managed? / Gilmore Audrey, Moreland Lesley. // Irish 
Marketing Review. – 2000. – Vol. 13, no. 1. – P. 3. 

3. Гнеденко Б.В. Введение в теорию массового обслуживания / Б. В. Гнеденко, И. Н. Коваленко. – M.: 

Наука, 1987. – 336 с. 
4. Назаров А.А. Теория массового обслуживания: [учебное пособие по специальностям 010200 

(010501)"Прикладная математика и информатика 061800 (080116)"Математические методы в экономике"]. / А. А. 
Назаров, А. Ф. Терпугов. – Томск: Изд-во НТЛ, 2010. – 228 c. 

5. Хинчин А.Я. Работы по математической теории массового обслуживания. / А. Я. Хинчин. – Москва, 
1963. – Т. 236. 

6. Artalejo Jesus` R. Retrial Queueing Systems: A Computational Approach / Artalejo Jesus` R., Gomez-Corral´ 
Antonio. – Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2008. – 318 с. 

7. Пауль С.В. Анализ RQ-системы M/GI/GI/1/1 с вызываемыми заявками, ненадежным прибором и дооб-
служиванием прерванных заявок // Информационные технологии и математическое моделирование (ИТММ-2018) 
: материалы XVII Международной конференции имени А. Ф. Терпугова, 10-15 сентября 2018 г. / С. В. Пауль, А. А. 
Назаров. – Томск, 2018. – С. 139-145. 

8. Назаров А.А. Асимптотический анализ RQ-системы с N типами вызываемых заявок в предельном усло-
вии большой задержки заявок на орбите // Вестник Томского государственного университета. Серия: Управление, 
вычислительная техника и информатика / Назаров А. А., Пауль С. В., Лизюра О. Д. – Томск, 2019. – С. 13–20. 

9. Назаров А.А. Исследование RQ-системы M|M|1|1 с вызываемыми заявками методом асимптотически-
диффузионного анализа // Распределенные компьютерные и телекоммуникационные сети: управление, вычисле-
ние, связь (DCCN2019) / А. А. Назаров, С. В. Пауль, О. Д. Лизюра. – Томск, 2019. – С. 148-155. 

10. Лизюра О.Д. Асимптотический анализ RQ-системы MMPP|M|1 с N типами вызываемых заявок в усло-
вии предельно редких изменений состояний входящего потока // Математическое и программное обеспечение 
информационных, технических и экономических систем / О. Д. Лизюра, А. А. Назаров, С. В. Пауль. – Томск, 2019. 
– С. 241-246. 



 277 

11. Лопухова С.В. Асимптотические и численные методы исследования специальных потоков однородных 
событий : дис. . . . канд. наук / С. В. Лопухова. – Том. гос. ун-та, 2008. – 167 с. 

12. Назаров А.А. Исследование системы массового обслуживания с "прогулками" прибора, управляемой Т-

стратегией // Теория вероятностей, случайные процессы, математическая статистика и приложения : материалы 
Международной научной конференции, посвященной 80-летию профессора, доктора физико-математических наук 
Геннадия Алексеевича Медведева, Минск, 23-26 февраля 2015 г. / А. А. Назаров, С. В. Пауль. – Минск, 2015. – 202-

207 с. 
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Введение 

В настоящее время теория массового обслуживания является обширной областью 
для проведения исследований. Она очень востребована во многих областях науки и 
продолжает стремительно развиваться. 

Чтобы получить представление о случайных процессах, протекающих в системах 
массового обслуживания, прибегают к их моделированию. Особой популярностью об-
ладают модели call-центров с повторными звонками. Повторные звонки – это повтор-
ные обращения к оператору. Системы с повторными звонками называются системами с 
орбитой (RQ-системы) [1]. 

Однако сall-центры занимаются не только приемом входящих звонков от клиентов, 
но и производят исходящие вызовы с целью рекламы, проведения опросов или анкети-
рования (вызываемые заявки). RQ-системы с вызываемыми заявками впервые упомя-
нул Фалин [2]. Такие модели очень популярны в виду их гибкости. 

Немало работ посвящено исследованию RQ-систем с вызываемыми заявками: в ра-
боте [3] разрабатывают рекуррентный алгоритм для нахождения распределения веро-
ятностей числа заявок на орбите, в [4] исследование проводится методом векторно-

матричной алгебры. 
В данной статье рассматриваются RQ-системы с вызываемыми заявками вида 

M|M|1|1. Исследование проводится с помощью метода асимптотического анализа [5] 

при условии большой задержки заявок на орбите, который позволяет найти характери-
стики системы. 

1. Описание математической модели и постановка задачи 

Рассмотрим систему с повторными вызовами (RQ-систему) с одним обслуживаю-
щим прибором, на вход которой поступает простейший поток заявок с интенсивностью 
λ (рис. 1). Если прибор свободен, то поступившая заявка встает на прибор и обслужива-
ется в течение экспоненциально-распределенного времени с параметром µ1. Если заяв-
ка застает прибор занятым, она мгновенно отправляется на орбиту, где после случайной 
экспоненциально-распределенной задержки с параметром σ снова пытается встать на 
прибор. Когда прибор свободен, он может вызывать заявки извне с интенсивностью α, 
которые обслуживаются в течение времени, распределенного по экспоненциальному 
закону с параметром µ2. 
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