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Аннотация

Рассматривается математическая модель бесконечнолинейной системы 
массового обслуживания с входящим пуассоновским потоком с интенсивно
стью, зависящей от числа занятых приборов. Дисциплина обслуживания 
определяется тем, что заявка занимает любой из свободных приборов в 
системе, на котором выполняется ее обслуживание в течение случайного 
времени, распределенного по экспоненциальному закону. Методом произво
дящих функций определены выражения для вероятностных характеристик 
числа занятых приборов в системе в стационарном режиме. Получена про
изводящая функция рассматриваемого случайного процесса, имеющая вид 
производящей функции случайной величины, имеющей отрицательное би
номиальное распределение вероятностей.

Ключевые слова: система массового обслуживания, переменная интен
сивность, метод производящих функций.

1. Введение

Современные приложения теории массового обслуживания включают иссле
дования математических моделей передачи данных в телекоммуникационных 
системах и компьютерных сетях связи. В связи с этим возникает необходимость 
рассмотрения систем массового обслуживания с изменяемыми параметрами 
функционирования, такими как интенсивность входящего потока, параметры 
обслуживания и другие [1-5].

В настоящей работе рассматривается математическая модель бесконечноли
нейной системы массового обслуживания с входящим пуассоновским потоком с 
интенсивностью, зависящей от числа занятых приборов.
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2. Математическая модель

Рассмотрим систему массового обслуживания, входящий поток которой явля
ется пуассоновским с интенсивностью вида A(i(t)) =  а +  b ■ i(t),  где b -  коэффи
циент, отражаю щ ий реакцию интенсивности входящего потока на количество 
заявок в системе, i(t) -  число занятых приборов в системе в момент времени t. В 
рамках данной работы рассматривается случай, когда b >  0. Дисциплина обслу
живания определяется тем, что заявка занимает любой из свободных приборов в 
системе, на котором выполняется ее обслуживание в течение случайного времени, 
распределенного по экспоненциальному закону с параметром ц. Ставится задача 
исследования вероятностных характеристик случайного процесса i(t).

3. Система дифференциальных уравнений Колмогорова

Д л я  распределения вероятностей рассматриваемого случайного процесса 
i(t) составим A t -  методом прямую систему диф ф еренциальны х уравнений 
Колмогорова. По формуле полной вероятности запишем равенства

Po(t +  A t) =  Po(t)(1 — а A t )  +  P i ( t ) ^ A t  +  o(At),

Pi (t +  A t) =  Pi (t)(1 — (a +  bi)A t)(1 — i ^ A t )  +  P i - i(t)[a  +  b(i — 1)]A t+

+P i+i(t)(i  +  1 )^A t +  o(A t), i >  1.

Система дифференциальных уравнений Колмогорова примет вид

dPo(t)
d t

=  —aPo(t) +  ^ P i( t) ,

dP i (t)
dt

= —(a +  bi +  ^ i ) P i (t) + (a — b +  bi)Pi - i ( t )  +  (i +  1)^P i+ i(t), i >  1. (1)

4. Метод производящих функций

Производящая функция определена в виде

F  (z , t )  = ^  z i Pi (t).
i=0

Из системы диф ф еренциальны х уравнений Колмогорова (1) д ля  функций 
F ( z ,t )  получаем линейное дифференциальное уравнение в частных производных 
первого порядка

d F  (z , t )  ^  ,,, Nid F  (z ,t)  , N-п/ ч
— [(z — 1)(bz — ц)] — ------ =  a(z — 1)F (z, t ) .

dt dz (2)
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Д ля (2) запишем систему дифференциальных уравнений вида

dt dz dF  (z, t)
(3)1 (z — 1)(^ — bz) a(z — 1 )F  ( z , t ) ’

Найдем два первых интеграла этой системы. Один из них найдем из уравнения

dz
dt = 

dt = —

(z — 1)(р — bz) ’ 

dz

—b(z — 1)1 z — ^

bdt =
dz A dz  B d z

+
(z — 1) ( z  — l ) - z  — 1 ' z — f

Коэффициенты A  и B  находим методом неопределенных коэффициентов

A =

B =

1

z — ^
1

b

Следовательно,

bdt  =

z 1

bdz

z=1 b — ^

b
b — ^

b

bdz
(z — 1)(b — ^ ) (b — ^)  ĵ z —

или

— (b — ^ )d t  =
dz dz

z  — 1 ^
z  b

Интегрируя, получаем

z 1
— (b — ^ ) t  =  I n ------Д — In C 1,

z b
откуда получаем выражение для Ci

Ci =  e {b- F)t z  — 1 

z b
(4)
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Второй интеграл найдем из уравнения

dz dF (z ,t )
(z — 1)(^ — bz) a(z  — 1 )F  ( z , t ) ’

откуда получаем выражение

_a
F ( z ,t )  =  C 2 (z  — 0  - b  . (5)

П одставляя выражение (4), общее решение уравнения (5) можно записать 
следующим образом

F ( z , t )  = Ф | е (ь- )̂* I (z  — - b (6)

где Ф(х) -  произвольная диф ф еренцируем ая ф ункция. У читы вая начальные 
^i=0 'условия F (z , 0) ^  ^ °=Q z iPi (0) = 1, имеем

1 =  Ф 1 ^ — 1  I ( z  — ^ ) " a = Ф  (1  +  ^  —-1
z — т, z  -  ь

z  — г -  b

откуда

Ф(х) =  ( -т
^  ^  b

^  — 1

Подставляя полученное выражение в (6), получаем вид производящей функ
ции

F (z , t) = I  — 1

e {b- F)t z  — 1

z т

1

z — ^  bо.

a

Т__

(z — 1)(e(b - )̂* — 1) +  1  — 1

(7)
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5. Математическое ожидание и дисперсия числа заявок в СМО

Используя свойства производящих функций, найдем математическое ожида
ние и дисперсию числа заявок в исследуемой СМО.

Имеем для математического ожидания

m i (t) =
dF(z ,  t)

dt z=1

d F  (z, t)
d t

r(teb -^ -  1 ^ ^  -  l )

+  (z -  1)(teb-^ -  1) -  l ) a + 1 '

При z =  1 получим

m i(t)  =
dF(z ,  t)

m2(t) =

dt  z =1

d2F  (z , t )
d2t

_  a(teb- ^  -  1) 
^  -  b

+  m i(t) ,
z=1

a Л  /  ̂
d 2 F (z ,t)  a (teb--  -  1) ^ b  +  ^  ( I  -  1

d2t
b [ ^  +  (z -  1)(teb-^ -  1) -  1)

i+2-

При z  =  1 получим

d 2F  (z ,t)
d 2t 

m 2 (t) =

a(teb-^ -  1)2 ( a  +  1 )

z=1 Сд -  b)2

d 2F  (z ,t)
d  2t

+  m1(t) =

(teb ^ -  1) ^ a  +  ^  +  a (teb ^ -  1)(д -  b)

z=1

a(

Дисперсия будет иметь вид

D  =  m 2(t) -  m1(t) =

(д -  b)2

(teb-^ -  1)(bteb-^ +  д  -  2b) 

^  '
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6. Характеристики системы в стационарном режиме

Рассмотрим стационарный режим функционирования системы. 
Выполняя предельный переход при t  —  ̂ те, получим

F  (z) = h  1

^  -  z
(8

Используя несложные математические преобразования, получим вид произ
водящей функции F  (z)

F  (z) =
1 -  z '

(9)

Ь
Обозначив — =  р, тогда (9) перепишем в виде 

р

F  (z) = 1 -  Р (10)
1 — zp^

Полученная производящая функция имеет вид производящей функции слу
чайной величины, имеющей отрицательное биномиальное распределение с пара- 

a b  b
м е т р а м ^ - ,  1 ----- . Величина 1 ------принимает значения от 0 до 1, так  как она

b р  р
имеет смысл вероятности. Отсюда следует, что b < р.

С помощью формулы (10) запишем выражения для математического ожида
ния и дисперсии числа заняты х приборов в рассматриваемой системе.

Имеем для математического ожидания числа заняты х приборов в системе

m i  =
d F  (z)

dz
b р

a

Р
z =l 1 — p 1 — b

р

m2(t) =
d2F  (z ,t)

d2t

a / a  Л

+  m i(t)  =  .
z=l (1 — p)2

Дисперсия будет иметь вид
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D  = m2(t) — m1(t) = bP
a

(1 — p)1 2 3 4 5
(1 — ^  )2

7. Заключение

В настоящей статье рассмотрена система массового обслуживания, входя
щий поток которой является пуассоновским потоком с интенсивностью вида 
^ (i( t))  =  a +  b ■ i(t). Получены математическое ожидание и дисперсия числа 
заявок в рассматриваемой системе в стационарном режиме. Производящая функ
ция рассматриваемого случайного процесса имеет вид производящей функции
случайной величины, имеющей отрицательное биномиальное распределение с

a b
п а р а м е т р а м ^ - , 1 ----- .

b ц
В дальнейш ем планируется провести подобные исследования д ля  случая 

b <  0, а такж е для систем с непуассоновскими входящими потоками и неэкспо
ненциальным обслуживанием, когда параметры входящего потока зависят от 
числа заявок, присутствующих в системе.
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