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В работах [1] и [2] А.В. Сычев и В.В. Асеев рассмотрели случаи устранимости
множеств при квазиконформных отображениях. В данной статье исследуются во-
просы устранимости различных множеств при ρ-квазиизометрических и δ-квази-
изометрических отображениях. Естественно, что результаты работ [1, 2] справед-
ливы для ρ- и δ-квазиизометрий, которые являются подклассами квазиконформ-
ных отображений. Однако, так как ρ- и δ-квазиизометрические отображения яв-
ляются строгими подклассами квазиконформных, то существует возможность по-
лучения более сильных результатов при их исследованиях. Например, в силу ре-
зультатов работ [1, 2] следует, что спрямляемые кривые, лежащие в пространст-
венной области, устранимы при квазиконформных отображениях, в частности и
при ρ-, δ-квазиизометриях этой области. Однако при ρ- и δ-квазиизометрических
отображениях спрямляемые кривые переходят в спрямляемые, что невозможно
при квазиконформных отображениях. Тем самым результаты работ [1, 2] для слу-
чая ρ- и δ-квазиизометрий существенно уточняются. Также в данной работе рас-
сматривается вопрос о распределении различных множеств при ρ- и δ-квазиизо-
метрических отображениях, что является естественным продолжением вопроса их
устранимости.

1. Основные понятия и обозначения

Пусть Rn, n ≥ 1 есть n-мерное евклидово пространство точек 1 2( , ,..., )nx x x x= .
Под областью D будем понимать ограниченный гомеоморф шара в Rn. Пусть

2 2 1/ 2

1
( , ) ( ( ))

n

i i
i

d x y x y
=

= −∑ есть евклидово расстояние между точками x и y в Rn.

Обозначим через ( , )nB x r  ( 1( , )nS x r− ) открытый шар (сферу) в Rn с центром в
точке x радиуса r > 0. Пусть A есть множество из Rn. Обозначим через А  евкли-
дово замыкание, через ∂A евклидову границу, через d(A) евклидов диаметр мно-
жества A в Rn.

1.1. Определение. Область D⊂ Rn назовем жордановой, если она гомеоморф-
на шару и ∂D гомеоморфна сфере из Rn.

1.2. Определение. Непрерывное отображение L:∆→D, где ∆ есть некоторый
отрезок из R1, назовем путем, или кривой, в области D.
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Пусть L:[a, b]→ Rn есть путь в Rn и a = t0 ≤ t1 ≤…≤ tk = b есть разбиение сегмента
[a, b].

1.3. Определение. Длиной l(L) пути L называется точная верхняя грань сумм

1
1

( ) ( )
k

i i
i

L t L t −
=

−∑  по всем разбиениям [a, b]. Если l(L) < ∞, то говорят, что путь L

спрямляем; если l(L) = ∞, то говорят, что путь L неспрямляем. Если путь L:[0,1)→
Rn полуоткрыт, то говорят, что он спрямляем, если 

1
lim ( ([0, ]))
t

l L t
→

 < ∞.

Для пути L:[0,1)→D через C(L,1) обозначим предельное множество отображе-
ния L в точке 1: ( ,1)b C L∈ ⇔ существует последовательность чисел tk→1, {tk} ⊂
[0, 1) такая, что L (tk) → b в евклидовой норме при k → ∞.

Определим в области D⊂ Rn следующие метрики: внутреннюю метрику Рима-
на – Александрова ρD(x, y), равную точной нижней грани длин кривых, лежащих в
D и соединяющих точки x, y из D; относительное расстояние Мазуркевича δD(x, y),
равное точной нижней грани евклидовых диаметров связных подмножеств облас-
ти D, содержащих точки x, y из D. Очевидно, что имеет место следующее соотно-
шение:

( , ) ( , ) ( , )D Dd x y x y x y≤ δ ≤ ρ , ,x y D∀ ∈ . (1)
Отсюда следует очевидное утверждение:
1.4. Утверждение. Если последовательность точек {xm} из D фундаментальна

по метрике ρD, то она одновременно фундаментальна по метрикам δD и d, причем
{xm} сходится в евклидовой метрике к некоторой точке b D∈ .

1.5. Определение. Гомеоморфизм :f D G→  называется δ-квазиизометрией,
если существует число [1, )K ∈ ∞ , такое, что

1 ( , ) ( ( ), ( )) ( , )D G DK x y f x f y K x y− δ ≤ δ ≤ δ , ,x y D∀ ∈ . (2)

Гомеоморфизм :f D G→  называется ρ-квазиизометрией, если существует
число [ )1,K ∈ ∞ , такое, что

1 ( , ) ( ( ), ( )) ( , )D G DK x y f x f y K x y− ρ ≤ ρ ≤ ρ , ,x y D∀ ∈ . (3)
В силу (1) очевидно, что любая δ-квазиизометрия одновременно является и ρ-

квазиизометрией. Отсюда следует, что любой результат о поведении ρ-
квазиизометрических гомеоморфизмов справедлив также и для класса δ-ква-
зиизометрий. Обратное утверждение, в общем случае, неверно.

1.6. Определение. Величины 
,

( ) sup ( , )D D
x y A

A x y
∈

ρ = ρ  и 
,

( ) sup ( , )D D
x y A

A x y
∈

δ = δ

назовем соответственно ρD-диаметром и δD-диаметром множества A.
Замечание 1. Из ограниченности области D следует, что ( ) ( )D D d Dδ ≤ < ∞ .

Тогда, очевидно, что δD-диаметр любого подмножества A D⊂  ограничен сверху
постоянной величиной, равной диаметру области D: ( ) ( )D A d Dδ ≤ . В общем слу-
чае ρD-диаметр ограниченной области D может быть бесконечным. Поэтому связ-
ное подмножество A, целиком лежащее в D, может иметь сколь угодно большой
ρD-диаметр. Следует отметить при этом, что неспрямляемая кривая γ может иметь
сколь угодно малый ρD-диаметр и, в частности, δD-диаметр.

Обозначим через [D]ρ пополнение области D⊂ Rn по метрике ρD, а через [D]δ –
пополнение D⊂ Rn по метрике δD.
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Обозначим ( , ) { , ( , ) }D DV x y D x yδ α = ∈ δ < α , ( , ) { , ( , ) }D DV x y D x yρ α = ∈ ρ < α .
Эти множества всегда связны в D.

1.7. Утверждение (см. [3]). Пусть :f D G→  есть ρ-квазиизометрия, тогда f

продолжается до гомеоморфизма : [ ] [ ]f D Gρ ρ→ . Аналогично, если :f D G→

есть δ-квазиизометрия, тогда f продолжается до гомеоморфизма : [ ] [ ]f D Gδ δ→ .

1. 8. Определение. Носителем элемента * [ ]b D λ∈  пополнения области D по

некоторой метрике λ называется множество * *( ) { , { } ,nI b b D x b= ∈∂ ∃ ∈  такие, что
b есть предельная точка { }}nx . В нашем случае за λ принимается одна из метрик
ρD, δD.

Заметим, что носителем элемента [D]ρ\D или [D]δ\D всегда является точка ∂D,
при этом одна и та же точка ∂D может быть носителем нескольких или даже бес-
конечно многих элементов пополнения [D]ρ и соответственно [D]δ .

1.9. Утверждение (см. [3]). Пополнение [D]ρ области D⊂ Rn по метрике ρD
присоединяет к D все точки ∂D, достижимые некоторым спрямляемым путем
из D.

1.10. Утверждение (см. [3]). Пополнение [D]δ области D по метрике δD при-
соединяет к D все точки ∂D, достижимые некоторым путем из D.

Введем на D дополнительно в рассмотрение метрику Хаусдорфа, определен-
ную на основе внутренних метрик ρD и δD:

( ), max{sup ( , ),sup ( , )}H D D
a A b B

r A B a B b Aδ

∈ ∈
= δ δ ,

( ), max{sup ( , ),sup ( , )}H D D
a A b B

r A B a B b Aρ

∈ ∈
= ρ ρ ,

где ,A B D⊂  – замкнутые относительно D подмножества D. Кроме того, введем
метрику Хаусдорфа в Rn, n ≥ 2:

( ), max{ sup ( , ), sup ( , )}H
a A b B

r A B d a B d b A
∈ ∈

= ,

где , nA B R⊂ .
Напомним некоторые понятия, связанные с топологическим пределом мно-

жеств (см.[4]).
1.11. Определение. Пусть {Am} есть последовательность некоторых множеств

Rn. Точка b принадлежит нижнему топологическому пределу последовательности
{Am}: m

m
b lt А

→∞
∈ , если любая окрестность точки b пересекается со всеми множе-

ствами Am, начиная с некоторого номера m. Точка b принадлежит верхнему топо-
логическому пределу последовательности {Am}: mm

b lt А
→∞

∈ , если любая окрест-

ность точки b пересекается с бесконечным числом множеств Am. Говорят, что
множество A является топологическим пределом последовательности {Am}:

mm
A lt А

→∞
= , если m mmm

lt А A lt A
→∞→∞

= = .

1.12.Теорема. (Обобщенная теорема Больцано – Вейерштрасса, см. [4].) Любая
последовательность подмножеств сепарабельного пространства содержит сходя-
щуюся топологически подпоследовательность (топологический предел которой
может быть пустым множеством).
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1.13. Теорема. (Теорема Зоретти, см. [4].) Во всяком компактном метрическом
пространстве топологический предел сходящейся последовательности связных
множеств есть связное множество.

Вопросы устранимости различных подмножеств областей D⊂ Rn при отобра-
жениях некоторого класса гомеоморфизмов является важным в теории функций и
ее приложениях. Для исследования этого вопроса будем пользоваться некоторыми
понятиями и результатами работ [1, 2].

1.14. Определение (см. [1]). Пусть α > 0 и E – множество из Rn. Рассмотрим
счетное покрытие {Ei}, i = 1, 2,…, множества E открытыми множествами Ei, таки-
ми, что d(Ei) < r, r > 0. Пусть ( ) inf ( )r

i
i

E d E α
αΛ = ∑ , где точная нижняя грань бе-

рется по всем таким покрытиям. Величина 
0 0

( ) lim ( ) sup ( )r r

r r
E E Eα α α

→ >
Λ = Λ = Λ  назы-

вается α-мерной мерой Хаусдорфа множества E.
1.15. Теорема (см. [1]). Если Е⊂ Rn, то мера Лебега связана с мерой Хаусдор-

фа следующим образом: ( ) 2 ( )n
n n nm E E−= Ω Λ  и 1 1( ) ( )m E E= Λ .

1.16. Следствие (см. [1]). Для всякого Е⊂ Rn mn(E) и Λn(E) обращаются в нуль
и бесконечность одновременно.

1.17. Определение. Множество E⊂ D называется устранимым, если ρ-квази-
изометрическое (δ-квазиизометрическое) отображение : \ nf D E R→  может быть
продолжено до ρ-квазиизометрического (δ-квазиизометрического) отображения

: nf D R→ . В частности, точка b∈D называется устранимой, если ρ-квази-

изометрическое (δ-квазиизометрическое) отображение : \{ } nf D b R→  может
быть продолжено до ρ-квазиизометрического (δ-квазиизометрического) отобра-
жения : nf D R→ .

2. Устранимость точки при квазиизометриях областей D⊂ Rn , n ≥ 2

Вначале рассмотрим плоский случай.
2.1. Теорема. Пусть D⊂ R2 – ограниченная гомеоморфная кругу область, точка

b∈D. Тогда любое ρ-квазиизометрическое с коэффициентом К в D \ {b} отобра-
жение 2: \{ }f D b R→  может быть единственным образом продолжено до ρ-квази-

изометрического в D отображения 2:f D R→ с тем же коэффициентом К,

{ }\D b
f f= .

Доказательство. Так как отображение 2: \{ }f D b R→  является ρ-квазиизо-
метрическим, то f по определению является гомеоморфизмом и, следовательно,

( \{ }) \f D b G E′=  есть двусвязная область, где E′ есть внутренняя компонента
связности дополнения f (D \{b}) в R2.

Покажем, что при выполнении условий теоремы E′  будет являться одното-
чечным множеством, то есть { }E b′ ′= , b G′∈ .

Пусть 2( , ) { , }S b r y R y b r= ∈ − = – окружности с центром в точке b радиуса
r > 0. Так как b – внутренняя точка D, то существует такое r0 > 0, что ( , )S b r D⊂ ,

0r r∀ < . Отметим, что длины окружностей l(S(b, r))=2πr → 0 при r → 0. Так как
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2: \{ }f D b R→  есть ρ-квазиизометрия, то в силу леммы 1.1.5 из [3] длина любой
кривой γ:[0,1)→D из D при отображении f удовлетворяет условию

1 ( ) ( ( )) ( )K l l f Kl− γ ≤ γ ≤ γ . Таким образом, для длин окружностей выполняется со-
отношение

( ( ( , ))) ( ( , )) 2 .l f S b r Kl S b r K r≤ = π (4)

В силу гомеоморфности f очевидно, что множество E′  лежит внутри
замкнутой кривой f (S(b, r)). В силу (4), тогда при r → 0 получим
( ( ( , ))) 2 0l f S b r K r≤ π → . Исходя из этого, евклидов диаметр d(f(S(b, r)))→0 при

r → 0, то есть кривая ( ( , ))f S b r G⊂ , охватывая E′ , «стягивает» его в некоторую
точку b G′∈ . Таким образом, { }E b′ ′=  есть одноточечное множество, лежащее в

области G. Тогда, если положить ( )f b b′= , то, очевидно, отображение :f D G→
является гомеоморфным продолжением отображения f области D на область G,

{ }\D b
f f= .

Осталось доказать, что :f D G→  есть ρ-квазиизометрия с коэффициентом К.
Так как f есть ρ-квазиизометрическое отображение, то, по определению,

1 ( , ) ( ( ), ( )) ( , )D G DK x y f x f y K x y− ρ ≤ ρ ≤ ρ , , \{ }x y D b∀ ∈ .

Для доказательства ρ-квазиизометричности :f D G→  достаточно показать,
что

1 ( , ) ( ( ), ( )) ( , )D G DK x b f x f b K x b− ρ ≤ ρ ≤ ρ , \{ }x D b∀ ∈ ,

или, в силу того, что ( )f b b′= ,
1 ( , ) ( ( ), ) ( , )D G DK x b f x b K x b− ′ρ ≤ ρ ≤ ρ . (5)

Выберем последовательность точек { } : , \{ }n n nx D x b x D b⊂ → ∈ . Тогда
1 ( , ) ( ( ), ( )) ( , )D n G n D nK x x f x f x K x x− ρ ≤ ρ ≤ ρ .

Так как x ≠ b и \{ }nx D b∈ , то ρ-квазиизометрии f и f  совпадают в этих точ-

ках, то есть выполняется ( ) ( )f x f x= , ( ) ( )n nf x f x= . Таким образом,

 1 ( , ) ( ( ), ( )) ( , )D n G n D nK x x f x f x K x x− ρ ≤ ρ ≤ ρ .

Очевидно, что если xn → b, то ( ) ( ) ( )n nf x f x b f b′= → = . Тогда при n → ∞, ис-
пользуя теорему о предельном переходе из анализа, получим (5). Таким образом,
теорема доказана.

Так как в окрестности точки b∈D метрики ρD и δD совпадают, то следующее
утверждение является следствием теоремы 2.1.

2.2. Теорема. Пусть D⊂ R2 – ограниченная гомеоморфная кругу область, точка
b∈D. Тогда любое δ-квазиизометрическое с коэффициентом К в D \ {b} отобра-
жение 2: \{ }f D b R→  может быть единственным образом продолжено до δ-квази-

изометрического в D отображения 2:f D R→ с тем же коэффициентом К,

{ }\D b
f f= .
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Обобщим теоремы 2.1 и 2.2 для случая D⊂ Rn, n ≥ 3.
2.3. Теорема. Пусть D⊂ Rn – ограниченная гомеоморфная шару область, точка

b∈D. Тогда любое ρ-квазиизометрическое (δ-квазиизометрическое) с коэффици-
ентом К в D\{b} отображение : \{ } nf D b R→  может быть единственным образом
продолжено до ρ-квазиизометрического (δ-квазиизометрического) в D отображе-
ния : nf D R→ с тем же коэффициентом К, 

{ }\D b
f f= .

Доказательство. Очевидно, что доказательство теоремы достаточно провести
лишь для случая ρ-квазиизометрии.

Так как отображение : \{ } nf D b R→  является ρ-квазиизометрическим, то f по
определению является гомеоморфизмом и, следовательно, ( \{ }) \f D b G E′=  есть
двусвязная область, где E′ есть внутренняя компонента связности дополнения f
(D \{b}) в Rn. Покажем, что при выполнении условий теоремы E′  будет яв-
ляться одноточечным множеством, то есть { }E b′ ′= , b G′∈ .

Обозначим через Bn(b, r) открытый шар в Rn с центром в точке nb D R∈ ⊂  ра-
диуса r > 0, Sn−1(b, r) – сферу в Rn: Sn−1(b, r) = ∂Bn(b, r). Пусть 1( ( , )) ( )nf S b r A r− = .

Рассмотрим произвольные отрезки ( , ] ( , )nb y B b r⊂ , 1( , )ny S b r−∈ , которые пред-
ставляют собой радиусы шара Bn(b, r). Эти отрезки при отображении f переходят,
в силу его ρ-квазиизометричности, в спрямляемые кривые γ(b, r)=f ((b, y]), длины
которых в силу леммы 1.1.5 из [3] не больше Kr. Отсюда sup ( (( , ])) 0D f b yρ →
при r → 0, следовательно , евклидов диаметр d(A(r)) → 0 при r → 0. Таким обра-
зом, множество ( )A r G⊂  «стягивается» в точку, то есть ( )A r b G′→ ∈ . Следова-
тельно, { }E b′ ′=  есть одноточечное множество, лежащее в области G. Полагая

( )f b b′= , получим, что отображение : nf D G R→ ⊂  является единственным го-

меоморфным продолжением отображения f области D на область G, 
{ }\D b

f f= .

Осталось доказать, что : nf D G R→ ⊂  есть ρ-квазиизометрия с коэффициен-
том К. Так как f есть ρ-квазиизометрическое отображение, то, по определению,

{ }, \x y D b∀ ∈  1 ( , ) ( ( ), ( )) ( , )D G DK x y f x f y K x y− ρ ≤ ρ ≤ ρ . Для доказательства

ρ-квазиизометричности : nf D G R→ ⊂  достаточно показать, что
1 ( , ) ( ( ), ( )) ( , )D G DK x b f x f b K x b− ρ ≤ ρ ≤ ρ ,

какова бы ни была точка \{ }x D b∈ , или, в силу того, что ( )f b b′= ,
1 ( , ) ( ( ), ) ( , )D G DK x b f x b K x b− ′ρ ≤ ρ ≤ ρ .

Выберем последовательность точек { } : , \{ }n
n n nх D R x b x D b∈ ⊂ → ∈ . Тогда

1 ( , ) ( ( ), ( )) ( , )D n G n D nK x x f x f x K x x− ρ ≤ ρ ≤ ρ .

Так как x ≠ b и { }\nx D b∈ , то ρ-квазиизометрии f и f  совпадают в этих точках,

то есть выполняется ( ) ( )f x f x= , ( ) ( )n nf x f x= . Таким образом,
1 ( , ) ( ( ), ( )) ( , )D n G n D nK x x f x f x K x x− ρ ≤ ρ ≤ ρ .
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Очевидно, что если xn → b, то ( ) ( ) ( )n nf x f x b f b′= → = . Тогда при n→∞, исполь-
зуя теорему о предельном переходе из анализа, получим

1 ( , ) ( ( ), ) ( , )D G DK x b f x b K x b− ′ρ ≤ ρ ≤ ρ .
Теорема доказана.

3. Квазиизометрии областей D⊂ Rn , n ≥ 2,
с бесконечным множеством выколотых точек,
имеющих одноточечное предельное множество

В случае квазиконформных отображений вопрос о распределении бесконечно-
го множества выколотых точек в образе является достаточно сложным. В случае
же ρ-квазиизометрий и δ-квазиизометрий вопрос об этом распределении решается
по существу, то есть имеют место следующие теоремы, описывающие всевоз-
можные ситуации.

Рассмотрим сначала ситуацию, когда последовательность выколотых точек
сходится к внутренней точке области.

3.1. Теорема. Пусть D⊂ Rn – ограниченная гомеоморфная шару область, {bn} –
последовательность точек из D, nb b D→ ∈ , { } { }nE b b= ∪  и пусть : \ nf D E R→
есть ρ-квазиизометрическое (δ-квазиизометрическое) отображение. Тогда отобра-
жение f может быть продолжено до ρ-квазиизометрического (δ-квазиизо-
метрического) отображения : nf D R→ , то есть множество E является устрани-

мым, причем в образе ( )G f D=  последовательность точек ( )nf b  фундаменталь-
на по метрике ρG (δG) и сходится к внутренней точке области G.

Доказательство. Так как {bn} сходится к внутренней точке области D, в окре-
стности которой метрики ρD и δD совпадают, то доказательство достаточно про-
вести для случая ρ-квазиизометрии. Так как область D содержит множество

{ } { }nE b b= ∪ , а точки {bn} являются в E изолированными, то, в силу теоремы 2.3,

отображение : \ \f D E G E′→  продолжается до ρ-квазиизометрии :f D G→ , то
есть точки {bn} являются устранимыми. Так как bn → b D∈ , то {bn} – фундамен-
тальна по метрике ρD в D. Очевидно, что последовательность точек из D, фунда-
ментальная по метрике ρD, при ρ-квазиизометрии :f D G→  переходит в после-

довательность точек ( )n nf b b′= , фундаментальную по метрике ρG. Поэтому

nb b G′ ′→ ∈  и ( )f b b′= . Таким образом отображение : \ \f D E G E′→ , где

{ } { }nE b b′ ′ ′= ∪ , продолжается до ρ-квазиизометрии : nf D R→ , и теорема дока-
зана.

Рассмотрим теперь ситуацию, когда последовательность выколотых точек
сходится к точке границы области. Пусть D⊂ Rn – ограниченная гомеоморфная
шару область, bn → b D∈∂  – последовательность точек из D, сходящаяся в евкли-
довой метрике к точке границы области D, E={bn} и : \ nf D E R→  есть ρ-квази-
изометрическое (δ -квазиизометрическое) отображение.

В нашем случае возможны следующие случаи.
(i ) Пусть{bn} – фундаментальная по метрике ρD последовательность точек из

D, bn → b D∈∂ .
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Тогда, в силу изолированности точек {bn} в E, по теореме 2.3 они являются
устранимыми и, так как точка b лежит на границе области ∂D, то вопрос о ее уст-
ранимости не возникает. Поэтому рассмотрим вопрос только о распределении об-
разов bn при отображении f  в области ( )G f D= . Очевидно, что если последова-

тельность точек {bn} из D фундаментальна по метрике ρD, :f D G→  по теореме

2.3 является ρ-квазиизометрией, то последовательность точек { ( )}n nb f b G′ = ⊂
также фундаментальна в G по метрике ρG и сходится к точке границы области G:

nb b G′ ′→ ∈∂ .

Из анализа известно, что ρ-квазиизометрия :f D G→  продолжается до го-

меоморфизма : [ ] [ ]f D Gρ ρ→  [3, п.1.3]. При этом носитель I(x*) любого элемента

[ ]x D∗
ρ∈  является одноточечным множеством на ∂D: I(x*) ={b}, b D∈∂  и,

если { }nb x∗∈ , то d(bn, b)→0 при n → ∞.

Пусть наша последовательность { }nb x∗∈ , тогда :f x y∗ ∗→  и ( )n nb f b′ = →

( )y f x∗ ∗= , ( )nb b I y∗′ ′→ = . Таким образом, справедливо следующее утверждение.
3.2. Теорема. Пусть D⊂ Rn – ограниченная гомеоморфная шару область, {bn} –

фундаментальная по метрике ρD последовательность точек из D, сходящаяся в
евклидовой метрике к точке b границы области ∂D, E={bn} и : \ nf D E R→  есть
ρ-квазиизометрия. Тогда отображение f может быть продолжено до ρ-квази-
изометрического отображения : nf D R→ , то есть множество E является устра-

нимым, причем в образе ( )G f D=  последовательность точек ( )nf b  является
фундаментальной по метрике ρG и сходится к точке границы ∂G. Кроме того,

[ ]{ }nb x D∗
ρ→ ∈ , ( ) ( )nf b y f x∗ ∗→ = , где : { } { }f D x G y∗ ∗∪ → ∪  есть гомео-

морфизм.
В случае δ-квазиизометрии, если последовательность точек {bn} фундамен-

тальна по метрике δD и лежит на некоторой спрямляемой кривой γ:[0,1)→D, пре-
дельное множество которой есть точка b D∈∂ , bn → b, то, очевидно, что последо-
вательность точек {bn} фундаментальна и по метрике ρD и данная ситуация сво-
дится к теореме 3.2. Если же последовательность точек {bn} фундаментальна по
метрике δD, bn → b D∈∂ , но {bn} лежит на неспрямляемой кривой Γ:[0,1)→D,
оканчивающейся в точке b D∈∂ , то по лемме 1.3.9 из [3] Γ:[0,1)→D перейдет в
такой же путь : [0,1)f G′Γ = Γ → , оканчивающийся в точке b G′∈∂ , ( )b f b′ = .
Таким образом, можно сформулировать следующее утверждение:

3.3. Теорема. Пусть D⊂ Rn – ограниченная гомеоморфная шару область, {bn} –
фундаментальная по метрике δD последовательность точек из D, лежащая на
спрямляемой кривой γ:[0,1)→D (лежащая на неспрямляемой кривой Γ:[0,1)→D) и
сходящаяся к точке b границы области ∂D, E={bn} и : \ nf D E R→  есть
δ-квазиизометрия. Тогда отображение f может быть продолжено до δ-ква-
зиизометрического отображения : nf D R→ , то есть множество E является уст-

ранимым, причем в образе ( )G f D=  последовательность точек ( )nf b  является
фундаментальной по метрике δG, лежит на спрямляемой кривой
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: [0,1)f G′γ = γ →  (лежит на неспрямляемой кривой : [0,1)f G′Γ = Γ → ) и

сходится к точке границы ∂G. Кроме того, { } [ ]nb x D∗
δ→ ∈ , ( ) ( )nf b y f x∗ ∗→ = ,

где : { } { }f D x G y∗ ∗∪ → ∪  есть гомеоморфизм.
(ii) Пусть {bn} не является фундаментальной по метрике ρD последовательно-

стью точек из D и, кроме того, никакая ее подпоследовательность также не явля-
ется фундаментальной по метрике ρD, bn → b D∈∂ .

Очевидно, что по теореме 2.3 множество E={bn} является устранимым.
Так как {bn} не является фундаментальной по метрике ρD вместе с любой
своей подпоследовательностью, то можно считать, не ограничивая общности, что

( , ) 0D n mb bρ ≥ α > , n m∀ ≠ . Тогда по формуле (3) получим 1 ( , )D n mK b b− ρ ≤

( ( ), ( ))G n mf b f b≤ ρ  или, учитывая ( )n nb f b′ = , 1( , ) 0G n mb b K −′ ′ρ ≥ α > , n m∀ ≠ . Та-

ким образом, последовательность ( )n nb f b′ =  в образе ( )G f D=  также не являет-
ся фундаментальной по ρG. Исходя из этого и учитывая, что bn → b D∈∂ , очевид-
но, что любой путь Γ:[0,1)→D, содержащий {bn} и оканчивающийся в точке
b D∈∂ , обязательно неспрямляем. Поэтому в образе ( )G f D=  точки ( )n nb f b′ =

также лежат на неспрямляемом пути : [0,1)f G′Γ = Γ → , для которого предель-
ное множество ( ,1)C ′Γ  либо одноточечно, либо представляет собой некоторый
невырожденный континуум на ∂G. Этот результат можно сформулировать сле-
дующим образом:

3.4. Теорема. Пусть D⊂ Rn – ограниченная, гомеоморфная шару область, {bn}
– последовательность точек из D, не являющаяся фундаментальной по метрике ρD
вместе с любой своей подпоследовательностью и сходящаяся к точке b границы
области ∂D, E={bn} и : \ nf D E R→  есть ρ-квазиизометрия. Тогда отображение f

может быть продолжено до ρ-квазиизометрического отображения : nf D R→ , то

есть множество E является устранимым, причем в образе ( )G f D=  последова-

тельность точек ( )nf b  не является фундаментальной по метрике ρG, лежит на не-
спрямляемой кривой, предельное множество которой либо одноточечно, либо
представляет собой некоторый невырожденный континуум.

(iii) Пусть последовательность точек {bn} из D не является фундаментальной
по метрике δD и, кроме того, никакая ее подпоследовательность также не является
фундаментальной по метрике δD, bn → b D∈∂ .

Очевидно, что по теореме 2.3 множество E={bn} является устранимым при δ-
квазиизометрии. Так как {bn} не является фундаментальной по метрике δD вместе
с любой своей подпоследовательностью, то можно считать, не ограничивая общ-
ности, что выполняется соотношение ( , ) 0D n mb bδ ≥ α > , n m∀ ≠ . Тогда по фор-

муле (3) получим 1 ( , ) ( ( ), ( ))D n m G n mK b b f b f b− δ ≤ δ  или, учитывая, что ( )n nb f b′ = ,
1( , ) 0G n mb b K −′ ′δ ≥ α > , n m∀ ≠ . Таким образом, последовательность ( )n nb f b′ =  в

образе ( )G f D=  также не является фундаментальной по метрике δD. Кроме того,
так как последовательность {bn} не лежит ни на какой кривой γ:[0, 1)→D, оканчи-
вающейся в точке границы, то предельное множество С(γ, 1) является невырож-
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денным континуумом на ∂D. Поэтому в образе ( )G f D=  точки ( )n nb f b′ =  лежат

на неспрямляемом пути : [0, 1)f G′γ = γ → , для которого предельное множество
( , 1)C ′γ  также является невырожденным континуумом на ∂G. Отсюда следует,

что предельное множество последовательности {bn} состоит из невырожденного
замкнутого подмножества ∂G, не являющегося обязательно континуумом на ∂G.
Этот факт можно сформулировать следующим образом:

3.5.Теорема. Пусть D⊂ Rn – ограниченная гомеоморфная шару область, {bn} –
последовательность точек из D, не являющаяся фундаментальной по метрике δD
вместе с любой своей подпоследовательностью и сходящаяся к точке b границы
области ∂D, E={bn} и : \ nf D E R→  есть δ-квазиизометрия. Тогда отображение f

может быть продолжено до δ-квазиизометрического отображения : nf D R→ , то

есть множество E является устранимым, причем в образе ( )G f D=  последова-

тельность точек ( )nf b  не является фундаментальной по метрике δG и лежит на
неспрямляемой кривой, для которой предельное множество не является одното-
чечным.

4. Квазиизометрии областей D⊂ Rn , n ≥ 2, с бесконечным множеством
выколотых точек, предельное множество которых образует континуум

Пусть {bn} – последовательность точек из D, предельным множеством которой
является связный континуум F⊂ D. Вопрос об устранимости любой точки bn из
множества точек {bn} и их распределении в образе рассмотрен в предыдущих
пунктах. Рассмотрим этот же вопрос по отношению к их предельному множеству
F⊂ D.

Исследуем сначала плоский случай, то есть когда D⊂ R2 – ограниченная го-
меоморфная кругу область, F⊂ D – предельное множество последовательности
точек {bn} из D, являющееся континуумом из D , и 2: \f D F R→  есть ρ-
квазиизометрическое отображение.

Так как F есть континуум, то мера Лебега Λ1(F) > 0. В силу результатов из [1]
множество F тогда не является, в общем случае, устранимым для квазиконформ-
ных и, в частности, для ρ-квазиизометрических отображений, заданных на D\F.
Так как { }nF b= , то для каждой точки b F∈  существует подпоследовательность
{ } { }

kn nb b⊂ , сходящаяся к точке b при k → ∞ в евклидовом смысле. Причем, в
силу теоремы 3.1, как сама последовательность {bn}, так и любая ее подпоследо-
вательность, в том числе и { }

knb , устранимы при ρ-квазиизометрических отобра-
жениях, заданных на D\{bn}. Однако, как следует из теоремы 13.2 из [1], в силу
неустранимости F в общем случае, точка b F∈  не является устранимой для ото-
бражения f. Эта ситуация существенно отличается от случая, когда F состоит из
единственной точки: { }

knb b F→ = , которая, как было показано выше, является
устранимой для f.

Таким образом, следующие ситуации, которые требуют рассмотрения, сводят-
ся к изучению поведения квазиизометрических отображений на D\F, где F
есть невырожденный континуум в R2, являющийся неустранимым. То есть в
дальнейшем будут рассмотрены ρ- или δ-квазиизометрические отображения
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: \ \f D F G F ′→ , которые могут быть продолжены до гомеоморфизма каких-то
пополнений областей D\F и \G F ′ .

Пусть F есть связный континуум, лежащий внутри области D, то есть d(F, ∂D)
> 0. Возможны две ситуации: либо F имеет внутренние точки, либо F не имеет
внутренних точек. Очевидно, при отображении f получим, что ( , ) 0d F G′ ∂ >  и
F G′ ⊂  есть невырожденный связный континуум в G, который может иметь
внутренние точки или не иметь их.

Пусть \D D F′ = , тогда F D′⊂ ∂  является граничной компонентой D′  и
возникает вопрос о продолжении f на границу области D′ . В общем
случае этот вопрос решается в [3]. Любое ρ- или δ-квазиизометрическое отобра-
жение :f D G′ ′→ , где \G G F′ ′= , продолжается до гомеоморфизма

:f D D G G′ ′∪ → ∪ , где D′ , G′  есть множества граничных элементов областей
D′ и G′ , полученные при пополнении этих областей по какой-либо схеме из [3].

Если F не имеет внутренних точек, а F ′  имеет, то при любом квазиконформ-
ном отображении, а также и при любой квазиизометрии, очевидно, множество F
не является устранимым. Однако, если множества F и F ′ одновременно имеют
внутренние точки или одновременно не имеют их, то, возможно, что F является
устранимым множеством. Тогда возникает вопрос о нахождении необходимых
условий на отображение f и множество F, при которых в рассматриваемых ситуа-
циях множество F является устранимым для данного f.

Рассмотрим простейшие примеры областей D⊂ R2 и множеств F из D, имею-
щих или не имеющих внутренних точек и являющихся устранимыми при кон-
кретных квазиизометриях:

Пример 1. Пусть область D = B2(0, 1), F⊂ D, 2 (0,1/ 2)F B= путем тождест-
венного отображения f (x) = x переводится в область G = D, F G′ ⊂ , F F′ = .
Очевидно, что F и F ′  содержат внутренние точки. Тогда квазиизометрия

:f D D′ ′→ , где \D D F′ = , продолжается до гомеоморфизма

: [ ] [ ]f D D D Dρ ρ′ ′ ′ ′∪ → ∪  и множество F, очевидно, является устранимым, если
f : D →G есть тождественное отображение. Приведенный пример доказывает, что
существуют квазиизометрии, при которых множество с внутренними точками
устраняется.

Пусть квазиизометрия :f D D′ ′→  не является тождественным отображением.

Тогда эта квазиизометрия :f D D′ ′→ , где D′ =  D \ 2 (0,1/ 2)B , продолжается до

гомеоморфизма : [ ] [ ]f D D D Dρ ρ′ ′ ′ ′∪ → ∪ , при этом f  является квазиизометри-

ей 2 2(0,1/ 2) (0, 1/ 2)B S∂ =  на 2 2(0,1/ 2) (0, 1/ 2)B S∂ = . Таким образом, вопрос об

устранимости 2 (0,1/ 2)F B= сводится к вопросу о продолжении квазиизометрии
2 2: (0,1/ 2) (0,1/ 2)f S S→  до квазиизометрии шара B2(0, 1/2) на B2(0, 1/2) .

Пример 2. Пусть область D = B2(0, 1) , F⊂ D, { 1/ 2 1/ 2, 0}F x y= − ≤ ≤ =  пу-
тем тождественного отображения f (x) = x переводится в область G = D, F G′ ⊂ ,
F F′ = . Очевидно, что F и F ′  не имеют внутренних точек. Тогда квазиизометрия

:f D D′ ′→ , где \D D F′ = , продолжается до гомеоморфного отображения
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: [ ] [ ]f D D D Dρ ρ′ ′ ′ ′∪ → ∪  и множество F, очевидно, является устранимым, если

:f D G→  есть тождественное отображение.
Пусть квазиизометрия :f D D′ ′→  не является тождественным отображением.

Выясним необходимое условие, при котором множество F является устранимым
для отображения f. В нашей ситуации квазиизометрия :f D D′ ′→ , где

\D D F′ = , продолжается до гомеоморфизма : [ ] [ ]f D Dρ ρ′ ′→ . Тогда в общем

случае точка b F∈  является носителем двух различных элементов

1 2{ }, { } [ ]x x D∗ ∗
ρ′∈ , 1 2( ) ( )I x I x b∗ ∗= = . Следовательно, если F является устранимым

для отображения f, то при отображении : [ ] [ ]f D D D Dρ ρ′ ′ ′ ′∪ → ∪  для каждой

точки b F∈  будет выполняться условие: 1 1( )f x y∗ ∗= , 2 2( )f x y∗ ∗=  и

1 2( ) ( )I y I y b∗ ∗ ′= = , где ( )b f b F′ ′= ∈ . Таким образом, имеет место следующее ут-
верждение:

4.1. Теорема. Пусть D⊂ R2 – ограниченная гомеоморфная кругу область, кон-
тинуум F⊂ D является предельным множеством последовательности точек {bn}
из D и : \ \f D F G F ′→  есть ρ-квазиизометрия. Тогда связный континуум F, ле-
жащий внутри области D и не имеющий внутренних точек, при отображении f пе-
реходит в связный континуум F G′ ⊂ . Если F ′  содержит внутренние точки, то
множество F не является устранимым. Если F ′  не имеет внутренних точек, точка
b F∈  является носителем двух различных элементов 1 2( ) ( )b I x I x∗ ∗= = ,

1 2{ }, { } [ ]x x D∗ ∗
ρ′∈ , где \D D F′ = , f продолжается до гомеоморфизма

: [ ] [ ]f D D D Dρ ρ′ ′ ′ ′∪ → ∪ , при котором для этой точки b F∈  выполняется усло-

вие: 1 1( )f x y∗ ∗= , 2 2( )f x y∗ ∗=  и 1 2( ) ( )I y I y b∗ ∗ ′= =  ( ( )b f b F′ ′= ∈ ), то возможно, что
F является устранимым множеством для квазиизометрии f. При этом, если про-
должение f является ρ-квазиизометрией f  на множестве F, то F является устра-
нимым множеством; в противном случае F не является устранимым множеством.

Будем говорить, что квазиизометрия : \ \f D F G F ′→ , для которой F являет-
ся устранимым множеством, принадлежит классу (( , ), ( , ))RQI D F G F ′  устрани-
мых квазиизометрий. Очевидно, что не всякая квазиизометрия обладает свойст-
вом устранимости относительно F.

Возникает вопрос о свойствах множества F ′  в образе, в зависимости от усло-
вий, накладываемых на F. Другими словами, если F задается некоторыми усло-
виями, то будет ли F ′  удовлетворять этим условиям при квазиизометрии

: \ \f D F G F ′→ .
Начнем исследование с простейших ситуаций:
(i) Пусть F – спрямляемая жорданова кривая, лежащая в области D⊂ R2 и

: \ \f D F G F ′→  – произвольная ρ-квазиизометрия.
Рассмотрим случай, когда F ′  не содержит внутренних точек, и покажем, что

F ′  является спрямляемой кривой. Так как F – спрямляемая кривая, то, по опреде-
лению, ее длина l(F) < ∞. Пусть ( , )k D kF V Fρ= ε  есть εk-окрестности кривой F:
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0
lim
k

kF F
ε →

= . Границами этих εk-окрестностей являются спрямляемые кривые γk,

длины которых l(γk) → l(F) при εk→0. При ρ-квазиизометрии : k kf ′γ → γ , в силу

(2) или (3), их длины удовлетворяют соотношению 1 ( ) ( ) ( )k k kK l l Kl− ′γ ≤ γ ≤ γ , где
K – коэффициент ρ-квазиизометрии f. Так как f есть ρ-квазиизомерия, то k′γ  схо-
дятся равномерно к некоторой кривой F G′∈ , и по теореме 2 (см. [5, с. 112]) F ′
является спрямляемой кривой.

Если F ′  содержит внутренние точки, то, проводя те же рассуждения, что и в
предыдущем случае, получим, что граница F ′∂ является спрямляемой.

(ii) Пусть F – неспрямляемая кривая, лежащая в области D⊂ R2 и
: \ \f D F G F ′→  – произвольная ρ-квазиизометрия. Так как F – неспрямляемая

кривая, то, по определению, ее длина l(F) = ∞. Пусть F ′  не содержит внутренних
точек. Как было показано ранее, при ρ-квазиизометрии длина F ′  не более чем в K
раз отличается от длины F. Поэтому, очевидно, ( )l F ′ = ∞  и F ′  является неспрям-
ляемой кривой. Если F ′  содержит внутренние точки, то ее граница F ′∂ , анало-
гично, является неспрямляемой кривой.

Далее, пусть F, являющееся предельным множеством последовательности то-
чек {bn} из D, есть связный континуум, лежащий на границе области D⊂ R2:
F⊂ ∂D, и :f D G→  – произвольная ρ-квазиизометрия. Тогда вопрос об устрани-
мости F не возникает. В силу ρ-квазиизометричности f очевидно, что F G′ ⊂ ∂ ,
так как F ′  является предельным множеством точек ( )n nb f b′ = , и в общем случае
множество F ′  состоит из конечного или бесконечного числа непересекающихся
континуумов. В этом случае вопрос о строении F ′  нужно рассматривать допол-
нительно, применяя результаты из [3] о продолжении ρ-квазиизометрии на грани-
цу области или специально исследуя этот вопрос. Таким образом, можно сформу-
лировать следующее утверждение:

4.2. Теорема. Пусть D⊂ R2 – ограниченная гомеоморфная кругу область, пре-
дельное множество F⊂ D последовательности точек {bn} из D является спрям-
ляемой (неспрямляемой) жордановой кривой в D и : \ \f D F G F ′→  есть
ρ-квазиизометрия. Тогда, если F ′  не содержит внутренних точек, то F ′  является
спрямляемой (неспрямляемой) кривой в G; если F ′  содержит внутренние точки,
то граница F ′∂  является спрямляемой (неспрямляемой) кривой. Если же F явля-
ется связным континуумом, лежащим на границе ∂D области D, то F ′  лежит на
границе ∂G области G и в общем случае состоит из конечного или бесконечного
числа непересекающихся континуумов.

Рассмотрим теперь случай пространственной области: D⊂ Rn, n ≥ 3, есть огра-
ниченная гомеоморфная шару область, F D⊂  – предельное множество последо-
вательности точек {bm} из D и : \ nf D F R→  есть ρ-квазиизометрическое ото-
бражение.

Если Λn–1(F) = 0, то по теореме 13.2 из [1] множество F является устранимым,
кроме случая, когда F⊂ ∂D.

Пусть либо Λn–1(F) > 0 и F имеет размерность n – 1, при этом множество F не
содержит внутренних точек, либо множество F содержит внутренние точки, при
этом Λn(F) > 0. Тогда в этих случаях множество F, вообще говоря, не является
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устранимым в силу теоремы 13.2 из [1]. Можно отметить, что если :f D G→  –
ρ-квазиизометрия областей D, G и множество F⊂ D является квадрируемым, то,
как известно из курса анализа, множество ( )F f F G′ = ⊂  также является квадри-
руемым. В случае же, если : \ \f D F G F ′→  – ρ-квазиизометрия, Λn–1(F) > 0 и F
не содержит внутренние точки и является квадрируемым множеством, то f про-
должается до гомеоморфизма границ :f D F G F∪ → ∪∂ , при котором F перей-
дет в квадрируемое множество F ′∂ , при этом множество F ′  либо имеет внутрен-
ние точки, либо не имеет их и тогда F ′∂ = F ′ . Таким образом можно сформулиро-
вать следующее утверждение:

4.3. Теорема. Пусть D⊂ Rn, n ≥ 3. есть ограниченная гомеоморфная шару об-
ласть, F D⊂  – предельное множество последовательности точек {bm} из D и

: \ \f D F G F ′→  есть ρ-квазиизометрическое отображение. Тогда, если Λn–1(F) = 0
и F лежит внутри области D, то множество F является устранимым. Если Λn–1(F)>0,
то множество F не является устранимым, но при этом, если F⊂ D является квад-
рируемым множеством, то ( )F f F G′ = ⊂  также является квадрируемым.

Замечание 2. Рассмотренные выше исследования проводились для случая, ко-
гда отображение : \ \f D F G F ′→  является ρ-квазиизометрией. Как было отме-
чено ранее, любое δ-квазиизометрическое отображение является одновременно и
ρ-квазиизометрическим. Обратное утверждение является неверным, поэтому не-
обходимо рассмотреть основные отличия между δ- и ρ-квазиизометриями. Пере-
числим эти отличия.

(a) В области D ρD-диаметр ρD(F) множества F⊂ D может быть как угодно
большим и при ρ-квазиизометрии выполняется ( )1 ( ) ( )D G DK F F K F− ′ρ ≤ ρ ≤ ρ . В
то же время δD-диаметр δD(F) ≤ d(D) < ∞ для любого множества F⊂ D. При δ-
квазиизометрии выполняется ( )1 ( ) ( )D G DK F F K F− ′δ ≤ δ ≤ δ , а вот при ρ-
квазизометрии это условие на δD(F) и ( )G F ′δ  выполняться не будет. В частности,
возможна ситуация, когда ρD (F) ≥ α > 0, но δD(F) может быть сколь угодно ма-
лым. Тогда при ρ-квазиизометрии 1( )G F K −′ρ ≥ α , а при δ-квазиизометрии , если
δD (F) < ε, то ( )G F K′δ < ε , то есть ( )G F ′δ  сколь угодно мал.

(b) Если F есть неспрямляемая кривая из D, оканчивающаяся в некоторой точ-
ке b D∈∂ , то при δ-квазиизометрии она переходит в неспрямляемую кривую
F G′ ⊂ , оканчивающуюся в точке b G′∈∂ . При ρ-квазиизометрии кривая F G′ ⊂
также является неспрямляемой, но ее предельное множество на ∂G может являть-
ся невырожденным континуумом.

(c) В силу условия (1) из фундаментальности последовательности { }mx D⊂  по
метрике ρD следует ее фундаментальность и по метрике δD. Обратное в общем
случае неверно. Если последовательность {xm} является фундаментальной по мет-
рике ρD, :f D G→  есть ρ-квазиизометрия, то последовательность {ym = f(xm)}
также фундаментальна по метрике ρG. В частности, если :f D G→  есть
δ-квазиизометрия (она автоматически является ρ-квазиизометрией), то ρD-фун-
даментальная последовательность при δ-квазиизометрии также переходит в
ρG-фундаментальную последовательность. Если {xm} – фундаментальна по метри-
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ке δD, то при δ-квазиизометрии :f D G→  она переходит в последовательность
{ym = f(xm)}, являющуюся фундаментальной по метрике δG. А при ρ-квазиизомет-
рии фундаментальная по δD последовательность не обязана переходить в фунда-
ментальную по δG, а тем более по ρG, последовательность.

5. Распределение счетного множества
выброшенных континуумов в ограниченной области D⊂ Rn, n ≥ 2,

при квазиизометрических отображениях

Пусть {Fm}, m = 1, 2,…, – последовательность невырожденных континуумов из
D, предельным множеством которых является невырожденный связный контину-
ум F D⊂ . Рассуждения из предыдущего пункта показывают, что каждое множе-
ство Fm из последовательности {Fm} и сама последовательность {Fm} не являются
устранимыми при квазиизометрических отображениях в общем случае. Обозна-
чим \ ( )mD D F′ = ∪ , \ ( )mG G F′ ′= ∪ . Рассмотрим вопрос о поведении { }mF ′  при
ρ-квазиизометрическом отображении :f D G′ ′→ .

Исследуем сначала плоский случай.
(i) Пусть D⊂ R2 есть ограниченная гомеоморфная кругу область, {Fm} – после-

довательность невырожденных континуумов из D, которая сходится к некоторому
множеству F⊂ D по метрике Хаусдорфа: ( )lim , 0H mm

r F Fρ

→∞
= , и :f D G′ ′→  есть

ρ-квазиизометрическое отображение.
Пусть последовательность {Fm} состоит из спрямляемых кривых, длины кото-

рых равномерно ограничены, то есть l(Fm) ≤ S <∞. Тогда по теореме 2 (см. [5,
с. 112]) кривая F, к которой сходится {Fm} по метрике Хаусдорфа, является
спрямляемой (здесь под Fm и F будем понимать траектории кривых Fm и F соот-
ветственно). Пусть множества { }mF ′  из G не содержат внутренних точек для
любого m. Тогда, как было показано ранее, спрямляемые кривые {Fm} при квазии-
зометрии 2: \ ( )mf D F R∪ →  перейдут в спрямляемые кривые { }mF ′ . При этом

( )lim , 0H mm
r F Fρ

→∞
′ ′ =  и F ′  является спрямляемой кривой в G. Следует отметить,

что, так как предельное множество F лежит внутри области D, то вопрос о его
устранимости остается открытым, то есть должен решаться для каждого конкрет-
ного случая (см. п. 4).

Пусть каждая из { }mF ′  имеет внутренние точки. Тогда при квазиизометрии f их
границы mF ′∂  будут спрямляемыми кривыми и { }mF F′ ′∂ → ∂ , длина которой
( )l F ′∂ < ∞ . Очевидно, что в этом случае вопрос об устранимости предельного
множества не возникает.

Далее рассмотрим случай, когда { }mF D⊂ , k iF F∩ =∅ , k i∀ ≠ , и каждая из
Fm имеет внутренние точки. В силу ограниченности D необходимо рассмотреть
вопрос о дополнительных условиях на {Fm}. Обозначим h (F) = sup{2r}, где точ-
ная верхняя грань берется по всем открытым шарам B2(x, r), целиком лежащим в
F. Так как множества Fm попарно не пересекаются, то, в силу ограниченности об-
ласти D, очевидно lim ( ) 0mm

h F
→∞

= . Тогда, если множества mF ′  имеют внутренние
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точки, то { }mF ′  обладает этим же свойством: lim ( ) 0mm
h F

→∞
′ = , в силу ограниченно-

сти области G= f (D).
В случае, когда предельное множество F последовательности континуумов

{Fm} из D лежит на границе ∂D области D, то вопрос о его устранимости, естест-
венно, не возникает. Причем, очевидно, в силу квазиизометричности f, предель-
ным множеством последовательности { }mF ′  является множество F G′ ⊂ ∂ .

 (ii) Рассмотрим далее случай, когда D⊂ R2 – ограниченная гомеоморфная кру-
гу область, F D⊂  – топологический предел последовательности континуумов
{Fm} из D, и 2: \ ( )mf D F R∪ →  есть ρ-квазиизометрия. В случае если

( ), 0H m kr F Fρ → , m, k →∞, то, очевидно, что и для образов ( ), 0H m kr F Fρ ′ ′ → ,
m, k →∞. Этот случай был рассмотрен в (i). Поэтому далее предполагаем, что

( ) 0, 0H m kr F F rρ ≥ > , m k∀ ≠ . Тогда в силу квазиизометричности f выполняется,

что ( ) 0, /H m kr F F r Kρ ′ ′ ≥ , m k∀ ≠ , и последовательность { }mF ′ , в общем случае, не
сходится ни к какому предельному множеству ни топологически, ни по метрике
Хаусдорфа. Но по теореме 1.13 из этой последовательности можно выделить схо-
дящуюся топологически подпоследовательность, предельным множеством кото-
рой по теореме 1.14 является связное множество. Таким образом, последователь-
ность { }mF ′  разбивается на сходящиеся топологически подпоследовательности.

Пусть последовательность {Fm} состоит из спрямляемых кривых, длины кото-
рых ограничены в совокупности, l(Fm) ≤ С < ∞, при этом тогда и для D′ρ -
диаметров кривых {Fm} имеем

0
( ) lim inf{ ( ), , ( , ) }D m D H mF A A D r A F С′ ′

ε→
′ρ = ρ ⊂ < ε ≤ < ∞ .

В силу теоремы 1.14 предельное множество mm
F lt F

→∞
=  есть связное множе-

ство. Кроме того, если D′ρ -диаметры кривых {Fm} ограничены снизу, то есть
( ) 0D mr F′ ≥ α > , то F является или невырожденным связным континуумом , или

одноточечным множеством (см. замечание 2), лежащим либо внутри области D,
либо на границе области ∂D. Если же ( ) 0D mr F′ → , то F является одноточечным
множеством. В силу квазиизометричности :f D G′ ′→  будем иметь:

1 ( )mK C l F KC− ′≤ ≤ , то есть последовательность { }mF ′  состоит из спрямляемых
кривых. Тогда и для G′ρ -диаметров выполняется, что ( )G mF KC′ ′ρ ≤ , то есть

G′ρ -диаметры кривых { }mF ′  ограничены. Предельным множеством каждой топо-
логически сходящейся подпоследовательности { } { }

km mF F′ ⊂  является либо невы-

рожденное связное множество, либо одноточечное множество из D  (см. замеча-
ние 2).

Пусть последовательность {Fm} состоит из неспрямляемых кривых. По теоре-
ме 1.14 предельное множество mm

F lt F
→∞

=  есть связное множество, и в силу ква-

зиизометричности :f D G′ ′→ , очевидно, что последовательность { }mF ′  состоит
из неспрямляемых кривых. Если при этом ( ) 0D mF′ρ ≥ α > , то и
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1( ) 0G mF K −
′ ′ρ ≥ α > , и, следовательно, для любой топологически сходящейся под-

последовательности { } { }
km mF F′ ′⊂  имеем 1( ) 0G F K −′ρ ≥ α > , то есть каждое

kmm
F lt F

→∞
′ ′=  является невырожденным континуумом или одноточечным множе-

ством в области G′  (см. замечание 2).
Далее пусть D⊂ Rn , n ≥ 3, есть ограниченная гомеоморфная шару область,

F⊂ D – предельное множество последовательности континуумов {Fm} из D и
: \ n

mf D F R∪ →  есть ρ-квазиизометрическое (δ-квазиизометрическое) отобра-
жение. Тогда возможны те же самые ситуации, что и в плоском случае, только
вместо спрямляемых кривых нужно рассматривать квадрируемые множества Fm и
учесть отличия между δ- и ρ-квазиизометриями, то есть необходимо использовать
результаты теоремы 4.3 и замечания 2.
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