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О НЕКОТОРОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ЭЛЕМЕНТОВ
В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ, НЕ ЯВЛЯЮЩЕЙСЯ БАЗИСОМ

В данной работе рассматривается последовательность элементов { }
1n n

g
∞

=

гильбертова пространства H, для которой углы между любыми двумя эле-

ментами g
n
 и g

m
 одинаковы. Доказывается, что данная последовательность

не может являться базисом в H и даже не является базисной последователь-

ностью в H.

Хорошо известно понятие наклона δ(H1, H2) двух подпространств H1, H2 гиль-
бертова пространства H, введенное М.М. Гринблюмом в [1]:
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где S(H1) = {h∈H1: ||h|| = 1} – единичная сфера.
Также известен следующий критерий, сформулированный Гринблюмом в [2]:

Теорема. Для того чтобы последовательность { }
1n n

h
∞

=
 была базисной, необхо-

димо и достаточно, чтобы существовало число δ > 0, такое, что при всех n∈N

δ(Ln, L
n) ≥ δ > 0,

где { }
1

( )
n

n k k
L L h

=

= , { }
1

( )n

k k n
L L h

∞

= +
= , L(M) – замкнутая линейная оболочка мно-

жества M ⊂ N.

В данной работе строится последовательность { }
1n n

h
∞

=
 элементов гильбертова

пространства H, которая не является базисной в пространстве H и, следовательно,
не удовлетворяет данному критерию.

Поскольку все сепарабельные гильбертовы пространства изоморфны про-
странству всех суммируемых в квадрате последовательностей l2, то мы рассмот-
рим такую последовательность в гильбертовом пространстве l2. Норма и скаляр-
ное произведение в данном пространстве задаются следующими формулами:
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=∑   для любых x = (x(1), x(2),…, x(n),…)∈l2,

y = (y(1), y(2),…, y(n),…)∈l2 (черта обозначает комплексное сопряжение).

Через { }
1n n

e
∞

=
 обозначается стандартный базис в l2, т.е. en(k) = δnk.

Углом α между двумя элементами x, y∈l2 назовем такое число α, для которого
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Построим последовательность линейно-независимых элементов { }
1n n

f
∞

=
 гиль-

бертова пространства l2, удовлетворяющую условиям:
1) f1 = e1 = (1, 0, 0, …);
2) ||fn|| = 1 для любого n∈N;
3) (fn, fm) = a, 0 < |a| < 1, n ≠ m, n, m∈N.

Из условий (f1,f2) = 1 и ||f2|| = 1 получим ( )2

2
, 1 ,0,0,f a a= − … . Элемент f3 на-

ходим из условий (f1, f3) = a, (f2, f3) = a  и ||f3|| = 1. Получим
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Заметим, что f2(1) = f3(1) в силу условия (f1, f2) = (f1, f3) = a.
Введем следующие обозначения:

f1(1) = x1,

f2(1) = y1, f2(2) = x2,

f3(1) = y1, f3(2) = y2, f3(3) = x3.
Предположим, что построены элементы f1, f2, …, fn:
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удовлетворяющие условиям 1) – 3).
Покажем, что существуют числа yn и xn+1, такие, что система элементов
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=… … …  удовлетворяет условиям 1) –

3). Для этого рассмотрим следующую систему:
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Вычитая первое равенство из второго и третьего, получим
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Отсюда с помощью несложных преобразований находим
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В частности, если 
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= , то 
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Найдем явное выражение для xn и yn. Поскольку элемент en∈sp{f1, f2, …, fn}, то
найдутся скаляры α1, α2, …, αn,  такие, что

α1f1 + α2f2 +…+ αnfn = en . (2)

Умножим обе части равенства (2) скалярно на f1, f2, …, fn. Получим систему
уравнений с неизвестными α1, α2, …, αn:
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Вычитая из первого уравнения системы второе, получим α1 = α2. Аналогично
получим, что α2 = α3 = …= αn–1. Таким образом, исходная система примет вид
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Отсюда получаем
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С другой стороны, сравнивая покоординатно правую и левую части в уравне-
нии (2) и учитывая, что α1 = α2 = …= αn–1, имеем
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Выражая αn из последнего уравнения системы (4) и приравнивая полученное
соотношение к найденному из системы (3) значению αn, получаем уравнение для
нахождения xn, из которого находим
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Используя (1), получаем
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Таким образом, нашли явное выражение для xn и yn.

Докажем теперь, что построенная последовательность элементов { }
1n n

f
∞

=

гильбертова пространства l2 не является базисом в l2. Действительно, если пред-

положить, что последовательность { }
1n n

f
∞

=
 является базисом, то для элемента

y = (y1,y2,…,yn,…)∈ l2 найдутся скаляры β1, β2, …, βn,…, такие, что
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Сравнивая покоординатно правую и левую части равенства (7), имеем
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Из системы (8) несложно получить, что 1
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последнее равенство отношения k
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 и 1
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, полученные из формул (5) и (6), на-

ходим, что βk = βk+1 для любого k∈N. Это противоречит  сходимости ряда (7). Та-
ким образом, доказана следующая теорема:

Теорема 1. Последовательность линейно независимых элементов { }
1n n

f
∞

=

гильбертова пространства l2, удовлетворяющая условиям 1) – 3), не является бази-
сом в пространстве l2.

Рассмотрим общий случай.

Теорема 2. Пусть H – гильбертово пространство, { }
1n n

g
∞

=
 – последователь-

ность элементов пространства H, удовлетворяющая условиям:
a) ||gn|| = 1 для любого n∈N,
b) (gn, gm) = a, 0 < |a| < 1, n ≠ m, n, m∈N.

Тогда последовательность { }
1n n

g
∞

=
 не является базисной в пространстве H.

Доказательство. Обозначим { }1 2
sp , , , ,

n
L g g g= … … . Заметим, что L – сепа-

рабельное гильбертово пространство. Построим отображение T: L → l2 по сле-
дующему правилу:

если h∈sp{g1, g2, …, gn,…}, то положим
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Покажем, что верно равенство
||T(h)|| = ||h||. (9)

Действительно,
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Следовательно, равенство (9) верно.

Если { }1 2
sp , , , ,

n
h g g g∈ … … , то lim

n

n

h h
→∞

= , где hn∈sp{g1, g2, …, gn,…}. В силу

условия (9), последовательность { }
1

( )
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T h
∞

=
 является фундаментальной в гильбер-

товом пространстве l2 и, следовательно, существует lim ( )
n
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T h
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. Полагаем
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Заметим, что построенный таким образом оператор T является линейной изо-
метрией пространства L на пространство l2. Предполагая, что последовательность

{ }
1n n

g
∞

=
 является базисной в пространстве H, получим, что последовательность

{ }
1n n

f
∞

=
является базисом в пространстве l2, что противоречит теореме 1. Следова-

тельно, последовательность { }
1n n

g
∞

=
 не является базисной в пространстве H.

Теорема 2 доказана.
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