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Предисловие 

 
Теория массового обслуживания (ТМО), имеющая англоязыч-

ное название queuing theory (теория очередей), возникла в начале 
20-го века и была представлена первыми работами датского инже-
нера и математика А. К. Эрланга, связанными с решением задач в 
области телефонии – расчётом и проектированием телефонных 
сетей. Основные исследования А. К. Эрланга в этой области отно-
сятся к 1908–1922 гг. В его работах, в частности в первой статье, 
вышедшей в свет в 1909 г. [1], в качестве математической модели 
потока телефонных вызовов, поступающих на телефонную стан-
цию, рассматривалась модель пуассоновского потока: телефонные 
вызовы носят случайный по времени характер, а длины интервалов 
между моментами их поступления имеют экспоненциальное рас-
пределение. 

К середине 20-го века к вопросам телефонного дела добавились 
разнообразные задачи ядерной физики, автоматизации и организа-
ции производства, эксплуатации аэропортов, железнодорожных 
станций, магазинов, пунктов проката и пр., что обусловило воз-
росший интерес учёных к их решению методами ТМО. 

Основы и фундаментальные результаты по ТМО изложены в 
трудах советских учёных А. Я. Хинчина [2], Б. В. Гнеденко, 
И. Н. Коваленко [3] и др. 

Развитию ТМО, совершенствованию применяемого математи-
ческого аппарата, основанного на методах теории вероятностей и 
теории случайных процессов, способствуют работы по проектиро-
ванию, внедрению, эксплуатации и модернизации информацион-
но-вычислительных систем и сетей разной конфигурации, компь-
ютерных сетей, обладающих, как правило, ограниченным ресур-
сом и потоком заявок (событий, запросов) на его исследование. 
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Первоначальные исследования в области компьютерных сетей 
основывались на предположениях о некоррелированном характере 
информационных потоков (пуассоновские потоки). Появление 
цифровых сетей интегрального обслуживания – ЦСИО (Integrated 
Service Digital Networks), беспроводных и мобильных сетей связи, 
предназначенных для передачи разнообразной и разнородной ин-
формации – видео, речи, больших массивов данных, послужило 
стимулом к появлению дважды стохастических потоков собы-
тий – новой математической модели, наиболее адекватно учиты-
вающей коррелированный характер реальных информационных 
потоков в современных телекоммуникационных сетях. 

С конца 20-го века в теории очередей активно исследуются си-
стемы массового обслуживания (СМО) с коррелированными пото-
ками. Имеется достаточное количество работ, в которых отражены 
данные исследования. 

Вместе с тем на сегодняшний момент времени упорядоченного 
и систематизированного изложения собственно теории дважды 
стохастических потоков событий и решаемых задач в современной 
литературе нет. 

Данное учебное пособие позволит отчасти восполнить этот 
пробел, предложив читателю ознакомиться с элементами теории 
дважды стохастических потоков событий. 

В списке литературы приведены отдельные статьи с оригиналь-
ными результатами автора, послужившими основой для написания 
учебного пособия. 
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Глава 1 
Различные математические модели  

дважды стохастических потоков событий 
 

1.1. О дважды стохастических потоках 
 

Каждое исследование по ТМО начинается с изучения потока 
событий (запросов, заявок, сообщений, вызовов), который посту-
пает на обслуживающий прибор, то есть с изучения входящего по-
тока событий. До 80-х годов 20-го века основным потоком собы-
тий, исследуемым многими авторами работ по ТМО, был про-
стейший, или стационарный, пуассоновский поток. 

Во входящем потоке события поступают в систему обслужива-
ния в некоторые случайные моменты времени ...,...,,, 21 kttt , обра-

зуя случайную последовательность  kt .  

В дальнейшем изложении обозначение ...,...,,, 21 kttt  использу-
ется применительно как к случайным величинам, так и к их значе-
ниям, различие между которыми следует из контекста. Напри-
мер, наблюдаемые (измеряемые) моменты наступления событий 
есть значения случайных величин – моментов наступления собы-
тий [4]. 

На временной оси рассмотрим полуинтервал  00 , tt  дли-

тельности  . Введём обозначение  0| tPk   – вероятность того, что 

на полуинтервале  00 , tt  длительности   с началом в точке 0t  

наступит ровно k  событий. Пусть этот поток однородных случай-
ных событий обладает следующими тремя свойствами [2]. 

1. Стационарность. Каковы бы ни были 0  и целое 0k , 

вероятность того, что на полуинтервале  00 , tt  наступит k  со-
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бытий, не зависит от местоположения 0t  на временной оси, или 

    kk PtP 0| . Стационарность потока выражает собой неизмен-

ность его вероятностного режима во времени. 
2. Ординарность. Для данного стационарного потока введём 

вероятность     


2k
kP  – вероятность того, что за промежуток 

времени   наступит по меньшей мере два события. Тогда 

 
0lim

0






. 

Ординарность потока выражает собой практическую невозможность 
совмещения двух или более событий в один и тот же момент времени. 

3. Отсутствие последействия. Вероятность  kP  наступления 

k  событий на полуинтервале  00, tt  не зависит от чередования 

событий до момента 0t . Отсутствие последействия выражает со-

бой взаимную независимость поведения потока в непересекаю-
щихся между собой промежутках времени. 

Итак, простейшим потоком однородных событий называется 
всякий стационарный ординарный поток без последействия. 

Для простейшего потока число событий на полуинтервале 
 00, tt  длительности   распределено по закону Пуассона с па-

раметром   [2]: 

    
 e

k
P

k

k !
, ...,1,0k . 

Длительность интервала между двумя соседними событиями 
простейшего потока распределена по экспоненциальному закону 

tetF 1)( , 0t . 

Определение. Интенсивностью   стационарного случайного 
потока называется математическое ожидание числа событий, 
наступивших в потоке в единицу времени: 
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Для простейшего потока величина   называется также пара-
метром потока. Наличие одного только параметра предопределяет 
и недостатки стационарного пуассоновского (простейшего) пото-
ка, являющегося математической моделью реального потока. 

Появление компьютерных сетей послужило причиной 
возникновения новой математической модели потока – дважды 
стохастического потока событий, которая наиболее адекватно 
описывает реальные информационные потоки. События в потоке 
наступают в случайные моменты времени ...,...,,, 21 kttt  (первая 

стохастика), интенсивность дважды стохастического потока собы-
тий является случайным процессом (вторая стохастика). Из анали-
за научной литературы следует, что М. Бартлетт (M. Bartlett) [5], 
Д. Кокс (D. Cox) [6] и Дж. Кингмен (J. Kingman) [7] первыми в 
своих статьях определяют дважды стохастический поток как поток 
событий с интенсивностью, представляющей собой случайный 
процесс. Названные авторы рассматривали модели дважды стоха-
стических потоков с интенсивностью, представляющей собой не-
прерывный случайный процесс. 

В начале 80-х годов 20-го века, независимо друг от друга, мо-
дели дважды стохастических потоков событий, интенсивность 
которых является кусочно-постоянным случайным процессом, 
были предложены в Советском Союзе учёными Г. П. Башариным, 
В. А. Кокотушкиным, В. А. Наумовым [8, 9] и названы MC-
потоками (Markov Chain), а в США – научным коллективом 
М. Ньютса (M. Neuts) [10]. Название этих потоков в США эво-
люционировало от MVP (Markov Versatile Process) [10] – «разно-
сторонних потоков» до MAP (Markovian Arrival Process) [11] – 
марковских входящих потоков и их обобщений BMAP (Batch 
Markovian Arrival Process) – групповых марковских входящих 
потоков. 
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Зарубежными и отечественными авторами работ при описании 
подобных входящих потоков событий в СМО используются тер-
мины: дважды стохастические потоки событий, MC-потоки, MAP-
потоки. 

Дважды стохастический поток событий – коррелированный по-
ток, так как обладает свойствами стационарности и ординарно-
сти, однако является потоком с последействием. В дальнейшем 
изложении рассматриваются различные модели дважды стохасти-
ческих потоков событий, для которых вводится понятие сопро-
вождающего случайного процесса )(t , являющегося кусочно-

постоянным ненаблюдаемым случайным процессом с двумя со-
стояниями. Первичными являются события потока, на основании 
которых строится математическая модель процесса )(t . В этой 

связи случайный процесс )(t  является сопровождающим (порож-

дён потоком). Для отдельных моделей потоков сопровождающий 
случайный процесс )(t  имеет смысл интенсивности потока. 

Все исследуемые дважды стохастические потоки событий функ-
ционируют в стационарном режиме, поэтому переходными процес-

сами на интервале наблюдения  tt ,0 , где 0t  – момент начала 

наблюдения, t  – момент окончания наблюдения, пренебрегаем. 
 

1.2. Асинхронный (MMPP – Markovian Modulated  
Poisson Process) поток 

 
Рассматривается поток событий, сопровождающий случайный 

процесс которого )(t  является кусочно-постоянным с двумя со-

стояниями 1S  и 2S ; если it  )( , то имеет место i -е состояние 

( iS ) процесса )(t , 2,1i , 021  . Длительность пребывания 

процесса )(t  в i -м состоянии есть случайная величина с функци-

ей распределения t
i

ietF 1)( , 0t , 2,1i . Если процесс )(t  

находится в состоянии 1S , то в течение времени пребывания его в 
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состоянии 1S  имеет место пуассоновский поток событий с пара-

метром 1 ; если в состоянии 2S , то имеет место пуассоновский 

поток с параметром 2 . 

Подчеркнём, что в асинхронном потоке событий переход про-
цесса )(t  из состояния в состояние осуществляется в произволь-

ный момент времени, не связанный с моментом наступления со-
бытия; поэтому поток событий называется асинхронным [12]. 

Вариант возможного поведения случайного процесса )(t  и 

асинхронного потока событий представлен на рис. 1.1, где 1S  и 

2S  – состояния процесса )(t ; ...,...,,, 21 kttt  – моменты наступле-

ния событий в асинхронном потоке. 
 

t5t3t1

...

t6

α2

tt2

t

t4 t7

Процесс λ(t)

...

...

S1

S2

...

...

α1 α1α2 α2 α1

 
Рис. 1.1. Формирование асинхронного потока событий 

 
Лемма 1.1. Сопровождающий кусочно-постоянный случайный 

процесс )(t  для асинхронного потока является марковским. 

Доказательство. Пусть в момент времени t~  процесс )(t  

находится в первом состоянии, то есть значение процесса 

1)~(  t . Длительность пребывания процесса )(t  в первом со-

стоянии является случайной величиной с функцией распределения 
tetF 11)(1

 , 0t . Поскольку экспоненциальное распределение 

обладает свойством отсутствия последействия, то оставшаяся по-

сле момента времени t~  часть длительности пребывания процесса 
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)(t  в первом состоянии не зависит от того, как долго он в этом 

состоянии уже находился, а момент перехода процесса )(t  во 

второе состояние после t~  определяется моментом окончания дли-
тельности пребывания процесса )(t  в первом состоянии. Анало-

гичная ситуация имеет место для второго состояния процесса )(t . 

В силу этого процесс )(t  марковский. Лемма доказана. 
Процесс )(t  является принципиально ненаблюдаемым (скры-

тый марковский процесс); наблюдаемыми на интервале  tt ,0  

являются только моменты времени ...,...,,, 21 kttt  наступления 

событий. 
Лемма 1.2. Последовательность  )( kt , образуемая совокупно-

стью моментов наступления событий ...,...,,, 21 kttt , является вло-

женной цепью Маркова. 
Доказательство. Асинхронный поток событий в условиях ста-

ционарного режима функционирования является стационарным 
ординарным потоком с последействием; в противном случае он 
являлся бы простейшим потоком. Поведение потока после момен-
та kt  наступления события не зависит от предыстории, а опреде-

ляется состоянием iS , 2,1i , процесса )(t  в момент времени kt . 

Действительно: 
1. В момент времени kt , ...,2,1k , значение процесса 

ikt  )( , то есть имеет место состояние iS , 2,1i , процесса 

)(t , длительность пребывания в котором является случайной ве-

личиной, распределённой по экспоненциальному закону 
t

i
ietF 1)( , 0t , 2,1i . Следовательно, оставшаяся часть 

длительности пребывания процесса )(t  в состоянии iS , 2,1i , 

после момента kt  не зависит от того, как долго процесс )(t  нахо-

дился в этом состоянии до момента времени kt , ...,2,1k . 
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2. В течение времени пребывания процесса )(t  в состоянии iS  

имеет место пуассоновский поток с параметром i , 1,2i  , обла-

дающий свойством отсутствия последействия. 
3. Момент перехода процесса )(t  из состояния iS  в состояние 

jS , 2,1, ji , ji  , после момента kt  определяется моментом 

окончания длительности пребывания процесса )(t  в состоянии 

iS , 2,1i , тем более, не зависит от поведения потока до момента 

времени kt , ...,2,1k . 

Таким образом, моменты наступления событий ...,...,,, 21 kttt  

порождают вложенную цепь Маркова  )( kt . Другими словами, 

асинхронный поток обладает марковским свойством, если его эво-
люцию рассматривать с момента наступления события kt , 

...,2,1k . Лемма доказана. 
Определим вероятность того, что момент окончания i -го, 

2,1i , состояния процесса )(t  принадлежит полуинтервалу 

 ttt ,  длительности t , где t  здесь и далее достаточно малая 

величина. 
Обозначим i  (случайная величина) – длительность пребыва-

ния процесса )(t  в состоянии iS , 2,1i . Пусть в момент време-

ни t  значение процесса it  )( , 2,1i . Определим вероятность 

неравенства ttt i  . Имеем 

   .111

)()()()()(

)( ttttt

iiiii

iiii eeee

tFttFtPttPtttP

 


 

С другой стороны, 

( ) ( | ) ( )

( | ) .i

i i i i
t

i i

P t t t P t t t P t

P t t t e
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Сравнивая выписанные выражения для вероятности неравен-
ства ttt i  , находим 

 
).()(1)|(

,)|(1

tPtFetttP

etttPee

ii
t

ii

t
ii

tt

i

iii









 

Таким образом, вероятность того, что момент окончания состо-
яния iS , 2,1i , процесса )(t  принадлежит полуинтервалу 

 ttt , , равна 

)()()( tottFtP iii  , 0t . 

Вероятность обратного события – состояние iS , 2,1i , не за-

кончится на полуинтервале  ttt , , соответственно, равна 

)(1)(1)( totetFtP i
t

ii
i   , 0t . 

Пусть  tttpij ,  – вероятность перехода некоторого марков-

ского случайного процесса )(t  из i -го состояния в j -е, nji ,1,  , 

на полуинтервале времени  ttt , . Тогда для марковского слу-

чайного процесса )(t  существуют пределы [13]: 

 

 

 
.0)(

1,
lim

.,0)(
,

lim

0

0















td
t

tttp

jitd
t

tttp

ii
ii

t

ij
ij

t
 (1.1) 

Определение. Величины )(tdij  имеют смысл интенсивности 

перехода из состояния i  в состояние j  и называются инфините-
зимальными характеристиками процесса )(t  с непрерывным 

временем. 
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Из определения инфинитезимальных характеристик следует, 
что справедливы равенства 

 
 

1 1

, ( ) ( ), ,

, 1 ( ) ( ),

( ) 0, , 1, ; ( ) ( ), 1, .

ij ij

ii ii
n n

ij ii ij
j j

j i

p t t t d t t o t i j

p t t t d t t o t

d t i j n d t d t i n
 



      

      

     

 

Перейдём к определению матриц инфинитезимальных характе-
ристик сопровождающего процесса )(t . Поскольку рассматрива-

ется стационарный режим функционирования потока, то 

ijij dtd )( , 2,1, ji . 

Опишем возможные ситуации, которые могут произойти на 

рассматриваемом полуинтервале  ttt , . Пусть it  )( , 2,1i . 

Тогда: 
1) за время t  закончится i -е состояние процесса )(t  с веро-

ятностью  )()( tFtP ii 1 ( )i t
ie t o t       , наступит 

событие пуассоновского потока с параметром i  с вероятностью 

  )()(1 tottottte iii
t

i
i    и процесс )(t  пе-

рейдёт из i -го состояния в j -е, ji  , с вероятностью единица; 

вероятность этой ситуации равна 

   )()()( totottot ii  ; 

2) за время t  не закончится i -е состояние процесса )(t  с ве-

роятностью  )( tP i 1 ( ) 1 ( )i t
i iF t e t o t          и с ве-

роятностью   )()(1 tottottte iii
t

i
i    насту-

пит событие пуассоновского потока с параметром i ; вероятность 

этой ситуации равна 

   )()()(1 tottottot iii  ; 
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3) за время t  закончится i -е состояние процесса )(t  с веро-

ятностью  )()( tFtP ii 1 ( )i t
ie t o t       , не наступит 

событие пуассоновского потока с параметром i  с вероятностью 

)(1 tote i
ti  , и процесс )(t  перейдёт из состояния iS  

в jS , ji   с вероятностью единица; вероятность описанной ситу-

ации есть 

   )()(1)( tottottot iii  ; 

4) за время t  не закончится i -е состояние процесса )(t  с ве-

роятностью ( )iP t   )(1)(1 totetF i
t

i
i    и с ве-

роятностью )(1 tote i
ti   не наступит событие пуассо-

новского потока с параметром i ; вероятность описанной ситуа-

ции есть 

     )(1)(1)(1 tottottot iiii  . 

Других возможностей нет. С учётом (1.1) рассмотрим следую-
щие пределы: 

1) 0
)(

lim
0

)1( 



 t
tod

tij , 2,1, ji , ji  , – интенсивность пере-

хода процесса )(t  из i -го состояния в j -е, связанного с наступ-

лением события потока; 

2) i
i

tii t
totd 







)(
lim

0

)1( , 2,1i , – интенсивность перехо-

да процесса )(t  из i -го состояния в i -е (остаться в i -м состоя-

нии), связанного с наступлением события потока; 

3) i
i

tij t
totd 







)(
lim

0

)0( , 2,1, ji , ji  , – интенсив-

ность перехода процесса )(t  из i -го состояния в j -е, не связан-

ного с наступлением события потока; 
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4) 
   ii

ii
tii t

totd 







1)(1
lim

0

)0( , 2,1i , – ин-

тенсивность выхода процесса )(t  из i -го состояния, взятая с про-

тивоположным знаком. 
При этом справедливо равенство 

  0
2

1

)1(2

1

)0( 


iiii
j

ij
j

ij dd , 2,1i . 

Матрицы инфинитезимальных характеристик )0(
0 ijdD  и 

)1(
1 ijdD , 2,1, ji , процесса )(t  принимают вид 

 
 

 222

111
0 

D , 
2

1
1 0

0


D . (1.2) 

Элементами матрицы 1D  являются интенсивности переходов 

процесса )(t  из состояния в состояние с наступлением события 

потока. Недиагональные элементы матрицы 0D  – интенсивности 

переходов процесса )(t  из состояния в состояние без наступления 

события. Диагональные элементы матрицы 0D  – интенсивности 

выхода процесса )(t  из своих состояний, взятые с противопо-

ложным знаком. 

Обозначим  0| tti  – априорная вероятность того, что в момент 

времени t  значение процесса it  )( , 2,1i , при условии, что 

функционирование асинхронного потока (процесса )(t ) началось 

в момент времени 0t . 
Лемма 1.3. Априорные вероятности состояний процесса )(t  

для асинхронного потока событий имеют вид 
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0
21

21

2

21

10
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21

2

21

20
1

|

,|

tt

tt

ett

ett











































 (1.3) 

с начальными условиями в момент 0t :    00
1 | tt ,    1| 00

2 tt . 

Доказательство. Определим вероятность  0| ttti   того, 

что в момент времени tt   процесс )(t  принимает значение i , 

то есть имеет место i -е, 2,1i , состояние сопровождающего слу-

чайного процесса )(t . Возможны следующие ситуации на полу-

интервале ),[ ttt  , связанные с поведением процесса )(t : 

1) в момент времени t  значение процесса 1)(  t  с вероятно-

стью  0
1 | tt , и на ),[ ttt   не закончится первое состояние про-

цесса )(t  с вероятностью )(1 1
1 tote t  ; вероятность 

этой ситуации равна 

       )(||)(1| 0
11

0
11

0
1 tottttttottt  ; 

2) в момент времени t  значение процесса 2)(  t  с вероятно-

стью  0
2 | tt , и на ),[ ttt   закончится второе состояние процес-

са )(t  с вероятностью   )(1 2
2 tote t   , и процесс )(t  

перейдёт из второго состояния в первое с вероятностью единица; 
вероятность описанной ситуации равна 

     )(|)(| 0
222

0
2 tottttottt  ; 

3) в момент времени t  значение процесса 2)(  t  с вероятно-

стью  0
2 | tt , и на ),[ ttt   не закончится второе состояние про-

цесса )(t  с вероятностью )(1 2
2 tote t  ; вероятность 

рассмотренной ситуации равна 
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       )(||)(1| 0
22

0
22

0
2 tottttttottt  ; 

4) в момент времени t  значение процесса 1)(  t  с вероятно-

стью  0
1 | tt , и на ),[ ttt   закончится первое состояние процес-

са )(t  с вероятностью   )(1 1
1 tote t   , и процесс )(t  

перейдёт из первого состояния во второе с вероятностью единица; 
вероятность этой ситуации равна 

     )(|)(| 0
111

0
1 tottttottt  . 

Других возможностей нет. 
Тогда имеем систему равенств: 

       
        ).(||||

),(||||

0
11

0
22

0
2

0
2

0
22

0
11

0
1

0
1

tottttttttttt

tottttttttttt




 

Преобразуем систему к виду 

        
         ).(||||

),(||||

0
22

0
11

0
2

0
2

0
22

0
11

0
1

0
1

totttttttttt

totttttttttt




 

Разделив оба равенства на t  и выполнив в них предельный 
переход при 0t , приходим к системе линейных дифференци-

альных уравнений относительно вероятностей  0| tti , 2,1i : 

     
          .1||;|||

,|||

0
2

0
1

0
22

0
11

0
2

0
22

0
11

0
1





tttttttttt

tttttt
 

Интегрируя полученную систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений одним из известных методов, например мето-
дом исключения, и учитывая начальные условия, приходим к (1.3). 
Лемма доказана. 
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Следствие леммы 1.3. Априорные финальные вероятности со-

стояний процесса )(t  при t  (или 0t ) для асинхронно-

го потока имеют вид 

 .,
21

1
2

21

2
1 







  (1.4) 

Замечание 1.1. Сопровождающий процесс )(t  для асинхрон-

ного потока можно трактовать как интенсивность потока, так как в 
состоянии 1S  значение интенсивности потока есть 1 , в состоянии 

2S , соответственно, 2 . Тогда средняя интенсивность асинхрон-

ного потока равна 

.
21

1
2

21

2
1 







  

1.3. Синхронный поток 
 
Исследуется поток событий, сопровождающий случайный про-

цесс которого )(t  является кусочно-постоянным с двумя состоя-

ниями – 1S  и 2S ; если it  )( , то имеет место i -е состояние ( iS ) 

процесса )(t , 2,1i , 021  . Если процесс )(t  находится в 

первом состоянии, то в течение времени пребывания его в первом 
состоянии имеет место пуассоновский поток событий с парамет-
ром 1 ; если во втором состоянии, то имеет место пуассоновский 

поток событий с параметром 2 . Пусть процесс )(t  находится в 

первом состоянии. Тогда в момент наступления события пуассо-
новского потока с параметром 1  процесс )(t  переходит из пер-

вого состояния в первое с вероятностью p1  либо процесс )(t  

переходит из первого состояния во второе с вероятностью p  

( 10  p ). Если процесс )(t  находится во втором состоянии, то в 
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момент наступления события пуассоновского потока с параметром 

2  процесс )(t  остаётся во втором состоянии с вероятностью 

q1  или переходит из второго состояния в первое с вероятностью 

q  ( 10  q ). 

Таким образом, в синхронном потоке событий переход процес-
са )(t  из состояния 1S  в состояние 2S  и, наоборот, из состояния 

2S  в состояние 1S  возможен только в момент наступления собы-

тия пуассоновского потока [14]. 
Вариант возникающей ситуации приведён на рис. 1.2, где 1S , 

2S  – состояния процесса )(t ; ...,...,,, 21 kttt  – моменты наступле-

ния событий в синхронном потоке. 
 

t5t3t1

...

t6 tt2

t

t4 t7

Процесс λ(t)

...

...S1

S2

...

...

1–p

1–qp p pq

 
Рис. 1.2. Формирование синхронного потока событий 

 
Лемма 1.4. Для синхронного потока событий сопровождающий 

кусочно-постоянный случайный процесс )(t  является марков-

ским. 
Доказательство. Докажем, что длительность участка стацио-

нарности процесса )(t  в состоянии 1S  (временного интервала, на 

котором значение процесса 1)(  t ) является случайной величи-

ной с функцией распределения tpetF 11)()1(
1

 , 0t ; длитель-

ность участка стационарности )(t  в состоянии 2S  (временного 
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интервала, на котором значение процесса 2)(  t ) является слу-

чайной величиной с функцией распределения tqetF 21)()2(
2

 , 

0t . 

Рассмотрим состояние 1S  процесса )(t  (рис. 1.3). 

t(1)S1

S2

λ1

p

             

t(1)S1

S2

t(2)

1–p

p

 
                                (а)                                                            (б) 

t(1)S1

S2

t(2) t(3)

1–p 1–p

p
...

 
(в) 

Рис. 1.3. Возможные ситуации в состоянии 1S  процесса )(t  

 
Таким образом, участок стационарности случайной длительно-

сти в состоянии 1S  имеет длину )1(t  (рис. 1.3 (а)), )2()1( tt   

(рис. 1.3 (б)), )3()2()1( ttt   (рис. 1.3 (в)) и так далее. При этом 

каждый из интервалов )(kt , ...,2,1k , представляет собой реали-

зацию случайной величины, распределённой по закону 
tetF 11)(1

 , 0t . 

Определим, какую функцию распределения будет иметь слу-

чайная величина )1(T  – длительность участка стационарности в 
состоянии 1S  (суммарная или интегральная длительность пребы-

вания процесса )(t  в первом состоянии). Для этого применим 

схему рандомизации [15]: если n ...,,, 21  – взаимно независи-

мые случайные величины с экспоненциальным распределением 
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tetF 1)( , 0t , то сумма nnS  ...21  имеет плот-

ность 

t
n

n e
n

ttg 






)!1(

)(
)(

1

, 0t . 

Число слагаемых n  в сумме nnS  ...21  является пара-

метром, который рандомизируется с помощью распределения ве-
роятностей npnNP  }{ . Плотность результирующей суммы NS  

со случайным числом слагаемых N  есть 


1
1 )()(

n
nn tgptp  – 

плотность распределения вероятностей случайной величины )1(T  – 
длительности участка стационарности )(t  в состоянии 1S . 

Покажем, что }{ np  имеет геометрическое распределение 
1)1(  n

n ppp . 

Рассмотрим одну из реализаций процесса )(t  (рис. 1.4). 

 

t2 t4 t5 t6 t9

S2

t3

S1

t7 t8

...

... t

...

t1
...

1–p 1–p 1–p

p q qp p

 

Рис. 1.4. Одна из реализаций процесса )(t  и синхронного потока событий 

 
1)  Вероятность одного интервала стационарности есть p  

(рис. 1.3 (а)); 
2) вероятность участка стационарности, представляющего со-

бой сумму двух независимых одинаково распределённых интерва-
лов, есть )1( pp   (рис. 1.3 (б)); 
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3) вероятность участка стационарности, представляющего со-
бой сумму трёх независимых одинаково распределённых интерва-

лов, есть 2)1( pp   (рис. 1.3 (в)); 

… 
n) вероятность участка стационарности, состоящего из суммы 

n  интервалов, равна 1)1(  n
n ppp  – геометрическое распреде-

ление. 
Тогда  

 

.

)!1(

)1(

)!1(

)(
)1()(

111

11

1
)1(

1

1

1
1

1
1

1
1

1
1

1

tptpt

n

n
t

n

t
n

n

epeep

n
tpepe

n
tpptp





























 

Итак, tpeptp 1
11 )(   – плотность вероятности случайной ве-

личины )1(T  – длительности участка стационарности процесса 
)(t  в состоянии 1S . Функция распределения случайной величины 
)1(T  имеет вид  

1(1) (1)
1 1

0

( ) { } ( ) 1 , 0.
t

p tF t P T t p d e t          

Проводя аналогичные рассуждения для состояния 2S  процесса 

)(t , находим функцию распределения длительности участка ста-

ционарности в виде 2(2)
2 ( ) 1 , 0.q tF t e t     

Таким образом, поведение случайного процесса )(t  после 

произвольного момента времени t~  не зависит от предыстории в 
силу экспоненциального распределения длительности участка ста-
ционарности в состоянии iS , 2,1i , а зависит лишь от значения 

процесса )(t  в момент времени t~ . Момент смены состояния iS  

на jS , 2,1, ji  (будем далее полагать возможность )(t  остаться 
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в i -м состоянии как переход из i -го состояния в i -е состояние, 

2,1i ), после t~  определяется моментом окончания i -го состоя-

ния процесса )(t . Лемма доказана. 
Лемма 1.5. Моменты наступления событий ...,...,,, 21 kttt  в 

синхронном потоке порождают вложенную цепь Маркова  )( kt . 

Доказательство. Синхронный поток событий, функциони-
рующий в стационарном режиме, обладает свойствами стацио-
нарности и ординарности, однако является потоком с последей-
ствием. Покажем, что поведение потока после момента kt  

наступления события не зависит от предыстории, а определяется 
тем, какое значение процесс )(t  принимает в момент времени 

kt , ...,2,1k , то есть состоянием iS , 2,1i , процесса )(t . От-

метим следующее: 
1. В момент времени kt  значение процесса ikt  )( , то есть 

процесс находится в состоянии iS . В течение времени пребывания 

процесса )(t  в состоянии iS  имеет место пуассоновский поток 

событий с параметром i , 2,1i , обладающий свойством отсут-

ствия последействия. 
2. Длительность участка стационарности процесса )(t  в пер-

вом состоянии является случайной величиной, распределённой по 

экспоненциальному закону 1(1)
1 ( ) 1 , 0,p tF t e t     во втором 

состоянии – по закону 2(2)
2 ( ) 1 , 0.q tF t e t     Следовательно, 

оставшаяся часть длительности пребывания процесса )(t  как в 

первом, так и во втором состоянии после момента kt , не зависит 

от того, как долго процесс )(t  находился в этом состоянии до 

момента времени kt , ...,2,1k  

3. Следующий за моментом kt  момент перехода процесса )(t  

из i -го состояния в j -е, 2,1, ji , совпадает с моментом 1kt  
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наступления очередного события пуассоновского потока с пара-
метром i  и, тем более, не зависит от поведения потока до момен-

та kt , ...,2,1k  

Таким образом, синхронный поток обладает марковским свой-
ством, если его эволюцию рассматривать с момента времени kt  

наступления события потока. Лемма доказана. 
Выпишем инфинитезимальные характеристики процесса )(t . 

Для этого рассмотрим возможные ситуации, которые могут про-
изойти на полуинтервале  ttt , . Пусть 1)(  t . Тогда: 

1) за время t  наступит событие пуассоновского потока с па-

раметром 1  с вероятностью )(11
1 totte t    и в момент 

наступления события с вероятностью p1  процесс )(t  перейдёт 

из состояния 1S  в состояние 1S  (останется в 1S ); вероятность ситу-

ации равна  1(1 ) ( )p t o t     )()1( 1 totp  ; 

2) за время t  наступит событие пуассоновского потока с па-

раметром 1  с вероятностью )(11
1 totte t    и в момент 

наступления события с вероятностью p  процесс )(t  перейдёт из 

первого состояния во второе; вероятность описанной ситуации 
равна )(1 totp  ; 

3) за время t  не наступит событие пуассоновского потока с 

параметром 1  с вероятностью )(1 1
1 tote t   и процесс 

)(t  с вероятностью, равной нулю, перейдёт из первого состояния 

во второе; вероятность описанной ситуации равна нулю; 
4) за время t  не наступит событие пуассоновского потока с 

параметром 1  с вероятностью )(1 1
1 tote t   и процесс 

)(t  с вероятностью, равной единице, останется в первом состоя-

нии; вероятность этой ситуации есть )(1 1 tot  . 
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Других возможных ситуаций, когда значение процесса 

1)(  t , не существует. С учётом (1.1) рассмотрим следующие, 

соответствующие случаям 1)–4), пределы: 

1) 1
1

0

)1(
11 )1(

)()1(
lim 







p
t

totpd
t

 – интенсивность пе-

рехода процесса )(t  из состояния 1S  в состояние 1S , связанного с 

наступлением события потока; 

2) 1
1

0

)1(
12

)(
lim 







p
t

totpd
t

 – интенсивность перехода 

процесса )(t  из состояния 1S  в состояние 2S ,  связанного с 

наступлением события потока; 

3) 0
0

lim
0

)0(
12 




 t
d

t
 – интенсивность перехода процесса )(t  из 

состояния 1S  в состояние 2S , не связанного с наступлением собы-

тия потока; 

4) 1
1

0

)0(
11

1)(1
lim 





 t

totd
t

 – интенсивность выхода 

процесса )(t  из состояния 1S , взятая с противоположным знаком. 

Пусть 2)(  t . Тогда имеем: 

5) за время t  наступит событие пуассоновского потока с па-

раметром 2  с вероятностью )(22
2 totte t    и в момент 

наступления события потока процесс )(t  с вероятностью q1  

перейдёт из 2S  в 2S  (останется во втором состоянии); вероятность 

этой ситуации есть   )()1()()1( 22 totqtotq  ; 

6) за время t  наступит событие пуассоновского потока с па-

раметром 2  с вероятностью )(22
2 totte t    и в момент 

наступления события процесс )(t  с вероятностью q  перейдёт из 

второго состояния в первое; вероятность описанной ситуации есть 
)(2 totq  ; 
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7) за время t  не наступит событие пуассоновского потока с 

параметром 2  с вероятностью )(1 2
2 tote t   и процесс 

)(t  с вероятностью, равной нулю, перейдёт из второго состояния 

в первое; вероятность рассмотренной ситуации равна нулю; 
8) за время t  не наступит событие пуассоновского потока с 

параметром 2  с вероятностью )(1 2
2 tote t   и процесс 

)(t  с вероятностью, равной единице, останется во втором состоя-

нии; вероятность этой ситуации есть )(1 2 tot  . 

Других возможных ситуаций в состоянии 2S  не существует. 

С учётом (1.1) рассмотрим соответствующие ситуациям 5)–8) пределы: 

5) 2
2

0

)1(
22 )1(

)()1(
lim 







q
t

totqd
t

 – интенсивность пе-

рехода процесса )(t  из состояния 2S  в 2S , связанного с наступ-

лением события потока; 

6) 2
2

0

)1(
21

)(
lim 







q
t

totqd
t

 – интенсивность перехода 

процесса )(t  из состояния 2S  в 1S , связанного с наступлением 

события потока; 

7) 0
0

lim
0

)0(
21 




 t
d

t
 – интенсивность перехода процесса )(t  из 

состояния 2S  в 1S , не связанного с наступлением события потока; 

8) 2
2

0

)0(
22

1)(1
lim 





 t

totd
t

 – интенсивность выхода 

процесса )(t  из состояния 2S , взятая с противоположным знаком. 

При этом справедливы равенства 

0)1( 111

2

1

)1(
1

2

1

)0(
1 


ppdd

j
j

j
j , 

0)1( 222

2

1

)1(
2

2

1

)0(
2 


qqdd

j
j

j
j . 
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Матрицы инфинитезимальных характеристик )0(
0 ijdD  и 

)1(
1 ijdD , 2,1, ji , процесса )(t  принимают вид 

 
2

1
0 0

0


D , 
22

11
1 )1(

)1(


 qq
pp

D . (1.5) 

Содержательный смысл элементов матриц 0D  и 1D  описан в па-

раграфе 1.2 (формулы 1.2) для асинхронного потока. 

Обозначим  0| tti  априорную вероятность того, что в момент 

времени t  значение процесса it  )( , 2,1i , при условии, что 

функционирование синхронного потока (процесса )(t ) началось в 

момент времени 0t . 
Лемма 1.6. Априорные вероятности состояний процесса )(t  

для синхронного потока событий имеют вид 

 

    

    0
21

0
21

21

2

21
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21
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21

20
1

|

,|

ttqp

ttqp

e
qp

q
qp

ptt

e
qp

q
qp

qtt











































 (1.6) 

с начальными условиями в момент времени 0t :    00
1 | tt , 

   1| 00
2 tt . 

Доказательство. Определим вероятность  0| ttti   того, 

что процесс )(t  в момент времени tt   принимает значение i , 

то есть имеет место состояние iS , 2,1i , случайного процесса 

)(t . Опишем возможные ситуации на полуинтервале ),[ ttt  , 

связанные с поведением процесса )(t : 

1) в момент времени t  значение процесса 1)(  t  с вероятно-

стью  0
1 | tt , и на ),[ ttt   не наступит событие пуассоновского 
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потока с параметром 1  с вероятностью )(1 1
1 tote t  , и 

с вероятностью единица процесс )(t  останется в состоянии 1S ; 

вероятность этой ситуации равна 

       )(||)(1| 0
11

0
11

0
1 tottttttottt  ; 

2) в момент времени t  значение процесса 1)(  t  с вероятно-

стью  0
1 | tt , и на ),[ ttt   наступит событие пуассоновского 

потока с параметром 1  с вероятностью )(11
1 totte t   , и 

в момент наступления события процесс )(t  перейдет из состоя-

ния 1S  в состояние 1S  с вероятностью p1 ; вероятность рассмот-

ренной ситуации есть 

     )(|)1()(|)1( 0
111

0
1 totttptotttp  ; 

3) в момент времени t  значение процесса 2)(  t  с вероятно-

стью  0
2 | tt , и на ),[ ttt   наступит событие пуассоновского 

потока с параметром 2  с вероятностью )(22
2 totte t   , 

и в момент наступления события потока процесс )(t  перейдёт из 

состояния 2S  в состояние 1S  с вероятностью q ; вероятность опи-

санной ситуации равна 

     )(|)(| 0
222

0
2 totttqtotttq  ; 

4) в момент времени t  значение процесса 2)(  t  с вероятно-

стью  0
2 | tt , и на ),[ ttt   не наступит событие пуассоновского 

потока с параметром 2  с вероятностью )(1 2
2 tote t  , и 

процесс )(t  с вероятностью единица останется в состоянии 2S ; 

вероятность этой ситуации равна 

       )(||)(1| 0
22

0
22

0
2 tottttttottt  ; 
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5) в момент времени t  значение процесса 2)(  t  с вероятно-

стью  0
2 | tt , и на ),[ ttt   наступит событие пуассоновского 

потока с параметром 2  с вероятностью )(22
2 totte t   , 

и в момент наступления события процесс )(t  перейдёт из состоя-

ния 2S  в 2S  с вероятностью q1 ; вероятность ситуации есть 

     )(|)1()(|)1( 0
222

0
2 totttqtotttq  ; 

6) в момент времени t  значение процесса 1)(  t  с вероятно-

стью  0
1 | tt , и на ),[ ttt   наступит событие пуассоновского 

потока с параметром 1  с вероятностью )(11
1 totte t   , и 

в момент наступления события процесс )(t  перейдет из состоя-

ния 1S  в состояние 2S  с вероятностью p ; вероятность рассмот-

ренной ситуации равна 

     )(|)(| 0
111

0
1 totttptotttp  . 

Других возможностей не имеется. 
Описанные случаи позволяют выписать соотношения относи-

тельно  0
1 | tt  и  0

2 | tt  в момент tt  : 

     
   

     
   

0 0 0
1 1 1 1

0 0
1 1 2 2

0 0 0
2 2 2 2

0 0
2 2 1 1

| | |

(1 ) | | ( ),

| | |

(1 ) | | ( ).

t t t t t t t t

p t t t q t t t o t

t t t t t t t t

q t t t p t t t o t

         

          

         

          

 

Выполнив несложные преобразования, получаем 

        
         ).(||||

),(||||

0
22

0
11

0
2

0
2

0
22

0
11

0
1

0
1

totttqttpttttt

totttqttpttttt
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Разделив левые и правые части последних равенств на t  и пе-
реходя к пределу при 0t , получим систему линейных диффе-

ренциальных уравнений относительно вероятностей  0| tti , 

2,1i : 

     
          ,1||;|||

,|||

0
2

0
1

0
22

0
11

0
2

0
22

0
11

0
1





ttttttqttptt

ttqttptt
 

решая которую, с учётом начальных условий, приходим к (1.6). 
Лемма доказана. 

Следствие леммы 1.6. Для синхронного потока событий апри-
орные финальные вероятности состояний процесса )(t  при 

t  (или 0t ) имеют вид 

 .,
21

1
2

21

2
1 








qp

p
qp

q
 (1.7) 

Замечание 1.2. Сопровождающий процесс )(t  для синхронно-

го потока можно трактовать как интенсивность потока, поскольку 
в состоянии 1S  значение интенсивности потока есть 1 , в состоя-

нии 2S , соответственно, 2 . Тогда средняя интенсивность син-

хронного потока равна 

.
21

1
2

21

2
1 








qp

p
qp

q
 

 
1.4. Полусинхронный поток 

 
Изучается поток событий, сопровождающий случайный про-

цесс которого )(t  является кусочно-постоянным с двумя состоя-

ниями 1S  и 2S ; если it  )( , то имеет место i -е состояние ( iS ) 
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процесса )(t , 2,1i , 021  . Если процесс )(t  находится в 

состоянии 1S , то в течение времени пребывания его в первом со-

стоянии имеет место пуассоновский поток событий с параметром 

1 . Переход из первого состояния процесса )(t  во второе с веро-

ятностью p  ( 10  p ) возможен только в момент наступления 

события, с вероятностью p1  процесс )(t  остаётся в первом со-

стоянии (переходит из 1S  в 1S ). Длительность пребывания про-

цесса )(t  в состоянии 2S  есть случайная величина с функцией 

распределения tetF 21)(2
 , 0t . В течение времени пребыва-

ния процесса )(t  во втором состоянии имеет место пуассонов-

ский поток событий с параметром 2 . 

Таким образом, переход процесса )(t  из состояния 1S  в состоя-

ние 2S  возможен только в момент наступления события потока, пере-

ход процесса )(t  из состояния 2S  в состояние 1S  осуществляется в 

произвольный момент времени, не связанный с моментом наступле-
ния события потока; поэтому поток называется полусинхронным [16]. 

Вариант возможного поведения случайного процесса )(t  и по-

лусинхронного потока событий представлен на рис. 1.5, где 1S , 

2S  – состояния процесса )(t ; ...,...,,, 21 kttt  – моменты наступле-

ния событий в полусинхронном потоке. 
 

t6t4t1

...

tt3

t

t5

Процесс λ(t)

...

...S1

S2

...

...

1–p

p pα2

t2

1–p

α2

 
Рис. 1.5. Формирование полусинхронного потока событий 
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Лемма 1.7. Сопровождающий кусочно-постоянный случайный 
процесс )(t  для полусинхронного потока есть марковский про-

цесс. 
Доказательство основано на лемме 1.1 и лемме 1.4. Действи-

тельно, длительность участка стационарности процесса )(t  в со-

стоянии 1S  (временного интервала, на котором значение процесса 

1)(  t ) – случайная величина с функцией распределения 
tpetF 11)()1(

1
 , 0t . Длительность пребывания процесса 

)(t  в состоянии 2S  – случайная величина с функцией распреде-

ления tetF 21)(2
 , 0t . Отсюда следует, что )(t  – марков-

ский процесс. Лемма доказана. 
Лемма 1.8. Моменты наступления событий ...,...,,, 21 kttt  в по-

лусинхронном потоке порождают вложенную цепь Маркова 
 )( kt . 

Доказательство основано на лемме 1.2 и лемме 1.5, поскольку 
в первом состоянии процесса )(t  полусинхронный поток ведёт 

себя как синхронный поток, во втором состоянии процесса )(t  – 

как асинхронный поток. Лемма доказана. 
С учётом (1.2) и (1.5) матрицы инфинитезимальных характери-

стик процесса )(t  примут вид 

1
0

2 2 2

0

( )




    
D , 

2

11
1 0

)1(

 pp

D . 

Описание содержательного смысла элементов матриц 0D  и 1D  

приводится в параграфе 1.2 для асинхронного потока. 

Обозначим  0| tti  – априорная вероятность того, что в момент 

времени t  значение процесса it  )( , 2,1i , при условии, что 

функционирование полусинхронного потока (процесса )(t ) нача-

лось в момент времени 0t . 
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Лемма 1.9. Для полусинхронного потока событий априорные 
вероятности состояний процесса )(t  имеют вид 
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 (1.8) 

с начальными условиями в момент времени 0t :    00
1 | tt , 

   1| 00
2 tt . 

Доказательство. Определим  0| ttti   – вероятность того, 

что в момент времени tt   процесс )(t  принимает значение i , 

то есть имеет место i -е, 2,1i , состояние процесса )(t . Возмож-

ные ситуации на полуинтервале ),[ ttt  , связанные с поведением 

процесса )(t : 

1) в момент времени t  значение процесса 1)(  t  с вероятно-

стью  0
1 | tt , и за промежуток времени длительности t  не 

наступит событие пуассоновского потока с параметром 1  с веро-

ятностью )(1 1
1 tote t  , и с вероятностью единица про-

цесс )(t  останется в состоянии 1S ; вероятность описанной ситуа-

ции равна 

       )(||)(1| 0
11

0
11

0
1 tottttttottt  ; 

2) в момент времени t  значение процесса 1)(  t  с вероятно-

стью  0
1 | tt , и за промежуток времени длительности t  наступит 

событие пуассоновского потока с параметром 1  с вероятностью 

)(11
1 totte t   , и в момент наступления события процесс 

)(t  перейдет из состояния 1S  в состояние 1S  с вероятностью 

p1 ; вероятность этой ситуации равна 
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     )(|)1()(|)1( 0
111

0
1 totttptotttp  ; 

3) в момент времени t  значение процесса 2)(  t  с вероятно-

стью  0
2 | tt , и за промежуток времени длительности t  закон-

чится второе состояние процесса )(t  с вероятностью 

  )(1 2
2 tote t   , и процесс )(t  перейдёт из второго со-

стояния в первое с вероятностью единица; вероятность ситуации 
есть 

     )(|)(| 0
222

0
2 tottttottt  ; 

4) в момент времени t  значение процесса 2)(  t  с вероятно-

стью  0
2 | tt , и за промежуток времени длительности t  не за-

кончится второе состояние процесса )(t  с вероятностью 

)(1 2
2 tote t  ; вероятность рассмотренной ситуации 

равна 

       )(||)(1| 0
22

0
22

0
2 tottttttottt  ; 

5) в момент времени t  значение процесса 1)(  t  с вероятно-

стью  0
1 | tt , и за промежуток времени длительности t  наступит 

событие пуассоновского потока с параметром 1  с вероятностью 

)(11
1 totte t   , и в момент наступления события процесс 

)(t  перейдет из состояния 1S  в состояние 2S  с вероятностью p ; 

вероятность этой ситуации равна 

     )(|)(| 0
111

0
1 totttptotttp  . 

Других возможностей не имеется. 
Рассмотренные ситуации позволяют выписать систему равенств 

относительно  0| tti , 2,1i , в момент времени tt  : 
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После несложных преобразований находим 
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Разделив оба равенства на t  и выполнив в них предельный 
переход при 0t , получим систему линейных дифференциаль-

ных уравнений относительно вероятностей  0| tti , 2,1i : 

     
          .1||;|||

,|||

0
2

0
1

0
22

0
11

0
2

0
22

0
11

0
1





ttttttttptt
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Интегрируя выписанную систему, с учётом начальных условий, 
приходим к (1.8). Лемма доказана. 

Следствие леммы 1.9. Априорные финальные вероятности со-
стояний процесса )(t  для полусинхронного потока событий при 

t  (или 0t ) имеют вид 

 .,
21

1
2

21

2
1 








p

p
p

 (1.9) 

Замечание 1.3. Сопровождающий случайный процесс )(t  для 

полусинхронного потока является интенсивностью потока, так как 
в состоянии 1S  значение интенсивности потока есть 1 , в состоя-

нии 2S , соответственно, 2 . При этом средняя интенсивность по-

лусинхронного потока событий равна 

.
21

1
2

21

2
1 








p

p
p
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1.5. MAP-поток 
 
Рассматривается поток событий, сопровождающий случайный 

процесс которого )(t  является кусочно-постоянным с двумя со-

стояниями – 1S  и 2S ; если it  )( , то имеет место i -е состояние 

( iS ) процесса )(t , 2,1i , 021  . Длительность пребывания 

процесса )(t  в состоянии iS  определяется случайной величиной с 

экспоненциальной функцией распределения t
i

ietF 1)( , 0,t   

2,1i . В момент окончания состояния iS  процесса )(t  возможны 

следующие ситуации, каждая из которых протекает мгновенно: 
1) наступает событие потока, и процесс )(t  переходит из состоя-

ния iS  в состояние jS ; совместная вероятность описанной ситуа-

ции  ,|1 ijP  2,1, ji ; 2) не наступает событие потока, и про-

цесс )(t  переходит из состояния iS  в состояние jS ; совместная 

вероятность этой ситуации  ,|0 ijP  2,1, ji , ji  . При этом 

     0 1 1| | | 1j i j i i iP P P         , 2,1, ji , ji   [17]. 

Вариант возможного поведения случайного процесса )(t  и MAP-

потока событий представлен на рис. 1.6, где 1S  и 2S  – состояния про-

цесса )(t ; ...,...,,, 21 kttt – моменты наступления событий в потоке. 
 

t4t2
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Рис. 1.6. Формирование MAP-потока событий 
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Лемма 1.10. Сопровождающий кусочно-постоянный случайный 
процесс )(t  для MAP-потока событий является марковским процессом. 

Доказательство. Докажем, что длительность участка стацио-
нарности процесса )(t  в состоянии iS  (временного интервала, 

на котором значение процесса it  )( , 2,1i ) является случай-

ной величиной с функцией распределения ( ) ( )i
iF t   

1 0( | ) ( | )
1 i j i j iP P te

         , 0,t   2,1, ji , ji  . 

Рассмотрим состояние 1S  процесса )(t . Поскольку в момент 

окончания первого состояния процесса )(t  переход из 1S  в 2S  

возможен как с наступлением события потока, так и без наступле-
ния события, то некоторые возможные ситуации в поведении про-
цесса )(t  представлены на рис. 1.7. 
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(
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Рис. 1.7. Некоторые возможные ситуации в состоянии 1S  процесса )(t  
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Таким образом, участок стационарности случайной длительно-

сти в состоянии 1S  имеет длину )1(t  (рис. 1.7 (а) – с наступлением 

события при переходе процесса )(t  из 1S  в 2S , рис. 1.7 (б) – без 

наступления события); )2()1( tt   (рис. 1.7 (в) – с наступлением со-

бытия при переходе )(t  из 1S  в 2S , рис. 1.7 (г) – без наступления 

события); )3()2()1( ttt   (рис. 1.7 (д) – с наступлением события при 
переходе )(t  из 1S  в 2S , рис. 1.7 (е) – без наступления события) и 

т. д. При этом каждый из интервалов )(kt , ,...,2,1k  представляет 

собой реализацию случайной величины с функцией распределения 
1

1( ) 1 , 0.tF t e t    

Обозначим    120121 ||  PPp  – вероятность перехода 

процесса )(t  из состояния 1S  в состояние 2S  в момент окончания 

состояния 1S ;    111 |1  Pp  – вероятность перехода процесса 

)(t  из состояния 1S  в 1S  в момент окончания состояния 1S . Тогда, 

применив схему рандомизации [15] и проведя выкладки, аналогич-
ные проделанным при доказательстве леммы 1.4, находим функцию 
распределения длительности участка стационарности процесса )(t  

в состоянии 1S  в виде      1 1 2 1 0 2 1| |(1)
1 1 , 0,P P tF t e t           в со-

стоянии 2S  –      2 1 1 2 0 1 2| |(2)
2 1 , 0.P P tF t e t           

Таким образом, в силу экспоненциального распределения дли-
тельности участка стационарности процесса )(t  в состоянии iS , 

2,1i , поведение процесса )(t  после произвольного момента 

времени t~  не зависит от предыстории, а зависит лишь от значения 

процесса )(t  в момент t~ . Лемма доказана. 
Лемма 1.11. Последовательность  )( kt , образуемая совокуп-

ностью моментов наступления событий ...,...,,, 21 kttt в MAP-

потоке, является вложенной цепью Маркова. 
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Доказательство. Отметим, что MAP-поток событий функцио-
нирует в стационарном режиме и является ординарным потоком, 
однако не обладает свойством отсутствия последствия. Отметим 
следующее: 

1. В момент времени наступления события kt , ,...,2,1k  зна-

чение процесса ikt  )( , то есть имеет место состояние iS , 

2,1i , процесса )(t . Длительность пребывания процесса )(t  в 

состоянии iS  является случайной величиной с функцией распре-

деления ( ) 1 , 0,it
iF t e t    2,1i . Значит, оставшаяся после 

момента kt  часть длительности пребывания процесса )(t  в состо-

янии iS  не зависит от того, как долго процесс )(t  находился в 

том или другом состоянии до момента времени kt . 

2. Переход процесса )(t  из состояния iS  в jS , 2,1, ji , ,i j  

после момента kt  происходит в момент времени окончания дли-

тельности участка стационарности процесса )(t  в состоянии iS , 

распределенного по экспоненциальному закону (лемма 1.10), и не 
зависит от поведения потока до момента времени kt , ...,2,1k  . 

Таким образом, поведение потока после момента времени 
наступления события kt  определяется состоянием iS , 2,1i , со-

провождающего процесса )(t  в момент времени kt  и не зависит 

от предыстории, то есть от поведения потока до момента kt . Лем-
ма доказана. 

Перейдём к определению инфинитезимальных характеристик 
процесса )(t . Опишем возможные ситуации, которые могут про-

изойти на полуинтервале  ttt , . Полагая it  )( , 2,1i , 

находим: 
1) за промежуток времени длительности t  закончится i -е со-

стояние процесса )(t  с вероятностью   )(1 tote i
ti   , 
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наступит событие потока, и процесс )(t  перейдёт из i -го состоя-

ния в j -е, ji  , с вероятностью  ijP  |1 ; вероятность описан-

ной ситуации равна     1 |i j it o t P         totP iji  |1 ; 

2) за промежуток времени длительности t  закончится i -е со-

стояние процесса )(t  с вероятностью   )(1 tote i
ti   , 

наступит событие потока, и процесс )(t  перейдёт из i -го состоя-

ния в i -е с вероятностью  iiP  |1 ; вероятность этой ситуации 

есть         totPPtot iiiiii  || 11 ; 

3) за промежуток времени длительности t  закончится i -е со-

стояние процесса )(t  с вероятностью   )(1 tote i
ti   , не 

наступит событие потока, и процесс )(t  перейдёт из i -го состоя-

ния в j -е, ji  , с вероятностью  ijP  |0 ; вероятность рассмот-

ренной ситуации равна 

        0 0| |i j i i j it o t P P t o t             ; 

4) за промежуток времени длительности t  не закончится i -е 

состояние процесса )(t  с вероятностью )(1 tote i
ti  , и 

с вероятностью, равной единице, процесс )(t  останется в i -м со-

стоянии; вероятность этой ситуации есть  1 i t o t    . 

Других возможных ситуаций нет. С учётом (1.1) рассмотрим 
следующие пределы: 

1) 
     iji

iji

tij P
t

totP
d 







|

|
lim 1

1

0

)1( , 2,1, ji , ji  , 

– интенсивность перехода процесса )(t  из i -го состояния в j -е, 

связанного с наступлением события потока; 

2) 
     iii

iii
tii P

t
totPd 







|
|

lim 1
1

0

)1( , 2,1i , – ин-

тенсивность перехода процесса )(t  из i -го состояния в i -е  
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(остаться в i -м состоянии), связанного с наступлением события 
потока; 

3) 
     iji

iji

tij P
t

totP
d 







|

|
lim 0

0

0

)0( , 2,1, ji , ji  , 

– интенсивность перехода процесса )(t  из i -го состояния в j -е, 

не связанного с наступлением события потока; 

4) 
 

i
i

tii t
totd 







11
lim

0

)0( , 2,1i , – интенсивность 

выхода процесса )(t  из i -го состояния, взятая с противополож-

ным знаком. 
При этом справедливы равенства 

       0||| 110

2

1

)1(
2

1

)0( 


ikiiikii
j

ij
j

ij PPPdd , 

где .2,1
,2если,1

,1если,1











 i

ii

ii
k  

Матрицы инфинитезимальных характеристик )0(
0 ijdD  и 

)1(
1 ijdD , 2,1, ji , процесса )(t  выпишутся в виде 

 
  22102

12011
0 |

|


 P
P

D ,  

   
   22122112

12111111
1 ||

||

 PP

PP
D . 

Обозначим априорную вероятность того, что в момент времени 
t  значение процесса it  )( , 2,1i , при условии, что функцио-

нирование МАР-потока (процесса )(t ) началось в момент време-

ни 0t , через  0| tti . 
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Лемма 1.12. Априорные вероятности состояний процесса )(t  

для МАР-потока событий имеют вид 
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 (1.10) 

с начальными условиями в момент 0t  вида    00
1 | tt , 

   1| 00
2 tt ;  1 1 1 11 |d P          2212 |1  P . 

Доказательство. Найдём вероятность  0| ttti   того, что в 

момент времени tt   процесс )(t  принимает значение i , то 

есть имеет место состояние iS , 2,1i , случайного процесса )(t . 

Опишем возможные ситуации на полуинтервале ),[ ttt  , связан-

ные с поведением процесса )(t : 

1) в момент времени t  значение процесса it  )(  с вероятно-

стью  0| tti , и за промежуток времени длительности t  не за-

кончится состояние iS  процесса )(t  с вероятностью 

)(1 tote i
ti  , и с вероятностью единица процесс )(t  

останется в состоянии iS ; вероятность этой ситуации есть 

       )(||)(1| 000 tottttttottt iiiii  ; 
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2) в момент времени t  значение процесса it  )(  с вероятно-

стью  0| tti , и за промежуток времени длительности t  закон-

чится состояние iS  процесса )(t  с вероятностью 

  )(1 tote i
ti   , наступит событие потока, и процесс )(t  

перейдёт из состояния iS  в iS  с вероятностью  iiP  |1 ; вероят-

ность описанной ситуации равна 

         )(|||)(| 0
11

0 totttPPtottt iiiiiiii  ; 

3) в момент времени t  значение процесса jt  )(  с вероятно-

стью  0| ttj , 2,1j , ij  , и за промежуток времени длительно-

сти t  закончится состояние jS  процесса )(t  с вероятностью 

 1 j te  ( )j t o t     , наступит событие потока, и процесс 

)(t  перейдёт из состояния jS  в iS  с вероятностью  jiP  |1 ; ве-

роятность рассмотренной ситуации равна 

         )(|||)(| 0
11

0 totttPPtottt jjijjijj  ; 

4) в момент времени t  значение процесса jt  )(  с вероятно-

стью  0| ttj , и за промежуток времени длительности t  закон-

чится состояние jS  процесса )(t  с вероятностью 

 1 ( )j t
je t o t       , не наступит событие потока, и процесс 

)(t  перейдёт из состояния jS  в iS  с вероятностью  jiP  |0 ; ве-

роятность ситуации есть 

         )(|||)(| 0
00

0 totttPPtottt jjijjijj  . 

Других возможностей не имеется. 
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Относительно вероятностей  0| tti , 2,1i , в момент времени 

tt   имеем систему равенств: 
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В результате несложных преобразований находим 
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Разделив оба соотношения на t  и выполнив в них предельный 
переход при 0t , получим систему линейных дифференциаль-

ных уравнений относительно вероятностей  0| tti , 2,1i : 
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интегрируя которую, с учётом начальных условий, приходим к 
(1.10). Лемма доказана.  
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Следствие леммы 1.12. Для МАР-потока событий априорные 
финальные вероятности состояний процесса )(t  при t  (или 

0t ) имеют вид 

 

 
   

 
   

.
)|(1)|(1

)|(1

,
)|(1)|(1

)|(1

22121111

1111
2

22121111

2212
1











PP
P

PP
P

 (1.11) 

Замечание 1.4. Сопровождающий случайный процесс )(t  для 

МАР-потока не совпадает с его интенсивностью, так как в состоя-
нии 1S  значение интенсивности потока есть  )|(1 1201  P , в 

состоянии 2S , соответственно,  )|(1 2102  P . Тогда средняя 

интенсивность МАР-потока равна 

    .)|(1)|(1 2210211201  PP  

Замечание 1.5. При задании вероятностей 0 2 1( | )P     

0 1 2( | ) 0,P     1 2 1( | ) ,P p    1 1 1( | ) 1 ,P p     1 1 2( | ) ,P q    

1 2 2( | ) 1P q      МАР-поток событий вырождается в синхронный 

поток. 
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Глава 2 
Оптимальное оценивание состояний  

дважды стохастических потоков событий  
при полной наблюдаемости потоков 

 
Во второй главе решается задача оптимального оценивания со-

стояний дважды стохастических потоков различных типов, пред-
ставленных в параграфах 1.2 – 1.5, при полной наблюдаемости по-
токов, то есть оптимальное оценивание состояний потока осу-
ществляется в условиях, когда все события (моменты их наступле-
ния) доступны наблюдению. 

Сопровождающий случайный процесс )(t  изучаемых потоков 

является принципиально ненаблюдаемым (скрытым) марковским 
процессом. Задача заключается в оценке состояний процесса )(t  

(потока) по наблюдениям за моментами наступления событий на 
интервале наблюдения. В качестве решающего правила при оценке 
состояний потока используется критерий максимума апостериорной 
вероятности, представляющей собой наиболее полную характери-
стику состояний потока, которую можно получить, располагая лишь 
выборкой наблюдений; критерий обеспечивает минимум полной 
(безусловной) вероятности ошибки вынесения решения [18]. 

 
2.1. Рекуррентные соотношения для апостериорных  

вероятностей состояний 
 

В данном параграфе применяется методика [18] получения ре-
куррентных соотношений для апостериорных вероятностей состо-
яний дважды стохастических потоков, сопровождающий случай-
ный процесс которых )(t  представляет собой кусочно-

постоянный скрытый марковский случайный процесс. 
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Пусть наблюдения за потоком начинаются в момент времени 

0t ; время t  меняется дискретно с шагом t : tlt l )( , 

0,1,... .l   Введём двумерный случайный процесс  l
l r,)( , где 

)()( tll   – значение процесса )(t  в момент времени tlt l )(  

( i
l  )( , 2,1i );    tlrtlrtrr ll  )1()(  – число событий 

потока, наступивших на интервале времени  tltl  ,)1(  дли-

тельности t , ...,1,0lr . Поскольку на интервале )0,( t  наблю-

дение за потоком не производится, то 0r  можем положить произ-

вольным, например, 00 r . 

Обозначим  )()1()0()( ...,,, mm λ  – последовательность неиз-

вестных (ненаблюдаемых) значений процесса )( tl  в момент 

времени tl , ml ,0  ( i )0()0( , 2,1i ); )...,,,( 10 mm rrrr  – 

последовательность значений количества событий, которые про-
наблюдались за время от 0  до tm  на интервалах  tltl  ,)1(  

длительности t , ml ,0 . В силу конструкции процесса  l
l r,)(  

компонента )(l  (значение процесса )(t  в момент времени 

tlt l )( ) не влияет на компоненту lr  – число событий на интерва-

ле  tltl  ,)1( : )(l  – в будущем, а lr  по отношению к )(l  – в 

прошлом (рис. 2.1). 
 

lr

)(l

tl  )1( tl t
 

Рис. 2.1. Конструкция процесса  l
l r,)(  

 



48 

Компонента lr  (в зависимости от типа дважды стохастического 

потока событий) может как влиять, так и не влиять на )(l . Пусть 
)(l , lr  – марковские компоненты процесса  l

l r,)( , то есть 

процесс  l
l r,)(  – марковский. 

Введём  1
)1()( ,|, 

 l
l

l
l rrp  – вероятность перехода процесса 

 l
l r,)(  за один шаг t  из состояния  1

)1( , 
 l

l r  в состояние 

 l
l r,)( ;  m

mw rλ ,)(  – совместная вероятность значений 

 )()1()0()( ...,,, mm λ , )...,,,( 10 mm rrrr ;  m
mw rλ |)(  – условная 

вероятность значений )(mλ  при условии, что наблюдалась реали-

зация mr ;  m
mw r|)(  – условная вероятность значения )(m  при 

условии, что наблюдалась реализация mr ;  1
)1( | 

 m
mw r  – услов-

ная вероятность значения )1(  m  при условии, что наблюдалась 
реализация 1mr . 

Тогда в сделанных предпосылках для введённых вероятностей 

 m
mw r|)( ,  1

)1( | 
 m

mw r  справедлива следующая теорема. 

Теорема 2.1. Для дважды стохастических потоков событий с 
двумя состояниями справедливо рекуррентное соотношение для 
апостериорных вероятностей: 

 
   

   
.

,|,|

,|,|

|
2

1
)(

2

1
)1(

2

1
)(

)(
1

)1()(

)(
1

)1()(

1
)1(

  

 
 




















m m

m

m
m

m
m

m
m

m
m

m
m

m
m

m
m

rrpw

rrpw
w

r

r

r  (2.1) 

Доказательство. В силу того, что  l
l r,)(  – марковский 

случайный процесс, совместная веростность  m
mw rλ ,)(  

представляется в виде [18]: 
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    ( ) (0) ( ) ( 1)
0 1

1

, ( , ) , | , .
m

m l l
m l l

l
w w r p r r




   λ r  (2.2) 

Аналогично для интервала наблюдения  tm  )1(,0  запишем 

   
1

( 1) (0) ( ) ( 1)
1 0 1

1

, ( , ) , | , .
m

m l l
m l l

l
w w r p r r


 

 


   λ r  

С учётом (2.2) последнее равенство выпишется в виде 

      ( 1) ( ) ( 1) ( )
1 1, , , | , .m m m m

m m m mw w p r r 
   λ r λ r  (2.3) 

Принимая во внимание формулу для условной вероятности, пе-
репишем (2.3) в виде 

   
     ( 1) ( ) ( 1) ( )

1 1
1

| | , | , .mm m m m
m m m m

m

w
w w p r r

w
 

 


  
r

λ r λ r
r

 

В последнем равенстве произведём суммирование по всем зна-

чениям )(l , ml ,0 , последовательностей )(mλ , )1( mλ : 

 
 
     

2 2
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2 2
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1 1

( 1)
1

( ) ( 1) ( )
1
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Тогда учитывая, что 

   2 2

(0) ( )
1 1

( 1) ( 1)
1 1... | | ,

m

m m
m mw w

 
 

 
   

   λ r r  

   

   

2 2

(0) ( )
1 1

2
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1

( ) ( 1) ( )
1

( ) ( 1) ( )
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находим 

   
     2

( )
1

( 1) ( ) ( 1) ( )
1 1

1

| | , | , .
m

mm m m m
m m m m

m

w
w w p r r

w


 

 
  

    
r

r r
r

 (2.4) 

С учётом условия нормировки   1|
2

1
)1(

1
)1(  







m

m
mw r  выра-

жение (2.4) принимает вид 
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Определив из последнего уравнения коэффициент 
   1mm ww rr  в виде 
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и подставив    1mm ww rr  в (2.4), приходим к (2.1). Теорема до-
казана. 

Следствие теоремы 2.1. В связи с тем, что 

   ( 1) ( ) ( 1) ( )
1, | , | ,m m m m

m m mp r r p r 
      ( ) ( 1)

1 | , ,m m
m mp r r 
   , 

рекуррентное соотношение (2.1) принимает вид 
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 (2.5) 
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Рассмотрим вероятность    )(...,),(),(|| 10
)()( trtrtrww m

m
m

m  r . 

Компонента   tlrrl  ( 1)r l t   вектора mr  зависит от теку-

щего времени tlt l )( , ml ,0 ; при этом ttmt m )(  – момент 

окончания наблюдений. Значит, 
m
t

l
tt

l


)(

, откуда находим 

t
m
lt l )( . Тогда   (0)

0 ,m r tr    (1) ( )
1 , ..., m

mr t r t    0 0 ,r t   

1 ,
tr
m

 
 
 

 2 2 , ..., ( )m m
tr r t t
m

   
  

r , то есть вектор наблюдений mr  

является функцией времени t . 

В этой связи можно записать    ( ) ( )| | ( )m m
m mw w t   r r  

( )( | )mw t  . Аналогично для апостериорной вероятности 

 1
)1( | 

 m
mw r  имеет место равенство   


1

)1( | m
mw r  

   ttwttw m
m

m  


 |)(| )1(
1

)1( r . 

С учётом вышеизложенного рекуррентное соотношение (2.5) 

для апостериорных вероятностей )|( )( tw m ,  ttw m   |)1(  

запишется в виде 

 

     

     

2

( )
1

2 2

( ) ( 1)
1 1

( 1)

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)
1

1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)
1

| (2.6)

| | , | , ,

| | , | , , .
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m m

m

m m m m m
m m m

m m m m m
m m m

w t t

w t p r p r r

w t p r p r r





 


 


 

 


   

   

         
  

        
  



 

   

Замечание 2.1. Компонента lr  вектора наблюдений 

)...,,,( 10 mm rrrr  может принимать значения 0lr  или 1lr . 



52 

Случаи ...,3,2lr  в силу определения различных типов дважды 

стохастических потоков имеют вероятность )( to  . 

 
2.2. Оптимальная оценка состояний  

асинхронного потока 
 

Исследуется асинхронный поток событий, математическое 
описание которого приведено в параграфе 1.2. Наблюдения за 

потоком производятся на интервале времени  tt ,0 . Требуется по 

наблюдениям ...,...,,, 21 kttt  оценить состояние сопровождающего 

процесса )(t  (асинхронного потока) в момент окончания 

наблюдений. 
Для вынесения решения о состоянии процесса )(t  в момент 

времени t  необходимо определить апостериорные вероятности 
 ttttPtttwtw mimii ,...,,|)(),...,,|()|( 11  , 2,1i , того, 

что в момент времени t  значение процесса it  )(  ( m  – количе-

ство событий потока, наступивших за время t ); при этом 
1)|()|( 21  twtw . 

Решение о состоянии принципиально ненаблюдаемого (скрыто-
го) марковского процесса )(t  выносится по критерию максимума 

апостериорной вероятности на основании сравнения вероятностей: 
если )|()|( twtw ji  , 2,1, ji , ji  , то оценка состояния про-

цесса есть ˆ ( ) it   , 1,2i  ; если ( | ) ( | )i jw t w t   , то оценка со-

стояния есть ˆ ( ) jt   , 1,2j  . 

 
2.2.1. Дифференциальное уравнение  
для апостериорных вероятностей 

 

Лемма 2.1. Случайный процесс  l
l r,)(  для асинхронного 

потока событий является марковским процессом. 
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Доказательство. Первая компонента )(l  процесса  l
l r,)(  яв-

ляется марковской, так как процесс )(t  для асинхронного потока 

является марковским (лемма 1.1). Вторая компонента lr  процесса 

 l
l r,)(  также марковская, так как для асинхронного потока 

событий в состоянии 1S  сопровождающего случайного 

процесса )(t  имеет место пуассоновский поток с параметром 1 , 

в состоянии 2S  процесса )(t  – пуассоновский поток с 

параметром 2 . Компонента lr  – число событий на интервале 

 tltl  ,)1(  – не влияет на компоненту )(l , так как смена 

состояний процесса )(t  происходит в произвольные моменты 

времени, не связанные с моментами наступления событий 
асинхронного потока (процесс )(t  «живёт своей жизнью»). 

Компонента )(l  не влияет на компоненту lr  в силу конструкции 

процесса  l
l r,)( . Лемма доказана. 

Рассмотрим переходную вероятность  ( 1) ( )
1, | ,m m

m mp r r
    

 ( 1) ( )| ,m m
mp r    ( ) ( 1)

1 | , ,m m
m mp r r 
    в формуле (2.6). 

Утверждение 2.1. Условная вероятность  m
mm rp ,| )()1(    для 

асинхронного потока событий принимает вид 

   )()1()()1( |,| mm
m

mm prp   . 

Действительно, поскольку случайный процесс  l
l r,)(  является 

марковским, то на значение компоненты )(l  в момент времени 

tmtt  )1(  влияет только значение )(l  в момент времени 

tmt  ; компонента mr  не влияет на компоненту )1(  m  в силу 

леммы 2.1. Утверждение доказано. 
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Утверждение 2.2. Условная вероятность  )1()(
1 ,,| 
  m

m
m

m rrp  

для асинхронного потока событий принимает вид 

   )(
1

)1()(
1 |,,| m

m
m

m
m

m rprrp  


 . 

Действительно, количество событий 1mr  на интервале 

 tmtm  )1(,  не зависит от числа событий mr  на интервале 

 tmtm  ,)1( , поскольку в состоянии iS , 2,1i , сопровождаю-

щего процесса )(t  имеет место пуассоновский поток с парамет-

ром i . Компонента )1(  m  не влияет на компоненту 1mr  в силу 

конструкции процесса  l
l r,)( : )1(  m  – в будущем, 1mr  – в про-

шлом (рис. 2.1). Утверждение доказано. 
Принимая во внимание утверждения 2.1 и 2.2, запишем форму-

лу (2.6) для апостериорных вероятностей  tw m |)( , 

 ttw m   |)1(  состояний асинхронного потока событий в виде 

 

 
     

     

2

( )
1

2 2

( ) ( 1)
1 1

( 1)

( ) ( 1) ( ) ( )
1

( ) ( 1) ( ) ( )
1

|

| | |
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| | |

m

m m

m
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m

m m m m
m

w t t

w t p p r

w t p p r








 

 



   

   

   


   



 
 (2.7)

 

Рассмотрим случай 01 mr  в (2.7), то есть на интервале 

),( ttt  , где tmt  , tmtt  )1( , нет событий асинхрон-

ного потока. Этот случай описывает поведение апостериорной 

вероятности на интервале времени между моментами kt  и 1kt , 

...,2,1k , наступления соседних событий потока и на интервале 

),( 10 tt , где 0t  – момент начала наблюдения за потоком. Для опре-

делённости в (2.7) положим 1
)1(  m . Тогда рекуррентное 

соотношение (2.7) для апостериорных вероятностей  tw m |)( , 
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 ttw m   |)1(  состояний асинхронного потока событий примет 

вид 
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 (2.8)

 

)|(1)|( 12 ttwttw  . 

Лемма 2.2. На временных интервалах ),( 10 tt  и ),( 1kk tt , 

...,2,1k , между моментами наступления соседних событий асин-

хронного потока апостериорная вероятность )|( 1 tw   

удовлетворяет дифференциальному уравнению Риккати 

    .)|()|(
)|(

21
2

2112121
1 
 twtw
dt

tdw
 (2.9) 

Доказательство. Рассмотрим все вероятности, входящие в 
формулу (2.8). 

С учётом определения асинхронного потока событий (пара-
граф 1.2) вероятности перехода на интервале ),( ttt   сопровож-

дающего случайного процесса )(t  из состояния iS  в состояние 

jS , 2,1, ji , запишутся в виде 
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 (2.10) 
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Отметим, что ситуация «остаться в состоянии iS » 

рассматривается как переход процесса )(t  из состояния iS  в iS , 

2,1i . 

В силу того, что в состоянии iS , 2,1i , сопровождающего 

случайного процесса )(t  имеет место пуассоновский поток собы-

тий с параметром i , условные вероятности  i
m

mrp 
)(

1 |0 , 

2,1i , того, что за промежуток времени длительности t  не 

наступит событие пуассоновского потока с параметром i  при 

условии, что в момент времени t  имеет место состояние iS , 

2,1i , выпишутся в виде 
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После подстановки рассмотренных вероятностей в формулу 
(2.8) и выполнения несложных преобразований числитель A  и 
знаменатель B  примут вид 
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| | | ( ),

| | 0 |
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| | 0 |
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m

m

m

m
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A w t p p r

w t p p r

w t w t w t t o t

B w t p p r

w t p p r

w t p p r

w t p p r

w t w t













      

      

             
      

      

      

      

         ( ),t o t  

 (2.11) 

где )|()|( )( twtw i
m

i  , 2,1i . 
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Подставляя (2.11) в (2.8) и принимая во внимание, что 

     )(||1 2211
1 tottwtwB  , находим (с точностью 

до членов )( to  ) (2.8) в виде 

   
1 1

2
1 1 2 1 2 1 1 1 2 2

( | ) ( | )

| ( | ) ( | ) ( | ) ( | )

( ).

w t t w t

w t w t w t w t w t

t o t

     

                
  

 

Выполняя в последнем равенстве необходимые преобразо-
вания, с учётом того, что )|(1)|( 12 twtw  , разделив обе части 

на t  и переходя к пределу при 0t , получаем уравнение (2.9). 
Лемма доказана. 

 
2.2.2. Явный вид апостериорных вероятностей  

и формула пересчёта 
 

Явный вид апостериорной вероятности )|( 1 tw   ( 2( | )w t   

11 ( | )w t   ), принимающей в момент времени 0tt   начала 

наблюдения за потоком и в моменты времени ktt  , ...,2,1k , 

наступления событий потока значение )|()|( 11 ktwtw  , 

...,1,0k , устанавливает следующая лемма. 

Лемма 2.3. Для асинхронного потока событий поведение 
апостериорной вероятности )|( 1 tw   как функции времени на 

интервалах ),( 10 tt  и ),( 1kk tt , ...,2,1k , определяется выражением 

   
   

,
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)|(
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))((
112121

1
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ttwwa
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ttwwa
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  (2.12) 

   
 

,
2

4

21

21
2

21212121
1 


w  
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,
2

4

21

21
2

21212121
2 


w  

где 21 a , 10 1  w , 12 w ; 1 kk ttt , ...,1,0k  . 

Доказательство. В силу того, что коэффициенты уравнения 
Риккати (2.9) постоянны, оно интегрируется в квадратурах. 

Проинтегрируем уравнение (2.9) методом разделения 
переменных, предварительно введя обозначение: 021 a , 

 2121 b , 2c . 

Разделяя в (2.9) переменные и выполняя интегрирование, с учё-
том начального условия )|()|( 11 kk twttw   приходим к не-

дифференциальному уравнению 

 .
)|()|(

)|()|(

)|( 11
2

1
1

1

 






t

t

tw

tw kk

dt
ctbwtaw

tdw
 (2.13) 

С целью вычисления интеграла от рациональной функции в ле-
вой части (2.13) преобразуем знаменатель 

  ,)|()|()|()|( 211111
2 wtwwtwactbwtaw   

где 1w  и 2w  – корни уравнения   0)|( 1  twf ,  1( | )f w t   

2
1 1( | ) ( | )aw t bw t c     : 

 
 

      .44

,
22

21
2

2121212
2

2121

21

2121
2,1











D

D
a

Dbw 

 

Отметим, что 0D , значит корни 1w  и 2w  действительные и 

различные; 21 ww  . Очевидно, что 12 w . Имеем:   00 2 cf , 

    01 12212121  cbaf . Следо-

вательно, 10 1  w . 
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Принимая во внимание вышеизложенное, перепишем (2.13): 

    






t
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tw kk

dt
wtwwtwa

tdw)|(

)|( 2111
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или 
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Выполняя в последнем равенстве необходимые преобразования, 
находим функцию )|( 1 tw   в явном виде (2.12). Лемма доказана. 

Перейдем к определению )|( 1 ktw  , ...,2,1k . Для того чтобы 

найти значение )|( 1 tw   ( 2( | )w t 11 ( | )w t   ) в произвольный 

момент времени t , согласно лемме 2.3, необходимо знать 
)|( 1 ktw   – значение апостериорной вероятности в момент 

времени kt , ...,2,1k , наступления события потока и )|( 01 tw   – 

значение вероятности в момент 0t  начала наблюдения за потоком; 

при этом )|(1)|( 12 kk twtw  , ...,1,0k  . 

Рассмотрим случай 11 mr  в (2.7), то есть на интервале 

),( ttt   наступает событие потока, допустим, в момент времени 

kt . По-прежнему будем считать в (2.7) 1
)1(  m .  

Тогда рекуррентное соотношение (2.7) для апостериорных 

вероятностей  tw m |)( ,  ttw m   |)1(  состояний асинхронного 

потока запишется в виде 

 1 |w t t     
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(2.14) 

)|(1)|( 12 ttwttw  . 
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Лемма 2.4. В момент времени kt  наступления события в асин-

хронном потоке апостериорная вероятность первого состояния 
процесса )(t  определяется формулой пересчёта 

 
 

...,,2,1,
)0|(

)0|(
)0|(

1212

11
1 




 k
tw

tw
tw

k

k
k  (2.15) 

)0|(1)0|( 12  kk twtw . 

Доказательство. Момент времени kt  наступления события 

потока разбивает интервал ),( ttt   на два смежных интервала 

),( ktt  и ),( tttk  , длительности которых есть ttt k   и 

ktttt   соответственно (рис. 2.2). 
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Рис. 2.2. Разбиение временного интервала 

 
С учётом введённых обозначений (2.14) примет вид 
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Вероятности  i
m

j
mp   )()1( | , 2,1, ji , определены в 

(2.10). Поскольку в состоянии iS , 2,1i , сопровождающего слу-

чайного процесса )(t  имеет место пуассоновский поток с пара-

метром i , то справедливы равенства 
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Принимая во внимание последние равенства, вероятности (2.10) 

и переобозначение  |)(
i

mw     ttwtt kik  | , 2,1i , 

представим числитель 1A  и знаменатель 1B  выражения (2.16) в 

виде 
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1 1 2 2

| ) ( 1| )

| | ( ).

m
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p r

w t t w t t t o t
   

              

 (2.17) 

Подставляя (2.17) в (2.16), учитывая, что 2( | )kw t t     

11 ( | )kw t t      и осуществляя в (2.16) предельный переход при 

0t   (при этом одновременно 0t  и 0t ), приходим к 
(2.15). Лемма доказана. 

Замечание 2.2. В точке kt , ...,2,1k  (момент времени наступ-

ления события асинхронного потока), апостериорная вероятность 
 tw i | , 2,1i , i -го состояния сопровождающего случайного 
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процесса )(t  терпит разрыв первого рода, то есть имеет место 

конечный скачок. 
Полученные для функции )|( 1 tw   формулы (2.12) и (2.15) 

определяют поведение апостериорной вероятности на полуинтер-
вале  1, kk tt , ...,2,1k , между моментами наступления соседних 

событий потока, а также на интервале ),( 10 tt , где 0t  – момент 

начала наблюдения за потоком. Без ограничения общности 
положим 00 t . В момент времени 00 t  в качестве начального 

значения вероятности 1 0( | 0)w t  )0|( 01  tw  выбирается 

априорная финальная вероятность первого состояния процесса 
)(t , определённая в (1.4). 

Леммы 2.3 и 2.4 позволяют сформулировать следующую теорему. 
Теорема 2.2. Поведение апостериорной вероятности )|( 1 tw   

первого состояния процесса )(t  на оси времени для асинхронного 

потока событий определяется выражениями 
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2

w
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где 21 a , 10 1  w , 12 w ; 1 kk ttt , ...,1,0k  . 

Доказательство осуществляется объединением формул (1.4), 
(2.12) и (2.15). 

 
2.2.3. Алгоритм принятия решения о состоянии потока 

 
Формулы (1.4), (2.15), (2.18), (2.19) позволяют сформулировать 

алгоритм расчёта апостериорной вероятности )|( 1 tw   и алгоритм 

принятия решения о состоянии сопровождающего случайного 
процесса )(t  в любой момент времени t , то есть алгоритм 

оптимального оценивания состояний асинхронного потока: 
1) в момент начала наблюдения 00 t  в качестве начального 

значения задаётся априорная финальная вероятность 1  первого 

состояния процесса )(t , вычисленная по формуле (1.4), – 

10101 )0|()0|(  twtw ; 

2) в любой момент времени t , 10 tt  , где 1t  – момент наблю-

дения первого события потока, по формуле (2.18) для 0k  
вычисляется апостериорная вероятность )|( 1 tw  ; 

3) по формуле (2.19) для 1k  рассчитывается вероятность 
)|( 1 tw   в момент времени 1t , то есть )0|()|( 1111  twtw ; 

4) по формуле (2.15) для 1k  производится пересчёт апостери-
орной вероятности в момент времени 1tt  , при этом )0|( 11  tw  

является начальным условием для )|( 1 tw   на следующем шаге 

алгоритма; 
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5) в любой момент времени t , 21 ttt  , где 2t  – момент 

наступления второго события потока, по формуле (2.18) для 1k  
вычисляется апостериорная вероятность )|( 1 tw   и т. д. 

Параллельно по ходу вычисления апостериорной вероятности 
)|( 1 tw   в любой момент времени t  выносится решение о состоя-

нии сопровождающего случайного процесса )(t  (асинхронного 

потока событий) по критерию максимума апостериорной вероят-
ности: если )|()|( 21 twtw  , то оценка состояния процесса есть 

1
ˆ ( )t   , иначе 2

ˆ ( )t   . 

 

2.3. Оптимальное оценивание  
состояний синхронного потока 

 

Рассматривается синхронный поток событий, математическая 
модель которого приведена в параграфе 1.3. Условия наблюдения 

за потоком на временном интервале  tt ,0 , 0t  – момент начала 

наблюдения, t  – момент вынесения решения о состоянии потока, и 
механизм оптимального оценивания идентичны рассмотренным в 
параграфе 2.2 для асинхронного потока событий. 

 
2.3.1. Вывод дифференциального уравнения Бернулли 

 

Для реализации алгоритма оптимального оценивания состояний 
сопровождающего процесса )(t  (синхронного потока событий) 

необходимо знать явный вид апостериорной вероятности )|( tw i , 
2,1i . 

Лемма 2.5. Случайный процесс  l
l r,)(  для синхронного 

потока событий является марковским процессом. 
Доказательство. В лемме 1.4 доказано, что для синхронного 

потока событий сопровождающий случайный процесс )(t  явля-

ется марковским, значит, компонента )(l  случайного процесса 
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 l
l r,)(  является марковской. Вторая компонента процесса lr  так-

же марковская, поскольку события в синхронном потоке 
наступают только в моменты перехода процесса )(t  из состояния 

iS  в состояние jS , 2,1, ji . Этот переход происходит внутри 

интервала  tltl  ,)1(  и определяется моментом окончания со-

стояния, который, в свою очередь, не зависит от предыстории, так 
как длительность участка стационарности процесса )(t  в 

состоянии 1S  является случайной величиной с экспоненциальной 

функцией распределения tpetF 11)()1(
1

 , 0,t   длительность 

участка стационарности процесса )(t  в состоянии 2S  – случайная 

величина с экспоненциальной функцией распределения 
tqetF 21)()2(

2
 , 0.t   Следовательно, компонента lr  не зависит 

от предыстории. Компонента )(l  не влияет на компоненту lr  в 

силу конструкции процесса  l
l r,)(  (рис. 2.1). Компонента lr  

влияет на )(l , так как с наступлением (ненаступлением) события 
связана смена (несмена) состояния процесса )(t . 

Таким образом, двумерный случайный процесс  l
l r,)(  являет-

ся марковским процессом. Лемма доказана. 

Рассмотрим переходную вероятность  ( 1) ( )| ,m m
mp r    

 ( ) ( 1)
1 | , ,m m

m mp r r 
    в рекуррентном соотношении (2.6) для 

вероятностей  tw m |)( ,  ttw m   |)1( . 

Утверждение 2.3. Для синхронного потока событий переходная ве-

роятность  ( 1) ( )| ,m m
mp r   ( ) ( 1)

1 | , ,m m
m mp r r 
    принимает вид  

 
   

   

( 1) ( ) ( ) ( 1)
1

( 1) ( ) ( ) ( 1)
1

| , | , ,

| | , .

m m m m
m m m

m m m m
m
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p p r
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Доказательство. В силу того, что процесс  l
l r,)(  является мар-

ковским (лемма 2.5), на значение компоненты )1(  m  в момент вре-

мени tmtt  )1(  влияет только значение )(m  в момент вре-

мени tmt  ; компонента mr  не влияет на )1(  m . Следовательно, 

   )()1()()1( |,| mm
m

mm prp   . Поскольку компонента lr  про-

цесса  l
l r,)(  обладает марковским свойством, то значение )(1 trm   

числа событий, наступивших на интервале  tmtm  )1(, , не зави-

сит от значения )( trm   числа событий на интервале  tmtm  ,)1( , 

так как в любом состоянии iS  процесса )(t  имеет место 

пуассоновский поток с параметром i , 2,1i . Если момент 

окончания состояния процесса )(t  принадлежит интервалу 

 tmtm  )1(, , то 11 mr ; если нет, то 01 mr . Таким образом, 

имеет место равенство  ( ) ( 1)
1 | , ,m m

m mp r r 
     

 ( ) ( 1)
1 | ,m m

mp r 
   . Утверждение доказано. 

С учётом утверждения 2.3 рекуррентное соотношение (2.6) для 

апостериорных вероятностей  tw m |)( ,  ttw m   |)1(  состояний 

синхронного потока событий запишется в виде 

  ( 1) |mw t t     

     

     

2
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1

2 2

( ) ( 1)
1 1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)
1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)
1

| | | ,
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| | | ,

m

m m

m m m m m
m

m m m m m
m

w t p p r

w t p p r



 


 

 
 


   

    


    



 
 (2.20) 

Пусть в (2.20) 01 mr , то есть на интервале ),( ttt  , где 

tmt  , tmtt  )1( , события синхронного потока отсут-
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ствуют. Данный случай описывает поведение апостериорной веро-
ятности на интервале времени между моментами наступления со-

седних событий потока kt  и 1kt , ...,2,1k , и на интервале ),( 10 tt , 

где 0t  – момент начала наблюдения за потоком. В (2.20) для опре-

делённости положим 1
)1(  m . Тогда (2.20) примет вид 
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(2.21)

 

)|(1)|( 12 ttwttw  . 

Лемма 2.6. В синхронном потоке в течение времени между 

моментами наступления соседних событий kt  и 1kt , ...,2,1k , и 

на интервале ),( 10 tt  апостериорная вероятность )|( 1 tw   

удовлетворяет дифференциальному уравнению Бернулли 

     .0)|()|(
)|(

1
2

21121
1 
 twtw
dt

tdw
 (2.22) 

Доказательство. Рассмотрим одну из переходных вероятно-

стей, например,   ( 1) ( ) ( )
1 1 1 1| 0 | ,m m m

mp p r
           

( 1)
1

m   , в формуле (2.21). Совместная вероятность события 

 1
)1(

11
)( ,0,  


m

m
m r  – процесс )(t  в момент времени t  

принимает значение 1 , на интервале времени ),( ttt   не наступа-

ет событие пуассоновского потока, и в момент времени tt   про-

цесс )(t  принимает значение 1  – представляется в виде 
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откуда следует, что 
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Вместе с тем справедливо равенство 
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из которого находим  

 
   

 1
)(

1
)1(

1

1
)1(

1
)(

11
)(

1
)1(

|,0

,|0|













mm
m

mm
m

mm

rp

rpp
 

– совместная условная вероятность того, что на интервале времени 
),( ttt   не наступит событие пуассоновского потока с парамет-

ром 1  и сопровождающий случайный процесс )(t  останется в 

первом состоянии с вероятностью единица; совместная вероят-

ность описанной ситуации равна )(1 1
1 tote t  . 

Рассмотрим ещё одну переходную вероятность в формуле 
(2.21), принимающую с использованием описанной выше методи-
ки вид 
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– совместная условная вероятность того, что на интервале времени 
),( ttt   не наступит событие пуассоновского потока, и процесс 

)(t  перейдёт из первого состояния во второе; вероятность рас-

смотренной ситуации, с учётом определения синхронного потока – 

переход процесса )(t  из состояния iS  в состояние jS , 2,1, ji , 

возможен только в момент наступления события, равна нулю. 
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Аналогично выписываются две оставшиеся переходные вероят-
ности: 
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Итак, с учётом явного вида выписанных переходных вероятно-

стей процесса  l
l r,)(  и переобозначения    twtw ii

m ||)(  , 

2,1i , числитель A  и знаменатель B  в (2.21) принимают вид 

  

      

     

     ).(||1
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11111

tottwtw

tottwtottwB

tottwtwtottwA







 (2.23) 

Подставляя (2.23) в (2.21) и принимая во внимание, что 

     )(||1 2211
1 tottwtwB  , находим (2.21) в виде 

 
       

1 1

2
1 1 1 1 2 1 2

( | ) ( | )

| | | | ( ).

w t t w t

w t w t w t w t t o t

     

              
 

Выполняя в последнем равенстве необходимые преобразова-
ния, с учётом условия )|(1)|( 12 twtw  , разделив левую и 

правую части на t  и переходя к пределу при 0t , получаем 
уравнение (2.22). Лемма доказана. 
 

2.3.2. Поведение апостериорной вероятности  
на временной оси 

 

Апостериорная вероятность )|( 1 tw   ( )|(1)|( 12 twtw  ), 

имеющая значение )|( 1 ktw   ( )|(1)|( 12 kk twtw  ), ...,1,0k , 
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в момент времени 0t  начала наблюдения за потоком и в моменты 

времени ktt  , ...,2,1k , наступления событий потока, в произ-

вольный момент времени t  определяется следующей леммой. 
Лемма 2.7. На интервалах между моментами kt  и 1kt , 

...,2,1k , и на интервале ),( 10 tt  апостериорная вероятность 

)|( 1 tw   первого состояния процесса )(t  как функция времени 

задаётся выражением 
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  (2.24) 

1 kk ttt , ...,1,0k  . 

Доказательство. Уравнение Бернулли (2.22) имеет постоян-
ные коэффициенты. Разделяем в (2.22) переменные и интегрируем: 
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где 1C  – произвольная постоянная. 

Потенцируя последнее уравнение и выполняя необходимые 
преобразования, находим функцию )|( 1 tw   в виде 

  1 2
1

1
( | ) 1,

1tw t
Ce  

  


 (2.25) 

где C  – произвольная постоянная. 
Для нахождения значения произвольной постоянной C  в (2.25) 

воспользуемся начальным условием, согласно которому 
)|()|( 11 ktwtw   при ktt  . Определив значение C  в виде 
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1 21
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и подставив вычисленную постоянную C  в (2.25), получим 
функцию )|( 1 tw  , заданную в явном виде (2.24). Лемма доказана. 

Применение формулы (2.24) для определения поведения апо-

стериорной вероятности )|( 1 tw   на интервале наблюдения  tt ,0  

требует знания значения )|( 1 tw   при ktt  , то есть  )|( 1 kttw  

)|( 1 ktw  , ...,1,0k  . Перейдем к нахождению 1( | ), 1,2,... .kw t k   

Рассмотрим случай 11 mr  в (2.20), что соответствует наступ-

лению события синхронного потока на интервале ),( ttt  , пред-

положим, в момент времени kt . Будем считать, что в (2.20) значе-

ние 1
)1(  m . 

Лемма 2.8. В момент времени kt  наблюдения события в син-

хронном потоке для апостериорной вероятности первого состоя-
ния процесса )(t  имеет место формула пересчёта 
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)0|(1)0|( 12  kk twtw . 

Доказательство. Рассмотрим два смежных интервала ),( ktt  и 

),( tttk  , длительности которых есть ttt k   и ktttt   

соответственно (рис. 2.2). Тогда, с учётом сделанных обозначений, 
рекуррентное соотношение (2.20) примет вид 

 1( | )kw t t     (2.27) 
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Исследуем одну из вероятностей, например, 

   ,|1| 1
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1
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mm rpp  1
)1(  m  в формуле 
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(2.27). Совместная вероятность события  ( )
1 1, 1,m

mr      

( 1)
1

m    – процесс )(t  в момент времени t  принимает значе-

ние 1 , и на интервале ),( ttt   наступает событие пуассоновско-

го потока с параметром 1 , и в момент времени tt   процесс 

)(t  принимает значение 1  – представляется в виде 
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откуда следует, что  
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Из последнего равенства находим  
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– совместная условная вероятность того, что на интервале времени 
),( ttt   наступит событие пуассоновского потока с параметром 

1 , и процесс )(t  перейдёт из первого состояния в первое; веро-

ятность этой возможности есть    1
1 11 1 ( )tte p p t o t          . 

Или 

 
   

( 1) ( ) ( ) ( 1)
1 1 1 1 1

( 1) ( )
1 1 1 1

( | ) ( 1 | , )

1, | 1 ( ).

m m m m
m

m m
m

p p r

p r p t o t

 





             

             
 



73 

Аналогично с использованием описанной выше методики вы-
пишутся все остальные переходные вероятности в формуле (2.27): 
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Учитывая явный вид выписанных вероятностей и сделав 

переобозначение  ( ) |m
i kw t t      ttw ki  | , 2,1i , 

находим числитель 1A  и знаменатель 1B  в (2.27) в виде 
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(2.28) 

Подставляя (2.28) в (2.27), с учётом условия 
)|(1)|( 12 ttwttw kk   и выполняя предельный переход 

при 0t  ( 0t  и 0t  одновременно), докажем утвержде-
ние леммы. Лемма доказана. 

Замечание 2.3. В точке kt , ...,2,1k , апостериорная вероят-

ность  tw i |  состояния iS , 2,1i , процесса )(t  для синхронно-

го потока событий претерпевает разрыв первого рода (имеет место 
конечный скачок). 

Формулы (2.24), (2.26) для апостериорной вероятности )|( 1 tw  , 

а также (1.7) для априорной финальной вероятности 1  первого 

состояния сопровождающего процесса )(t  определяют поведение 

апостериорной вероятности на временной оси. 
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Леммы 2.7 и 2.8 позволяют сформулировать следующую тео-
рему. 

Теорема 2.3. Для синхронного потока событий поведение 
апостериорной вероятности )|( 1 tw   на временной оси определя-

ется выражениями 
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(2.30)

 

где 1 kk ttt , ...,1,0k  . 

Доказательство проводится объединением формул (1.7), 
(2.24) и (2.26). 

Замечание 2.4. В формуле пересчёта (2.26) положим 1 qp . 

Тогда находим qtw k  )0|( 1 , ...,2,1k  . Данное обстоятельство 

свидетельствует о том, что апостериорная вероятность )|( 1 tw   

первого состояния сопровождающего случайного процесса )(t  

для синхронного потока при выполнении условия 1 qp  не за-

висит от предыстории, то есть не зависит от моментов наступле-

ния событий до момента kt , ...,2,1k  .  

Таким образом, при выполнении условия 1 qp  синхронный 

поток событий является стационарным ординарным потоком с 
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ограниченным последействием или потоком типа P (потоком 
Пальма) [2]. 

 
2.3.3. Алгоритм оценки состояний  

синхронного потока событий 
 

Используя формулы (1.7), (2.26), (2.29) и (2.30), сформулируем 
алгоритм расчёта апостериорной вероятности )|( 1 tw   и алгоритм 

принятия решения о состоянии процесса )(t  в произвольный мо-

мент времени t : 
1) в момент начала наблюдения 00 t  в качестве начального 

значения )0|( 01  tw  выбирается априорная финальная 

вероятность первого состояния процесса )(t , то есть 

 2121  qpq ; 

2) по формуле (2.29) для 0k  вычисляется вероятность 
)|( 1 tw   в любой момент времени t , 10 tt  , где 1t  – момент 

наблюдения первого события потока; 
3) в момент времени 1t  вычисляется вероятность )|( 1 tw   по 

формуле (2.30) для 1k , то есть )0|()|( 1111  twtw ; 

4) по формуле (2.26) для 1k  производится пересчёт апостери-
орной вероятности в момент времени 1t , то есть начальное 

условие )0|( 11  tw  для )|( 1 tw   на интервале ),( 21 tt ; 

5) по формуле (2.29) для 1k  рассчитывается апостериорная 
вероятность )|( 1 tw   для любого t , 21 ttt  , где 2t  – момент 

наступления второго события потока, и т. д. 
Решение о том, какое состояние процесса )(t  имеет место в 

данный момент времени t , выносится на основании сравнения 
вероятностей )|( 1 tw   и )|(1)|( 12 twtw  . 
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2.4. Оптимальная оценка  
состояний полусинхронного потока 

 
Изучается полусинхронный поток событий, математическая 

модель которого приведена в параграфе 1.4. Условия 
функционирования потока и условия наблюдения за ним, а также 
алгоритм оптимального оценивания состояний потока, 
основанный на методе максимума апостериорной вероятности, 
совпадают с рассмотренными в параграфе 2.2 для асинхронного 
потока событий. 

 
2.4.1. Вывод дифференциального уравнения  

для апостериорных вероятностей 
 

Для решения задачи об оптимальной оценке состояний 
сопровождающего случайного процесса )(t  (потока) необходимо 

иметь явный вид апостериорных вероятностей )|( 1 tw   и )|( 2 tw  . 

Лемма 2.9. Для полусинхронного потока событий двумерный 

случайный процесс  l
l r,)(  является марковским. 

Доказательство. Компонента )(l  процесса  l
l r,)(  является 

марковской, так как на основании леммы 1.7 процесс )(t  – мар-

ковский. Компонента lr  также марковская, так как если процесс 

)(t  находится в состоянии 1S , то событие пуассоновского потока 

с параметром 1  наступает только в момент перехода процесса 

)(t  из состояния 1S  в состояние 1S  либо в состояние 2S . Этот 

переход происходит внутри интервала  tltl  ,)1(  и определя-

ется моментом окончания состояния 1S  сопровождающего 

случайного процесса )(t . В свою очередь момент окончания со-

стояния 1S  не зависит от предыстории, так как длительность 

участка стационарности процесса )(t  в состоянии 1S  
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(временного интервала, на котором значение процесса 1)(  t ) – 

случайная величина с функцией распределения tpetF 11)()1(
1

 , 

0t  . В состоянии 2S  процесса )(t  имеет место пуассоновский 

поток с параметром 2 . Следовательно, компонента lr  не зависит 

от предыстории. Компонента )(l  не влияет на lr  в силу конструк-

ции процесса  l
l r,)( : )(l  – в будущем, а lr  по отношению к )(l  – 

в прошлом (рис. 2.1). Компонента lr  – количество событий полу-

синхронного потока, наступивших на интервале  tltl  ,)1(  в 

состоянии 1S  процесса )(t , – влияет на компоненту )(l , так как с 

наступлением (ненаступлением) события связана смена (несмена) 

состояния процесса )(t , то есть значение )(l  в момент времени 
( )lt l t  . Компонента lr  – количество событий на интервале 

 tltl  ,)1(  в состоянии 2S  процесса )(t  – не влияет на 

компоненту )(l , так как смена состояний процесса )(t  

происходит в произвольные моменты времени, не связанные с 
моментами наступления событий полусинхронного потока. Таким 

образом,  l
l r,)(  – марковский процесс. Лемма доказана. 

Согласно математической модели полусинхронного потока 
событий, представленной в параграфе 1.4, в состоянии 1S  

сопровождающего процесса )(t  он (поток) ведёт себя как 

синхронный, в состоянии 2S  процесса )(t  – как асинхронный. 

Для полусинхронного потока рассмотрим переходную  

вероятность двумерного случайного процесса  l
l r,)(  – 

     )1()(
1

)()1()(
1

)1( ,,|,|,|, 





  m
m

m
mm

mm
m

m
m

m rrprprrp  – 

в рекуррентном соотношении (2.6) для апостериорных вероятно-

стей  tw m |)( ,  ttw m   |)1( . 
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Утверждение 2.4 (вытекает из утверждений 2.1 и 2.2 для 
асинхронного потока и утверждения 2.3 для синхронного потока 
событий). Для полусинхронного потока при переходе процесса 

)(t  из состояния 1S  ( 1
)(  m ) в состояние iS , 2,1i , 

переходная вероятность    ( 1) ( ) ( ) ( 1)
1| , | , ,m m m m

m m mp r p r r 
     

принимает вид  

       ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 1 1 1 1 1| , | , , | | , .m m m m

m m m mp r p r r p p r   
           

При переходе процесса )(t  из состояния 2S  ( 2
)(  m ) в 

состояние iS , 2,1i , переходная вероятность 

   )1()(
1

)()1( ,,|,| 


  m
m

m
mm

mm rrprp  принимает вид  

       ( 1) ( 1) ( 1)
2 1 2 2 1 2| , | , , | | .m m m

m m m mp r p r r p p r  
          

Утверждение доказано. 
Принимая во внимание утверждение 2.4, запишем рекуррентное 

соотношение (2.6) для апостериорных вероятностей  tw m |)( , 

 ttw m   |)1(  состояний полусинхронного потока событий в 

виде 

 

      

      

2

( )
1

2 2

( ) ( 1)
1 1

( 1)

( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
1

1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
1

|

| | | ,

| | | , ,

m

m m

m

m m m m m
m

m m m m m
m

w t t

w t p p r I

w t p p r I








 


 




   

  

         
  

        
  



 

 

 
( 1) ( )

1( )

( )
2

, если ,

0, если .

m m
m

m
I
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Полагая в последнем рекуррентном соотношении слева от знака 
равенства, а также в числителе справа от знака равенства значение 

1
)1(  m , получаем 

  

 

      

      

2

( )
1

2 2

( ) ( 1)
1 1

1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
1

|

| | | ,

| | | , ,

m

m m

m m m m m
m

m m m m m
m

w t t

w t p p r I

w t p p r I






 


 




   

  

           
  

        
  



 

 (2.31) 

 
( )

1 1( )
1 ( )

2

, если ,

0, если ,

m
m

m
I

     
  

 

 
( 1) ( )

1( )

( )
2

, если ,

0, если .

m m
m

m
I

     
  

 

Будем рассматривать случай отсутствия событий полусинхрон-
ного потока на интервале ),( ttt  ; этот случай описывает пове-

дение апостериорной вероятности )|( 1 tw   ( )|(1)|( 12 twtw  ) 

на интервале времени между моментами наступления соседних 

событий потока kt  и 1kt , ...,2,1k , и на интервале ),( 10 tt , где 

0t  – момент времени начала наблюдения за потоком. Задавая для 

этого в (2.31) значение 01 mr , приходим к следующей лемме. 

Лемма 2.10. Апостериорная вероятность )|( 1 tw   в течение 

времени между моментами наступления соседних событий kt  и 

1kt , ...,2,1k , и на интервале ),( 10 tt  для полусинхронного потока 

удовлетворяет дифференциальному уравнению Риккати 

        .)|()|(
)|(

21
2

211221
1 
 twtw
dt

tdw
 (2.32) 
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Доказательство. В силу того, что в состоянии 1S  процесса 

)(t  полусинхронный поток ведёт себя как синхронный поток, 

переходные вероятности на основании леммы 2.6 равны 

   
 
   

  .0|,0

,|0|

),(1|,0

,|0|

1
)(

2
)1(

1

2
)1(

1
)(

11
)(

2
)1(

11
)(

1
)1(

1

1
)1(

1
)(

11
)(

1
)1(

1

























mm
m

mm
m

mm

tmm
m

mm
m

mm

rp

rpp

toterp

rpp

 

Поскольку в состоянии 2S  процесса )(t  полусинхронный по-

ток ведёт себя как асинхронный поток, то на основании леммы 2.2 
переходные вероятности равны 

   
  

   
     ).(1)(1)(1

|0|

),()(1)(

|0|

2222

2
)(

12
)(

2
)1(

222

2
)(

12
)(

1
)1(

tottottot

rpp

tottottot

rpp

m
m

mm

m
m

mm















 

С учётом выписанных выражений для переходных вероятно-

стей процесса  l
l r,)(  и переобозначения    twtw ii

m ||)(  , 

2,1i , числитель A  и знаменатель B  в рекуррентном соотноше-

нии (2.31) принимают вид 

     
     

     

( 1) ( ) ( ) ( 1)
1 1 1 1 1 1

( 1) ( ) ( )
2 1 2 1 2

1 1 1 2 2

| | 0 | ,

| | 0 |

| | | ( ),

m m m m
m

m m m
m

A w t p p r

w t p p r

w t w t w t t o t

 





               

            

          

 

  (2.33) 
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( 1) ( ) ( ) ( 1)
1 1 1 1 1 1

( 1) ( ) ( )
2 1 2 1 2

( 1) ( ) ( ) ( 1)
1 2 1 1 1 2

( 1) ( ) ( )
2 2 2 1 2

1 1 2 2

| | 0 | ,

| | 0 |

| | 0 | ,

| | 0 |

1 | |

m m m m
m

m m m
m

m m m m
m

m m m
m

B w t p p r

w t p p r

w t p p r

w t p p r

w t w t

 





 





               

            

               

            

       ( ).t o t   

 

Подставляя (2.33) в рекуррентное соотношение (2.31) и прини-

мая во внимание, что      )(||1 2211
1 tottwtwB  , 

находим (с точностью до членов )( to  ) (2.31) в виде 

     
    ).(||

|||)|()|(

212

11221
2

111

tottwtw

twtwtwtwttw




 

Разделив обе части последнего равенства на t  и, с учётом 
условия )|(1)|( 12 twtw  , выполнив предельный переход при 

0t , приходим к уравнению Риккати (2.32). Лемма доказана. 
 

2.4.2. Апостериорные вероятности в явном виде  
и формула пересчёта 

 
Апостериорная вероятность )|( 1 tw   ( )|(1)|( 12 twtw  ), 

удовлетворяющая условию )|()|( 11 ktwtw   2( ( | )kw t   

11 ( | ))kw t    при ktt  , ...,1,0k , где 0t  – момент начала 

наблюдения за потоком, kt  – момент времени наступления очеред-

ного события потока, в явном виде задаётся следующей леммой. 
Лемма 2.11. Поведение апостериорной вероятности )|( 1 tw   

как функции времени между моментами наступления соседних 

событий kt  и 1kt , ...,2,1k , и на интервале ),( 10 tt  определяется 

соотношениями 
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,
)|(11

)|(1
1)|(

211

1
1

kk

k

tttw
twtw




  (2.34) 

если 0221  ; 

   
   
   

,
)|()|(1

)|()|(1
)|(

))((
11

))((
11

1
221

221

k

k

tt
kk

tt
kk

etwwtw
etwwtwwtw








  (2.35) 

если 0221  ,  212 w ; 1 kk ttt , ...,1,0k  . 

Доказательство. Коэффициенты уравнения Риккати (2.32) по-
стоянны, следовательно, оно интегрируется в квадратурах. 

В (2.32) разделяем переменные, предварительно обозначив ко-
эффициенты 021 a ,  221 b , 2c , и 

интегрируем с учётом начального условия )|()|( 11 kk twttw  : 

 
  

,
)|()|(

)|()|(

)|( 2111

1
1

1

 






t

t

tw

tw kk

dt
wtwwtwa

tdw
 (2.36) 

где 21, ww  – корни уравнения 0)|()|( 11
2  ctbwtaw . Нахо-

дим 

 
 

      .4

,
2

2
221212

2
221

21

221
2,1








D

Dw 

 

В зависимости от значения параметров потока 1 , 2 , 2  

возможны различные случаи корней 21, ww  уравнения 

0)|()|( 11
2  ctbwtaw  и, вместе с тем, различные случаи ре-

шения недифференциального уравнения (2.36). 
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1. Если 0221   ( 0D ), то 
 

1
2 21

221
21 




 ww , и 

уравнение (2.36) принимает вид 

 
1

1

( | )
1

2
( | ) 1

( | )

( | ) 1k k

w t t

w t t

dw t dt
a w t








 
  , 

откуда следует 

   
1

1

( | )

1 ( | )

1
.

( | ) 1
k

w t

k
w t

t t
a w t





  
 

 

Выполняя в последнем уравнении необходимые преобразова-
ния, с учётом обозначения 21 a , приходим к (2.34). 

2. Если 0221  , то  2121  ww , 12 w , и 

уравнение (2.36) принимает вид 

    






t

t

tw

tw kk

dt
twwtwa

tdw)|(

)|( 11

1
1

1
1)|()|(

)|(
 

или 

 
 
   

1

1

( | )

1

1 ( | )

( | )1
ln .

1 ( | ) 1
k

w t

k
w t

w t w
t t

a w w t





 
  

  
 

Потенцируя последнее уравнение и осуществляя необходимые 
преобразования, с учётом того, что   2211 wa , находим 

)|( 1 tw   в виде (2.35). Лемма доказана. 
Описание поведения апостериорной вероятности )|( 1 tw   в 

любой момент времени t , согласно формулам (2.34), (2.35) (в за-
висимости от соотношения параметров потока), невозможно без 
знания )|()|( 11 kk twttw  , ...,1,0k  . 
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Перейдём к рассмотрению случая наблюдения одного события 
полусинхронного потока на интервале времени ),( ttt  , скажем, 

в момент времени kt , то есть в (2.31) положим 11 mr .  

Лемма 2.12. В полусинхронном потоке апостериорная вероят-

ность первого состояния процесса )(t  в момент времени kt  

наблюдения события задаётся формулой пересчёта 

 
 
 

...,,2,1,
)0|(

)0|(1
)0|(

1212

11
1 




 k
tw

twptw
k

k
k  (2.37) 

)0|(1)0|( 12  kk twtw . 

Доказательство. Точка kt  разбивает интервал времени 

),( ttt   на два смежных интервала: ),( ktt , ),( tttk  , длительно-

сти которых есть ttt k   и ktttt   соответственно.  

Поскольку в состоянии 1S  процесса )(t  имеет место синхрон-

ный поток, то в силу леммы 2.8 переходные вероятности процесса 

 l
l r,)(  в (2.31) равны 

   

   
 

( 1) ( ) ( ) ( 1)
1 1 1 1 1

( 1) ( )
1 1 1 1

( 1) ( ) ( ) ( 1)
2 1 1 1 2

( 1) ( )
1 2 1 1

( | ) ( 1 | , )

1, | 1 ( ) ,

| 1 | ,

1, | ( ).

m m m m
m

m m
m

m m m m
m

m m
m

p p r

p r p t o t

p p r

p r p t o t

 





 





             

             

             

            

 

В состоянии 2S  процесса )(t  имеет место асинхронный поток, 

поэтому на основании леммы 2.4 переходные вероятности процес-

са  l
l r,)(  в рекуррентном соотношении (2.31) равны 

   
  

( 1) ( ) ( )
1 2 1 2

2 2

| 1|

( ) ( ) ( ),

m m m
mp p r

t o t t o t o t
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( 1) ( ) ( )
2 2 1 2

2 2 2

| 1 |

1 ( ) ( ) ( ).

m m m
mp p r

t o t t o t t o t


          

             
 

Тогда числитель 1A  и знаменатель 1B  в соотношении (2.31), с 

учётом заданного значения компоненты 1 1mr    двумерного слу-

чайного процесса  l
l r,)( , введённых обозначений длин интерва-

лов ),( ktt , ),( tttk   и выписанных выражений для переходных 

вероятностей, запишутся в виде 
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B w t t p

p r w t t
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) ( )
2 1 2

1 1 2 2

) ( 1| )

| | ( ),

m m
m

k k

p r

w t t w t t t o t
      

            

 (2.38) 

где    ttwttw ki
m

ki  || )( , 2,1i . 

Подставляя (2.38) в (2.31), выполняя преобразования, с учётом 
равенства 2( | )kw t t   )|(1 1 ttw k  , и совершая предель-

ный переход при 0t   ( 0, 0),t t      получим утверждение 

леммы. Лемма доказана. 
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Замечание 2.5. В точке kt , ...,2,1k  (момент наступления со-

бытия потока), апостериорная вероятность  tw i | , 2,1i , i -го 

состояния процесса )(t  для полусинхронного потока событий 

терпит разрыв первого рода, то есть имеет место конечный скачок. 
Полученные для )|( 1 tw   формулы (2.34), (2.35), (2.37), а также 

формула (1.9) для априорной финальной вероятности 1  первого 

состояния процесса )(t  определяют поведение апостериорной 

вероятности как функции времени. 
Леммы 2.11 и 2.12 позволяют сформулировать следующие 

теоремы. 
Теорема 2.4. Для полусинхронного потока событий в случае 

0221   поведение апостериорной вероятности )|( 1 tw   

определяется выражениями 

   
   

1
1

1 1 2

1 ( | 0)
( | ) 1 , 0,1,...,

1 1 ( | 0)
k

k k

w tw t k
w t t t

  
   

       
 (2.39) 
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2 1 2 1

( | 0) ,

1 ( | 0)
( | 0) , 1,2,...,

( | 0)
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w t
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p w t
w t k

w t


    

  

   
   

      

 

 
   

1

1 1

1 1 1 2 1

( | 0)

1 ( | 0)
1 ,

1 1 ( | 0)

1,2,...,

k

k

k k k

w t
w t

w t t t
k



 

  

  
 

       



 (2.40) 

где 1 kk ttt , ...,1,0k  . 

Доказательство осуществляется объединением формул (1.9), 
(2.34) и (2.37). 

Теорема 2.5. Для полусинхронного потока событий в случае 
0221   поведение апостериорной вероятности )|( 1 tw   

определяется выражениями 
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 (2.41) 
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(2.42) 

 212 w , 1w ; 1 kk ttt , ...,1,0k  . 

Доказательство проводится объединением формул (1.9), 
(2.35) и (2.37). 

Замечание 2.6. В формуле пересчёта (2.37) положим 1p . То-

гда имеем 0)0|( 1  ktw , ...,2,1k  . Данный факт свидетель-

ствует о том, что апостериорная вероятность )|( 1 tw   первого со-

стояния сопровождающего случайного процесса )(t  не зависит 

от предыстории, то есть не зависит от моментов наступления со-
бытий потока до момента kt , ...,2,1k  .  

Таким образом, при 1p  полусинхронный поток событий яв-

ляется стационарным ординарным потоком с ограниченным по-
следействием или потоком типа P (потоком Пальма) [2]. 
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2.4.3. Алгоритм оптимального оценивания  
состояния потока 

 
Алгоритм расчёта апостериорной вероятности )|( 1 tw   и алго-

ритм вынесения решения о состоянии сопровождающего процесса 
)(t  (потока) в любой момент времени t  формулируется на 

основании полученных формул (2.37), (2.39) – (2.42) и (1.9): 
1) в момент начала наблюдения 00 t  в качестве начального 

значения )0|( 01  tw  выбирается вероятность  2121  p ; 

2) если 0221  , то по формуле (2.39) для 0k  

вычисляется вероятность )|( 1 tw   в любой момент времени t ; если 

0221  , то )|( 1 tw   вычисляется по формуле (2.41) для 

0k  в любой момент времени t ; 10 tt  , где 1t  – момент 

наблюдения первого события потока; 
3) если 0221  , то по формуле (2.40) для 1k  

вычисляется вероятность )|( 1 tw   в момент времени 1t ; если 

0221  , то в момент времени 1t  вероятность )|( 1 tw   

вычисляется по формуле (2.42) для 1k ; здесь 
)0|()|( 1111  twtw ; 

4) по формуле (2.37) для 1k  в зависимости от значения 
величины 221   производится пересчёт апостериорной ве-

роятности в момент времени 1t , то есть начальное условие 

)0|( 11  tw  для )|( 1 tw   на интервале ),( 21 tt ; 

5) в зависимости от значения величины 221   по форму-

ле (2.39) либо по формуле (2.41) для 1k  рассчитывается апосте-
риорная вероятность )|( 1 tw   для любого момента времени t , 

21 ttt  , где 2t  – момент наступления второго события потока, и 

т. д. 
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При расчёте апостериорных вероятностей )|( 1 tw   и 

)|(1)|( 12 twtw   в произвольный момент времени t  

принимается решение о состоянии процесса )(t : если 

)|()|( 21 twtw  , то оценка состояния процесса )(t  есть 

1
ˆ ( )t   , в противном случае 2

ˆ ( )t   . 

 
2.5. Оптимальное оценивание  

состояний MAP-потока 
 

Исследуется MAP-поток событий, математическая модель ко-
торого изложена в параграфе 1.5. Необходимо по наблюдениям 
(моментам наступления событий потока) ...,...,,, 21 kttt  на интер-

вале  tt ,0 , 0t  – момент начала наблюдения за потоком, оценить 

состояние сопровождающего процесса )(t  (MAP-потока) в мо-

мент окончания наблюдений t . Правило оценивания состояний 
потока, основанное на критерии максимума апостериорной веро-
ятности, идентично рассмотренному в параграфе 2.2 для асин-
хронного потока событий. 

 
2.5.1. Уравнение Риккати  

для апостериорных вероятностей 
 

Для реализации алгоритма оптимальной оценки состояний 
необходимо вывести дифференциальное уравнение, определяющее 
явный вид апостериорной вероятности )|( tw i  состояния iS  про-

цесса )(t , 2,1i . 

Лемма 2.13. Случайный процесс  l
l r,)(  для MAP-потока со-

бытий является марковским процессом. 

Доказательство. Компонента )(l  является марковской, так как, 
согласно лемме 1.10, сопровождающий случайный процесс )(t  
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является марковским процессом. Компонента lr  также марковская, 

так как события в MAP-потоке наступают только в момент перехода 
процесса )(t  из состояния в состояние. Этот момент смены состо-

яний принадлежит интервалу  tltl  ,)1(  и определяется момен-

том окончания того или иного состояния процесса )(t . Поскольку 

длительность участка стационарности процесса )(t  в первом со-

стоянии является случайной величиной с экспоненциальной функ-

цией распределения  1 1 2 1 0 2 1( | ) ( | )(1)
1 ( ) 1 P P tF t e       , 0t  , во вто-

ром состоянии – случайной величиной с экспоненциальной функ-

цией распределения  2 1 1 2 0 1 2( | ) ( | )(2)
2 ( ) 1 P P tF t e       , 0t  , то 

момент окончания i -го, 2,1i , состояния процесса )(t  не зави-

сит от предыстории. Значит, компонента lr  не зависит от предыс-

тории. Первая компонента )(l  процесса  l
l r,)( , в силу конструк-

ции, не влияет на компоненту lr . Вторая компонента lr  процесса 

 l
l r,)(  влияет на )(l  в силу того, что с наступлением (ненаступ-

лением) события связана смена (несмена) i -го, 2,1i , состояния 

процесса )(t . Таким образом, двумерный случайный процесс 

 l
l r,)(  является марковским процессом. Лемма доказана. 

Рассмотрим переходную вероятность  ( 1) ( )
1, | ,m m

m mp r r
    

 ( 1) ( )| ,m m
mp r    )1()(

1 ,,| 
  m

m
m

m rrp  в рекуррентном соот-

ношении (2.6) для апостериорных вероятностей  tw m |)( , 

 ttw m   |)1(  состояний изучаемых дважды стохастических по-

токов событий с двумя состояниями. 

Утверждение 2.5. Переходная вероятность  ( 1) ( )| ,m m
mp r    

 ( ) ( 1)
1 | , ,m m

m mp r r 
    для MAP-потока событий принимает вид  
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( 1) ( ) ( ) ( 1)
1

( 1) ( ) ( ) ( 1)
1

| , | , ,

| | , .

m m m m
m m m

m m m m
m

p r p r r

p p r

 


 


    

    
 

Доказательство. На основании леммы 2.13 процесс  l
l r,)(  

является марковским, поэтому значение компоненты )1(  m  в мо-

мент времени tmtt  )1(  зависит только от значения )(m  в 

момент времени tmt  ; зависимости компоненты )1(  m  от mr  

(количества событий потока на предыдущем интервале 

 tmtm  ,)1( ) нет. В этой связи  ( 1) ( )| ,m m
mp r    

 ( 1) ( )|m mp    . В силу марковости компоненты lr  процесса 

 l
l r,)(  значение компоненты 1mr  на интервале  tmtm  )1(,  

не зависит от значения mr  на интервале  tmtm  ,)1( , так как 

события в MAP-потоке наступают (или не наступают) в момент 
окончания i -го, 2,1i , состояния процесса )(t . Если i -е состоя-

ние не закончится на интервале  tmtm  )1(, , то значение  

компоненты 01 mr ; если i -е состояние закончится на 

 tmtm  )1(, , то при переходе процесса )(t  из i -го состояния 

в j -е, 2,1, ji , компонента 1mr  может принимать значения 

01 mr  или 11 mr . Таким образом, имеет место равенство 

   )1()(
1

)1()(
1 ,|,,| 




  mm
m

m
m

m
m rprrp . Утверждение дока-

зано. 
Рассмотрим случай 01 mr  в (2.6), то есть на интервале 

),( ttt  , где tmt  , tmtt  )1( , нет событий MAP-потока. 

Этот случай описывает поведение апостериорной вероятности на 

временных интервалах между моментами kt  и 1kt , ...,2,1k , 

наступления соседних событий потока и на интервале ),( 10 tt , 0t  – 
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момент начала наблюдения за потоком. Кроме того, для 

конкретности в (2.6) положим 1
)1(  m . Тогда, с учётом 

утверждения 2.5, рекуррентное соотношение (2.6) для 

апостериорных вероятностей  tw m |)( ,  ttw m   |)1(  состояний 

MAP-потока запишется в виде 

 

     

     

2

( )
1

2 2

( ) ( 1)
1 1

1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)
1 1 1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)
1

|

| | 0 | ,

,

| | 0 | ,

m

m m

m m m m m
m

m m m m m
m

w t t

w t p p r

w t p p r



 


 

 
 


   

  

         


     



 

 
(2.43)

 

)|(1)|( 12 ttwttw  . 

Лемма 2.14. В течение времени между моментами kt  и 1kt , 

...,2,1k , наступления соседних событий MAP-потока и на 

интервале ),( 10 tt  апостериорная вероятность )|( 1 tw   

удовлетворяет дифференциальному уравнению Риккати 

 

  ).|()|()|()|(

)|()|(2
)|(

21021
2

2102120121

1210221
1






PtwPP

twP
dt

tdw
(2.44) 

Доказательство. Рассмотрим одну из переходных вероятно-

стей, например    1
)1(

1
)(

11
)(

1
)1( ,|0|  


 mm

m
mm rpp , в 

формуле (2.43). Совместная вероятность события 

 1
)1(

11
)( ,0,  


m

m
m r  – процесс )(t  в момент времени t  

принимает значение 1 , и на интервале ( , )t t t  не закончится 

первое состояние процесса )(t , и не наступит событие MAP-

потока, и в момент времени tt   процесс )(t  принимает значе-

ние 1  – представляется в виде 
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( ) ( 1)
1 1 1

( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 1 1 1

, 0,

0 | , , ,

m m
m

m m m m
m

p r

p r p




 


       

             
 

откуда следует, что 

   
 1

)1(
1

)(
1

)1(
11

)(

1
)1(

1
)(

1
,

,0,
,|0




 




 mm

m
m

m
mm

m p
rprp  

или 

   
  .

|

|,0
,|0

1
)(

1
)1(

1
)(

1
)1(

1
1

)1(
1

)(
1 


 




 mm

mm
mmm

m p
rprp  

Из последнего равентства находим  

   
 1

)(
1

)1(
1

1
)1(

1
)(

11
)(

1
)1(

|,0

,|0|













mm
m

mm
m

mm

rp

rpp
 

– совместная условная вероятность того, что на интервале времени 
),( ttt   первое состояние сопровождающего случайного 

процесса )(t  не закончится; она равна )(1 1
1 tote t  . 

Следуя рассмотренной методике, выпишем ещё одну 
переходную вероятность в формуле (2.43): 

   
 1

)(
2

)1(
1

2
)1(

1
)(

11
)(

2
)1(

|,0

,|0|













mm
m

mm
m

mm

rp

rpp
 

– совместная условная вероятность того, что на интервале времени 
),( ttt   закончится первое состояние процесса )(t , и не 

наступит событие MAP-потока, и процесс )(t  перейдёт из 

первого состояния во второе; вероятность этой ситуации есть 

  )()|()|(1 1201120
1 totPPe t   . 
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Аналогично выписываются две оставшиеся переходные вероят-
ности 

   
   

   
 

2

2

( 1) ( ) ( ) ( 1)
1 2 1 2 1

( 1) ( )
1 1 2 0 1 2

2 0 1 2

( 1) ( ) ( ) ( 1)
2 2 1 2 2

( 1) ( )
1 2 2 2

| 0 | ,

0, | 1 ( | )

( | ) ( ),

| 0 | ,

0, | 1 ( )

m m m m
m

tm m
m

m m m m
m

tm m
m

p p r

p r e P

P t o t

p p r

p r e t o t

 


 


 


 


             

            

      

             

               .

 

С учётом явного вида совместных условных вероятностей и пе-

реобозначения    twtw ii
m ||)(  , 2,1i , числитель A  и 

знаменатель B  в (2.43) выпишутся в виде 

     
     













1
)1(

2
)(

12
)(

1
)1(

2

1
)1(

1
)(

11
)(

1
)1(

1

,|0||

,|0||

mm
m

mm

mm
m

mm

rpptw

rpptwA
 

     
     
1 1 2 2 0 1 2

1 1 1 2 0 1 2 2

| 1 ( ) | ( | ) ( )

| | ( | ) | ( ),

w t t o t w t P t o t

w t w t P w t t o t

               

              
 

     
     
     
     

( 1) ( ) ( ) ( 1)
1 1 1 1 1 1

( 1) ( ) ( ) ( 1)
2 1 2 1 2 1

( 1) ( ) ( ) ( 1)
1 2 1 1 1 2

( 1) ( ) ( ) ( 1)
2 2 2 1 2 2

| | 0 | ,

| | 0 | ,

| | 0 | ,

| | 0| ,

m m m m
m

m m m m
m

m m m m
m

m m m m
m

B w t p p r

w t p p r

w t p p r

w t p p r

 


 


 


 


           

           

           

          

     
     
        

1 1 2 2 0 1 2

1 1 0 2 1 2 2

1 0 2 1 1 2 0 1 2 2

| 1 ( ) | ( | ) ( )

| ( | ) ( ) | 1 ( )

1 1 ( | ) | 1 ( | ) | ( ).

w t t o t w t P t o t

w t P t o t w t t o t

P w t P w t t o t



              

              

              

(2.45) 
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Подставляя (2.45) в (2.43) и учитывая, что 

   1
1 0 2 1 11 1 ( | ) |B P w t            )(|)|(1 22102 tottwP  , 

находим соотношение (2.43) в виде 

   
         

1 1 1 1 2 0 1 2 2

2
1 0 2 1 1 2 0 1 2 1 2

( | ) ( | ) | ( | ) |

1 ( | ) | 1 ( | ) | |

( ).

w t t w t w t P w t

P w t P w t w t

t o t

             

            

  

 

Выполняя несложные преобразования и учитывая при этом, что 
)|(1)|( 12 twtw  , с помощью предельного перехода ( 0t ) 

сведём последнее равенство к дифференциальному уравнению 
Риккати (2.44). Лемма доказана. 

 
2.5.2. Апостериорная вероятность как функция времени  
в общем и в особом случаях задания параметров потока 

и формула пересчёта 
 

Рассмотрим два случая задания параметров MAP-потока. 
I . Общий случай, когда в (2.44) коэффициент 

0)|()|( 2102120121  PPa . 

Явный вид апостериорной вероятности )|( 1 tw   

( )|(1)|( 12 twtw  ), принимающей значение )|( 1 ktw  , 

...,1,0k , в момент времени 0tt   начала наблюдения за потоком 

и в моменты времени ktt  , ...,2,1k , наступления событий 

MAP-потока, задаётся следующей леммой. 
Лемма 2.15. Поведение апостериорной вероятности )|( 1 tw   

как функции времени между моментами kt  и 1kt , ...,2,1k , 

наступления соседних событий MAP-потока и на интервале ),( 10 tt  

определяется формулой 
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,
)|()|(

)|()|(
)|(

))((
1112

))((
112121

1
12

12

k

k

ttwwa
kk

ttwwa
kk

etwwtww
etwwwtwwwtw 






  (2.46) 

 

 

 

1 1 2 2 0 1 2

2
1 2 1 2 0 1 2 0 2 1

2 1 2 2 0 1 2

2
1 2 1 2 0 1 2 0 2 1

1 2 1 0 2 1 2 0 1 2

1
2 ( | )

2

4 ( | ) ( | ) ,

1
2 ( | )

2

4 ( | ) ( | ) ,

( | ) ( | ) 0,

w P
a

P P

w P
a

P P

a P P


        




           



        




           


            

 (2.47) 

где 10 1  w , 12 w  при 0a ; 10 1  w , 02 w  при 0a ; 

1 kk ttt , ...,1,0k  . 

Доказательство. Уравнение Риккати (2.44) интегрируется в 
квадратурах в силу того, что коэффициенты постоянны. 

В (2.44) обозначим коэффициенты 1 2 1 0 2 1( | )a P        

2 0 1 2( | )P   ,  1 2b      )|(2 2102  P , )|( 2102  Pc , 

разделяем переменные и интегрируем (2.44) с учётом того, что при 

ktt  , ...,1,0k , апостериорная вероятность первого состояния 

процесса )(t  принимает значение )|( 1 ktw  : 

 
  

,
)|()|(

)|()|(

)|( 2111

1
1

1

 






t

t

tw

tw kk

dt
wtwwtwa

tdw
 (2.48) 

где 21, ww  – корни уравнения   0)|( 1  twf ,  1( | )f w t   
2

1 1( | ) ( | )aw t bw t c     . Имеем 
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 1 2 2 0 1 2

1, 2

2 ( | )
,

2

P D
w

a
      




 

 

 
 
 

2
1 2 2 0 1 2 2 0 1 2

1 2 1 0 2 1 2 0 1 2

2
1 2 1 2 0 1 2 0 2 1

2 ( | ) 4 ( | )

( | ) ( | )

4 ( | ) ( | ).

D P P

P P

P P

            

            

          

 

Подчеркнём, что 0D , следовательно, корни 1w  и 2w  дей-

ствительные и различные. Исследуем 1w  и 2w . Имеем случаи: 

1. Если 0a , тогда 21 ww  ;   0)|(0 2102  Pcf , 

  00 f  при 0)|( 210 P ;   0)|(1 1201  Pcbaf , 

  01 f  при 0)|( 120 P . Ветви параболы, служащей графиком 

функции   ctbwtawtwf  )|()|()|( 11
2

1 , направлены вверх 

(  )|( 1 twf   – выпуклая функция), значит, 10 1  w , 12 w . 

2. Если 0a , тогда 12 ww  ; как и в слуае 1, имеем   00 f , 

  01 f . Ветви параболы, служащей графиком функции 

  ctbwtawtwf  )|()|()|( 11
2

1 , направлены вниз 

(  )|( 1 twf   – вогнутая функция), следовательно, 02 w , 

10 1  w . 

Выполняя необходимые преобразования в недифференциаль-
ном уравнении (2.48), находим функцию )|( 1 tw   в явном виде 

(2.46). Лемма доказана. 
Применение формулы (2.46) для определения апостериорной 

вероятности )|( 1 tw   (  )|( 2 tw 11 ( | )w t  ) в произвольный 

момент времени t , согласно лемме 2.15, предполагает знание апо-
стериорной вероятности )|( 1 ktw   в момент времени kt , 

...,2,1k , наступления события потока и апостериорной вероят-

ности )|( 01 tw   в момент времени 0t  начала наблюдения за пото-
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ком; )|(1)|( 12 kk twtw  . Перейдём к нахождению вероятно-

сти )|( 1 ktw  , ...,2,1k  . 

Пусть 11 mr  в (2.6): на интервале времени ),( ttt   наступает 

событие потока, предположим, в момент времени kt . Для опреде-

лённости в (2.6) зададим 1
)1(  m . С учётом утверждения 2.5 

рекуррентное соотношение (2.6) для апостериорных вероятностей 

 tw m |)( ,  ttw m   |)1(  состояний потока запишется в виде 

 

     2

( )
1

1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)
1 1 1

|

| | 1| ,
m

m m m m m
m

w t t

w t p p r


 


 

   

              
  


 

      2 2

( ) ( 1)
1 1

1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)
1| | 1| , ,

m m

m m m m m
mw t p p r




 

 


   

         
  
  (2.49) 

)|(1)|( 12 ttwttw  . 

Лемма 2.16. В момент времени kt  наблюдения события в MAP-

потоке для апостериорной вероятности первого состояния процес-
са )(t  имеет место формула пересчёта 

  
  

   


1

2 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 2 1

2 0 1 2 1 2 1 0 2 1 2 0 1 2

1
1

( | 0)

( | ) ( | ) ( | ) ( | 0)

1 ( | ) ( | ) ( | )

( | 0) , 1, 2,...,

k

k

k

w t

P P P w t

P P P

w t k

  

              

                 

   

 

(2.50)

 

)0|(1)0|( 12  kk twtw . 

Доказательство. Рассмотрим два смежных интервала ),( ktt  и 

),( tttk  , длительности которых есть ttt k   и ktttt   
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соответственно. Тогда, с учётом сделанных обозначений, (2.49) 
принимает вид 

     

     
.

,|1||

,|1||
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1
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1
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1
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)1()(
1

)()1()(

1
)1()(

1
)(

1
)1()(

1

  

 


























m m

m

mm
m

mm
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k

rppttw

rppttw

ttw

(2.51)
 

Рассмотрим одну из вероятностей, например 

   ,|1| 1
)(

11
)(

1
)1(  

 m
m

mm rpp  1
)1(  m , в форму-

ле (2.51). Совместная вероятность события 

 1
)1(

11
)( ,1,  


m

m
m r  – процесс )(t  в момент времени t  

принимает значение 1 , и на интервале ),( ttt   закончится пер-

вое состояние процесса )(t ; наступает событие MAP-потока, и в 

момент времени tt   процесс )(t  принимает значение 1  – 

представляется в виде 
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откуда следует, что  
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Из последнего равенства находим  
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– совместная условная вероятность того, что на интервале времени 
),( ttt   закончится первое состояние процесса )(t  и наступит 

событие MAP-потока, и процесс )(t  перейдёт из первого 

состояния в первое; вероятность этого варианта равна 

  )()|()|(1 1111111
1 totPPe t   . Или 
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С использованием описанной выше методики аналогично 
выпишутся все остальные переходные вероятности процесса 

 l
l r,)(  в (2.51). Имеем 
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С учётом явного вида выписанных вероятностей и сделанного 

переобозначения    ttwttw kiki
m  ||)( , 2,1i , 

находим числитель 1A  и знаменатель 1B  в (2.51) в виде 

  

    

     
 

1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 2

1 1 0 2 1 1 2 0 1 2

2

( | ) | ( | ) |

( ),

1 ( | ) | 1 ( | )

| ( ).

k k

k

k

A P w t t P w t t

t o t
B P w t t P

w t t t o t

            

  

           

     

 (2.52) 

Подставляя (2.52) в (2.51), учитывая при этом, что 
)|(1)|( 12 ttwttw kk  , и переходя к пределу при 

0t  ( 0t  и 0t  одновременно), получим утверждение 
леммы. Лемма доказана. 

Замечание 2.7. В точке kt , ...,2,1k  (момент наступления со-

бытия MAP-потока), апостериорная вероятность  tw i | , 2,1i , 

i -го состояния процесса )(t  для MAP-потока событий терпит 

разрыв первого рода (имеет место конечный скачок). 
Апостериорная вероятность )|( 1 tw   как функция времени на 

полуинтервалах  1, kk tt , ...,2,1k , между моментами наступле-

ния соседних событий потока и на интервале ),( 10 tt , где 0t  – мо-

мент времени начала наблюдения за потоком, определяется фор-
мулами (2.46), (2.47), (2.50) для случая задания параметров потока 

0)|()|( 2102120121  PPa . Формула (1.11) для 

априорной финальной вероятности первого состояния сопровож-
дающего процесса )(t  задаёт начальное значение вероятности 

10101 )0|()0|(  twtw . 

Таким образом, результаты лемм 2.15 и 2.16 позволяют сфор-
мулировать следующую теорему. 

Теорема 2.6. Поведение апостериорной вероятности )|( 1 tw   на 

временной оси для MAP-потока событий определяется выражениями 
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 (2.53) 
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 (2.54) 
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где 10 1  w , 12 w  при 0a ; 10 1  w , 02 w  при 0a ; 

1 kk ttt , ...,1,0k  . 

Доказательство проводится объединением формул (1.11), 
(2.46), (2.47) и (2.50). 

Замечание 2.8. В формуле пересчёта (2.50) положим 
)|()|( 211111  PP , )|()|( 120210  PP . Тогда имеем 

1 1 1
1

0 1 2

( | )
( | 0) , 1, 2,... .

1 ( | )k
Pw t w k
P
 

    
  

 

Данный факт свидетельствует о том, что апостериорная вероят-
ность )|( 1 tw   первого состояния сопровождающего случайного 

процесса )(t  не зависит от предыстории: поведение )|( 1 tw   по-

сле момента kt  зависит только от значения 1( | 0) constkw t w     

в момент наступления события потока kt  для любых k , ...,2,1k  .  

Итак, при выполнении условий )|()|( 211111  PP , 

)|()|( 120210  PP  MAP-поток событий является стационар-

ным ординарным потоком с ограниченным последействием или 
потоком типа P (потоком Пальма) [2]. 

II . Особый случай, когда в (2.44) коэффициент 
0)|()|( 2102120121  PPa . 

Лемма 2.17. Решение дифференциального уравнения (2.44) для 
случая, когда 0)|()|( 2102120121  PPa , имеет 

вид 

  ( )2 0 1 2 2 0 1 2
1 1

( | ) ( | )
( | ) ( | ) ,kb t t

k
P P

w t w t e
b b

             
 (2.55) 

 )|(2 210221  Pb ; 1 kk ttt , ...,1,0k  . 

Доказательство. Так как коэффициент 0a , то уравнение 
(2.44) принимает вид 
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  )|()|()|(2
)|(

21021210221
1 

 PtwP
dt

tdw
 

или 

),|()|(
)|(

21021
1 

 Ptbw
dt

tdw
 

где  )|(2 210221  Pb . 

Разделяем в последнем уравнении переменные и интегрируем: 

1
1

1 2 0 1 2

2 0 1 2
1 1 1

( | )
ln ,

( | ) ( | )

( | )1
ln ( | ) ln , 0,

dw t dt C
bw t P

Pw t t C C
b b


 

    

  
    

 
 

1C  – произвольная постоянная. 

Потенцируя последнее уравнение, в результате несложных пре-
образований находим функцию )|( 1 tw   в явном виде 

 ,
)|(

)|( 2102
1

btCe
b

P
tw 


  (2.56) 

где C  – произвольная постоянная. 
Предположим, что значение апостериорной вероятности 

)|( 1 tw   в момент времени ktt  , ...,1,0k , известно, то есть 

)|()|( 11 ktwtw   при ktt  . Это позволяет найти значение про-

извольной постоянной C  в (2.56) в виде 

kbt
k e

b
PtwC 






 


)|(

)|( 2102
1 , ...,1,0k , 

и выписать функцию )|( 1 tw  , определённую в (2.55). Лемма дока-
зана. 
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Отметим, что формула пересчёта (2.50) апостериорной вероят-

ности )|( 1 tw   в момент времени kt , ...,2,1k , наступления собы-

тия потока имеет место и для случая 0a . 
Результаты лемм 2.16 и 2.17 позволяют сформулировать сле-

дующую теорему. 
Теорема 2.7. Поведение апостериорной вероятности )|( 1 tw   на 

временных полуинтервалах  1, kk tt , ...,1,0k , для 0a  опреде-

ляется явной формулой 

 

1

( )2 0 1 2 2 0 1 2
1

( | )

( | ) ( | )
( | 0) ,

0,1,...,

kb t t
k

w t
P Pw t e

b b
k



 

             


 (2.57) 

 
   

2 1 2 2
1 0 1

1 1 1 1 2 1 2 2

1 ( | )
( | 0) ,

1 ( | ) 1 ( | )

P
w t

P P
   

    
        

 

 
 

 

1

2 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 2 1

2 0 1 2

( | 0)

( | ) ( | ) ( | ) ( | 0)
,

1 ( | )

1,2,...,

k

k

w t
P P P w t

P
k

  

            


   



 (2.58) 

    1

1

( )2 0 1 2 2 0 1 2
1 1

( | 0)

( | ) ( | )
( | 0) ,

1,2,...,

k k

k

b t t
k

w t
P Pw t e

b b
k




  

             


 (2.59) 

где  )|(2 210221  Pb ; 1 kk ttt , ...,1,0k  . 

Доказательство осуществляется объединением формул (1.11), 
(2.50) и (2.55). 
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Замечание 2.9. В формуле пересчёта (2.58) для случая 0a  
положим 0)|()|( 21121111  PP . При соотношении пара-

метров потока, определяемом последним равенством, (2.57) и 
(2.58) выпишутся в виде 

0( )2 0 1 2 2 0 1 2
1 1 0 1

( | ) ( | )
( | ) , ;b t tP Pw t e t t t

b b
               

 (2.60) 

( )2 0 1 2 2 0 1 2
1 1

( | ) ( | )
( | ) , ,kb t t

k k
P Pw t w e t t t

b b



              

 (2.61) 

 )|(2 210221  Pb , ...,2,1k ; 

 1 1 2
1

0 1 2

( | )
( | 0) , 1,2,...,

1 ( | )k
Pw t w k

P
 

    
  

 (2.62) 

1  определена формулой (1.11). 

Полученный результат говорит о том, что вероятность )|( 1 tw   

не зависит от предыстории; её поведение для любых k , ...,2,1k , 

определяется значением w . 
Таким образом, при выполнении условия 1 2 1 0 2 1( | )P       

2 0 1 2( | ) 0P     и 0)|()|( 21121111  PP  MAP-поток со-

бытий становится стационарным ординарным потоком с ограни-
ченным последействием или потоком типа P (потоком Пальма) [2]. 

 
2.5.3. Алгоритм вынесения решения о состоянии потока  
и численные результаты оптимального оценивания 

 
Полученные для общего случая задания параметров в уравне-

нии (2.44) ( 1 2 1 0 2 1( | )a P     2 0 1 2( | ) 0P    ) формулы 

(2.47), (2.50), (2.53), (2.54) и (1.11) позволяют сформулировать 
следующий алгоритм расчёта апостериорной вероятности )|( 1 tw   
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и алгоритм вынесения решения о состоянии процесса )(t  (MAP-

потока) в любой момент времени t : 
1) в момент начала наблюдения 00 t  в качестве начального 

значения апостериорной вероятности )0|( 01  tw  выбирается 

априорная финальная вероятность 

 
   

;
)|(1)|(1

)|(1

22121111

2212
1 




PP
P

 

2) по формуле (2.53) для 0k  вычисляется вероятность 
)|( 1 tw   в любой момент времени t , 10 ttt  , 1t  – момент наблю-

дения первого события потока; 1w  и 2w  определены в (2.47); 

3) по формуле (2.54) для 1k  рассчитывается вероятность 
)|( 1 tw   в момент времени 1t ; здесь )0|()|( 1111  twtw ; 

4) по формуле (2.50) для 1k  производится пересчёт апостери-
орной вероятности в момент времени 1t , то есть начальное усло-

вие )0|( 11  tw  для )|( 1 tw   на интервале  21, tt ; 

5) по формуле (2.53) для 1k  в любой момент времени t , 

21 ttt  , где 2t  – момент наступления второго события потока, 

рассчитывается апостериорная вероятность )|( 1 tw   и т. д. 

При расчёте апостериорных вероятностей )|( 1 tw   и 

)|(1)|( 12 twtw   в произвольный момент времени t  прини-

мается решение о состоянии процесса )(t  по методу максимума 

апостериорной вероятности. 
Для особого случая задания параметров потока в уравнении 

Риккати (2.44) ( 1 2a     0)|()|( 21021201  PP ) рас-

чёт вероятности )|( 1 tw   и алгоритм оптимальной оценки состоя-

ний аналогичны общему случаю 1 2 1 0 2 1( | )a P          

2 0 1 2( | ) 0P     и производятся по формулам (2.57) – (2.59) и 

(1.11). 
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Для иллюстрации результатов работы алгоритма оптимального 
оценивания состояний дважды стохастических потоков событий с 
двумя состояниями выбран MAP-поток, наиболее часто использу-
емый в качестве математической модели реальных информацион-
ных потоков сообщений, в частности, в широкополосных беспро-
водных сетях вдоль протяжённых транспортных магистралей [19]. 
Предположение о том, что потоки сообщений (запросов, вызовов) 
являются MAP-потоками, позволяет учитывать сложный, 
коррелированный характер информационных потоков в 
современных телекоммуникационных сетях [20]. 

Для получения численных результатов разработан алгоритм оп-
тимального оценивания состояний процесса )(t  (MAP-потока 

событий). Первый этап расчёта предполагает имитационное 
моделирование MAP-потока событий. Второй этап – 
непосредственное вычисление вероятностей )|( 1 tw  , 10 ttt  , 

)0|( 1  ktw , )|( 1 tw  , 1 kk ttt , ...,2,1k , по формулам (1.11), 

(2.47), (2.50), (2.53), (2.54), если 1 2 1 0 2 1( | )P         

2 0 1 2( | ) 0P    , либо по формулам (1.11), (2.57) – (2.59), если 

0)|()|( 2102120121  PP , и определение оценки 

ˆ ( )t  истинной траектории процесса )(t , полученной путём 

имитационного моделирования MAP-потока. 
Расчёты произведены для значений параметров, представлен-

ных в табл. 2.1, и времени моделирования 20mT  ед. времени. 
 

Т а б л и ц а  2.1 
Модельные данные 

21   

5,02   

8,0)|( 111 P  1,0)|( 121 P  1,0)|( 120 P  

1 2 2( | ) 0,4P     2,0)|( 211 P  4,0)|( 210 P  

 

В качестве иллюстрации на рис. 2.3 приведена траектория 
(верхняя часть рис. 2.3) процесса )(t  (истинная траектория), где 
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1S , 2S  – состояния процесса )(t , и траектория (нижняя часть 

рис. 2.3) оценки ˆ ( )t , где 1S , 2S  – состояния оценки ˆ ( )t . 

Вынесение решения о том или ином состоянии процесса )(t  

производилось с шагом 001,0t . На рис. 2.3 штриховкой на оси 
времени обозначены временные промежутки, на которых оценка 
состояния не совпадает с истинным значением процесса )(t  

(область ошибочных решений). 
 

t0

t

S1

S2

4 8 12 16

S1

S2

λ(t)

ˆ ( )t

 

Рис. 2.3. Траектория процесса )(t  и оценки ˆ ( )t  

 
На рис. 2.4 приведена траектория поведения вероятности 

)|( 1 tw  , соответствующая полученной при имитационном моде-

лировании последовательности моментов времени наступления 
событий ...,...,,, 21 kttt  . 

 

t0

w(λ1|t)

1

4 8 12 16

0,5

 

Рис. 2.4. Траектория апостериорной вероятности 
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Для установления частоты ошибочных решений о состоянии 
процесса )(t  по наблюдениям за MAP-потоком событий 

проведён ряд статистических экспериментов, состоящих из 
следующих этапов: 

1) для определённого набора параметров 1 , 2 , )|( 111 P , 

)|( 121 P , )|( 120 P , )|( 221 P , )|( 211 P , )|( 210 P  

осуществляется имитационное моделирование MAP-потока на 
заданном отрезке времени ],0[ mT , где mT  – время моделирования 

(время наблюдения за потоком), – отдельная s -я реализация (ис-
пытание модели); 

2) производится расчёт апостериорной вероятности )|( 1 tw   

первого состояния сопровождающего случайного процесса )(t  на 

отрезке ],0[ mT ; 

3) оценивается траектория процесса )(t  на отрезке ],0[ mT ; 

4) определяется значение sd  – суммарной протяжённости ин-

тервалов, на которых значение процесса )(t  не совпадает с его 

оценкой ˆ ( )t , – для s -го испытания; 

5) вычисляется доля ошибочных решений ˆ s
s

m

dp
T

 ; 

6) производится повторение N  раз, 1,s N , шагов 1 – 5 для 

расчёта оценки полной (безусловной) вероятности ошибки приня-
тия решения о состояниях процесса ( )t  на отрезке [0, ]mT . 

Результатом выполнения описанного алгоритма является вы-
борка 1 2ˆ ˆ ˆ, ,..., Np p p  долей ошибочных решений в N  испытаниях. 

По этому набору вычисляются выборочное среднее безусловной 

вероятности ошибочного решения ош
1

1ˆ ˆ
N

s
s

P p
N 

   и её выборочная 

дисперсия  2ош ош
1

1ˆ ˆˆ
1

N

s
s

D p P
N 

 

 . 
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Статистические эксперименты проведены для значений пара-
метров потока, представленных в табл. 2.2, и устанавливают зави-

симость оценок ошP̂  и ошD̂  от времени моделирования mT  при из-

менении параметра 1 . В табл. 2.3 – 2.7 во второй и третьей стро-

ках для каждого mT  приведены значения ошP̂  и ошD̂ , полученные 

при 100N  . 
 

Т а б л и ц а  2.2 
Исходные данные для статистического эксперимента 

12   
98,0)|( 111 P  01,0)|( 121 P  01,0)|( 120 P  

7,0)|( 221 P  2,0)|( 211 P  1,0)|( 210 P  

 

Т а б л и ц а  2.3 

Результаты статистического эксперимента ( 41  ) 

mT  5 10 20 50 100 200 300 400 500 1000 

ошP̂  0,218 0,201 0,184 0,140 0,115 0,108 0,097 0,101 0,088 0,091

ошD̂  0,052 0,039 0,031 0,028 0,019 0,010 0,005 0,002 0,001 0,001
 

Т а б л и ц а  2.4 
Результаты статистического эксперимента ( 51  ) 

mT  5 10 20 50 100 200 300 400 500 1000 

ошP̂  0,203 0,194 0,160 0,113 0,104 0,101 0,098 0,096 0,092 0,086

ошD̂  0,036 0,027 0,024 0,017 0,008 0,007 0,003 0,001 0,001 0,001
 

Т а б л и ц а  2.5 
Результаты статистического эксперимента ( 61  ) 

mT  5 10 20 50 100 200 300 400 500 1000 

ошP̂  0,213 0,186 0,137 0,112 0,098 0,101 0,091 0,094 0,089 0,087

ошD̂  0,042 0,024 0,019 0,016 0,007 0,005 0,001 0,001 0,001 0,001
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Т а б л и ц а  2.6 

Результаты статистического эксперимента ( 71  ) 

mT  5 10 20 50 100 200 300 400 500 1000 

ошP̂  0,196 0,184 0,125 0,108 0,104 0,095 0,092 0,094 0,089 0,089

ошD̂  0,022 0,017 0,012 0,006 0,005 0,002 0,001 0,001 0,001 0,001

 
Т а б л и ц а  2.7 

Результаты статистического эксперимента ( 81  ) 

mT  5 10 20 50 100 200 300 400 500 1000 

ошP̂  0,188 0,172 0,098 0,101 0,096 0,095 0,090 0,088 0,091 0,082

ошD̂  0,013 0,009 0,002 0,002 0,001 0,001 0,001 0,001 0,001 0,001

 
Анализ численных результатов, приведённых в табл. 2.3 – 2.7, 

показывает: 

1) оценка вероятности ошибочного решения ошP̂  является до-

статочно стабильной для 100mT   ед. времени; 

2) при фиксированном времени моделирования mT  оценка ошP̂  

уменьшается в случае увеличения параметра 1 , так как увеличи-

вается разность 1 2   , то есть улучшаются условия различимо-

сти первого и второго состояний MAP-потока событий. 
При заданных параметрах алгоритм оптимальной оценки состо-

яний MAP-потока событий обеспечивает приемлемую оценку без-
условной вероятности ошибочного решения при достаточно малой 
выборочной дисперсии оценки. 
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Глава 3 
Оптимальное оценивание состояний  

дважды стохастических потоков событий 
при наличии непродлевающегося  

мёртвого времени 
 

В главе 3 рассматриваются алгоритмы оптимального оценива-
ния состояний дважды стохастических потоков различных типов 
при неполной наблюдаемости потоков, то есть оптимальное оце-
нивание состояний потока осуществляется в условиях, когда не 
все события (моменты их наступления) доступны наблюдению. 

Сопровождающий случайный процесс ( )t  изучаемых потоков 

является принципиально ненаблюдаемым (скрытым) марковским 
процессом. Задача заключается в оценке состояний процесса 

( )t (потока) по наблюдениям за моментами наступления событий в 

наблюдаемом потоке. Оценка состояний осуществляется методом 
максимума апостериорной вероятности, который обеспечивает ми-
нимум полной (безусловной) вероятности ошибки принятия решения. 
Задача оценивания состояний потока в условиях неполной наблюда-
емости решена для обобщённого асинхронного и обобщённого полу-
синхронного потоков, являющихся обобщением представленных в 
параграфах 1.2 и 1.4 асинхронного и полусинхронного потоков, а 
также для MAP-потока событий, рассмотренного в параграфе 1.5. 

 
3.1. Условия неполной наблюдаемости 

за дважды стохастическими потоками событий 
 

В большинстве публикаций авторы рассматривают математиче-
ские модели потоков событий, когда все события доступны 
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наблюдению. Однако на практике возникают ситуации, когда 
наступившее событие может повлечь за собой ненаблюдаемость 
последующих событий. Одним из искажающих факторов при 
оценке состояний дважды стохастических потоков событий вы-
ступает мёртвое время регистрирующих приборов [21], которое 
порождается зарегистрированным событием. Другие же события 
исходного потока, наступившие в течение периода мёртвого вре-
мени, недоступны наблюдению (теряются). Можно считать, что 
этот период продолжается некоторое фиксированное время T. Все 
устройства регистрации делятся на две группы. Первую группу 
составляют устройства с непродлевающимся мёртвым временем, 
когда события, наступившие в течение мёртвого времени, не вы-
зывают продления его периода. По окончании мёртвого времени 
первое наступившее событие снова создаёт период мёртвого вре-
мени длительности T . Вторую группу составляют устройства с 
продлевающимся мёртвым временем, когда события хотя и не 
наблюдаются в течение мёртвого времени, всё же вызывают про-
дление периода ненаблюдаемости на ту же величину T ; наблю-
даться будет  лишь то событие, которое наступило после оконча-
ния последнего периода мёртвого времени. По окончании общего 
периода ненаблюдаемости первое наступившее событие снова со-
здаёт период мёртвого времени длительности T . В этом смысле 
мёртвое время выступает искажающим фактором при решении 
задачи оценивания, так как эффект мёртвого времени влечёт за 
собой потери событий потока, что отрицательно сказывается на 
оценивании состояний потока.  

В качестве одного из примеров рассмотрим поток электронов, фо-
тонов и других элементарных частиц, поступающих на регистриру-
ющий прибор – счётчик элементарных частиц. Поступившая на счёт-
чик частица как бы отключает его и делает недоступным для других 
элементарных частиц потока. Время, в течение которого счётчик за-
крыт для регистрации электронов, фотонов, протонов и других эле-
ментарных частиц, можно рассматривать как мёртвое время прибора, 
регистрирующего элементарные частицы. 
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В качестве другого примера приведём протокол CSMA/CD – 
протокол случайного множественного доступа с обнаружением 
конфликта, широко используемый в компьютерных сетях. В мо-
мент регистрации (обнаружения) конфликта на входе некоторого 
узла сети по сети рассылается сигнал «заглушки» («пробки»); в 
течение времени рассылки сигнала «заглушки» заявки, поступив-
шие в данный узел сети, получают отказ в обслуживании и 
направляются в источник повторных вызовов. Время, в течение 
которого узел сети закрыт для обслуживания заявок, поступающих 
в него после обнаружения конфликта, можно трактовать как мёрт-
вое время прибора, регистрирующего конфликт в узле сети. 

В последующих параграфах настоящей главы решается задача 
об оптимальной оценке состояний дважды стохастических потоков 
событий в условиях неполной наблюдаемости – при наличии не-
продлевающегося мёртвого времени. 

 
3.2. Оптимальная оценка состояний обобщённого  
асинхронного потока при непродлевающемся  

мёртвом времени 
 

3.2.1. Описание обобщённого асинхронного потока  
в условиях неполной наблюдаемости 

 
Рассматривается обобщение асинхронного дважды стохастиче-

ского потока событий (параграф 1.2), заключающееся в возможно-
сти инициирования дополнительных событий; далее будем гово-
рить обобщённый асинхронный поток. 

Отличие обобщённого асинхронного потока событий от асин-
хронного заключается в том, что в момент времени перехода со-
провождающего случайного процесса ( )t  из первого состояния 

во второе с вероятностью p (0 1)p   инициируется дополни-

тельное событие. Аналогично при переходе процесса ( )t из вто-

рого состояния в первое инициируется дополнительное событие с 
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вероятностью q (0 1)q  . Заметим, что события пуассоновского 

потока и дополнительные события неразличимы для наблюдате-
ля [22]. 

Лемма 3.1. Сопровождающий кусочно-постоянный случайный 
процесса ( )t  для обобщённого асинхронного потока событий яв-

ляется марковским. 
Доказательство марковости процесса ( )t  аналогично доказа-

тельству марковского свойства процесса ( )t  для асинхронного 

потока событий (лемма 1.1).  
Определим матрицы инфинитезимальных характеристик со-

провождающего процесса ( )t . 

Поскольку обобщение асинхронного потока связано с возмож-
ностью инициирования дополнительных событий в момент пере-
хода процесса ( )t  из состояния iS  в jS , i j , , 1,2i j  , то эле-

менты (1)
iid  и (0)

iid , 1, 2i  , матриц инфинитезимальных характери-

стик 0D  и 1D  для обобщённого асинхронного потока выпишутся в 

том же виде, что и в (1.2) для асинхронного потока. Определим 
(1)
ijd  и (0)

ijd для , , 1,2i j i j  . 

Рассмотрим возможные ситуации на полуинтервале  ,t t t  , 

связанные с переходом процесса ( )t  из состояния 1S  в состояние 

2S . Пусть 1( )t   . Тогда: 

1) за время t  закончится состояние 1S  процесса ( )t  с веро-

ятностью  1
11 ( )te t o t       , наступит событие пуассо-

новского потока с параметром 1  с вероятностью 

1
1 1 ( )tte t o t        , процесс ( )t  перейдёт из состояния 1S  в 

состояние 2S  с вероятностью единица, и в момент перехода 

наступит дополнительное событие с вероятностью p ; вероятность 

описанной ситуации равна  
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  1 1( ) ( ) ( )t o t t o t p o t          ; 

2) за время t  закончится состояние 1S  процесса ( )t  с веро-

ятностью  1
11 ( )te t o t       , наступит событие пуассонов-

ского потока с параметром 1  с вероятностью 1
1

tte     

1 ( )t o t     , процесс ( )t  перейдёт из состояния 1S  в состояние 

2S  с вероятностью единица, и в момент перехода не наступит до-

полнительное событие с вероятностью (1 )p ; вероятность опи-

санной ситуации есть 

  1 1( ) ( ) (1 ) ( )t o t t o t p o t           ; 

3) за время t  закончится состояние 1S  процесса ( )t  с веро-

ятностью  1
11 ( )te t o t       , не наступит событие пуассо-

новского потока с параметром 1  с вероятностью 

1
11 ( )te t o t        , процесс ( )t  перейдёт из состояния 1S  в 

2S  с вероятностью единица, и в момент перехода наступит допол-

нительное событие с вероятностью p ; вероятность данной ситуа-

ции равна 

  1 1 1( ) 1 ( ) ( )t o t t o t p p t o t              ; 

4) за время t  закончится состояние 1S  процесса ( )t  с веро-

ятностью  1
11 ( )te t o t       , не наступит событие пуассо-

новского потока с параметром 1  с вероятностью 

1
11 ( )te t o t        , процесс ( )t  перейдёт из состояния 1S  в 

2S  с вероятностью единица, и в момент перехода не наступит до-

полнительное событие с вероятностью  1 p ; вероятность рас-

смотренной ситуации равна 
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  1 1 1( ) 1 ( ) (1 ) (1 ) ( )t o t t o t p p t o t                . 

Других возможностей, связанных с переходом процесса ( )t  из 

состояния 1S  в состояние 2S , нет. С учётом (1.1) рассмотрим сле-

дующие пределы: 

(1) 1
112

0

( )
lim
t

p t o td p
t 

   
  

  

– интенсивность перехода процесса ( )t  из состояния 1S  в 2S , 

связанного с наступлением события потока; 

(0) 1
112

0

(1 ) ( )
lim (1 )
t

p t o td p
t 

    
   

  

– интенсивность перехода процесса ( )t  из состояния 1S  в 2S , не 

связанного с наступлением события потока. 
Пусть в момент времени t значение процесса 2( )t   . Опишем 

возможные ситуации на полуинтервале  ,t t t  , связанные с пе-

реходом процесса ( )t  из состояния 2S  в состояние 1S . Имеем: 

5) за время t  с вероятностью  2
21 ( )te t o t        закон-

чится второе состояние процесса ( )t , наступит событие пуассо-

новского потока с параметром 2  с вероятностью 

2
2 2 ( )tte t o t        , процесс ( )t  перейдёт из второго состо-

яния в первое с вероятностью единица, и в момент перехода 
наступит дополнительное событие с вероятностью q ; вероятность 

описанной ситуации равна  

  2 2( ) ( ) ( )t o t t o t q o t          ; 

6) за время t  с вероятностью  2
21 ( )te t o t        закон-

чится второе состояние процесса ( )t , наступит событие пуассо-
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новского потока с параметром 2  с вероятностью 

2
2 2 ( )tte t o t        , процесс ( )t  перейдёт из второго состо-

яния в первое с вероятностью единица, и в момент перехода не 
наступит дополнительное событие с вероятностью (1 )q ; вероят-

ность данной ситуации есть 

  2 2( ) ( ) (1 ) ( )t o t t o t q o t           ; 

7) за время t  с вероятностью  2
21 ( )te t o t        закон-

чится второе состояние процесса ( )t , не наступит событие пуас-

соновского потока с параметром 2  с вероятностью 

2
21 ( )te t o t        , процесс ( )t  перейдёт из второго состоя-

ния в первое с вероятностью единица, и в момент перехода насту-
пит дополнительное событие с вероятностью q ; вероятность рас-

смотренной ситуации равна 

  2 2 2( ) 1 ( ) ( )t o t t o t q q t o t              ; 

8) за время t  с вероятностью  2
21 ( )te t o t        закон-

чится второе состояние процесса ( )t , не наступит событие пуас-

соновского потока с параметром 2  с вероятностью 

2
21 ( )te t o t        , процесс ( )t  перейдёт из второго состоя-

ния в первое с вероятностью единица, и в момент перехода не 
наступит дополнительное событие с вероятностью (1 )q ; вероят-

ность описанной ситуации есть 

  2 2 2( ) 1 ( ) (1 ) (1 ) ( )t o t t o t q q t o t                . 

Других исходов, связанных с переходом процесса ( )t  из вто-

рого состояния в первое, нет. С учётом (1.1) выпишем следующие 
пределы: 
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(1) 2
221

0

( )
lim
t

q t o td q
t 

   
  

  

– интенсивность перехода процесса ( )t  из второго состояния в 

первое, связанного с наступлением события потока; 

(0) 2
221

0

(1 ) ( )
lim (1 )
t

q t o td q
t 

    
   

  

– интенсивность перехода процесса ( )t  из второго состояния в 

первое, не связанного с наступлением события потока. 

Отметим, что элементы (1)
ijd  и (0)

ijd , , 1,2i j  , матриц инфини-

тезимальных характеристик 0D  и 1D  процесса ( )t  для обобщён-

ного асинхронного потока событий удовлетворяют условиям 

     
2 20 1

1 1 1 1 11 1
1 1

(1 ) 0,j j
j j

d d p p
 

                

     
2 20 1

2 2 2 2 22 2
1 1

(1 ) 0.j j
j j

d d q q
 

                

Матрицы (0)
ijd0D  и (1)

1 ijdD , , 1,2i j  , принимают вид 

 
 

1 1 1

2 2 2

(1 )
,

(1 )

p
q

    


     0D  1 1
1

2 2

.
p

q
 


 

D  

Обозначим  0|i t t  – априорная вероятность того, что в мо-

мент времени t  значение процесса ( ) it   , 1,2i  , при условии, 

что функционирование обобщённого асинхронного потока нача-

лось в момент времени 0t . 
Лемма 3.2. Для обобщённого асинхронного потока событий 

априорные вероятности состояний процесса ( )t  имеют вид (1.3). 
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Доказательство совпадает с доказательством леммы 1.3, так 
как поведение процесса ( )t  для обобщённого асинхронного по-

тока событий идентично поведению процесса ( )t  для асинхрон-

ного потока. 
Следствие леммы 3.2. Для обобщённого асинхронного потока 

событий априорные финальные вероятности состояний процесса 
( )t  совпадают с априорными финальными вероятностями 1  и 

2  для асинхронного потока, представленными формулами (1.4). 

Замечание 3.1. Сопровождающий случайный процесс ( )t  для 

обобщённого асинхронного потока событий не совпадает с интен-
сивностью потока, так как, например, если при переходе процесса 

( )t  из состояния 1S  в состояние 2S дополнительное событие 

инициируется (с вероятностью p ) в первом состоянии, то интен-

сивность потока в состоянии 1S  есть  1 1p   ; аналогично в со-

стоянии 2S  интенсивность потока есть  2 2q   . Тогда средняя 

интенсивность обобщённого асинхронного потока равна 

   2 1
1 1 2 2

1 2 1 2

.p q 
        

    
 

Для других возможных вариантов инициирования (с соответ-
ствующими вероятностями) дополнительных событий интенсив-
ность потока не совпадает с процессом ( )t ; при этом средняя ин-

тенсивность потока   для всех вариантов определяется по выше-
приведённой формуле. То есть средняя интенсивность потока   
не зависит от инициирования дополнительных событий в том или 
ином состоянии (в 1S  или в 2S ) при переходе процесса ( )t  из 

состояния iS  в jS , , 1,2i j  , i j . 

Замечание 3.2. При 0p q   имеет место асинхронный поток 

событий. 
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Отметим, что в определении обобщённого асинхронного потока 
в явном виде не оговаривается, в каком состоянии процесса ( )t  

наступает дополнительное событие при переходе процесса ( )t  из 

состояния iS  в состояние jS , , 1,2i j  , i j . Несущественность 

данного обстоятельства при аналитическом решении задачи об 
оценке состояний объясняется тем, что наступление события и пе-
реход процесса ( )t  из состояния i  в j , , 1,2i j  , i j , происхо-

дят мгновенно. Указанное обстоятельство должно учитываться 
при имитационном моделировании обобщённого асинхронного 
потока событий. 

Будем рассматривать описанный обобщённый асинхронный по-
ток событий, функционирующий в условиях неполной наблюдае-
мости потока. После каждого зарегистрированного в момент вре-
мени kt  события наступает время фиксированной длительности T  
(мёртвое время), в течение которого другие события исходного 
обобщённого асинхронного потока недоступны наблюдению (те-
ряются). По окончании периода мёртвого времени первое насту-
пившее событие снова создает период мёртвого времени длитель-
ности T  и т. д. Вариант возникающей ситуации приведён на 
рис. 3.1, где 1S  и 2S  – состояния сопровождающего случайного 

процесса ( )t ; дополнительные события, которые могут наступать 

в момент перехода процесса ( )t  из состояния 1S  в 2S , отмечены 

буквой p , из состояния 2S  в 1S , отмечены буквой q ; штриховкой 

обозначены периоды мёртвого времени; чёрными кружками обо-
значены события обобщённого асинхронного потока, недоступные 
наблюдению; 1 2, , ..., , ...kt t t  – моменты наступления событий в 

наблюдаемом потоке. 
Описанная схема формирования наблюдаемого потока событий 

в условиях непродлевающегося мёртвого времени справедлива на 
протяжении всей третьей главы. 
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Рис. 3.1. Формирование наблюдаемого потока событий 

 
Замечание 3.3. Если рассмотреть обобщённый асинхронный 

поток при отсутствии мёртвого времени, то аналогично асинхрон-

ному потоку (лемма 1.2) последовательность   kt , порождён-

ная моментами наступления событий 1 2, , ..., , ...kt t t , является вло-

женной цепью Маркова. В случае наличия мёртвого времени по-

следовательность   kt , порождённая моментами наступления 

событий в наблюдаемом потоке 1 2, , ..., , ...kt t t , тем более образует 

вложенную цепь Маркова за счёт эффекта мёртвого времени. 
Необходимо по наблюдениям 1 2, , ..., , ...kt t t  оценить состояние 

процесса ( )t  (потока) в момент окончания наблюдений.  

Для вынесения решения о состоянии процесса ( )t  в момент  

времени t  требуется определить апостериорные вероятности 

     1 1| | ,..., , ( ) | ,..., ,i i m i mw t w t t t P t t t t       , 1,2i  , того, что 

в момент времени t  значение процесса ( ) it    ( m – количество 

наступивших за время t  событий наблюдаемого потока); при этом 

   1 2| | 1w t w t    . 
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Решение о состоянии процесса ( )t  выносится по критерию 

максимума апостериорной вероятности на основании сравнения 

вероятностей  1 |w t  и  2 |w t . 

 
3.2.2. Исходные предпосылки для вывода 

апостериорной вероятности 
 

Момент вынесения решения о состоянии процесса ( )t  (пото-

ка) принадлежит интервалу  1,k kt t  , 1,2,...k  , между соседними 

событиями наблюдаемого потока. Для начального интервала 

 0 1,t t  момент t  будет лежать между моментом начала наблюде-

ния 0t  и моментом наступления первого события наблюдаемого 

потока 1t . 

Рассмотрим интервал  1,k kt t  , значение длительности которо-

го есть 1k k kt t   , 1,2,...k  . С другой стороны, так как наблю-

даемое в момент времени kt  событие порождает период мёртвого 

времени длительности T , то k kT    , где k  – значение дли-

тельности интервала между моментом окончания периода мёртво-

го времени kt T  и моментом 1kt  , то есть интервал  1,k kt t   раз-

бивается на два смежных: первый – полуинтервал  ,k kt t T , вто-

рой – интервал  1,k kt T t  . Подчеркнём, что условия нахождения 

апостериорной вероятности  1 |w t  первого состояния процесса 

( )t  на полуинтервале  ,k kt t T  и интервале  1,k kt T t   прин-

ципиально разные. Действительно, на полуинтервале  ,k kt t T  

поток принципиально недоступен наблюдению, в то время как на 

интервале  1,k kt T t   поток наблюдаем. Кроме того, для нахож-

дения вероятности  1 |w t  необходимо точно знать значение T  
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либо предварительно осуществить оценку T . В противном случае 
отсутствие такой информации делает невозможным нахождение 

явного вида апостериорной вероятности  1 |w t  

    2 1| 1 |w t w t    . Здесь предполагается, что значение T  

известно точно. 
 

3.2.3. Вид апостериорной вероятности на временных  
интервалах наблюдаемости потока 

 
Следуя методике, приведённой в главе 2 для асинхронного, 

синхронного, полусинхронного и MAP-потока событий, получим 

явный вид апостериорной вероятности  1 |w t  первого состояния 

процесса ( )t  на интервалах  0 1,t t  и  1,k kt T t  , когда поток 

событий, функционирующий в условиях непродлевающегося 
мёртвого времени фиксированной длительности T , доступен 
наблюдению. 

Выведем рекуррентное соотношение для апостериорных веро-
ятностей состояний обобщённого асинхронного потока событий. 
Как и в главе 2 (параграф 2.1) введём в рассмотрение двумерный 

случайный процесс  ( ) ,l
lr , где ( ) ( )l l t     – значение процесса 

( )t  в момент времени  ( ) ( ) , 1, 2l l
it l t i      ; ( )l lr r t   – чис-

ло событий потока, наступивших на интервале времени 
(( 1) , )l t l t    длительности t . 

Лемма 3.3. Случайный процесс  ( ) ,l
lr  для обобщённого 

асинхронного потока событий является марковским процессом. 
Доказательство марковости двумерного случайного процесса 

 ( ) ,l
lr  аналогично доказательству марковского свойства процес-

са  ( ) ,l
lr  для асинхронного потока событий (лемма 2.1). 
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Для марковского процесса  ( ) ,l
lr , 0, 1l m  , имеет место ре-

куррентная формула (2.6) для апостериорных вероятностей состо-
яний дважды стохастических потоков событий. Следует напом-
нить, что наблюдение за потоком осуществляется на интервалах 
времени ( ,( 1) ) ( , )m t m t t t t      , 1,2,...m  . 

Количество событий в наблюдаемом потоке, наступивших на 
интервале ( ,( 1) )m t m t   , состоит из событий пуассоновского 

потока интенсивности ( ) im t    , 1,2i  , либо из дополнитель-

ных событий, инициируемых в моменты перехода процесса ( )t  
из состояния iS  в состояние jS , , 1,2i j  , i j , либо из тех и дру-

гих. В силу сказанного инициирование дополнительных событий 

отражается в вероятности перехода  ( 1) ( )| ,m m
mp r   в форму-

ле (2.6); наступление событий пуассоновского потока отражается в 

вероятности  ( ) ( 1)
1 | , ,m m

m mp r r 
    в (2.6), где 1,m mr r   – число со-

бытий пуассоновского потока, наступивших в наблюдаемом пото-
ке на интервалах (( 1) , )m t m t   , ( ,( 1) )m t m t    соответственно. 

В силу малости величины t  число событий 0mr   или 1mr   

(аналогично для 1mr  ). Количество переходов процесса ( )t  на 

интервале ( ,( 1) )m t m t    более одного имеет вероятность ( )o t . 

Ситуация, когда на интервале времени длительности t  одновре-
менно наступает событие пуассоновского потока и происходит 
переход процесса ( )t  из состояния iS  в jS  (с инициированием 

дополнительного события либо без его инициирования), имеет ве-
роятность ( )o t , , 1,2i j  , i j . 

Рассмотрим переходную вероятность  ( 1) ( )| ,m m
mp r    

 ( ) ( 1)
1 | , ,m m

m mp r r 
    в (2.6). 
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Утверждение 3.1. Условная вероятность  ( 1) ( )| ,m m
mp r   для 

обобщённого асинхронного потока событий принимает вид 

   ( 1) ( ) ( 1) ( )| , |m m m m
m dp r p      , 0;1d  . 

Во-первых, справедливо    ( 1) ( ) ( 1) ( )| , |m m m m
mp r p      . 

Действительно, число событий mr  наблюдаемого потока, насту-

пивших на интервале времени (( 1) , )m t m t   , не влияет на значе-

ние ( 1) (( 1) )m
jm t       , 1,2j  , процесса ( )t  в момент вре-

мени ( 1)m t   (процесс ( )t  «живёт своей жизнью»); на значение 
( 1)m  влияет только значение ( ) ( )m

im t      , 1,2i  , процесса 

( )t  в момент времени t m t  . 

Во-вторых, подчеркнём, что дополнительное событие на интер-
вале ( ,( 1) )m t m t    наступает (либо не наступает) при переходе 

процесса λ(t) из состояния iS  в jS , , 1,2i j  , i j . Это обстоя-

тельство нужно отразить в вероятности  ( 1) ( )|m mp   : 

   ( 1) ( ) ( 1) ( )| |m m m m
dp p      , 0;1d  , если осуществлён пере-

ход процесса ( )t  из состояния iS , имеющего место в момент 

времени t m t  , в состояние jS , имеющего место в момент вре-

мени ( 1)t t m t     , при этом i j , , 1,2i j  ; 

   ( 1) ( ) ( 1) ( )
0| |m m m mp p      , если имеет место переход про-

цесса λ(t) из состояния iS  в состояние iS  (дополнительное собы-

тие не инициируется);    ( 1) ( ) ( 1) ( )
1| | 0m m m mp p        в слу-

чае перехода процесса ( )t  из состояния iS  в состояние iS  с ини-

циированием дополнительного события, 1,2i  . 
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Если 0d   ( )i j , то на интервале ( ,( 1) )m t m t    при переходе 

процесса ( )t  из состояния 1S  в 2S  дополнительное событие не ини-

циируется с вероятностью 1 p ; соответственно, при переходе ( )t  из 

2S  в 1S  не инициируется с вероятностью 1 q . Если 1d   ( )i j , то 

дополнительное событие инициируется с вероятностью p  при пере-

ходе процесса ( )t  из состояния 1S  в 2S ; соответственно с вероятно-

стью q  при переходе ( )t  из 2S  в 1S . Утверждение доказано. 

Утверждение 3.2. Условная вероятность  ( ) ( 1)
1 | , ,m m

m mp r r 
    

для обобщённого асинхронного потока событий принимает вид 

   ( ) ( 1) ( )
1 1| , , |m m m

m m mp r r p r
     . 

Имеем, во-первых,    ( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 1| , , | ,m m m m

m m mp r r p r 
      , 

так как число событий 1mr   наблюдаемого потока, наступивших на 

интервале ( ,( 1) )m t m t   , не зависит от числа событий mr , насту-

пивших на интервале (( 1) , )m t m t   , поскольку потоки событий в 

состояниях 1S  в 2S  процесса ( )t  пуассоновские. Во-вторых, 

 

   
 

   
   

( ) ( 1)
1( ) ( 1)

1 ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( )
1 1

( 1) ( ) ( )

, ,
| ,

,

| , ,
.

|

m m
mm m

m m m

m m m
m m

m m m

p r
p r

p

p r p r

p p




 


 



 
   

 

  


  

 (3.1) 

Так как на значение процесса ( )t  в момент времени ( 1)m t   

число событий 1mr   наблюдаемого потока, наступивших на ин-

тервале ( ,( 1) )m t m t   , не влияет, то  ( 1) ( )
1| ,m m

mp r
    

 ( 1) ( )|m mp    . В силу этого из (3.1) следует  ( ) ( 1)
1 | ,m m

mp r 
      

 ( )
1 | m

mp r   . Утверждение доказано. 
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С учётом утверждения 3.1 и утверждения 3.2 справедливое для 
апостериорных вероятностей состояний дважды стохастических 
потоков событий рекуррентное соотношение (2.6) в случае обоб-
щённого асинхронного потока событий принимает вид 
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2 2
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(3.2)

 

0;1d  . 

Рассмотрим поведение апостериорной вероятности на времен-

ном интервале ( , )t t t  , расположенном на интервалах  0 1,t t  и 

 1,k kt T t  , где 0t  – момент времени начала наблюдения за пото-

ком; 1t  – момент времени наблюдения первого события потока; 

kt T  – момент окончания периода мёртвого времени длительно-

сти T , порождённого событием, наступившим в момент времени 

kt ; 1kt   – момент времени наступления очередного события пото-

ка, 1,2,...k  . Отметим, что события в моменты времени 1 1, ,k kt t t   

могут быть событиями пуассоновских потоков с параметрами 1  

либо 2 , либо дополнительными событиями. Таким образом, на 

интервале ( , )t t t   нет событий потока. Последнее означает, что в 

(3.2) 1 0mr    и 0d  . 

Для определённости в левой части и в числителе формулы (3.2) 

положим значение ( 1)
1(( 1) )m m t        в момент времени 

(( 1) )t t m t     . 

Лемма 3.4. Поведение  1 |w t  для обобщённого асинхронного 

потока на начальном интервале наблюдения  0 1,t t  и на интерва-
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лах  1,k kt T t  , 1,2,...k  , между моментом окончания периода 

мёртвого времени и моментом времени наступления очередного 
события наблюдаемого потока определяется дифференциальным 
уравнением Риккати 

 

     

   

1
1 2 1 2 1

2
1 2 1 2 1 2

|
(1 2 ) |

| (1 ) .

dw t
q w t

dt
p q w t q


         

           
 (3.3) 

Доказательство. В состоянии iS  процесса ( )t  имеет место 

пуассоновский поток событий с параметром i , следовательно, 

условные вероятности  ( )
1 0 | m

m ip r      , 1,2i  , того, что на 

интервале ( , )t t t   не наступит событие пуассоновского потока с 

параметром i  при условии, что в момент времени t  имеет место 

состояние iS , выпишутся в виде 

  ( )
1 0 | 1 ( )i tm

m i ip r e t o t 
            , 1,2i  .  (3.4) 

С учётом определения обобщённого асинхронного потока собы-
тий ситуации, когда за промежуток времени длительности t  имеет 

место переход процесса λ(t) из состояния iS  в jS , , 1,2i j  , и допол-

нительное событие при этом не инициируется, имеют вероятности 
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 (3.5) 
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Отметим, что понятия, касающиеся процесса ( )t , – «остаться в 

состоянии iS » и «переход процесса ( )t  из состояния iS  в iS », 

1,2i  , в рассматриваемой постановке задачи являются эквива-

лентными. 
Подставляя (3.4) и (3.5) в (3.2), учитывая введённые обозначе-

ния, находим числитель A и знаменатель B в (3.2) в виде 

 

     
     

         
       

1 0 1 1 1 1

2 0 1 2 1 2

1 1 1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

| | 0 |

| | 0 |

| | 1 | ( ),

1 | | ( ),

m

m

A w t p p r

w t p p r

w t w t q w t t o t

B p w t q w t t o t





      

      

               
               

(3.6) 

где     | |m
i iw t w t     , 1,2i  . 

Подставляя (3.6) в (3.2) и учитывая, что 

       1
1 1 1 2 2 21 | | ( ),B p w t q w t t o t                  полу-

чаем (с точностью до членов ( )o t ) равенство (3.2) в виде 

           
     

2
1 1 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2

| | | |

| (1 ) | ( ).

w t t w t p w t q w t

w t q w t t o t

               
          

 

Выполняя несложные преобразования и учитывая при этом, что 

   2 1| 1 |w t w t    , сведём последнее равенство в результате 

предельного перехода при 0t   к уравнению Риккати 3.3. Лем-
ма доказана. 

Будем рассматривать два случая задания параметров обобщён-
ного асинхронного потока событий. 

I. Общий случай, когда в уравнении (3.3) коэффициент 

1 2 1 2 0a p q         . 

Явный вид апостериорной вероятности  1 |w t  

    2 1| 1 |w t w t    , принимающей значение  1 | kw t T  , 
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1,2,...k  , в момент окончания мёртвого времени kt T , задаётся 

следующей леммой. 

Лемма 3.5. Поведение апостериорной вероятности  1 |w t  как 

функции времени между моментом окончания периода мёртвого 
времени kt T  и моментом времени 1kt  , 1,2,...k  , наступления 

очередного события наблюдаемого потока определяется формулой 

 

       
       

2 1

2 1

1

1 2 1 2 1 1

1

2 1 1 1

|

| |

| | ,

k

k

a w w t t T
k k

a w w t t T
k k

w t

w w w t T w w w t T e

w w t T w w t T e

   

   

 

              

             

(3.7) 

 
 

 

1 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2

1
(1 2 )

2

4 (1 )(1 ) ,

1
(1 2 )

2

4 (1 )(1 ) ,

w q
a

p q

w q
a

p q

         


            


         
             

  (3.8) 

1 2 1 2 0a p q         , 

где 10 1w  , 2 1w   при 0a  ; 10 1w  , 2 0w   при 0a  ; 

1k kt T t t    , 1,2,...k  ;  1 | kw t T   – начальное условие для 

 1 |w t . 

Доказательство. В (3.3) обозначим коэффициенты 

1 2 1 2a p q        ,  1 2 1 2(1 2 )b q         , 2(1 )c q    

и проинтегрируем уравнение (3.3) методом разделения перемен-
ных с учётом того, что в момент времени kt T , 1,2,...k  , окон-

чания периода мёртвого времени апостериорная вероятность пер-

вого состояния процесса ( )t  принимает значение  1 | kw t T  : 
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 1

1 1

|
1

| 1 1 1 2

|

| |
k k

w t t

w t T t T

dw t
dt

a w t w w t w



  




          
  ,  (3.9) 

где 1w , 2w  – корни уравнения   1 | 0f w t  ,   1 |f w t   

   2
1 1| |aw t bw t c     . Находим  

 1 2 1 2
1,2

(1 2 )

2

q D
w

a
       




, 

   
 

2
1 2 1 2 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2

(1 2 ) 4(1 )

4 (1 )(1 ).

D q q p q

p q

                   

           
 

Очевидно, что 0D  , значит корни 1 2,w w  действительные и различ-

ные. С целью исследования корней 1w  и 2w  рассмотрим случаи: 

1. Если 0a  , тогда 1 2w w . При этом 2(0) (1 ) 0f q    , 

(0) 0f   при 1q  ; 1(1) (1 ) 0f a b c p        , (1) 0f   при 

1p  . В рассматриваемом случае функция   1 |f w t  является 

выпуклой, следовательно, 10 1w  , 2 1w  . 

2. Если 0a  , тогда 2 1w w . В случае 1 показано, что (0) 0f  , 

(1) 0f  . Функция   1 |f w t  является вогнутой, следовательно, 

2 0w  , 10 1w  . 

В результате необходимых преобразований недифференциаль-
ного уравнения (3.9) находим апостериорную вероятность 

 1 |w t  в виде (3.7). Лемма доказана. 

Замечание 3.4. Поведение апостериорной вероятности  1 |w t  

как функции времени на начальном интервале  0 1,t t  определяется 

по формуле (3.7) при 0k  , при этом начальное условие 

 1 0|w t T   заменяется на  1 0|w t  (момент времени 0t T  за-

меняется на момент 0t ). 
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Вычисление  1 |w t  по формуле (3.7) в произвольный момент 

времени t , 1k kt T t t    , 1,2,...k  , согласно лемме 3.5 невоз-

можно без знания начального условия  1 | kw t T   – значения 

апостериорной вероятности первого состояния процесса ( )t  в 

момент окончания периода мёртвого времени длительности Т. 
 

3.2.4. Вид апостериорной вероятности 
на интервалах мёртвого времени 

 

Рассмотрим смежный с интервалом  1,k kt T t   полуинтервал 

 ,k kt t T , 1,2,...k  , на котором события исходного обобщённого 

асинхронного потока не наблюдаются; событие исходного потока 
наблюдается лишь в граничной точке kt . Апостериорную вероят-

ность первого состояния процесса ( )t  в граничной точке kt  (мо-

мент наступления события потока) будем считать известной и рав-

ной  1 | kw t      2 1| 1 |k kw t w t    , 1,2,...k  . 

Лемма 3.6. Поведение апостериорной вероятности  1 |w t  для 

обобщённого асинхронного потока событий на временных полу-

интервалах  ,k kt t T  определяется явной формулой 

       1 2
1 1 1 1| | ,kt t

kw t w t e              (3.10) 

k kt t t T   , 1,2,...k  ; 1  определена в (1.4) согласно следствию 

леммы 3.2;  1 | kw t  – начальное условие для  1 |w t . 

Доказательство. В течение периода мёртвого времени дли-

тельности T , то есть на полуинтервале  ,k kt t T , обобщённый 

асинхронный поток событий является ненаблюдаемым. В этой 

связи поведение апостериорной вероятности  1 |w t  на 

 ,k kt t T  аналогично поведению априорной вероятности 
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 0
1 |t t  первого состояния процесса ( )t  для обобщённого асин-

хронного потока событий (лемма 3.2); разница заключается в зада-

нии начального значения  1 |w t  в момент времени kt  наступле-

ния события наблюдаемого потока. 
Обозначим апостериорные вероятности того, что в момент времени 

t t  , k kt t t t T     , где t  достаточно малая величина, имеет 

место состояние iS  процесса ( )t , в виде  |iw t t   ; в момент 

времени t  –  |iw t , 1,2i  . Тогда на полуинтервале  ,t t t   воз-

можны следующие ситуации, связанные с поведением процесса ( )t : 

1) в момент времени t  значение процесса 1( )t    с вероятно-

стью  1 |w t , и за промежуток времени длительности t  не за-

кончится первое состояние процесса ( )t  с вероятностью 

1
11 ( )te t o t        ; вероятность этой ситуации равна 

      1 1 1 1 1| 1 ( ) | | ( )w t t o t w t w t t o t            ; 

2) в момент времени t  значение процесса 2( )t    с вероятно-

стью  2 |w t , и за промежуток времени длительности t  закон-

чится второе состояние процесса ( )t  с вероятностью 

 2
21 ( )te t o t       , и процесс ( )t  с вероятностью, равной 

единице, перейдёт из второго состояния в первое; вероятность 
описанной ситуации равна 

    2 2 2 2| ( ) | ( )w t t o t w t t o t           ; 

3) в момент времени t  значение процесса 2( )t    с вероятно-

стью  2 |w t , и за промежуток времени длительности t  не за-

кончится второе состояние процесса λ(t) с вероятностью 
2

21 ( )te t o t        ; вероятность рассмотренной ситуации есть  
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      2 2 2 2 2| 1 ( ) | | ( )w t t o t w t w t t o t            ; 

4) в момент времени t  значение процесса 1( )t    с вероятно-

стью  1 |w t , и за промежуток времени длительности t  закон-

чится первое состояние процесса ( )t  с вероятностью 

 1
11 ( )te t o t       , и процесс ( )t  с вероятностью единица 

перейдёт из первого состояния во второе; вероятность этой ситуа-
ции равна 

    1 1 1 1| ( ) | ( )w t t o t w t t o t           . 

Других возможностей нет. 
Тогда имеем систему равенств: 

       
       

1 1 1 1 2 2

2 2 2 2 1 1

| | | | ( ),

| | | | ( ).

w t t w t w t t w t t o t

w t t w t w t t w t t o t

             

             
 

Выполнив в последней необходимые преобразования и переходя 
к пределу при 0t  , получим систему дифференциальных урав-

нений относительно апостериорных вероятностей  |iw t  состоя-

ний iS , 1,2i  , процесса ( )t  на интервалах мёртвого времени: 

     
         

1 1 1 2 2

2 1 1 2 2 1 2

| | | ,

| | | ; | | 1.

w t w t w t

w t w t w t w t w t

       

          
 

С учётом условия нормировки выписанная система дифферен-
циальных уравнений сводится к одному уравнению относительно 

 1 |w t : 

     1
1 2 1 2

|
|

dw t
w t

dt


        

с начальным условием    1 1| |k kw t t w t    , 1,2,...k  . Инте-

грируя выписанное уравнение и принимая во внимание, что 

 1 2 1 2      , находим (3.10). Лемма доказана. 
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Таким образом, начальное условие  1 | kw t T   для апостери-

орной вероятности  1 |w t , определяемой по формуле (3.7), рас-

считывается по формуле (3.10) в момент времени kt t T  , 

1,2,...k  . В свою очередь, применение формулы (3.10) требует 

знания  1 | kw t  – значения апостериорной вероятности в момент 

времени kt  наступления события потока, которое порождает пери-

од мёртвого времени длительности T . 

Перейдём к нахождению  1 | kw t , 1,2,...k  . Рассмотрим слу-

чай наблюдения одного события потока на интервале  ,t t t  , 

скажем, в момент времени kt , 1,2,...k  . 

Лемма 3.7. В обобщённом асинхронном потоке событий в мо-
мент времени kt  апостериорная вероятность первого состояния 

процесса ( )t  задаётся формулой пересчёта 

     
   
2 1 2 1

1
2 2 1 2 1 2 1

| 0
| 0 ,

| 0
k

k
k

q q w t
w t

q p q w t
      

  
            

 (3.11) 

1,2,...,k   

   2 1| 0 1 | 0 .k kw t w t       

Доказательство. Рассмотрим два смежных интервала  , kt t  и 

 ,kt t t  . При этом длительность первого интервала есть 

kt t t   , длительность второго kt t t t     . Примем в (3.2) 

значение ( 1)
1

m   . С учётом сделанных обозначений рекуррент-

ное соотношение (3.2) принимает вид  
 

     

     

2

( )
1

2 2

( ) ( 1)
1 1

1

( ) ( 1) ( ) ( )
1 1

( ) ( 1) ( ) ( )
1

|

| | |

,

| | |

m

m m

k

m m m m
k d m

m m m m
k d m

w t t

w t t p p r

w t t p p r






 
 




   

   

       


     



 

  
(3.12)
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где        ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )
1 0 1| | | |m m m m m m

d m mp p r p p r 
          

   ( 1) ( ) ( )
1 1| 0 | .m m m

mp p r
      

В состоянии iS  процесса ( )t  имеет место пуассоновский по-

ток событий с параметром i , следовательно, условные вероятно-

сти  ( )
1 1| m

m ip r      , 1,2i  , того, что на интервале  1,t t t   

наступит событие пуассоновского потока с параметром i  при 

условии, что в момент времени t  имеет место состояние iS , вы-

пишутся в виде 

  ( )
1 1| ( )i tm

m i i ip r te t o t 
             , 1,2.i    (3.13) 

По определению обобщённого асинхронного потока событий 
ситуации, когда за промежуток времени длительности t  имеет 

место переход процесса ( )t  из состояния iS  в jS , , 1,2i j  , и при 

этом инициируется дополнительное событие, имеют вероятности 

 

   
   
   

1

2

( 1) ( )
1 2 1 1

( 1) ( )
1 1 2 2

( 1) ( ) ( 1) ( )
1 1 1 1 2 2

| 1 ( ),

| 1 ( ),

| 0, | 0.

tm m

tm m

m m m m

p p e p t o t

p q e q t o t

p p

 

 

 

            

            

             

 (3.14) 

Подставляя (3.4), (3.5), (3.13), (3.14) в (3.12), предварительно 

сделав обозначение    ( ) | |m
i k i kw t t w t t          , 1,2i  , 

выпишем числитель 1A  и знаменатель 1B  в (3.12) в виде 

   
   

   

( 1) ( )
1 1 0 1 1

( ) ( 1) ( )
1 1 1 1 1

( )
1 1 2

| |

1| |

0 | |

m m
k

m m m
m

m
m k

A w t t p

p r p

p r w t t
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( 1) ( ) ( )
0 1 2 1 2

( 1) ( ) ( )
1 1 2 1 2

1 1 2 2

| 1|

| 0 |

| | ( ),

m m m
m

m m m
m

k k

p p r

p p r

w t t q w t t t o t







           
           

               

  (3.15) 

   
   

   

   
   

 

( 1) ( )
1 1 0 1 1

( ) ( 1) ( )
1 1 1 1 1

( )
1 1 2

( 1) ( ) ( )
0 1 2 1 2

( 1) ( ) ( )
1 1 2 1 2

( 1)
1 0 2

| |

1| |

0 | |

| 1|

| 0 |

|

m m
k

m m m
m

m
m k

m m m
m

m m m
m

m
k

B w t t p

p r p

p r w t t

p p r

p p r

w t t p
















          

            

          
           

           

       
   

   

   
   

       

( )
1

( ) ( 1) ( )
1 1 1 2 1

( )
1 1 2

( 1) ( ) ( )
0 2 2 1 2

( 1) ( ) ( )
1 2 2 1 2

1 1 1 2 2 2

|

1| |

0 | |

| 1|

| 0 |

| | ( )

m

m m m
m

m
m k

m m m
m

m m m
m

k k

p r p

p r w t t

p p r

p p r

p w t t q w t t t o t












    

            

          
           

           
                    .  

Подставляя (3.15) в (3.12), с учётом того, что 

   2 1| 1 |k kw t t w t t        , и переходя при этом к пределу 

при  0 0, 0t t t       , получим утверждение леммы. Лемма 
доказана.  

Замечание 3.5. В точке kt , 1,2,...k  , апостериорная вероят-

ность  |iw t  состояния iS , 1,2i  , сопровождающего случайно-

го процесса ( )t  для обобщённого асинхронного потока событий 

терпит разрыв первого рода (имеет место конечный скачок). 
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3.2.5. Поведение апостериорной вероятности  
на временной оси для общего и особого случаев  

задания параметров потока 
 

Полученные для  1 |w t  формулы (3.7), (3.8), (3.10) и формула 

пересчёта (3.11) описывают поведение апостериорной вероятности 
(общий случай задания параметров потока) на временных участках 

мёртвого времени  ,k kt t T , когда поток событий принципиально 

недоступен наблюдению, на интервалах  1,k kt T t  , 1,2,...k  , 

когда поток событий наблюдаем, а также, с учётом замечания 3.4, 

на начальном интервале  0 1,t t , где в момент начала наблюдения 

0 0t   в качестве начального значения вероятности 

   1 0 1 0| | 0w t w t     выбирается априорная финальная вероят-

ность 1  первого состояния случайного процесса ( )t , определён-

ная в (1.4). 
Леммы 3.5 – 3.7 и замечание 3.4 позволяют сформулировать 

следующую теорему для общего случая задания параметров пото-
ка 1 2 1 2 0p q        . 

Теорема 3.1. Поведение апостериорной вероятности  1 |w t  

на оси времени для обобщённого асинхронного потока событий 
при наличии непродлевающегося мёртвого времени фиксирован-
ной длительности T  определяется выражениями 

 

 
      

      

2 1 0

2 1 0

1

1 2 1 0 2 1 1 0

2 1 0 1 1 0

|

| |
,

| |

a w w t t

a w w t t

w t

w w w t w w w t e

w w t w w t e

  

  

 

          
          

  
(3.16)

 

  2
1 0 1

1 2

| ,w t 
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0 1t t t  ,    1 1 1 1| | 0w t w t    ;  

           1 2
1 1 1 1| | 0 , 1,2,...,kt t

kw t w t e k               (3.17) 

     
   
2 1 2 1

1
2 2 1 2 1 2 1

| 0
| 0 , 1,2,...,

| 0
k

k
k

q q w t
w t k

q p q w t
      

   
           

 

k kt t t T   ; 

 
      

      

2 1

2 1

1

1 2 1 2 1 1

2 1 1 1

|

| |
,

| |

k

k

a w w t t T
k k

a w w t t T
k k

w t

w w w t T w w w t T e

w w t T w w t T e

   

   

 

            
            

 

1,2,...,k  1k kt T t t    ; 

 

   
    

   
  

2 1 1

2 1 1

1 1 2 1 1

2 1 1 1

2 1 1 1 1 1

1

| 0 |

|

| |

, 2,3,...,

k k

k k

k k

a w w t t T
k

k k

a w w t t T

w t w w w t T

w w w t T e

w w t T w w t T

e k







   


 

   

        

      

              

 

 (3.18) 

 

 

1 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2

1
(1 2 )

2

4 (1 )(1 ) ,

1
(1 2 )

2

4 (1 )(1 ) ,

w q
a

p q

w q
a

p q

        


            


         
             

 

1 2 1 2 0a p q         , 
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где 10 1w  , 2 1w   при 0a  ; 10 1w  , 2 0w   при 0a  . 

Доказательство осуществляется объединением формул (1.4), 
(3.7), (3.8), (3.10), (3.11). 

Подчеркнём, что точка kt t T   является точкой сшивания ре-

шений  1 |w t , полученных на отрезке  ,k kt t T , на котором 

поток недоступен наблюдению (за исключением граничной точки 

kt ), и на интервале  1,k kt T t  , на котором поток событий 

наблюдаем. Таким образом, функция  1 |w t  является непрерыв-

ной функцией на полуинтервале  1,k kt t   и имеет излом в точке 

kt t T  , 1,2,...k  . 

II. Особый случай, когда в уравнении Риккати (3.3) коэффици-
ент 1 2 1 2 0a p q         . Здесь возможны варианты. 

1. p q , 0 1p  , 0 1q  ; при этом 1 2 2 1q p        

(случай 0q   невозможен, так как по условию задачи 1 2   ). 

Уравнение Риккати (3.3) принимает вид 

     1
1 2 1 2

|
(1 ) (1 ) | (1 )

dw t
p q w t q

dt


          . 

Интегрируя полученное уравнение и учитывая начальное усло-
вие, в силу которого в момент окончания периода мёртвого време-

ни kt T  апостериорная вероятность  1 |w t  принимает значение 

 1 | kw t T  , 1,2,...,k   находим решение на участках наблюдае-

мости потока 

 
 

   
1

2 1 2

|

(1 ) | (1 ) ,kb t t T
k

w t

q b w t T q b e  

 

          
 (3.19) 

где 1 2(1 ) (1 )b p q      , 1k kt T t t    , 1,2,...k  ; 

 1 | kw t T   – начальное условие для  1 |w t . 
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Замечание 3.6. Апостериорная вероятность  1 |w t  на  

начальном интервале  0 1,t t  рассчитывается по формуле (3.19) при 

0k  , при этом начальное условие  1 0|w t T   заменяется на 

 1 0|w t  (момент времени 0t T  заменяется моментом времени 

0t  начала наблюдения за потоком). 

На интервалах мёртвого времени длительности T , то есть в 
произвольный момент времени t , k kt t t T   , kt , 1,2,...,k   – 

момент времени наблюдения события потока, апостериорная веро-

ятность  1 |w t  рассчитывается (как и в общем случае задания 

параметров, когда 1 2 1 2 0a p q         ) по формуле (3.17), в 

которой  1 | 0kw t   – начальное значение вероятности  1 |w t  в 

момент времени kt , определяемое по формуле пересчёта. 

Формула пересчёта (3.11) примет вид 

      2 1 2 1
1

2 2

| 0
| 0 , 1,2,...,k

k
q q w t

w t k
q

      
   

  
  (3.20) 

где 

 

 
   1

1

2 1 1 2

1 2

| 0

(1 ) | (1 ) ,

2,3,..., (1 p) (1 ) .

k k

k

b t t T
k

w t

q b w t T q b e

k b q

  


  

          
      

 (3.21) 

2. p q , 0 1p  , 0 1q   и 1 2q   , 2 1p   . Апостериор-

ная вероятность  1 |w t  в любой момент времени t , 

1k kt T t t    , 1,2,...,k   рассчитывается по формуле (3.19). 

В произвольный момент времени t , k kt t t T   , расчёт апо-

стериорной вероятности  1 |w t  производится по формуле (3.17), 

в которой апостериорная вероятность  1 | 0kw t   в момент вре-
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мени наступления события наблюдаемого потока kt , 1,2,...,k   

определяется по формуле пересчёта (3.11), принимающей в дан-
ном случае задания параметров потока вид 

   2
1

1 2

| 0 , 1,2,... .k
qw t k

p q


   
  

 (3.22) 

Замечание 3.7. В рассмотренном особом случае 2 апостериор-

ная вероятность  1 |w t  первого состояния случайного процесса 

( )t  не зависит от предыстории, то есть не зависит от моментов 

времени наступления событий до момента времени kt , 1,2,...k  . 

Таким образом, в рассмотренном особом случае 2 задания па-
раметров обобщённый асинхронный поток событий является ста-
ционарным ординарным потоком с ограниченным последствием 
или потоком типа P  (потоком Пальма) [2]. 

3. p q , 0 1p  . Решение (3.19) принимает вид  

       1 2(1 )
1 1 1 1| | ,kp t t T

kw t w t T e                 (3.23) 

где 1k kt T t t    , 1,2,...k  ;  1 | kw t T  – начальное условие 

для  1 |w t  – значение апостериорной вероятности, вычисленное 

в момент окончания kt T  периода мёртвого времени длительно-

сти T . 

Замечание 3.8. На начальном интервале  0 1,t t  апостериорная 

вероятность  1 |w t  рассчитывается по формуле (3.23) при 0k  . 

Начальное условие  1 0|w t T   при этом заменяется на  1 0|w t  

(момент времени 0t T  заменяется моментом времени 0t ). 

Когда поток событий принципиально ненаблюдаем, то есть в 
любой момент времени t , k kt t t T   , расчёт апостериорной ве-

роятности осуществляется по формуле (3.17), в которой 

 1 | 0kw t   – начальное значение апостериорной вероятности 
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 1 |w t , вычисленное в момент времени kt , 1,2,...k  , наступле-

ния события наблюдаемого потока по формуле пересчёта (3.11), 
принимающей в данном особом случае 3 вид 

      2 1 2 1
1

2 2

| 0
| 0 , 1,2,... .k

k
p p w t

w t k
p

      
   

  
  (3.24) 

В (3.24) апостериорная вероятность  1 | 0kw t   рассчитывает-

ся по формуле 

 
      1 2 1(1 )

1 1 1 1 1| 0 | ,

2,3,... .

k kp t t T
k kw t w t T e

k

     
          


 (3.25) 

В рассмотренном особом случае точка kt t T   по-прежнему 

является точкой сшивания решений  1 |w t  на полуинтервале 

 1,k kt t  , 1,2,... .k   

 
3.2.6. Алгоритм оценки состояний обобщённого  

асинхронного потока событий при наличии  
мёртвого времени и численные результаты 

 
Полученные в подпараграфах 3.2.3 – 3.2.5 формулы позволяют 

сформулировать для общего случая задания параметров потока, 
когда в уравнении Риккати (3.3) коэффициент 

1 2 1 2 0a p q        , алгоритм расчёта вероятности  1 |w t ,  

    2 1| 1 |w t w t     первого состояния случайного процесса 

( )t  и алгоритм принятия решения о состоянии процесса ( )t  в 

любой момент времени t : 
1) в момент времени начала наблюдения за потоком 0 0t   в ка-

честве начального значения апостериорной вероятности задаётся 

   1 0 1 2 1 2| 0w t         ; 
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2) по формуле (3.16) рассчитывается вероятность  1 |w t  в любой 

момент времени t , 10 t t  , где 1t  – момент наступления первого со-

бытия наблюдаемого потока; величины 1w  и 2w  определены в (3.8); 

3) по формуле (3.16) вычисляется вероятность  1 |w t  в мо-

мент времени 1t :    1 1 1 1| | 0w t w t    ; 

4) по формуле (3.11) для 1k   рассчитывается вероятность 

 1 1| 0w t  , являющаяся начальным значением для  1 |w t  в 

формуле (3.17); 
5) в любой момент времени t , 1 1t t t T   , по формуле (3.17) 

вычисляется вероятность  1 |w t ; 

6) в момент времени 1t t T   по формуле (3.17) для 1k   рас-

считывается вероятность  1 1|w t t T   , являющаяся начальным 

значением для  1 |w t  на следующем шаге алгоритма; 

7) для 1k   по формуле (3.7) вычисляется  1 |w t  в любой 

момент времени t , 1 2t T t t   , где 2t  – момент наблюдения вто-

рого события потока; 
8) k  увеличивается на единицу и для 2k   по формуле (3.18) 

вычисляется  1 2| 0w t  ; 

9) алгоритм переходит на шаг 4, затем шаги 4 – 8 повторяются 
для 2k   и так далее. 

По ходу вычисления апостериорной вероятности  1 |w t  в 

любой момент времени t  по критерию максимума апостериорной 
вероятности выносится решение о состоянии случайного процесса 

( )t  (обобщённого асинхронного потока событий, функциониру-

ющего в условиях непродлевающегося мёртвого времени фикси-

рованной длительности T ): если    1 2| |w t w t   , то оценка 

состояния процесса 1
ˆ ( )t   , иначе 2

ˆ ( )t   . 
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Для особого случая задания параметров потока, когда в уравне-
нии Риккати (3.3) коэффициент 1 2 1 2 0a p q         , алго-

ритм оптимальной оценки состояний обобщённого асинхронного 
потока событий при наличии непродлевающегося мёртвого време-
ни фиксированной длительности T  идентичен изложенному выше 
алгоритму для общего случая и осуществляется на основании фор-
мул (3.17), (3.19) – (3.25). 

Алгоритм получения численных результатов оценки состояний 
обобщённого асинхронного потока событий при непродлеваю-
щемся мёртвом времени состоит из двух этапов.  

Первый этап расчёта предполагает имитационное моделирова-
ние обобщённого асинхронного потока событий, схемы создания 
непродлевающегося мёртвого времени и наблюдаемого потока со-
бытий. Второй этап расчёта – непосредственное вычисление веро-

ятностей  1 |w t , 0 1t t t  ;  1 | 0kw t  ;  1 |w t , k kt t t T   ; 

 1 | kw t T  ;  1 |w t , 1k kt T t t    , 1,2,...k  , по формулам 

(1.4), (3.7), (3.8), (3.11), (3.16) – (3.18), если 1 2 1 2 0p q        , 

либо по формулам (3.17), (3.19) – (3.25), если 1 2 1 2 0p q       , 

и определение оценки ˆ ( )t  истинной траектории сопровождающе-

го случайного процесса ( )t , полученной путём имитационного 

моделирования обобщённого асинхронного потока событий, 
функционирующего в условиях непродлевающегося мёртвого 
времени фиксированной длительности T . 

С целью установления частоты ошибочных решений о состоя-
нии случайного процесса ( )t  по моментам времени наступления 

событий наблюдаемого потока проведён ряд статистических экс-
периментов, состоящих из следующих этапов: 

1) для определённого набора параметров 1 , 2 , 1 , 2 , p , q , 

T  ед. времени осуществляется с шагом 0,05t   имитационное 
моделирование наблюдаемого потока событий на заданном отрез-
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ке времени  0, mT  ( mT  – время моделирования) – отдельная s -я 

реализация (испытание модели), 1,2,...s  ; 

2) производится расчёт апостериорной вероятности  1 |w t  

первого состояния случайного процесса ( )t  на заданном отрезке 

времени  0, mT  для случая присутствия мёртвого времени; 

3) осуществляется оценивание траектории процесса ( )t  (оце-

нивание на отрезке  0, mT  интервалов, когда оценка ˆ ( )t  прини-

мает то или иное значение); 
4) осуществляется определение (для отдельной s -й реализа-

ции)  T
sd  – суммарной длительности интервалов, где значение 

процесса ( )t  не совпадает с его оценкой ˆ ( )t ; 

5) вычисляется доля ошибочных решений    ˆ T T
s s mp d T , 

1,s N ; 

6) производится повторение N  раз шагов 1 – 5 для расчёта 
оценки полной (безусловной) вероятности ошибки оценивания со-

стояний процесса ( )t на отрезке  0, mT . 

В результате выполнения описанного алгоритма получается 

выборка      
1 2ˆ ˆ ˆ, ,...,T T T

Np p p  долей ошибочных решений в N  испы-

таниях. По этому набору вычисляются выборочное среднее без-

условной вероятности ошибочного решения    
0

1

1ˆ ˆ
NT T

s
s

P p
N 

   и 

выборочная дисперсия     2

0
1

1ˆ ˆˆ
1

N TT
T s

s
D p P

N 
 


 . 

Статистические эксперименты проведены для значений пара-
метров, представленных в табл. 3.1. 

Результаты статистических экспериментов приведены в 
табл. 3.2 – 3.6. В первой строке таблиц указано значение длитель-
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ности мёртвого времени T . Во второй и третьей строках таблиц 
для каждого значения длительности мёртвого времени T  приве-

дены численные значения для  
0̂

TP  и ˆ
TD  соответственно. Задан-

ные в табл. 3.1 параметры являются общими для всех табл. 3.2 –
 3.6. При этом результаты в табл. 3.2 получены для 1 4  , в 

табл. 3.3 – для 1 5  , в табл. 3.4 – для 1 6  , в табл. 3.5 – для 

1 7  , в табл. 3.6 – для 1 8  . 
 

Т а б л и ц а  3.1 
Исходные данные для статистического эксперимента 

2 1   
1 0,1   0,4p   100mT   

2 0,15   0,7q   100N   
 

Т а б л и ц а  3.2 

Результаты статистического эксперимента ( 41  ) 

T  1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 
0̂

TP  0,2482 0,2797 0,2945 0,2988 0,3062 0,3315 0,3436 0,3441 0,3451

ˆ
TD  0,0048 0,0074 0,0079 0,0097 0,0067 0,0118 0,0123 0,0136 0,0150

 

Т а б л и ц а  3.3 

Результаты статистического эксперимента ( 51  ) 

T  1 2 3 4 5 6 7 8 9 
 

0̂
TP  0,2228 0,2631 0,2731 0,3009 0,3190 0,3304 0,3316 0,3339 0,3403

ˆ
TD  0,0039 0,0054 0,0129 0,0097 0,0109 0,0115 0,0166 0,0148 0,0193

 

Т а б л и ц а  3.4 

Результаты статистического эксперимента ( 61  ) 

T  1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 
0̂

TP  0,2134 0,2487 0,2625 0,2807 0,2955 0,3071 0,3063 0,3187 0,3201

ˆ
TD  0,0044 0,0051 0,0067 0,0120 0,0091 0,0101 0,0124 0,0080 0,0094
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Т а б л и ц а  3.5 

Результаты статистического эксперимента ( 71  ) 

T  1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 
0̂

TP  0,2003 0,2251 0,2551 0,2572 0,2841 0,3011 0,3050 0,3113 0,3189

ˆ
TD  0,0024 0,0080 0,0080 0,0063 0,0079 0,0081 0,0101 0,0111 0,0109

 

Т а б л и ц а  3.6 

Результаты статистического эксперимента ( 81  ) 

T  1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 
0̂

TP  0,1920 0,2220 0,2496 0,2531 0,2749 0,2933 0,3006 0,3117 0,3167

ˆ
TD  0,0027 0,0043 0,0066 0,0061 0,0090 0,0119 0,0061 0,0063 0,0106

 
Во-первых, отметим, что анализ приведённых и других много-

численных вариантов численных расчётов по оценке безусловной 

вероятности ошибочного решения  
0̂

TP  показывает, что оценка 

 
0̂

TP  является достаточно стабильной для 100mT   ед. времени. 

Вследствие этого время моделирования mT  для всех эксперимен-

тов, результаты которых представлены в табл. 3.2 – 3.6, выбрано 
равным 100 ед. времени. 

Во-вторых, анализ численных результатов, приведённых в 
табл. 3.2 – 3.6, показывает: 

1) значение оценки безусловной вероятности ошибочного ре-

шения  
0̂

TP  увеличивается с увеличением длительности мёртвого 

времени T  ( 1,2,...,9T   ед. времени); последнее является вполне 

естественным, так как при увеличении длительности мёртвого 
времени происходит увеличение потерь полезной информации о 
потоке событий, что, в конечном итоге, отрицательно сказывается 
на качестве оценивания; 
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2) при фиксированной длительности мёртвого времени T  зна-

чения оценки  
0̂

TP  уменьшаются в зависимости от значения пара-

метра 1   1 4,5,6,7,8  , что является естественным, так как при 

увеличении разности 1 2    условия различимости состояний по-

тока улучшаются; 

3) оценка дисперсии ˆ
TD  для всех вариантов расчёта достаточно 

мала. 
 

3.3. Оптимальное оценивание состояний  
обобщённого полусинхронного потока при наличии 

непродлевающегося мёртвого времени 
 

3.3.1. Математическая модель обобщённого 
полусинхронного потока при его неполной наблюдаемости 

 
Рассматривается обобщение полусинхронного дважды стоха-

стического потока событий, которое заключается в возможности 
инициирования дополнительных событий; далее будем называть 
исследуемый поток обобщённым полусинхронным потоком. 

Отличие обобщённого полусинхронного потока событий от по-
лусинхронного, рассмотренного в параграфе 1.4, состоит в том, 
что при переходе сопровождающего случайного процесса ( )t  из 

второго состояния в первое инициируется с вероятностью 
 (0 1)    дополнительное событие. Следует отметить, что со-

бытия пуассоновского потока и дополнительные события неразли-
чимы для наблюдателя [23]. 

Лемма 3.8. Кусочно-постоянный случайный процесс ( )t  для 

обобщённого полусинхронного потока является марковским про-
цессом. 

Доказательство является аналогичным с доказательством 
леммы 1.7 для полусинхронного потока событий. Момент времени 
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наступления дополнительного события совпадает с моментом вре-
мени перехода процесса ( )t  из состояния 2S  в 1S , который (мо-

мент времени), в свою очередь, совпадает с моментом окончания 
длительности пребывания процесса ( )t  в состоянии 2S . Дли-

тельность пребывания в состоянии 2S  – случайная величина, рас-

пределённая по экспоненциальному закону 2
2 ( ) 1 tF t e  , 0t  , 

обладающему свойством отсутствия последействия. Следователь-
но, ( )t  – марковский процесс. Лемма доказана. 

Построим матрицы инфинитезимальных характеристик кусоч-
но-постоянного случайного процесса ( )t . 

Отличие обобщённого полусинхронного потока от полусин-
хронного заключается в возможности инициирования дополнитель-
ного события в момент перехода процесса ( )t  из состояния 2S  в 

состояние 1S , следовательно, матрицы инфинитезимальных харак-

теристик процесса ( )t  для обобщённого полусинхронного потока 

будут отличаться от матриц 0D  и 1D  для полусинхронного потока, 

выписанных в параграфе 1.4, только элементами (0)
21d  и (1)

21d . 

Перейдём к определению указанных элементов. Опишем воз-
можные ситуации на полуинтервале [ , )t t t  , если в момент вре-

мени t  значение процесса 2( )t   . Имеем: 

1) за промежуток времени длительности t  с вероятностью 

 2
21 ( )te t o t        закончится состояние 2S  процесса ( )t , 

наступит событие пуассоновского потока с параметром 2  с веро-

ятностью 2
2 2 ( )tte t o t        , процесс ( )t  перейдёт из со-

стояния 2S  в состояние 1S  с вероятностью единица, и в момент 

перехода наступит дополнительное событие с вероятностью  ; 
вероятность рассмотренной ситуации равна 

  2 2( ) ( ) ( )t o t t o t o t           ; 
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2) за промежуток времени длительности t  закончится состоя-

ние 2S  процесса ( )t  с вероятностью  21 te    2 ( )t o t     , 

наступит событие пуассоновского потока с параметром 2  с веро-

ятностью 2
2 2 ( )tte t o t        , процесс ( )t  перейдёт из со-

стояния 2S  в 1S  с вероятностью единица, и в момент перехода не 

наступит дополнительное событие с вероятностью (1 )  ; вероят-

ность описанной ситуации есть 

  2 2( ) ( ) (1 ) ( )t o t t o t o t            ; 

3) за промежуток времени длительности t  закончится состоя-

ние 2S  процесса ( )t  с вероятностью  21 te    2 ( )t o t     , 

не наступит событие пуассоновского потока с параметром 2  с 

вероятностью 2
21 ( )te t o t        , процесс ( )t  перейдёт из 

состояния 2S  в 1S  с вероятностью единица, и в момент перехода 

наступит дополнительное событие с вероятностью  ; вероятность 
описанной ситуации равна 

  2 2 2( ) 1 ( ) ( )t o t t o t t o t               ; 

4) за промежуток времени длительности t  закончится состоя-

ние 2S  процесса ( )t  с вероятностью  21 te    2 ( )t o t     , 

не наступит событие пуассоновского потока с параметром 2  с 

вероятностью 2
21 ( )te t o t        , процесс ( )t  перейдёт из 

состояния 2S  в 1S  с вероятностью единица, и в момент перехода 

не наступит дополнительное событие с вероятностью (1 )  ; веро-

ятность рассмотренной ситуации есть 

  2 2 2( ) 1 ( ) (1 ) (1 ) ( )t o t t o t t o t                  . 
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Других исходов, обусловленных переходом процесса ( )t  из 

состояния 2S  в состояние 1S , нет. С учётом (1.1) запишем следу-

ющие пределы: 

(1) 2
221

0

( )
lim
t

t o td
t 

   
  


 

– интенсивность перехода процесса ( )t  из состояния 2S  в состо-

яние 1S , связанного с наступлением дополнительного события по-

тока; 

(0) 2
221

0

(1 ) ( )
lim (1 )
t

t o td
t 

     
    

  

– интенсивность перехода процесса ( )t  из состояния 2S  в состо-

яние 1S , не связанного с наступлением дополнительного события 

потока. 

При этом элементы (1)
ijd  и (0)

ijd , , 1,2i j  , матриц инфинитези-

мальных характеристик 0D  и 1D  кусочно-постоянного случайного 

процесса ( )t  для обобщённого полусинхронного потока событий 

удовлетворяют условиям 

   2 20 1
1 1 11 1

1 1
(1 ) 0,j j

j j
d d p p

 
           

     
2 20 1

2 2 2 2 22 2
1 1

(1 ) 0.j j
j j

d d
 

                

Матрицы интенсивностей переходов (инфинитезимальных ха-
рактеристик процесса ( ))t  принимают вид 

 
1

0
2 2 2

0
,

(1 )




      
D  1 1

1
2 2

(1 )
.

p p  


 
D  
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Пусть  0|i t t  – априорная вероятность того, что в момент 

времени t  значение процесса ( ) it   , 1,2i  , при условии, что 

функционирование обобщённого полусинхронного потока нача-

лось в момент времени 0t . 
Лемма 3.9. Априорные вероятности состояний процесса ( )t  для 

обобщённого полусинхронного потока событий имеют вид (1.8). 
Доказательство совпадает с доказательством леммы 1.9 для 

полусинхронного потока событий, так как поведение процесса 
( )t  для обобщённого полусинхронного потока является анало-

гичным поведению полусинхронного потока. 
Следствие леммы 3.9. Априорные финальные вероятности со-

стояний процесса ( )t  для обобщённого полусинхронного потока 

событий совпадают с определёнными в (1.9) априорными финаль-
ными вероятностями 1  и 2  состояний процесса ( )t  для полу-

синхронного потока. 
Следует отметить, что из определения обобщённого полусин-

хронного потока событий явно не следует: в состоянии 1S  либо в 

состоянии 2S  наступает дополнительное событие при переходе 

процесса ( )t  из состояния 2S  в 1S . Поскольку инициирование 

дополнительного события и переход процесса ( )t  из состояния 

2S  в 1S  происходят мгновенно, то при аналитическом решении 

задачи оптимального оценивания состояний потока указанное об-
стоятельство (наступление дополнительного события в состоянии  

1S  либо в 2S ) является несущественным. Однако данное обстоя-

тельство должно быть учтено при имитационном моделировании 
обобщённого полусинхронного потока событий. 

Замечание 3.9. Сопровождающий кусочно-постоянный слу-
чайный процесс ( )t  для обобщённого полусинхронного потока 

событий не совпадает с интенсивностью потока, так как если при 
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переходе процесса ( )t  из состояния 2S  в 1S  дополнительное со-

бытие с вероятностью   инициируется в состоянии 2S , то интен-

сивность потока в состоянии 1S  равна 1 , в состоянии 2S  интен-

сивность потока равна  2 2   . Тогда средняя интенсивность 

обобщённого полусинхронного потока событий равна  

 2 1
1 2 2

1 2 1 2

p
p p

 
      

    
. 

Если при переходе процесса ( )t  из состояния 2S  в 1S  допол-

нительное событие с вероятностью   инициируется в первом со-

стоянии, то интенсивность потока в состоянии 1S  есть  1 2   , 

в состоянии 2S  интенсивность потока равна 2 . При этом средняя 

интенсивность обобщённого полусинхронного потока определяет-
ся по указанной выше формуле, то есть средняя интенсивность 
потока   не зависит от того, в каком состоянии (в 1S  или в 2S ) 

инициируется дополнительное событие при переходе процесса 
( )t  из состояния 2S  в 1S . 

Замечание 3.10. Если 0  , то имеем полусинхронный поток 
событий, рассмотренный в параграфе 1.4. 

Далее будем рассматривать обобщённый полусинхронный по-
ток в условиях, когда не все его события доступны наблюдению, 
то есть при неполной наблюдаемости потока. Каждое зарегистри-
рованное в момент времени kt  событие порождает период времени 

фиксированной длительности T  (мёртвое время), в течение кото-
рого другие события исходного потока недоступны наблюдению и 
теряются для наблюдателя. Наступившие в течение периода мёрт-
вого времени события не вызывают его продления, то есть рас-
сматривается непродлевающееся мёртвое время, по окончании ко-
торого первое наступившее событие вновь создаёт период нена-
блюдаемости той же длительности T  и т. д. На рис. 3.2 приведена 
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схема формирования наблюдаемого потока событий при непро-
длевающемся мёртвом времени; дополнительные события, кото-
рые могут наступать в момент перехода процесса ( )t  из состоя-

ния 2S  в состояние 1S , отмечены буквой  ; события обобщённого 

полусинхронного потока, недоступные наблюдению, обозначены 
чёрными кружками; 1 2, ,..., ,...kt t t  – моменты наступления событий 

в наблюдаемом потоке. 
 

Процесс (t)

Обобщённый полусинхронный поток событий 

Схема создания  мёртвого времени

Наблюдаемый поток событий

2






t

t

t1t 2t 3t 5t

T T T

t

2 2

1–р











1S

2S

T



4t

1–р

p p

T

 

 

Рис. 3.2. Формирование наблюдаемого потока событий 
 

Замечание 3.11. Для обобщённого полусинхронного потока со-
бытий, функционирующего в условиях полной наблюдаемости, то 
есть при отсутствии мёртвого времени, аналогично с полусин-
хронным потоком (лемма 1.8) моменты наступления событий 

1 2, ,..., ,...kt t t  порождают вложенную цепь Маркова   kt . Если 

рассматривать функционирование потока в условиях непродлева-
ющегося мёртвого времени фиксированной длительности T , то 
наличие мёртвого времени способствует тому, что последователь-

ность   kt , порождённая моментами наступления событий в 
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наблюдаемом потоке 1 2, ,..., ,...kt t t , тем более образует вложенную 

цепь Маркова. 
По моментам наступления событий 1 2, ,..., ,...kt t t  в наблюдаемом 

потоке требуется оценить состояние сопровождающего кусочно-
постоянного случайного процесса ( )t  (потока) в момент оконча-

ния наблюдений. 
Решение о состоянии процесса ( )t  в произвольный момент 

времени t  выносится по критерию максимума апостериорной ве-

роятности на основании сравнения вероятностей  |iw t , где 

 |iw t  – апостериорная вероятность того, что в момент времени 

t  значение процесса ( ) it   , 1,2i  . 

 
3.3.2. Апостериорная вероятность на интервалах 

наблюдаемости потока 
 

Исходные предпосылки для вывода апостериорной вероятности 

на интервале наблюдения  0 ,t t , где 0t  – момент начала наблюде-

ния за потоком, t  – момент окончания наблюдения, те же, что и 
описанные в подпараграфе 3.2.2. 

Получим явный вид апостериорной вероятности  1 |w t  пер-

вого состояния процесса ( )t      2 1| 1 |w t w t     на интерва-

лах времени  0 1,t t  и  1,k kt T t  , когда функционирующий в 

условиях непродлевающегося мёртвого времени фиксированной 
длительности T  обобщённый полусинхронный поток событий 
доступен наблюдению. 

С целью вывода рекуррентного соотношения для апостериор-
ной вероятности состояний потока событий введём в рассмотрение 

двумерный случайный процесс  ( ) ,l
lr , где ( ) ( )l l t     – значе-
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ние процесса ( )t  в момент времени ( )lt l t    ( ) , 1,2l
i i    ; 

( )l lr r t   – количество событий потока на интервале времени 

(( 1) , )l t l t   , где t  – достаточно малая величина. 

Лемма 3.10. Для обобщённого полусинхронного потока двумер-

ный случайный процесс  ( ) ,l
lr  является марковским процессом. 

Доказательство идентично доказательству леммы 2.9 для по-

лусинхронного потока событий. Компонента ( )l  процесса 

 ( ) ,l
lr  – марковская, так как согласно лемме 3.8 процесс ( )t  – 

марковский. Компонента lr  на основании леммы 2.9 также мар-

ковская вне зависимости от того – принадлежит ли интервал 
(( 1) , )l t l t    состоянию 1S  либо состоянию 2S  процесса ( )t . 

Дополнительное событие потока наступает в момент перехода 
процесса ( )t  из состояния 2S  в 1S , который совпадает с момен-

том окончания длительности пребывания процесса ( )t  во втором 

состоянии. В свою очередь, момент окончания состояния 2S  не 

зависит от предыстории, так как длительность пребывания процес-
са ( )t  в состоянии 2S  – случайная величина с функцией распре-

деления 2
2 ( ) 1 tF t e  , 0t  . Компонента ( )l  не влияет на lr  в 

силу конструкции процесса  ( ) ,l
lr ; компонента lr  (см. доказа-

тельство леммы 2.9) может как влиять, так и не влиять на компо-

ненту ( )l  – значение процесса ( )t  в момент времени ( )lt l t  . 

Таким образом, двумерный случайный процесс  ( ) ,l
lr  является 

марковским. Лемма доказана. 
Для марковского процесса  ( ) ,l

lr , 0, 1l m  , справедлива ре-

куррентная формула (2.6) для апостериорных вероятностей состо-
яний дважды стохастических потоков событий. Отметим, что 
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наблюдение за потоком производится на интервале времени 
( ,( 1) ) ( , )m t m t t t t      , 0,1,2,...m  . 

Количество событий в наблюдаемом потоке, наступивших на 
интервале ( ,( 1) )m t m t   , состоит из событий пуассоновского 

потока интенсивности ( ) im t    , 1,2i  , либо из дополнитель-

ных событий, инициируемых в моменты перехода процесса ( )t  

из состояния 2S  в состояние 1S , либо из тех и других. В связи с 

этим в формуле (2.6) переходная вероятность 

 ( 1) ( )
2| ,m m

mp r     отражает, в частности, инициирование до-

полнительных событий при переходе процесса ( )t  из состояния 

2S   ( )
2

m    в момент времени t m t   в состояние 1S  

 ( 1)
1

m   ; переходная вероятность  ( ) ( 1)
1 | , ,m m

m mp r r 
    от-

ражает, в частности, наступление событий пуассоновского потока 

с параметром ( )m   ( )
1

m    либо ( )
2

m   , где 1,m mr r   – число 

событий пуассоновского потока, наступивших в наблюдаемом по-
токе на интервалах (( 1) , )m t m t   , ( ,( 1) )m t m t    соответствен-

но. Компонента mr  в силу малости t  может принимать значения 

0mr   или 1mr   (аналогично для 1mr  ). Вероятность более одного 

перехода процесса ( )t  на интервале ( ,( 1) )m t m t    равна ( )o t . 

Отметим также, что на интервале времени длительности t  веро-
ятность одновременного наступления события пуассоновского по-
тока и перехода процесса ( )t  из состояния 2S  в состояние 1S  

равна ( )o t .  

Следует подчеркнуть, что согласно описанию обобщённого по-
лусинхронного потока событий, приведённому в подпарагра-
фе 3.3.1, в первом состоянии процесса ( )t  поток ведёт себя как 

синхронный, во втором состоянии процесса ( )t  – как обобщён-
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ный асинхронный; при этом в обобщённом полусинхронном пото-
ке дополнительное событие инициируется с вероятностью  , в то 
время как в обобщённом асинхронном дополнительное событие 
инициируется с вероятностью q  в момент перехода процесса ( )t  

из состояния 2S  в 1S . 

Рассмотрим переходную вероятность  ( 1) ( )| ,m m
mp r    

 ( ) ( 1)
1 | , ,m m

m mp r r 
    в (2.6). 

Утверждение 3.3 (вытекает из утверждения 2.3 для синхронно-
го потока и утверждений 3.1, 3.2 для обобщённого асинхронного 
потока). При переходе на интервале ( ,( 1) )m t m t    процесса ( )t  

из состояния 1S   ( )
1

m    в состояние iS , 1,2i  , переходная 

вероятность    ( 1) ( ) ( ) ( 1)
1| , | , ,m m m m

m m mp r p r r 
     выпишется в 

виде 

   
   

( 1) ( ) ( ) ( 1)
1 1 1

( 1) ( ) ( ) ( 1)
1 1 1

| , | , ,

| | , .

m m m m
m m m

m m m m
m

p r p r r

p p r

 


 


        

        
 

При переходе на интервале ( ,( 1) )m t m t    процесса ( )t  из 

состояния 2S   ( )
2

m    в состояние iS , 1,2i  , переходная веро-

ятность    ( 1) ( ) ( ) ( 1)
1| , | , ,m m m m

m m mp r p r r 
     выпишется в виде 

   
   

( 1) ( ) ( ) ( 1)
2 1 2

( 1) ( ) ( ) ( 1)
2 1 2

| , | , ,

| | , , 0;1.

m m m m
m m m

m m m m
d m

p r p r r

p p r d

 


 


        

         
 

При этом, как следует из утверждения 3.1, если 0d  , то:  
а) при переходе процесса ( )t  из состояния 2S  в состояние 1S  

дополнительное событие не инициируется с вероятностью (1 )  , 
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б) условная вероятность перехода процесса ( )t  из состояния 

2S  в состояние 2S  равна  ( 1) ( )
0 2 2|m mp        (дополнитель-

ное событие не инициируется по определению); 
если 1d  , то: 

а) при переходе процесса ( )t  из состояния 2S  в 1S  дополни-

тельное событие инициируется с вероятностью  , 

б) условная вероятность перехода процесса ( )t  из состояния 2S  

в 2S  с инициированием дополнительного события по определению 

равна  ( 1) ( )
1 2 2| 0m mp        . Утверждение доказано. 

Принимая во внимание утверждение 3.3, запишем рекуррентное 

соотношение (2.6) для апостериорных вероятностей  ( ) |mw t , 

 ( 1) |mw t + t   состояний обобщённого полусинхронного потока 

в виде 
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|
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Следует напомнить, что рассматривается временной интервал 
( , )t t t  , расположенный на участках наблюдаемости потока 

 0 1,t t  и  1,k kt T t  , где 0t  – момент времени начала наблюдения 

за потоком; 1t  – момент времени наступления первого события 

наблюдаемого потока; kt T  – момент окончания периода мёртво-

го времени фиксированной длительности T , порожденного собы-
тием, наступившим в момент времени kt ; 1kt   – момент времени 

наступления очередного события потока, 1,2,...k  . Подчеркнём, 

что наступившие в моменты времени 1 1, ,k kt t t   события могут быть 

как событиями пуассоновских потоков с параметрами 1  либо 2 , 

так и дополнительными событиями. Таким образом, полагается, 
что на интервале ( , )t t t   нет событий потока. Следовательно, в 

(3.26) положим 1 0mr    и 0d  . 

Зададим (аналогично полусинхронному потоку, подпараграф 
2.4.1) в (3.26), за исключением знаменателя, значение 

( 1)
1

m   . 

Лемма 3.11. Поведение апостериорной вероятности  1 |w t  

для обобщённого полусинхронного потока на начальном интерва-

ле наблюдения  0 1,t t  и на интервалах  1,k kt T t  , 1,2,...k  , 

определяется дифференциальным уравнением 

 

     

   

1
1 2 2 2 1

2
1 2 2 1 2

|
2 |

| (1 ) .

dw t
w t

dt
w t


         

          
  (3.27) 

Доказательство. Поскольку в первом состоянии процесса ( )t  

обобщённый полусинхронный поток ведёт себя как синхронный 
поток, то на основании леммы 2.6 переходные вероятности в (3.26) 
выпишутся в виде  
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  (3.28) 

Во втором состоянии процесса ( )t  исследуемый поток ведёт 

себя как обобщённый асинхронный поток. Тогда с учётом формул 
(3.4) и (3.5) (с заменой q  на  ) переходные вероятности в (3.26) 

равны 
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 (3.29) 

С учётом введённых обозначений и в результате подстановки 
(3.28), (3.29) в формулу (3.26) её числитель A  и знаменатель B  
приобретают вид 

 
     

     
1 1 1 2 2

1 1 2 2 2

| | (1 ) | ( ),

1 | | ( ),

A w t w t w t t o t

B w t w t t o t

             
            

 (3.30) 

где     | |m
i iw t w t     , 1,2i  . 

Подставляя (3.30) в (3.26), учитывая при этом, что 

     1
1 1 2 2 21 | | ( ),B w t w t t o t               получаем 

(с точностью до членов ( )o t ) равенство (3.26) в виде 

 
       

       

2
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 1 2

| | | |

(1 ) | | | ( ).

w t t w t w t w t

w t w t w t t o t
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Разделив левую и правую части последнего равенства на t  и 
переходя к пределу при 0t  , с учётом того, что 

   2 1| 1 |w t w t    , находим 3.27. Лемма доказана. 

Рассмотрим два случая задания параметров обобщённого полу-
синхронного потока событий. 

I. Общий случай: в уравнении (3.27) коэффициент 

1 2 2 0a        . 

В явном виде апостериорная вероятность  1 |w t  

    2 1| 1 |w t w t    , принимающая в момент окончания мёрт-

вого времени kt T  значение  1 | kw t T  , 1,2,...k  , определяет-

ся следующей леммой. 
Лемма 3.12. На временных интервалах между моментами 

окончания периода мёртвого времени kt T  и моментом времени 

1kt   наступления очередного события наблюдаемого потока апо-

стериорная вероятность  1 |w t  как функция времени определя-

ется соотношениями 

    
    

1
1

1 1 2 2

1 |
| 1 ,

1 1 |
k

k k

w t T
w t

w t T t t T
  

  
            

  (3.31) 

если 1 2 2 0     ; 

 

     
    

    

1 2 2
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1 1 1

1

1

1

| 1 | |

1 |

| ,

k

k

k k

t t T
k

t t T
k

w t w w t T w w t T
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  (3.32) 

  2 1 2 2(1 )w          , 

если 1 2 2 0     ;  
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1k kt T t t    , 1,2,...k  ;  1 | kw t T   – начальное условие для 

 1 |w t . 

Доказательство. В уравнении Риккати (3.27) коэффициенты 
постоянны, поэтому оно интегрируется в квадратурах. В (3.27) 

обозначим 1 2 2a    ,  1 2 2 22b        , 2(1 )c   , 

разделяем переменные и интегрируем с учётом того, что в момент 
окончания периода мёртвого времени kt T , 1,2,...k  , апостери-

орная вероятность  1 |w t  принимает значение  1 | kw t T  : 

 
 

    

 1

1

|
1

| 1 1 1 2

|

| |
k k

w t t

w t T t T

dw t
dt

a w t w w t w



  




          
  ,  (3.33) 

где 1w , 2w  – корни уравнения    2
1 1| | 0aw t bw t c     . Опре-

деляем  
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2
1 2 2 2 1 2 2 2

2
1 2 2

2 4 (1 )

.

D                  

    
. 

В зависимости от значения параметров потока 1 2 2, ,    уравне-

ние    2
1 1| | 0aw t bw t c      имеет два различных действитель-

ных корня: 1w , 2w   1 2w w  или два одинаковых корня 1 2w w , 

что, в свою очередь, приводит к двум различным решениям уравне-

ния (3.33) относительно апостериорной вероятности  1 |w t . 

Возможны случаи: 
1. Если 1 2 2 0      ( 0)D= , тогда 1 2w w   

 
 

1 2 2 2

1 2 2

2
1,

2

     
 

    
 и уравнение (3.33) принимает вид 



167 

 
 

  

 1

1

|
1

2
| 1

|

| 1k k

w t t

w t T t T

dw t
dt

a w t



  




    
  , 

откуда находим 
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. 

В результате несложных преобразований в последнем уравне-
нии и с учётом обозначения 1 2 2a        приходим к (3.31). 

2. Если 1 2 2 0      ( 0)D  , тогда  
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Обозначим 1w w  и запишем (3.33) в виде 
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  , 

откуда следует 
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. 

Потенцируя последнее уравнение, выполняя в нём необходи-
мые преобразования и принимая во внимание, что 

1 2 2(1 )a w      , приходим к (3.32). Лемма доказана. 
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Замечание 3.12. На начальном интервале наблюдения за пото-

ком  0 1,t t  поведение апостериорной вероятности  1 |w t  как 

функции времени задаётся формулой (3.31) при 0k  , если 

1 2 2 0     , либо формулой (3.32) при 0k  , если 

1 2 2 0     . В обоих случаях задания параметров потока 

начальное условие  1 0|w t T   заменяется на  1 0|w t , момент 

времени 0t T  заменяется на момент 0t . 

Расчёт апостериорной вероятности  1 |w t  по формуле (3.31) 

или по формуле (3.32) на интервалах наблюдаемости потока 

 1,k kt T t  , 1,2,...k  , согласно лемме 3.12, невозможен без зна-

ния начального условия  1 | kw t T   – значения вероятности 

 1 |w t  в момент окончания периода мёртвого времени длитель-

ности T . 
 

3.3.3. Апостериорная вероятность 
в условиях мёртвого времени 

 

Рассмотрим полуинтервал  ,k kt t T , 1,2,...k  , на котором со-

бытие обобщённого полусинхронного потока имеет место только в 
граничной точке kt ; на самом полуинтервале события исходного 

потока недоступны для наблюдения. Будем считать, что апостери-

орная вероятность  1 |w t  в граничной точке kt  известна и равна 

 1 | kw t      2 1| 1 |k kw t w t    , 1,2,...k  . 

Лемма 3.13. Поведение апостериорной вероятности  1 |w t  

для обобщённого полусинхронного потока событий на временных 

участках ненаблюдаемости  ,k kt t T  определяется явной форму-

лой 
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       1 2
1 1 1 1| | ,kp t t

kw t w t e              (3.34) 

k kt t t T   , 1,2,...k  ; 1  определена в (1.9) согласно следствию 

леммы 3.9;  1 | kw t  – начальное условие для  1 |w t . 

Доказательство. На временных полуинтервалах  ,k kt t T , то 

есть в течение периода мёртвого времени, обобщённый полусин-
хронный поток событий является недоступным для наблюдения. 

Поэтому на  ,k kt t T  поведение апостериорной вероятности 

 1 |w t  является идентичным поведению априорной вероятности 

 0
1 |t t  первого состояния сопровождающего случайного про-

цесса ( )t  (лемма 3.9); отличие лишь в задании начального значе-

ния  1 |w t  в момент времени kt  наступления события наблюда-

емого потока. 

Пусть  |iw t  – апостериорная вероятность того, что в момент 

времени t  имеет место состояние iS , 1,2i  , процесса ( )t ; ана-

логично  |iw t t    – апостериорная вероятность того, что в мо-

мент времени t t   имеет место состояние iS , 1,2i  , процесса 

( )t ; моменты времени t , t t   ( t  – достаточно малая величи-

на) принадлежат полуинтервалу  ,k kt t T , 1,2,...k  . 

Опишем возможные ситуации на полуинтервале  ,t t t  , свя-

занные с поведением процесса ( )t  на полуинтервале ненаблюда-

емости: 
1) в момент времени t  значение процесса 1( )t    с вероятно-

стью  1 |w t , и за промежуток времени длительности t  не 

наступит событие пуассоновского потока с параметром 1  с веро-

ятностью 1
11 ( )te t o t        , и с вероятностью единица про-
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цесс ( )t  останется в состоянии 1S ; вероятность описанной ситуа-

ции равна  

      1 1 1 1 1| 1 ( ) | | ( )w t t o t w t w t t o t              ; 

2) в момент времени t  значение процесса 1( )t    с вероятно-

стью  1 |w t , и за промежуток времени длительности t  с веро-

ятностью 1
1 1 ( )tte t o t         наступит событие пуассонов-

ского потока с параметром 1 , и в момент времени наступления 

события пуассоновского потока процесс ( )t  перейдёт из состоя-

ния 1S  в состояние 1S  с вероятностью (1 )p ; вероятность этой 

ситуации равна 

     1 1 1 1(1 ) | ( ) (1 ) | ( )p w t t o t p w t t o t             ; 

3) в момент времени t  значение процесса 2( )t    с вероятно-

стью  2 |w t , и за промежуток времени длительности t  закон-

чится второе состояние процесса ( )t  с вероятностью 

 2
21 ( )te t o t       , и процесс ( )t  с вероятностью единица 

перейдёт из второго состояния в первое; вероятность рассмотрен-
ной ситуации равна 

     2 2 2 2| ( ) | ( )w t t o t w t t o t           ; 

4) в момент времени t  значение процесса 2( )t    с вероятно-

стью  2 |w t , и за промежуток времени длительности t  не за-

кончится второе состояние процесса ( )t  с вероятностью 

2
21 ( )te t o t       ; вероятность данной ситуации есть 

       2 2 2 2 2| 1 ( ) | | ( )w t t o t w t w t t o t            ; 

5) в момент времени t  значение процесса 1( )t    с вероятно-

стью  1 |w t , и за промежуток времени длительности t  с вероят-
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ностью 1
1 1 ( )tte t o t         наступит событие пуассоновского 

потока с параметром 1 , и в момент времени наступления события 

пуассоновского потока процесс ( )t  перейдёт из первого состояния 

во второе с вероятностью p ; вероятность этой ситуации равна 

     1 1 1 1| ( ) | ( )pw t t o t p w t t o t           . 

Других возможностей не имеется. 
На основании рассмотренных ситуаций выпишем систему ра-

венств относительно  |iw t , 1,2,i  , в момент времени t t  : 

 

       
 

       

1 1 1 1 1 1

2 2

2 2 2 2 1 1

| | | (1 ) |

| ( ),

| | | | ( ).

w t t w t w t t p w t t

w t t o t

w t t w t w t t p w t t o t

              

    

             

 

В результате несложных преобразований находим 

 
       
       

1 1 1 1 2 2

2 2 1 1 2 2

| | | | ( ),

| | | | ( ).

w t t w t p w t w t t o t

w t t w t p w t w t t o t

               
               

 

Разделив оба равенства на t  и переходя к пределу при 0t  , 
получим систему линейных дифференциальных уравнений отно-

сительно апостериорных вероятностей  |iw t  состояний iS , 

1,2i  , процесса ( )t  на интервалах наблюдаемости потока: 

 
     

         
1 1 1 2 2

2 1 1 2 2 1 2

| | | ,

| | | ; | | 1.

w t p w t w t

w t p w t w t w t w t

        

          
 

Используя условие нормировки, сведём выписанную систему к 

одному дифференциальному уравнению относительно  1 |w t : 

 
     1

1 2 1 2

|
|

dw t
p w t

dt
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с начальным условием    1 1| |k kw t t w t    , 1,2,...k  . Инте-

грируя последнее уравнение методом разделения переменных и 

принимая во внимание, что  1 2 1 2p      , находим (3.34). 

Лемма доказана. 

Итак, апостериорная вероятность  1 | kw t T  , являющаяся 

начальным условием для  1 |w t , рассчитываемой по формуле 

(3.31) либо по формуле (3.32) на интервалах наблюдаемости пото-
ка, вычисляется по формуле (3.34) в момент времени kt t T  , 

1,2,...k  . Однако применение (3.34) невозможно без знания 

 1 | kw t  – значения апостериорной вероятности в момент kt  

наблюдения события потока, которое порождает период мёртвого 
времени фиксированной длительности T . 

Перейдём к определению  1 | kw t , рассматривая ситуацию 

наблюдения одного события потока на интервале 
( ,( 1) ) ( , )m t m t t t t      , допустим, в момент времени kt , 

1,2,...k  . 

Лемма 3.14. В обобщённом полусинхронном потоке событий в 
момент времени kt  апостериорная вероятность первого состояния 

процесса ( )t  задаётся формулой пересчёта 

      
   

2 1 2 1
1

2 2 1 2 2 1

(1 ) | 0
| 0 ,

| 0
k

k
k

p w t
w t

w t
      

  
         

 (3.35)  

 1,2,...,k   

   2 1| 0 1 | 0 .k kw t w t       

Доказательство. Рассмотрим два смежных интервала  , kt t  и 

 ,kt t t  , длительности которых есть kt t t    и kt t t t      

соответственно. Положим также в формуле (3.26) всюду, за ис-
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ключением знаменателя, значение ( 1)
1

m   . Тогда (3.26) прини-

мает вид 

 

 

      
      

2

( )
1

2 2

( ) ( 1)
1 1

1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
1 1 1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
1

|

| | | ,

,

| | | ,

m

m m

k

m m m m m
k m m

m m m m m
k m m

w t t

w t t p p r I

w t t p p r I






 
 




   

  

      


     



 

 
(3.36)
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Обозначим 1A  – числитель, 1B  – знаменатель выражения (3.36). 

Принимая во внимание, что событие, наступившее в момент вре-
мени kt , может быть либо дополнительным событием, либо собы-

тием пуассоновского потока, выпишем числитель 1A  и знамена-

тель 1B  выражения (3.36): 
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Следует напомнить, что в состоянии 1S  процесса ( )t  поведение 

обобщённого полусинхронного потока идентично поведению син-
хронного потока, в состоянии 2S  процесса ( )t  поведение обобщён-

ного полусинхронного потока идентично поведению обобщённого 
асинхронного потока. В связи со сказанным, применяя лемму 2.8, 
формулы (3.4), (3.5), (3.13), (3.14) с заменой в них вероятности ини-
циирования дополнительного события q  на  , перепишем числитель 

1A  и знаменатель 1B  после несложных преобразований в виде 

 
   

     
1 1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

(1 ) | | ( ),

| | ( ),

k k

k k

A p w t t w t t t o t

B w t t w t t t o t

                
                 

(3.37) 

где    ( ) | |m
i k i kw t t w t t          , 1,2i  . 
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Подставляя (3.37) в (3.36), выполняя деление числителя и зна-
менателя на t , учитывая при этом, что 

   2 1| 1 |k kw t t w t t        , и переходя к пределу при 

0t   ( t  и t  одновременно стремятся к нулю), получаем 
формулу пересчёта (3.35). Лемма доказана.  

Замечание 3.13. Апостериорная вероятность  |iw t  состоя-

ния iS , 1,2i  , кусочно-постоянного случайного процесса ( )t  в 

точке kt  (момент наблюдения события в обобщённом полусин-

хронном потоке), 1,2,...k  , терпит разрыв первого рода (имеет 

место конечный скачок). 
 

3.3.4. Апостериорная вероятность как функция времени 
для общего и особого случаев задания параметров потока 

 

Полученные для  1 |w t  формулы (3.31), (3.32), (3.34), (3.35), а 

также формула (1.9) для априорной финальной вероятности 1  

состояния 1S  процесса ( )t  определяют поведение апостериорной 

вероятности на временных участках  ,k kt t T , когда поток собы-

тий принципиально ненаблюдаем, на интервалах  1,k kt T t  , 

1,2,...k  , на которых поток событий доступен наблюдению, а 

также на начальном интервале времени  0 1,t t , на котором, со-

гласно замечанию 3.12, в момент начала наблюдения за потоком 

0 0t   в качестве начального значения вероятности 

   1 0 1 0| | 0w t w t     выбирается априорная финальная вероят-

ность 1 . 

Леммы 3.12 – 3.14 и замечание 3.12 позволяют сформулировать 
следующие теоремы для общего случая задания параметров пото-
ка: 1 2 2 0      (подпараграф 3.3.2). 
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Теорема 3.2. Для обобщённого полусинхронного потока собы-
тий в условиях непродлевающегося мёртвого времени фиксиро-
ванной длительности T  в случае 1 2 2 0    , 0 1   , пове-

дение апостериорной вероятности  1 |w t  определяется выраже-

ниями: 

    
    

1 0
1

1 0 1 2 2 0

1 |
| 1 ,

1 1 |

w t
w t

w t t t
 

  
          

  (3.38) 

   2
1 0 1

1 2

| ,w t
p


   
 

 

 0 1t t t  ,    1 1 1 1| | 0 ;w t w t     

       1 2
1 1 1 1| | 0 , 1,2,...,kp t t

kw t w t e k              (3.39) 
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1,2,...,k  1k kt T t t    ; 

   
    

1 1
1

1 1 1 2 2 1

1 |
| 0 1 ,
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k k k

w t T
w t

w t T t t T


 

  
   

          
(3.40) 

 2,3,....k   
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Доказательство осуществляется объединением формул (1.9), 
(3.31), (3.34), (3.35). 

Теорема 3.3. Для обобщённого полусинхронного потока событий 
при наличии непродлевающегося мёртвого времени фиксированной 
длительности T  в случае 1 2 2 0     , 0 1   , поведение апо-

стериорной вероятности  1 |w t  определяется соотношениями 

          

      

1 2 2 0

1 2 2 0

1 0 1 0
1

1 0 1 0

1 | |
| ,

1 | |

t t

t t

w w t w w t e
w t
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  (3.41) 
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  (3.42) 

2,3,...;k    2 1 2 2(1 ) ,w          1 2 2 0      . 
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Доказательство проводится объединением формул (1.9), 
(3.32), (3.34), (3.35). 

II. Особый случай, когда в уравнении (3.27) коэффициент 

1 2 2 0a        . Здесь возможны варианты. 

1. 1 2 2 0      , 0 1   . Очевидно, что равенство нулю 

достигается для  *
1 2 2      , при этом 1 2 2 0     . 

Уравнение (3.27) примет вид 

 
     1

1 2 2 1

|
| 1 0.

dw t
w t

dt


            

Интегрируя последнее уравнение и принимая во внимание, что 
в момент окончания периода мёртвого времени kt T  апостериор-

ная вероятность  1 |w t  принимает значение  1 | kw t T  , явля-

ющееся начальным условием для интервала наблюдаемости пото-

ка  ,k kt T t , находим решение на участках наблюдаемости в виде  

       1 2 2
1 1| 1 1 | ,kt t T

kw t w t T e               (3.43) 

где 1k kt T t t    , 1,2,...k  ;  1 | kw t T   – начальное условие 

для  1 |w t . 

Замечание 3.14. На начальном интервале наблюдения  0 1,t t  

апостериорная вероятность  1 |w t  рассчитывается по формуле 

(3.43) при 0k  ; при этом начальное условие  1 | kw t T   заме-

няется на  1 0|w t  (момент времени kt T  заменяется моментом 

времени 0t ). 

На полуинтервалах ненаблюдаемости потока  ,k kt t T , kt , 

1,2,...k  , – момент времени наступления события в наблюдаемом 

потоке, расчёт апостериорной вероятности  1 |w t  в произволь-
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ный момент времени t  производится по формуле (3.39), в которой 

 1 | 0kw t   – начальное значение апостериорной вероятности 

 1 |w t  в момент времени kt , задаваемое формулой пересчёта. 

Формула пересчёта (3.35) запишется в виде 

      1 1 2 2 1 1
1

1
| 0 | 0 , 1,2,...,k kw t p w t k              

 (3.44) 

где  

      1 2 2 1
1 1 1| 0 1 1 | , 2,3,....k kt t T

k kw t w t T e k    
           (3.45) 

2. 1 2 2 0      , 1  . Тогда дифференциальное уравнение 

(3.27) примет вид  1 | 0dw t dt  ; решение последнего уравнения 

есть  

  1 |w t const  , 0 1t t t  , 1k kt T t t    , 1,2,...k  .  (3.46) 

Формула пересчёта (3.35) выпишется в виде 

      1 2 1 2 1
1

1
| 0 (1 ) | 0 , 1,2,....k kw t p w t k           


  (3.47) 

Так как  1 0 1| 0w t    ,  1 2 1 2p      , то, исходя из 

(3.46), запишем  1 1|w t    для 0 1t t t  . Таким образом, для 

1t t  также находим    1 1 1 1 1| | 0w t t w t       . Подставляя 

последнее в формулу пересчёта (3.47), находим  1 1 1| 0w t     – 

начальное условие для первого интервала ненаблюдаемости, по-
рождённого событием наблюдаемого потока, наступившим в мо-

мент 1t . Далее при подстановке  1 1 1| 0w t     в формулу (3.39), 

описывающую поведение  1 |w t  на временных интервалах, на 

которых исходный поток ненаблюдаем, находим  1 1|w t    для 

1 1t t t T    и так далее. Тогда  1 1|w t    для 0t t . 
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Замечание 3.15. При рассмотренном в особом случае 2 соот-

ношении параметров потока отсутствует зависимость  1 |w t  от 

моментов наступления событий 1 2, ,..., kt t t , 1,2,...k  , и решение о 

том или ином состоянии потока выносится на основании априор-
ных данных. 

В рассмотренных общем и особом случаях задания параметров 
потока точка kt t T   является точкой сшивания решений 

 1 |w t  на полуинтервале  1,k kt t  , 1,2,...k  . 

 
3.3.5. Алгоритм принятия решения о состоянии  
обобщённого полусинхронного потока событий  

в условиях мёртвого времени 
 

Формулы, полученные в 3.3.2 – 3.3.4, позволяют сформулиро-

вать алгоритм расчёта апостериорных вероятностей  1 |w t , 

 2 |w t  для общего случая задания параметров потока, когда в 

уравнении (3.27) коэффициент 1 2 2 0a        , а также на 

основании вычисленных вероятностей сформулировать алгоритм 
принятия решения о состоянии процесса ( )t  (потока) в произ-

вольный момент времени t : 

1) в момент времени начала наблюдения за потоком 0 0t   в ка-

честве начального значения апостериорной вероятности задаётся 

   1 0 1 2 1 2| 0w t p         ; 

2) по формуле (3.38) в случае 1 2 2 0     , 0 1   , либо по 

формуле (3.41) в случае 1 2 2 0     , 0 1   , рассчитывается 

вероятность  1 |w t  в произвольный момент времени t , 10 t t  , 

где 1t  – момент наступления первого события наблюдаемого пото-

ка; 
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3) по формуле (3.38) в случае 1 2 2 0     , 0 1   , либо по 

формуле (3.41) в случае 1 2 2 0     , 0 1   , вычисляется 

вероятность  1 |w t  в момент времени 1t :    1 1 1 1| | 0w t w t    ; 

4) по формуле пересчёта (3.35), с учётом пункта 3), для 1k   

рассчитывается вероятность  1 1| 0w t  , являющаяся начальным 

значением для  1 |w t  в формуле (3.39); 

5) в любой момент времени t , 1 1t t t T   , по формуле (3.39) 

производится расчёт вероятности  1 |w t ; 

6) по формуле (3.39) для 1k   в момент времени 1t t T   вы-

числяется вероятность  1 1|w t t T   , являющаяся начальным 

значением для  1 |w t  на следующем шаге алгоритма; 

7) для 1k   по формуле (3.31) в случае 1 2 2 0     , 

0 1   , либо по формуле (3.32) в случае 1 2 2 0     , 

0 1   , вычисляется  1 |w t  в любой момент времени t , 

1 2t T t t   , где 2t  – момент времени наступления второго собы-

тия наблюдаемого потока; 
8) k  увеличивается на единицу и для 2k   по формуле (3.40) в 

случае 1 2 2 0     , 0 1   , либо по формуле (3.42) в случае 

1 2 2 0     , 0 1   , вычисляется вероятность  1 2| 0w t  ; 

9) алгоритм переходит на шаг 4, затем шаги 4 – 8 повторяются 
для 2k   и так далее. 

При расчёте апостериорных вероятностей  1 |w t , 

   2 1| 1 |w t w t     в произвольный момент времени t  прини-

мается решение о состоянии процесса ( )t  по методу максимума 

апостериорной вероятности. 
Для особого случая задания параметров потока, когда в уравне-

нии (3.27) коэффициент 1 2 2 0a        , алгоритм оптималь-
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ной оценки состояний обобщённого полусинхронного потока со-
бытий при наличии непродлевающегося мёртвого времени фикси-
рованной длительности T  аналогичен изложенному выше алго-
ритму оценивания для общего случая 1 2 2 0a         и реали-

зуется на основании формул (1.9), (3.39), (3.43) – (3.47). 
 

3.4. Оптимальная оценка состояний MAP-потока,  
функционирующего в условиях  

непродлевающегося мёртвого времени 
 

Исследуется MAP-поток событий, описание которого приво-
дится в параграфе 1.5. MAP-поток функционирует в условиях не-
продлевающегося мёртвого времени фиксированной длительности 
T  [17]. На рис. 3.3 представлена схема формирования наблюдае-
мого потока событий при непродлевающемся мёртвом времени, 
подробно описанная в 3.2.1 для обобщённого асинхронного потока 
и в 3.3.1 для обобщённого полусинхронного потока событий. 

 

Процесс (t)

МАР-поток

Схема создания  мёртвого времени

Наблюдаемый поток событий
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Рис. 3.3. Формирование наблюдаемого потока событий 
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Требуется по наблюдениям 1 2, ,..., ,...kt t t  оценить состояние 

процесса ( )t  (потока) в момент окончания наблюдений. 

Решение о состоянии процесса ( )t  выносится по критерию 

максимума апостериорной вероятности на основании сравнения 

вероятностей  1 |w t  и  2 |w t : если    1 2| |w t w t   , то 

оценка состояния процесса 1
ˆ ( )t   , иначе 2

ˆ ( )t   . 

Следует напомнить, что задача об оптимальном оценивании со-
стояний MAP-потока событий в условиях отсутствия мёртвого 
времени (то есть при полной наблюдаемости потока) решена в па-
раграфе 2.5 главы 2. Однако наличие периодов мёртвого времени, 
порождаемых зарегистрированными в моменты времени kt , 

1,2,....k  , событиями, приводит к необходимости нахождения яв-

ного вида апостериорной вероятности  1 |w t  первого состояния 

случайного процесса ( )t  на участках ненаблюдаемости MAP-

потока событий;    2 1| 1 |w t w t    . 

 
3.4.1. Апостериорная вероятность на участках  

ненаблюдаемости потока 
 

Исходные предпосылки для вывода апостериорной вероятности 

 1 |w t  на интервале наблюдения  0 ,t t , где 0t  – момент начала 

наблюдения за MAP-потоком, t  – момент вынесения решения о 
состоянии MAP-потока, функционирующего в условиях непродле-
вающегося мёртвого времени фиксированной длительности T , 
аналогичны рассмотренным в 3.2.2 для обобщённого асинхронно-
го потока событий. 

Будем рассматривать полуинтервал  ,k kt t T , 1,2,...k  , на 

котором события MAP-потока недоступны для наблюдения; собы-
тие имеет место лишь в граничной точке kt . Предположим, что в 
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граничной точке kt  апостериорная вероятность  1 |w t  известна 

и равна  1 | kw t      2 1| 1 |k kw t w t    . 

Лемма 3.15. Апостериорная вероятность  1 |w t  для MAP-

потока событий на временных полуинтервалах  ,k kt t T  задаётся 

явной формулой  

      
1 1 1 1| | 0 ,kd t t

kw t w t e             (3.48) 

k kt t t T   , 1,2,...k  ;  1 | 0kw t   определена формулой (2.50), 

1,2,...k  ; 1  определена в (1.11);  1 1 1 11 |d P          

 2 1 2 21 |P       . 

Доказательство. На полуинтервалах  ,k kt t T  MAP-поток 

событий недоступен для наблюдения. В этой связи апостериорная 

вероятность  1 |w t  на указанных полуинтервалах ведёт себя как 

априорная вероятность  0
1 |t t  первого состояния кусочно-

постоянного случайного процесса ( )t  (лемма 1.12); отличие за-

ключается в задании начального значения апостериорной вероят-

ности  1 |w t  в момент времени kt  наблюдения событий потока. 

Обозначим  |iw t ,  |iw t t    – апостериорные вероятно-

сти того, что в моменты времени t  и t t   ( t  – достаточно ма-
лая величина) соответственно процесс ( )t  находится в состоянии 

iS , 1,2i  ; моменты времени t  и t t   принадлежат  ,k kt t T , 

1,2,...k  . 

Опишем возможные ситуации на полуинтервале  ,t t t  , свя-

занные с поведение процесса ( )t  на рассматриваемом полуинтер-

вале ненаблюдаемости потока  ,k kt t T : 



185 

1) в момент времени t  значение процесса ( ) it    с вероятно-

стью  |iw t , и за промежуток времени длительности t  не за-

кончится состояние iS  процесса ( )t  с вероятностью 

1 ( )i t
ie t o t       , и с вероятностью единица процесс ( )t  

останется в состоянии iS , 1,2i  ; вероятность описанной ситуации 

равна 

       | 1 ( ) | | ( )i i i i iw t t o t w t w t t o t              ; 

2) в момент времени t  значение процесса ( ) it    с вероятно-

стью  |iw t , и за промежуток времени длительности t  закон-

чится состояние iS  процесса ( )t  с вероятностью 

 1 ( )i t
ie t o t       , наступит событие потока и процесс ( )t  

перейдёт из состояния iS  в iS  с вероятностью  1 |i iP   , 1,2i  ; 

вероятность этой ситуации есть 

         1 1| ( ) | | | ( )i i i i i i i iw t t o t P P w t t o t               ; 

3) в момент времени t  значение процесса ( ) jt    с вероятно-

стью  |jw t , 1,2j  , и за промежуток времени длительности t  

закончится состояние jS  процесса ( )t  с вероятностью 

 1 ( )j t
je t o t       , наступит событие потока и процесс 

( )t  перейдёт из состояния jS  в iS , 1,2i  , j i , с вероятностью 

 1 |i jp   ; вероятность рассмотренной ситуации равна  

         1 1| ( ) | | | ( )j j i j j i j jw t t o t P P w t t o t               ; 

4) в момент времени t  значение процесса ( ) jt    с вероятно-

стью  |jw t , и за промежуток времени длительности t  закон-
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чится состояние jS  процесса ( )t  с вероятностью 

 1 ( )j t
je t o t       , не наступит событие потока и процесс 

( )t  перейдёт из состояния jS  в iS  с вероятностью  0 |i jP   , 

, 1,2i j  , j i ; вероятность ситуации есть 

         0 0| ( ) | | | ( )j j i j j i j jw t t o t P P w t t o t               . 

Других возможных ситуаций нет. 

Относительно вероятностей  1 |w t ,  2 |w t  в момент вре-

мени t t   имеем систему равенств: 

 

         
     

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 0 1 2 2

| | | | |

| | | ( ),

w t t w t w t t P w t t

P P w t t o t

               

              

 
         

     
2 2 2 2 2 1 2 2 2

1 1 2 1 0 2 1 1

| | | | |

| | | ( ).

w t t w t w t t P w t t

P P w t t o t

               

            
 

В результате несложных преобразований находим  

 

       

   
       

   

1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 2 2

2 2 2 1 2 2 2

1 1 1 1 1

| | 1 | |

1 | | ( ),

| | 1 | |

1 | | ( ).

w t t w t P w t

P w t t o t

w t t w t P w t

P w t t o t

              

          

              

          

 

Разделив оба соотношения на t  и выполнив в них предельный 
переход при 0t  , приходим к системе линейных дифференци-
альных уравнений относительно апостериорных вероятностей 

 |iw t  состояний iS , 1,2i  , процесса ( )t  на участках нена-

блюдаемости потока  ,k kt t T : 
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1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 2

2 1 1 1 1 1 2 1 2 2 2

1 2

| 1 | | 1 | | ,

| 1 | | 1 | | ,

| | 1.

w t P w t P w t

w t P w t P w t

w t w t

                    
                    

   
С учётом условия нормировки полученная система сводится к од-

ному дифференциальному уравнению относительно  1 |w t : 

 

        

 

1
1 1 1 1 2 1 2 2 1

2 1 2 2

|
1 | 1 | |

1 |

dw t
P P w t

dt
P


                  

       

 

с начальным условием    1 1| |k kw t t w t    , 1,2,...k  . Инте-

грируя последнее уравнение с разделяющимися переменными и 

учитывая, что    1 2 1 2 2 1 1 1 11 | 1 |P P                   

  2 1 2 21 |P       , находим апостериорную вероятность 

 1 |w t  первого состояния процесса ( )t  в явном виде: 

      
1 1 1 1| | ,kd t t

kw t w t e           

где    1 1 1 1 2 1 2 21 | 1 |d P P                 . 

Принимая во внимание замечание 2.7, согласно которому в 

точке kt  апостериорная вероятность  1 |w t  для MAP-потока со-

бытий терпит разрыв первого рода, запишем начальное условие в 

виде    1 1| | 0k kw t w t    , подставляя которое в последнее вы-

ражение для  1 |w t , приходим к (3.48). Лемма доказана. 
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3.4.2. Поведение апостериорной вероятности  
как функции времени в общем и в особом случаях  

задания параметров потока 
 

Поведение апостериорной вероятности  1 |w t  на начальном 

интервале наблюдения  0 1,t t , на временных интервалах наблюда-

емости потока  1,k kt T t  , где kt  – момент наступления события 

MAP-потока, которое порождает период мёртвого времени фикси-
рованной длительности T , 1kt   – момент наступления очередного 

наблюдаемого события MAP-потока, а также поведение  1 |w t  в 

точке kt , 1,2,...k  , определяется леммами 2.15, 2.16 для общего 

случая задания параметров MAP-потока и леммами 2.16, 2.17 для 
особого случая задания параметров MAP-потока (параграф 2.5). 

Опираясь на леммы 2.15, 2.16, 3.15, сформулируем теорему для 
общего случая задания параметров MAP-потока: 

   1 2 1 0 2 1 2 0 1 2| | 0P P            . 

Теорема 3.4. Для MAP-потока событий, функционирующего в 
условиях непродлевающегося мёртвого времени фиксированной 

длительности T , поведение апостериорной вероятности  1 |w t  

на временной оси задаётся выражениями 

 
      

      

2 1 0

2 1 0

1 2 1 0 2 1 1 0
1

2 1 0 1 1 0

| |
| ,

| |

a w w t t

a w w t t

w w w t w w w t e
w t

w w t w w t e

  

  

           
          

 (3.49) 

  
 

   
2 1 2 2

1 0 1
1 1 1 1 2 1 2 2

1 |
| ,

1 | 1 |

P
w t

P P
         

               
 

 0 1t t t  ,    1 1 1 1| | 0w t w t    ; 
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1 1 1 1| | 0 , 1,2,...,kd t t

kw t w t e k             

 
       

       

1

2 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 2 1

2 0 1 2 1 2 1 0 2 1 2 0 1 2 1

| 0

| | | | 0
,

1 | | | | 0

k

k

k

w t

P P P w t
P P P w t

  

             
                    

 

1,2,... ,k   k kt t t T   ,    1 1 1 1 2 1 2 21 | 1 |d P P                 ; 

  

 
      

      

2 1

2 1

1

1 2 1 2 1 1

2 1 1 1

|

| |
,

| |

k

k

a w w t t T
k k

a w w t t T
k k

w t

w w w t T w w w t T e

w w t T w w t T e

   

   

 

            
            

 
(3.50)

 

 1,2,... ,k   1k kt T t t    ; 

 

 
      

      

2 1 1

2 1 1

1

1 2 1 1 2 1 1 1

2 1 1 1 1 1

| 0

| |
,

| |

k k

k k

k

a w w t t T
k k

a w w t t T
k k

w t

w w w t T w w w t T e

w w t T w w t T e





   
 

   
 

  

            
            

 
(3.51)

 

 2,3,...k  ; 

 
 

     

1,2 1 2 2 0 1 2

2
1 2 1 2 0 1 2 0 2 1

1
2 |

2

4 | | ,

w P
a

P P

       
          





 

    1 2 1 0 2 1 2 0 1 2| | 0a P P             , 

где 10 1w  , 2 1w   при 0a  ; 10 1w  , 2 0w   при 0a  . 
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Доказательство проводится объединением формул (1.11), 
(2.46), (2.47), (2.50) и (3.48). 

Результаты лемм 2.16, 2.17, 3.15 позволяют сформулировать 
теорему для особого случая задания параметров MAP-потока: 

   1 2 1 0 2 1 2 0 1 2| | 0P P            . 

Теорема 3.5. Для MAP-потока событий при непродлевающемся 
мёртвом времени фиксированной длительности T  для случая 

   1 2 1 0 2 1 2 0 1 2| | 0P P             поведение апостериорной 

вероятности  1 |w t  на временной оси определяется соотношени-

ями  

          02 0 1 2 2 0 1 2
1 1 0

| |
| | ,b t tP P

w t w t e
b b

       
      

 
 (3.52) 

  
 

   
2 1 2 2

1 0 1
1 1 1 1 2 1 2 2

1 |
| ,

1 | 1 |

P
w t

P P
         

               
 

 0 1t t t  ,    1 1 1 1| | 0w t w t    ; 

      
1 1 1 1| | 0 , 1,2,...,kd t t

kw t w t e k             

  

 
       

 

1

2 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 2 1

2 0 1 2

| 0

| | | | 0
,

1 |

k

k

w t

P P P w t
P

  

             
      

  
(3.53)

 

1,2,... ,k   k kt t t T   ,    1 1 1 1 2 1 2 21 | 1 |d P P                 ; 

 

 
       

1

2 0 1 2 2 0 1 2
1

|

| |
| ,kb t t T

k

w t

P P
w t T e

b b
 

 

       
      

 
(3.54)
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 1,2,... ,k   1k kt T t t    ; 

 
       1

1

2 0 1 2 2 0 1 2
1 1

| 0

| |
| ,k k

k

b t t T
k

w t

P P
w t T e

b b
 



  

       
      

 

 
(3.55)

 

 2,3,...k  ;  1 2 2 0 1 22 | .b P           

Доказательство осуществляется объединением формул (1.11), 
(2.50), (2.55) и (3.48). 

В общем и особом случаях задания параметров MAP-потока 

точка kt t T   является точкой сшивания решений  1 |w t  на 

полуинтервале  1,k kt t  , 1,2,...k  . 
 

3.4.3. Алгоритм оптимального оценивания состояния 
MAP-потока событий  

при непродлевающемся мёртвом времени 
 

Полученные в 2.5.2, 3.4.1, 3.4.2 формулы для общего случая за-
дания параметров MAP-потока, когда в уравнении Риккати (2.44) 

коэффициент    1 2 1 0 2 1 2 0 1 2| | 0a P P             , позво-

ляют сформулировать алгоритм расчёта апостериорной вероятно-

сти  1 |w t      2 1| 1 |w t w t    , а также алгоритм вынесения 

решения о состоянии случайного процесса ( )t  (потока) в произ-

вольный момент времени t : 
1) в момент времени 0 0t   задаётся начальное значение апо-

стериорной вероятности в виде  1 0 1| 0w t    , определяемое 

формулой (1.11); 
2) в любой момент времени t , 10 t t  , где 1t  – момент наблю-

дения первого события потока, по формуле (3.49) рассчитывается 

вероятность  1 |w t ; 
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3) в момент времени 1t  по формуле (3.49) вычисляется вероят-

ность    1 1 1 1| | 0w t w t    ; 

4) по формуле (2.50) для 1k   рассчитывается вероятность 

 1 1| 0w t   – начальное значение для  1 |w t  в формуле (3.48); 

5) в любой момент времени t , 1 1t t t T   , по формуле (3.48) 

для 1k   вычисляется вероятность  1 |w t ; 

6) в момент времени 1t t T   по формуле (3.48) для 1k   рас-

считывается вероятность  1 1|w t t T    – начальное значение 

для  1 |w t  на следующем шаге алгоритма; 

7) по формуле (3.50) для 1k   производится расчёт  1 |w t  в 

любой момент времени t , 1 2t T t t   , где 2t  – момент наблюде-

ния второго события потока; 
8) k  увеличивается на единицу и для 2k   по формуле (3.51) 

вычисляется  1 2| 0w t  ; 

9) алгоритм переходит на шаг 4, затем для 2k   шаги 4 – 8 по-
вторяются и так далее. 

Параллельно по ходу расчёта  1 |w t  в любой момент времени 

t  принимается решение о состоянии сопровождающего кусочно-
постоянного случайного процесса ( )t  (MAP-потока событий, 

функционирующего в условиях непродлевающегося мёртвого 
времени фиксированной длительности T ) по критерию максиму-
ма апостериорной вероятности. 

Для особого случая задания параметров потока, когда в уравне-

нии Риккати (2.44) коэффициент  1 2 1 0 2 1|a P          

 2 0 1 2| 0P    , алгоритм оптимального оценивания состояния 

MAP-потока событий в условиях мёртвого времени аналогичен 
рассмотренному алгоритму для общего случая и реализуется с ис-
пользованием формул (1.11), (3.48), (3.52) – (3.55). 
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3.4.4. Численные результаты оптимального оценивания 
 

Алгоритм получения численных результатов оптимального 
оценивания состояний MAP-потока событий при непродлеваю-
щемся мёртвом времени фиксированной длительности T  состоит 
из двух этапов. 

Первый этап расчёта предполагает имитационное моделирование 
MAP-потока, схемы создания непродлевающегося мёртвого време-
ни и наблюдаемого потока событий. На втором этапе расчёта непо-

средственно вычисляются вероятности  1 |w t , 0 1t t t  ; 

 1 | 0kw t  ;  1 |w t , k kt t t T   ;  1 | kw t T  ;  1 |w t , 

1k kt T t t    , 1,2,...k  , по формулам (1.11), (2.50), (3.48) – (3.51), 

если    1 2 1 0 2 1 2 0 1 2| | 0P P            , либо по формулам 

(1.11), (3.48), (3.52) – (3.55), если  1 2 1 0 2 1|P         

 2 0 1 2| 0P    , и строится оценка ˆ ( )t  истинной траектории 

кусочно-постоянного случайного процесса ( )t , полученной путём 

имитационного моделирования MAP-потока событий при непро-
длевающемся мёртвом времени фиксированной длительности T . 

Расчёты произведены для значений параметров, представлен-
ных в табл. 3.7, времени моделирования 20mT   ед. времени и 

значении 1T   ед. времени. 
 

Т а б л и ц а  3.7 
Модельные данные 

21   

5,02   

8,0)|( 111 P  1,0)|( 121 P  1,0)|( 120 P  

1 2 2( | ) 0,4P     2,0)|( 211 P  4,0)|( 210 P  

 
В качестве иллюстрации на рис. 3.4 приведена траектория 

(верхняя часть рис. 3.4) процесса ( )t  (истинная траектория), по-

лученная путём имитационного моделирования, где 1S , 2S  – со-
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стояния процесса ( )t , и траектория (нижняя часть рис. 3.4) оцен-

ки ˆ ( )t , где 1S , 2S  – состояния оценки ˆ ( )t . Вынесение решения о 

том или ином состоянии процесса ( )t  производилось с шагом 

0,001t  . На рис. 3.4 временные промежутки, на которых оценка 

состояния не совпадает с истинным значением процесса ( )t  (об-

ласть ошибочных решений), обозначены штриховкой. 
 

S1

S2

S1

S2

( )t

( )t

t0 4 8 12 16

t

^

 

Рис. 3.4. Траектория процесса  t  и оценки ˆ ( )t  
 

На рис. 3.5 приведена траектория поведения вероятности 

 1 |w t , соответствующая полученной при имитационном моде-

лировании последовательности моментов времени наблюдения 
событий 1 2, ,...t t  и последовательности моментов времени оконча-

ния периодов мёртвого времени 1 2, ,...t T t T  . 
 

t0 4 8 12 16

0.5

1 0.
w( 1  | ) t

 
 

Рис. 3.5. Траектория апостериорной вероятности  1 |w t  
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С целью установления частоты ошибочных решений о состоя-
ниях случайного процесса ( )t  по наблюдениям за MAP-потоком, 

функционирующим в условиях мёртвого времени (наблюдаемый 
поток), проведён ряд статистических экспериментов, состоящих из 
следующих этапов: 

1) для определённого набора параметров 1 , 2 ,  1 1 1|P   , 

 1 2 1|P   ,  0 2 1|P   ,  1 2 2|P   ,  1 1 2|P   ,  0 1 2|P   , T еди-

ниц времени осуществляется имитационное моделирование 

наблюдаемого потока событий на заданном отрезке  0, mT  – от-

дельная s -я реализация (испытание модели), 1,2,...s  ; 

2) рассчитывается вероятность  1 |w t  первого состояния слу-

чайного процесса ( )t  на заданном отрезке времени  0, mT ; 

3) оценивается траектория процесса ( )t  на отрезке  0, mT ; 

4) для отдельной s -й реализации определяется  T
sd  – суммар-

ная протяжённость интервалов, на которых значение процесса 

( )t  не совпадает с его оценкой ˆ ( )t ; 

5) вычисляется доля ошибочных решений    ˆ T T
s s mp d T , 1,s N ; 

6) шаги 1 – 5 повторяются N  раз с тем, чтобы рассчитать оцен-
ку безусловной (полной) вероятности ошибки принятия решения о 

состоянии процесса ( )t  на  0, mT . 

Результатом выполнения описанного алгоритма является вы-

борка      
1 2ˆ ˆ ˆ, ,...,T T T

Np p p  долей ошибочных решений в N  испыта-

ниях. По этому набору вычисляются выборочное среднее без-

условной вероятности ошибочного решения    
0

1

1ˆ ˆ
NT T

s
s

P p
N 

   и 

выборочная дисперсия     20
1

1ˆ ˆˆ
1

N TT
T s

s
D p P

N 
 


 . 
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Проведён ряд статистических экспериментов, суть которых за-
ключается в следующем. 

В первом статистическом эксперименте устанавливается зави-

симость оценки вероятности ошибки оценивания  
0̂

TP  и выбороч-

ной дисперсии ˆ
TD  от времени моделирования mT . Для первого 

эксперимента использовались значения параметров, представлен-
ные в табл. 3.8. Результаты первого статистического эксперимента 
приведены в табл. 3.9 для 10, 20, 30, 50, 70, 100mT   ед. времени. 

 
Т а б л и ц а  3.8 

Исходные данные для первого статистического эксперимента 

1 5   2T    1 1 1| 0,1P      1 2 1| 0,8P     0 2 1| 0,1P   

2 1   100N    1 2 2| 0,1P     1 1 2| 0,8P     0 1 2| 0,1P   

 
Т а б л и ц а  3.9 

Результаты первого статистического эксперимента 

mT  10 20 30 50 70 100 
( )

0̂
TP  0,1703 0,1597 0,1634 0,1615 0,1608 0,1616 

ˆ
TD  0,0051 0,0023 0,0017 0,0011 0,0006 0,0005 

 

Анализ приведённых в табл. 3.9 результатов позволяет сделать 
вывод о том, что с увеличением времени моделирования mT  выбо-

рочная дисперсия уменьшается. При этом оценка вероятности ошиб-

ки  
0̂

TP  является достаточно стабильной для 50mT   ед. времени. 

Во втором статистическом эксперименте устанавливается зави-

симость оценки вероятности ошибки  
0̂

TP  и выборочной диспер-

сии ˆ
TD  от параметра 2  при всех остальных фиксированных па-

раметрах, представленных в табл. 3.10. Результаты второго стати-
стического эксперимента приведены в табл. 3.11. 
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Т а б л и ц а  3.10 
Исходные данные для второго статистического эксперимента 

1 5   2T    1 1 1| 0,1P      1 2 1| 0,8P      0 2 1| 0,1P     

100mT   100N   1 2 2| 0,1P      1 1 2| 0,8P      0 1 2| 0,1P     

 
Т а б л и ц а  3.11  

Результаты второго статистического эксперимента 

2  0,5 1 1,5 2 3 
( )

0̂
TP  0,0842 0,1614 0,2253 0,2788 0,3717 

ˆ
TD  0,0003 0,0005 0,0004 0,0009 0,0011 

 
Численные результаты, приведённые в табл. 3.11, показывают, 

что оценка вероятности ошибки  
0̂

TP  тем больше, чем «ближе» 1  

и 2  по значениям. 

Третий и четвёртый эксперименты проведены с целью установ-

ления типа зависимости оценки вероятности ошибки  
0̂

TP  и выбо-

рочной дисперсии ˆ
TD  от значений 1  и 2 . Результаты третьего и 

четвёртого экспериментов получены для общих значений пара-
метров, приведённых в табл. 3.12. Результаты третьего и четвёрто-
го экспериментов представлены в табл. 3.13, 3.14. 

 
Т а б л и ц а  3.12 

Исходные данные для третьего и четвёртого статистических экспериментов 

2T   
100mT    1 1 1| 0,1P      1 2 1| 0,8P      0 2 1| 0,1P     

100N    1 2 2| 0,1P      1 1 2| 0,8P      0 1 2| 0,1P     

 
Для третьего эксперимента зафиксирована разность 1 2 2    . 

В первой и второй строках табл. 3.13 указаны значения параметров 

1  и 2 , удовлетворяющие условию 1 2 2    . 
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Т а б л и ц а  3.13 
Результаты третьего статистического эксперимента 1 2 2)     

1  2,1 2,5 3 5 

2  0,1 0,5 1 3 
( )

0̂
TP  0,0419 0,1606 0,2456 0,3618 

ˆ
TD  0,0002 0,0009 0,0011 0,0009 

 
Для четвёртого эксперимента зафиксировано отношение 

1 2 3   . В первой и второй строках табл. 3.14 указаны значения 

1  и 2 , удовлетворяющие условию 1 2 3   . 
 

Т а б л и ц а  3.14 
Результаты четвёртого статистического эксперимента 1 2 )     

1  3 6 9 15 21 

2  1 2 3 5 7 

( )
0̂

TP  0,2473 0,2431 0,2481 0,2494 0,2488 

ˆ
TD  0,0010 0,0006 0,0004 0,0002 0,0002 

 

Анализ численных результатов, приведённых в табл. 3.13 и 
3.14, позволяет сделать вывод о том, что оценка вероятности 

ошибки  
0̂

TP  в большей степени зависит не от величины разности 

1 2   , а от величины отношения 1 2  , при этом, чем больше 

1 2  , тем оценивание лучше. 

В пятом статистическом эксперименте устанавливается зависи-

мость оценки вероятности ошибки  
0̂

TP  и выборочной дисперсии 

ˆ
TD  от длительности мёртвого времени T . Эксперимент поставлен 

для значений параметров, приведённых в табл. 3.15. Результаты ста-
тистического эксперимента представлены в табл. 3.16 – 3.20. 
В первой строке таблиц указана длительность мёртвого времени T  
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( 0,1,2,...,9T   ед. времени). Во второй и третьей строках таблиц 

для каждого T  приведены численные значения  
0̂

TP  и ˆ
TD . 

 
Т а б л и ц а  3.15 

Исходные данные для пятого статистического эксперимента 

2 1   
100mT    1 1 1| 0,98P      1 2 1| 0,01P      0 2 1| 0,01P     

100N    1 2 2| 0,7P      1 1 2| 0,2P      0 1 2| 0,1P     

 
При этом результаты в табл. 3.16 получены для 1 4  , в 

табл. 3.17 – для 1 5  , в табл. 3.18 – для 1 6  , в табл. 3.19 – для 

1 7  , в табл. 3.20 – для 1 8  . 
 

Т а б л и ц а  3.16  

Результаты пятого статистического эксперимента ( 41  ) 

T  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
( )

0̂
TP  0,0997 0,1512 0,1651 0,1739 0,1740 0,1841 0,1794 0,1868 0,1804 0,1864

ˆ
TD  0,0011 0,0029 0,0050 0,0062 0,0065 0,0076 0,0068 0,0072 0,0079 0,0087
 

Т а б л и ц а  3.17  

Результаты пятого статистического эксперимента ( 51  ) 

T  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
( )

0̂
TP  0,0902 0,1655 0,1817 0,1837 0,2033 0,2073 0,2030 0,2076 0,2145 0,2122

ˆ
TD  0,0007 0,0026 0,0054 0,0044 0,0066 0,0068 0,0068 0,0058 0,0079 0,0099

 
Т а б л и ц а  3.18  

Результаты пятого статистического эксперимента ( 61  ) 

T  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
( )

0̂
TP  0,0823 0,1774 0,2016 0,2184 0,2178 0,2323 0,2392 0,2318 0,2391 0,2541

ˆ
TD  0,0005 0,0023 0,0042 0,0055 0,0057 0,0071 0,0074 0,0066 0,0081 0,0092
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Т а б л и ц а  3.19 

Результаты пятого статистического эксперимента ( 71  )  

T  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
( )

0̂
TP  0,0759 0,1850 0,2166 0,2378 0,2470 0,2477 0,2684 0,2568 0,2687 0,2712

ˆ
TD  0,0002 0,0019 0,0040 0,0055 0,0057 0,0075 0,0074 0,0073 0,0085 0,0094

 
Т а б л и ц а  3.20  

Результаты пятого статистического эксперимента ( 81  ) 

T  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0̂P  0,0746 0,1902 0,2315 0,2557 0,2579 0,2794 0,2800 0,2902 0,2929 0,3191

ˆ
TD  0,0002 0,0023 0,0045 0,0045 0,0059 0,0065 0,0074 0,0069 0,0073 0,0078

 
Анализ результатов, приведённых в табл. 3.16 – 3.20, показывает: 

1) тренд значений оценки  
0̂

TP  в зависимости от значения T  

возрастающий, так как при увеличении T  увеличиваются потери 
полезной информации о потоке, что, в конечном итоге, ведёт к 
ухудшению качества оценивания; 

2) если 0T  , то тренд значений оценки  
0̂

TP  в зависимости от 

1  убывающий, так как при увеличении разности 1 2    условия 

различимости состояний потока улучшаются; 
3) при фиксированном значении T  ( 1,2,...,9)T   тренд оценки 

 
0̂

TP  в зависимости от 1  возрастающий, так как увеличение 1  

влечёт за собой увеличение потерь событий исходного MAP-
потока; 

4) оценка ˆ
TD  для всех вариантов расчёта достаточно мала. 
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Вопросы и темы для самоконтроля 
 

1. Почему поток событий называется асинхронным? 
2. Почему поток событий называется синхронным? 
3. Можно ли полусинхронный поток назвать полуасинхрон-

ным? 
4. Какой поток является частным случаем MAP-потока? 
5. В чём отличие обобщённого асинхронного потока событий 

от асинхронного потока? 
6. Назвать отличие обобщённого полусинхронного потока со-

бытий от полусинхронного потока. 
7. По какой причине представленные в главах 1 и 3 потоки от-

носятся к классу дважды стохастических потоков? 
8. Почему все рассмотренные потоки событий являются корре-

лированными? 
9. Каким свойством должны обладать перечисленные выше по-

токи, чтобы стать некоррелированными? 
10. Дать физическую интерпретацию инфинитезимальных ха-

рактеристик сопровождающего случайного процесса. 
11. Каким отличительным свойством обладает апостериорная 

вероятность? 
12. Почему оценивание состояний потока по критерию макси-

мума апостериорной вероятности является оптимальным? 
13. Назовите условие применимости методики Стратоновича–

Хазен для вывода рекуррентного соотношения, определяющего 
распределение апостериорных вероятностей для значений нена-
блюдаемых компонент случайного процесса при условии извест-
ных значений наблюдаемых его компонент. 

14. Вывести рекуррентное соотношение для апостериорных ве-
роятностей состояний дважды стохастического потока событий с 
произвольным числом состояний. 
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15. Дать физическую интерпретацию того факта, что апостери-
орная вероятность для всех рассматриваемых потоков является 
разрывной функцией времени. 

16. При выполнении какого условия поведение апостериорной 
вероятности первого состояния синхронного потока не зависит от 
предыстории? Дать физическую интерпретацию этого явления. 

17. Какое условие обеспечивает независимость от предыстории 
поведения апостериорной вероятности первого состояния сопро-
вождающего случайного процесса для полусинхронного потока? 
Дать физическую интерпретацию этого явления. 

18. Какие условия обеспечивают независимость от предысто-
рии (в общем и особом случаях задания параметров потока) пове-
дения апостериорной вероятности первого состояния сопровож-
дающего процесса для MAP-потока? Дать физическую интерпре-
тацию этого явления. 

19. Чем отличаются друг от друга понятия «непродлевающееся 
мёртвое время» и «продлевающееся мёртвое время»? Пояснить на 
временной диаграмме. 

20. Изменятся ли условия пунктов 16–18 для синхронного, по-
лусинхронного и MAP-потоков событий, функционирующих в 
условиях непродлевающегося мёртвого времени? 

21. Каким образом ведёт себя среднее количество потерянных 
событий исходного потока в зависимости от длительности мёртво-
го времени? 

22. При каком типе мёртвого времени (продлевающееся, непро-
длевающееся), имеющего фиксированную длительность, потери 
событий исходного потока окажутся в среднем бóльшими? 

23. Для какого потока – асинхронного или обобщённого асин-
хронного, функционирующего в условиях непродлевающегося 
мёртвого времени, потери событий исходного потока будут в 
среднем бóльшими? 

24. Для какого потока – полусинхронного или обобщённого по-
лусинхронного, функционирующего в условиях непродлевающе-
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гося мёртвого времени, потери событий исходного потока в сред-
нем будут бóльшими? 

25. Возможно ли получить аналитическую формулу для вероятно-
сти ошибки принятия решения о состояниях коррелированных пото-
ков? Каким образом поступать в случае отрицательного ответа? 

26. С какой целью осуществляется имитационное моделирова-
ние дважды стохастических потоков событий, функционирующих 
как в условиях полной наблюдаемости, так и при наличии непро-
длевающегося мёртвого времени? 
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