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'Материалы П Всесоюзной школы-семинара по непараметр)ичвскн 

робастным методам статистики в кибернетике. Часть I∕‰Λ 

рад. Ф.П.Тараоанко.- Томск, 1981.- 239c.-Ip.90κ. 20Оэкз.

в сборнике рассматриваются вопросы по разработке и иссле

дованию статистических процедур обработки 8кспериме1нтал1ьных 

данных при весьма слабых априорных предположениях.

Для статистиков-теоретиков и многочисленных пользователей 

прикладной статистики.
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А

о групповой статистической классификации с 
помощью НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ОЦЕНОК ПЛОТНОСТИ 

Р.А .Абусев

I описывается обучающей последо- 
случайных матриц Хц , ки , , Xtη,,

из которых имеет К отрок и лп. отолб- 
. Пусть далее ‰- последовательность 

случайных матриц Х 

Требуется

01 ) Хо» I

отнести группу 3ι,β

• • • 1
условную 1 

Я; И

Обобщенная задача групповой классификации состоит в сле
дующем.

Пусть класс объектов 
вательностью X:» (

длины rt< I каждая 
цов L = 1,2.......... М
(группа) длины П, 
той же размерности, 
из совокупностей

Обозначим
ления объектов в совокупности 
ловную плотность распределения выборки
Ht • т.е. в предположении, что 

купности ¾ , i≈ 1,г,..., ∕if .
Построение правила классификации группы Sf,* геометри

чески может быть интерпретировано как разбиение пространст
ва Е всевозможных групп объема на подпространства 
f 1 • 11 • • • • «Ем такие^что Е i И ~ при
pj≠y . (7fj-f • Тогда если принадлежит Ej, то

принимается решение, что 5iββ извлечена из совокупности 
■ , j = 1,2М .

* Рассмотрим решающее правило 
Oij , воли для всех ZΨd

~ I∙^∙∙∙∙∙ Cjt - неотрицательная пеня оши-

• • > кее. 

к одной 
как единое целое, 

плотность раопреде- 
f(^∙∕Xi} - уо- 

‰ при гипотезе 
извлечена из оово-

(I)
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I

бочного отнесения группы ¾o из совокупности к со

вокупности - априорная вероятность совокупности
5f, , ij = 1,2,..., М . Можно доказать, как обобщение

леммы Неймана-Пирсона [ I] , что правило (I) является опти

мальным в том смысле, что оно минимизирует байесовский риск 
β равный

λ L
(2)

где - вероятность ошибочного отнесения группы 51«
из класса к классу ¾ , ij = 1,2,..., М .

Рассмотрим частные случаи. Если )П = к и матрицы , 
Xiz , ••• , Xi∏i независимы, положительно определены, 

сиглглетричны и каждая имеет одно и то же распределение Уишар- 
тя Wχ, {×∕t) о матрицей ∑i и числом степеней свободы 
t ,^>/^[11 . тогда Р ~ плотность

распределении Уишарта. В реальных задачах вышеуказанные мат
рицы могут быть, например, корреляционными или ковариацион
ными. Если АП г у и случайные матрицы-столбцы
независимы , j = 1,2,..., , i= 0,1.., /И , то приходим
к задаче групповой классификации, сформулированной в работе 
Гз].

Если nizi , ∏g=l и все случайные матрицы-столбцы X^∙ 

J = I,2,...,n^ i= Q,1,2,...,M независимы, то приходим 
к хорошо известной традиционной задаче классификации одного 
к -мерного объекта [I,2J , которую еще называют задачей по

точечной классификации [ 3-5] .
В случае М=2 , rnzi , Сц = C2i=0 из (I) получим оп- 

тимальный байесовский метод

классификации группы Лое из л, к -мерных объектов a⅛, , 
, принадлежащей одной из двух совокуп-

с величиной риска

i (3)

∙ ∙ ∙ ∙ »
ностей или ^й'д

R=ωi[f(^∕‰}cl‰+u)2^P(^∣rtj)ci‰^ (4) 

где . ω^^(j^2Cn E,UL2=P ■
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Использование непараметрических оценок 
плотности для решения задачи групповой 

классификации
Пусть P(^∕Xi) и P(X^∕Xi} не известны = 1,2. 

Воспользуемся непарамегрическими оценками [7,3} ;

плотности P(^∕Xi) , t= 1.2, где К - ядра Парзена.

Рассмотрим следуюцее простое правило групповой классифи
кации

(б)

в ^ — 1 !

Если ВЗЯТЬ в качестве К (^Pθ нормального ти

па (8.I0j , то последнее запишется

=⅛^⅝'^∣l

Здесь матрицы порядка ⅛*R предполагаются задана 
ними, в противном случае заменяются на выборочные матрицы 
St , i= 1.2.

Рассмотрим частные случаи (7). Положим k,=nι=l , 
Σ, = ∑ι = I , (t)ι = - i • Тогда из (7) получим

правило

⅛,c⅝, .с^.

{fl)

⅛ j∙∣
где 1 - единичная матрица, - просто квадрат

евклидова расстояния. Далее воспользуемся неранвнптн01»

~” **≡ получим
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- г- -1 ,
‰'(∙^ι ,еели. -----------__________________________

ПеП., . 4- у I lx

f∣t л J > Jf
у ∑ ---------- ±___________

j-< 
Очевидно, что правила 18), (Э) совпадают с хорошо известны
ми методами потенциальных функций [II] для решения задачи 
читоматической классификации. Из них хе при /1„ -1 следуют 
методы потенциальных функций [ II] для решения задач пото
чечной классификации [2-6 ] .

I

(9)

Верхние границы для байесовского риска 
три групповой классификации

D случае поточечной классификации с помощью непараметри
ческих щенок оценки для верхних границ вероятности ошибок 
классификации получены в £10] ,[б] .

Подобным образом в случае группмой классификации 
мощью правила (3) верхняя граница R для риска 
вид

Возьмем оценки P,^(^^∙∕Tι.} = ∏

о по
имеет

возьмем оценки P^p^^∙^∕Tι.) = ∏р ∕^i)

» ‘=1.2. Тогда оценка для R может
быть получена из последнего равенства при s г i∕n :

-- Iω,ω.fpЯД .

Нахождение щенки и границ для сводится к вы
числению интегралов я правой^ части (10).

Одну границу 1^', дяя R получим из (10), используя ре

зультаты работы _
Другая граница ^’^для R может быть получена исполь

зуя неравенство Σ<2∙ , Л-П ,

и конкретные типы ядер.

*

(10)
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Далее границу для R можно получить на основании
неравенства Йенсена, которое в ГбЗ использовано в виде

где Q - часть пространства R*, в которой

пренебрежимо мало, а 4 - объём области & -не
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РЕКУРРЕНТНЫЕ ОЦЕНКИ ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ ПРИ НАРУШЕНИИ 
КЛАССИЧЕСКИХ ПРЕДПОСЫЛОК

А.Л.Агафонов, Б.Л.Даниленко

Рассмотрим линейную регрессионную модель y-F(x}θ^-F 
классических предпосылках [ 11 : A)βe∣P^ ; В) вектор 6 

I Д) F(X) - детерминированная 
, Наиболее сложной вычислительной 
В и планировании эксперимента 

и основных

при 
- слу-

чайный; С) MC=^0,cotr(ε.)∙=6^I∩ 

матрица; W∣ гапд F<jc)=p<N 
задачей при нахождении оценки 
является вычисление диопероионной матрицы 
функционалов (определителя,следа) от нее. Изменение числа наблюде
ний и числа оцениваемых параметров (например,при последовательном 
планировании эксперимента или последовательном оценивании) ведет 
к изменению матрицы F . Если изменяется число наблюдений, то 
меняется число строк,если изменяется число параметров,то меняется 
число столбцов.

Пусть f∕ - матрица,полученная из матрицы F добавлением 
(/’/? или изъятием (z'-5J строки снизу,добавлением {L*2) 
или изъятием (l=4} столбца справа,так.что ~ матрица пол
ного ранга. Основная задача состоит в получении экономичных с вы
числительной точки зрения формул виде

г а>
где Tnj
в матрицу Л
в матршду F^ 
куррентные формулы для частных случаев:

f"r!∕γr∕∕∖ F-∣∣-^r∕∕', F^∣∣^!g∣∣,

где < и - некоторые вектор-столбцы соответствующих раз

меров а

- элементы матрицы А/ , не входцпцие 
(или элементы матрицы F не входящие f∕≈∙j,4} 

). Для решения этой задачи достаточно получить ре- .
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Для матриц 3), и Рг такие формулы иолуча;1ы в статьях [2, 3 ] . 

Здесь получены рекуррентные формулы для матриц Dj , J)tf я в случае 
нарушения предпосылок А -Е регрессионного анализа.

Ь’вадам обозначения: с/ ^0 , Ip∕ - единичная матрица
У»Л' c--lf>- (1-∣d,Γ' c(ph∖

1^' 1р - Ср , С,К - нсособешше матрицы,

аа'р -и сто.тбец ыатрчщы ч’’’Р ~ ,

/ C-p~ Р —я cτjx)κa матрицы 

C^c[j~ h'''dp с/^^-СрЗ, ≡)∣ — элементы вектора

Теорема I.
]>3=Dt(j-ci)''])f(l>fy↑ c∕etD3 = c^etl), c(ψ1∙,

det D det К det С'
’ fi-t

Spl33^SpDpl,l-dJ-' ^<\,Sp!>^--SpI>-σ-^^|tCβ^^'^. 

Докаэательс тво. Простыми преобразованиями получаем 
первую фор1лулу. . < ' , ., т

Вторая форлула верпа в силу известного равенства
, , . . .. 

fc∕-∕r7√p∕r!

5u0

7 - - j = deUD-[H^'-

пусть //=1 j⅛iγr^-7∣. f^'-p
_____________:1

∣⅛''⅛∣- /рГр-нГ'^ S(Ip -HD1
° ./'Го .гг , τ∣∙'

-я строга матрицы. Тогда третья фор

мула следует из соотношегаИ 
C'1-L^^'' 

=7)∕{'Ip F h cio] +[| γr^∣) =J)^Ip'^CpS C'='DKCf если и С - неособенные

-/ .

матрицы.
Четвертая фор.ула след/ет из третье.!.
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Поскольку функционал Sp(') - линейный,то из соотношения для
2^ следует пятая формула. Заключительное соотношение получаем 

из соотношения для 8р11г ,если осуществить замену матрицы
J)^ на матрицу D и матрицы D на матрицу .

Iθ. Если на оцениваемме параметры наложены ограничения,то пред

положение А не выполняется. Допустим,что выполняется предположе
ние ■■ RB=r , где - известная матрица размера к^р, к<р , 
ra∕ι^ R=k,r^R'^ ,а остальные предпосылки выполнены.

Несмещенной и эффективной линейной оценкой'вектора неизвестных 
параметров θ в этом случае является оценка [lj:

θf^≈Θ^DR^W(r-R^) , где W= (/927

дисперсионная матрица которой Df^'°D(Ip^RD).
При изменении числа наблюдений или числа состояний' дисперсион

ная матрица и функционалы от нее принимают вид

z2e2 -detDi det {I-R^^∖^RιBiУ.

Sp = SpBi - Sp∑>i R- 27,-

Рекуррентное оценивание этих соотношений заключается в исполь
зовании результатов работ [2,3] .теоремы I и следующих замечаний.

Замечание I. Для Z= /,5 матрица R^≈ R поскольку 
изменение числа наблюдений не влияет на априорные ограничения,од

нако матрица V½∙ -W^Utd)'^<(-d^)''WRJ)f(WRΠf)∖ 

d^f^nf, dι-((^d)-RDf)^RDf.

амечание 2. При изменении размерности вектора состо- 
меняются априорные ограничения: при Z =2. матрица 

и справедливо равенство при i=4 мат-
-вектор- 

или 
параметра в модели сложной системы, гапд R“

3
яний
=∕^'>∕∕ - аа ■

рица R*KR^!j}H и справедливо равенство R^Θ'Γ∙, JJ 
столбец коэффициентов,соответству,бщих добавлению fz'∙'z*} 
изъятию (z=4^

= R, i
Для Z

матрицы ¾
2°. Известно,что случай

матрица = f2^ А’/}' 

дает теорема I.
.когда О . сводится к случал

,a выражение для
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ML=O с помощью введения параметра θp,∣ . При этом вид 
оценки не меняется. Но иначе обстоит дело,если нарувается 
предположение С для ковариационной матрицы: covξ^∙. 
Такое нарушение приводит к изменению вида оценки θ .

Вццвинем предположение Cf ' cθvF,=∩ , где матрица /2 пред
полагается известной положительно определенной матрицей. Остальные 
предпосылки пусть выполнены. Тогда метод наименьших квадратов да
ст взвешенную,несмещенную и эффективную оценку в классе несмещен
ных оценок а дисперсионная матрица
этой оценки 7⅞ι ={F^Λ^^F)

При изменении числа наблюдений (например,увеличении) матрица 
cov(F,) = Ω t а. следовательно и корреляционная матрица,будет иметь 
размерность,большую чем исходная матрица. В случае Z - / матри

ца О имеет вид здесь

∙∙-cσy(C^,t∣^^,)∣j,ω'^Cθv(tff,f,ε^u^∙^ ковариацион
ная матрица отличается от матрицы /2. тем,что не со
держит N - ц строчку и Л/ -й столбец матрицы Л . В слу
чаях i'"2,i=4 матрица J2 не меняется. Предположим,что 
существуют дисперсионные матрицы 27ja∕ = f∕}⅛ ∕∕irζ L4,4 .

Рекуррентные формулы в рамках указанных предположений получе
ны в теоремах S-5.

Введем обозначения d-∣F(fl^8} /7^, F^h} . .βp^,

а‘(л-Е^П-^е, ħ-Fd^h'^F,DjiF∕h.

Теорема 2.

⅛∕"Ωλ detDλ,≈detD(t-(a6)''h^F^DnF^h),

Р ,
5pDΛd5pDΛ~(a6F'Σ^Jb^, aħ^O.

Доказательство. Первая формула следует из соотно

шений

Л-./= (∕∕F^.'f∕∕Ω-∣∣∣p-∣f- (f ^F-a'Flhh^F,)^-

'^I)n(Ip^o^Fjhh^F^DΛ'i > 

равенство для блочных матриц

в которых учтено известное
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^"-∣lfil∣-∣∣o'θh'∣>h'.a.ll.
В силу известного соотношения для определителя блочной матрицы

= det(abY^hy,DnF∕h), ab^O,

справедлива вторая формула. 
С

3

мула

учетом линейности 5р (') из первой формулы следует третья, 
а м е ч а н и е. Если ∩-∕∕^" J∕ , тогда справедлива фор-

если I 
столбец матрицы ∩

матрицы, входя1^в в произведение,не вырождены,здесь - N -й
iαι. us>nnu.^ п С-N-Л столбец матрицы

элемент вектора ЕH= Fl', Доказательство этого ооотно- 

шения проводится аналогично доказательству подобного соотношения 
в теореме 2.

Введем обозначения: Л а ∙{ji-F ^Ω.'jC,

()-∣-d'h^FB^F^h∖ F∕- {DF^h)^-FJi,∙∙∙β>p∕∕- 

хо доказательству теоремы 2 доказывается
Теорема 3.

DΛs4)Λ^(a6r^F^εl, dei Dn^-detJ)Λ (d(a6F^h^FDnF"'hr∖

Р ’
Sp Плз ‘ЗрВл^ (aβ)-^ΣJi^.

Несколько изменим обозначения: π=^Yli^-/3 'fD^F^S1
h (Пл F 'в ) ^'μH, ∣∣(×, ...c×p (1)^ Г 'д)

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



15 -

Теорема 4.

а^О, detD^ro'detD,,, 

' р

Дока 
применения 
матрице

зательство. Первая формула получается после 
соответствующего результата из работ [2,3] к блочной

При доказательства второй формулы иололъвуем стандартный прием, 
иалокенный в теоремах I и 2. Третье соотношение следует из первой 
формулы и линейности функционала ∣j'pfj .

Пусть dp-р -й столбец Haτptπ*ι H=ħ

^h dpY^dph [р -р -Я столбец матрицы С,

DΛ≈∕∣di^∣∣, z ^-∕∕∑d,,h,...∑dp,hJ,K-Ip^

"δCp, a=g^(Q^'F^Pjd^F4Ω-'■■■ ^р ι∕∣~

Теорема 5.

^H' detI]r,,-a∖ieUY, а ^0.

SnUj,,-δpDn-a'(f-Σ. o↑)-
K∙!

Доказательство данной теоремы аналогично доказательству подоб
ных соотношений в теореме 1,

3°, Нарушение предпосылки Е означает линейную зависимость стол
бцов матрицы F(X} , Однако на практике ситуация,когда гапдFр\ 
не встречается,поскольку независимые переменные являются резуль
татом измерений и поэтому содержат ошибки. Эго ведет к тому, что 
даже если истинные значения векторов-столбцов матрицы F ли
нейно зависимы,то информационная матрица невырождена,
хотя и плохо обусловлена.

В случае плохой обусловленности информационной матрицы оценки 
метода наименьших квадратов становятся малоэффективтзхи.то есть 
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дисперсия оценок будет большой.
Отказавшись от несмеценности.можно построить эффективные оцен

ки с меньшим квадратом ошибки. К таким оценкам относятся ридж- 
оценки. В классе оценок с фиксированной длиной ридж-оценка 

θ(k}°(F F*kl) Fy минимизирует сумму квадратов отклонений 
e"y-FΘ(k) , где к^О - параметр ридж-оценки,способы выбора 
которого описаны,например в [1] ,

Дисперсионные матрицы,соответствуощие ридж-оценкаы,имеют вид 

{I'^kB) В , где , Здесь - извест

ная величина.
Обозначим R=(I^kB)'* , тогда Bpj'°6^R^D и рекуррент

ные формулы для матрицы 27^^ следуют из рекуррентных формул 
для матриц R и В

Приведем рекуррентные соотношения для матрицы R . Предпола
гаем, что матрицы Т^кВ^У L~ f,4 , существуют.

Введем новые обозначения:

C-^-∕-k (BFfRBmidr∖ ∣φ,...Ji>pt (.RBff-Ep,

( + ) соответствует / = / знак (.>) соответствует Z"Λ 
е о р е м а 6. Для i =

знак
Т

= Rtk (1±dr^Cι^ F^ε^^ , det R^ -detR{Fk (ad)'∖

р
- cj ∖∏KB)F), 3pRr^pR^F{^idr'Ci^Σ^^i

д оказательство. Известные выражения для матриц 
подставляем в соотношение R∣^= (Т-^кВ-^)'^ после стан

дартных преобразований,использованных в теореме 1,получаа1 первую 
группу формул. Доказательств & второй и третьей групп формул ана
логичны доказательству подобных формул из теоремы I.

Пусть f*=27Λζ h'^4∣-(F^gV!f∣∣, Fp^-(∣∣ζy∕hy-

= //су, ... //, q ^FhRF 'д , a-g"g-g4SF^д.

r^f+Fah^F∕^j.
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Теорема 7,

'Цо 't!h ’ det к, 4iet R(аб)

P∙^<
^pRrh^pR-h(arY*Σ^ , a6r≠0.

’ А “1

Введем обозначения; р -я строка матрицы

Ср- Р -И столбец

матрицы r^, S^^∕∕∑^h^∣'^^...∑^^h^r^βf,m'[p-(f^^^Cp)CpS'',

δ=g^g^h-g^F^R, Р;д, ^∣∣h) ''- 

рИ

Теорема 8.

SpR4^^pf^^^(oιrr'∑c^i-∕ , a6r≠0-

I.

3

Jiπτepaτypa
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состояний сложной системы.-Планирование эксперимента. 
M.,I985,c.I3I-I3⅛.

*

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



- 18 -

4

ω

СР 
о 

ω 

kv
I
\

устойчивая фильтрация в динамических системах
СЛУЧАЛЮИ СТРУКТУРЫ

С.Е.Ацадуров , А.В.Макшанов

Введение
Б настоящее время все большее применение в системах поиска и 

обнаружения радиотехнических сигналов находят обнаружители оце
ночно-корреляционного TH∏a[lJ .позволяющие вести квазикогерент- 

ную обработку. Однако использование обычных алгоритмов оценочно
корреляционного обнаружения(ОКО)в радиотехнических системах 
( РГС)для ситуаций.характеризующихся сложной помеховой обстанов
кой,часто бывает невозможно.К таким ситуациям следует отнести 
случаи,когда полезный сигнал пропадает вследствие воздействия 
излучения мешающих РТС со структурой сигнала,совпадающей по 
спектру с полезным сигналом,и одновременным увеличением уровня 
шумов в приемном тракте.

В данной ситуации время появления сигнала становится случай
ным. Увеличение мощности шума в радиоканале ведёт при неравномер
ной огибающей спектра шума к денормализации закона распределе
ния ошибок параметров частоты и задержки сигнала.Кроме того, 
наличие в радиоканале мешающего сигнала,аналогичного по струк
туре полезноцу сигналу,приводит к значительноцу количеству ано
мальных измерений.Заметим,что аномальные измерения,как правило, 
обусловлены выбросами вэаимокорреляционных функций полезного и 
мешающих сигналов при условии пр!,'близительного равенства их 
мощностей.

Таким образом,большой практический интерес имеет задача со
вершенствования алгоритмов ОКО для FTC,работающих в сложной по
меховой обстановке.
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Синтез устойчивых алгоритмов фильтрации в 
ОКО

Одним из возможных путей построения ОКО, работаюп|их в слож
ной помеховой обстановке,является построение сглаживающих цепей 

обнаружителя-оценивателя на основе общей теории динамических 
систем сдучайной структуры (ДССС)

Пусть состояние системы описывается дифференциальным урав- 
вида χl'l=f∑χ ;

-вектор,характеризующий параметр сигнала,
-матрица динамики.

нениеы

(I)

где X
F

Уравнение канала наблюдения даётся в виде
Z = H×Λj,

где Н -матрица наблюдения;
-белый шум с корреляционной матрицей Gl =

Тогда уравнения совместного обнаружения и оценивания при 
ВИИ V'' OO>.'

RUo'>= О i
J ■ ГП l√^-≈>∣∕ л ‘

⅞u(×*∙!t)=o∙,

где Pι^pi -вероятности состояний; 
tf(i Уц -интенсивности переходов; 
Л -постоянная,даются выражениями;

оп

× (exp(-(∆-χ^^»)^(2R.^β)-') + exP(-(-Δ-×P>∕-(2RiVr')Λ6 )

* й. Р'
χω- RW4^α''{Z-HX<'9-2(2Ir)'i√R'J{ fexp(-(-Δ-.

- κ{-'^∕(2R∏)'^)+≡*p(-(Δ-Xf-'∕(2R∖V)^^)) ; v)

pt') = FR.c) + ∣i(.θF'^- r5⅛V'w + Од / ч

(2)

уело»-

(4)
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⅛to∖ - х‘о'’ \ X ft.) о. b≡
где
Sj((∙) -входной сигнал,' 
So∏e) -опорный сигнал; энакл обозначает оценку параметра. 

Однако моделирование алгоритмов ОКО показало слабую устойчи
вость (б)- (1и) при воздействии помех,вызывающих асимметрию 

распределения погрешностей измерений.Кроме того,наличие доста
точного количества аномальных измерений вследствие помех ведёт 
к выходу обнаружителя из заданной ячейки просмотра области не
определённости по пареметром сигнала.

Проведённые экспериментальные исследования показали,что од
ним из возможных выходов из указанной ситуации является робасти- 
'}икация процедур ¢¢) - (^12).С этой целью слагаемые в (6) и ( 7) R,(')h1 q-< (z- Н Х‘”),

(2- К 
были преобразованы в ',.m

, (РЗ)
Rt') ψ(hΓQ''(14) 

где ψ(∙ ) -функция контреста.Для моделирования процесса обна- 

РТжения использовалась модель погрешностей измерений типа 
y(x) = (5-e)NCO,0≈)+f (15)

где <f, е с о, 1 ] » . лР
(4(/-<,'&''')-нормальное распределение с параметрами)* и V . 
Результаты моделирования показали,что при величинах Е ~ O∣ 15^ 

и выше,у=Ц03 и вышесглаживающие цепи (б) - (l2) оказываются 

неработоспособными,если⅛Q6(e^∣V '∙B то** случае,когда в вы
ражениях (б) и (?) используются слагаемые (13) и сглаживающие 

цепи СКО остаются работоспособными при значительных варжациях 
параметров ∈, и)(.При моделировании исследовалисьфункцииЦ^ 
типа Хьюберя,Хэмпела и бивес Тьюки

С - ;

Qιe)
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(17)

Ψ.<β) = ( о‘ (I8)

(в.ОАббО., CL=√ς

‘ Θ≤c,c = ч 
О , © >С

, lΘl>i,

Наилучишй результат фильтрации при модели погрешностей (15 ) 
подучается для функции контраста (^17).При этом алгоритмы^б^^ 
С?) - (^I2)c модификацией Ql3) и (^14)оказываются работоспособны- 

ми,даже если ≡θ.4ρ ≡0,I5}^=0,96 ,

Выводы
1, Установлено,что функционирование ОКО в слошой помеховой 

обстановке,характеризую1дейся высоким уровнем неравномерных по 
спектру шумов и мешающего сигнала,оказывается малоэффективным 
из-за статистической неустойчивости алгоритмов фильтрации,

2, Алгоритмы фильтрации в ДССС в ОКО,работающих в сложных 
помеховых условиях и при пропадании сигнала, оказываются нера
ботоспособными вообще,

3, Применение робастных процедур фильтрат',ии позволяет значи
тельно расширить область работоспособности алгоритмов ОКО,

4, Наибольший практический интерес представляют алгоритмы 
фильтрации с использованием функции контраста Хэмпела,которые 
позволяют повысить значительно статистическую устойчивость 
систем фильтрации в ДССС.

Литература
Х.Сосулин Ю.Г.Теория обнаружения и оценивания стохастичес

ких сигналов,-М. :Сов.радио,1Э78.-320с.
2.KasaκoB  И,Е,.Артемьев В,М, Оптимизация динамических систем 
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ОБ ОДНОМ КРИТЕРИИ ВЫБОРА ОПТИМАЛЬНЫХ
ПРИЗНАКОВ,ОСНОВАННОМ НА ПОНЯТИИ 

ДИЙЕРЕНЦИАЛЬНОИ ЭНТРОПИИ

В.К.Анцифэров, И. А. Пестунов

Задача выбора ннформатнвыых признаков является одной из наи
более важных в проблеме распознавания образов fl] . Суть этой 

задачи заключается в следующем: необходимо найти такое преобра
зование Г (линейное или нелинейное), которое отображает век
тор исходных признаков X размерности т. в вектор признаков 

у размерности к f . минимизируя иди максимизируя
при этом некоторый критерий, характеризующий эффективность век
тора признаков у . Применительно к задаче распознавания в 
статистической постановке наилучшим критерием эффективности приз
наков с теоретической точки зрения является байесова вероятность 
сшибки классификации (байесова ВОК), В практических задачах, как 
правило, из-за недостатка априорных сведений о статистических 
характеристиках классов вычисление байесовой ВОК осуществляется 
с помощью непараметрических процедур, что связано со значитель- 
1ШМЯ вычислительными затратами [2 - 4] .

В денной работе предлагается основанный на понятии дифферен- 
■иальной энтропии критерий информативности признаков, который, 
как показали результаты численного моделирования, непосредствен- 
но связан с байесовой ВОК, а его численная реализация в услови- 
'IX иепараыет{1ической априорной неопределенности менее трудоемка.
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Дифференциашная энтропия и ее непараметрическая 
оценка

Для непрерывной К -мерной случайной величины | , имешцей 
плотность распределения p∣(*J , X С • фуииционал
дифференциальной энтропии определяется фо^чулои

Пусть X - { ×ι,Xι,∙∙∙t “ выборка объема из
генеральной coboi^πhocth с плотностью распределения p∣-(x^∈Lj^

В качестве прямой [δj непараметрической оценки функционала 

(X) примем статистику

p∕^(x} “ непараметрическая оценка плотности распреде-

Ру(х; . равная 
p√χ)-(*-c'(*jr∙∑ ф(|^‘),

ф(')

(X)

(2)

где 
ленмя

здесь
метр сгдвживанмя C({^} удовлетворяют опредедеиным условиям

и пара- 
схо-

интегрируемая с квадратом функция

димооти [б] • Тогда справедливо следу пцее утверлщеимз.
ТаОРЕМА. п У О -Т ь P√≈) а О л О s и т е л ь в а * О г -

р а н и ч е н а и ы е п р е р ы в и а н а О б л а с г
Л . Т О г д а » если и и Т θ г р я Р J е м а я с
к в а д р а г О м ф у н к ц и я фо) я п а Р а м в т Р
C-(Λ') идо в л θ т в 0 р я ю т выше У 0 0 м я ы у т ы м
у с л О в и я м с ходим О с т я , т О

-» О.

и

rr''r∙J7l (2) ка-
и

lin м t ( L -h)4

Для нахоадения наилучшего с пр^ оценивании 
честве меры уклонения от К. возьмем ( 
будем выбирать C(∕v∙J так, чтобы

( ■ 
CCVJ

Не трудно показать, что минимум (3) по будвч достигаться
при том же значении > что и миншиум по ССАг)

(3)

в
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интеграла

(4)(С. (f∕)}~ p^(jc) - ( χ))^d z.

Таким образом, оптимизация по С^) сводится к оптимизации
РЛ' М • А

Поведение оценки в зависимости от объема выборки Д'
исследовалось методом статистического моделирования. С помощью 
датчика псевдослучайных чисел генерировались выборки объемов

V о 25,50,75,100 одномерных реализаций из нормальных распреде
лений V(θ∣O , * во каждой из этих выборок вычио-
дяшсь величш 4h *({ ⅜'X^∣∕h.j. ЮСК. ЁЬвчания К. вычисля

лись по форму де К » Сн ( ilire' ∙(f) . Колоколообраэ-

ная функция фС') имела вид
^s∕X-⅜⅜ _( О-5. если I X - JCi I i C{*'J,' 

, если ∣χ-Zi∣>Ct*'Λ

Цвцараметрическая оценка (2) соответственно имела вид

4-⅛Σ -
i"1 J≡<

где

∙fz*. r∙l- I I Zi~JCj∣ ^C(f∕∣,'
Н ч j∕~ {о, если I X-ι -κ,j( >CC^'J'

Оптимальные коэффициенты оглахивания С о *.!(/<) определялись из 

уоловия ,
( К - К) = .

Усреднение проводилось по б расчетам с использованием неза- 
висишх выборок. Усредненные результаты расчетов приведены в 
таб|. 1.

Таблица I

25 60 75 100

аК С»*т А h, С«11.Т 4 К C∙∙(vj∙ С«»т

I 0.249 0.6 0.119 0.45 0.114 0.3 0.041 0.3

3 0.34 1.05 0.108 0.9 0.062 0.55 0.023 0.55

Критерий информативности признаков
В случае двух классов cv, и u>ι, с априорными вероятностями 
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где

Зшшгим, 
Если 

лишь выборки

*'ht 
ω, ,

вида (2), а

появления ρ(w>,} и р (ι6j,J и условные пдотноотяш! распреде
ления p(K∕u>,) и p[x,∕∣Λ>^j соответственно предлагаемый кри
терий можно записать следупцим образом:

6*^(P6^i)∕C))- (5)

“ - Сп cj /с ,

PW- рс-*’/ PC'^^)PC×^I^^^^),

с е ■ p6Cyj > ζ, ≡ iΛ-t,,, ■
X

что в случае непересечения классов J = О .
I ,неизвестны, а имеются

Х,« (ж/,..., х^) объема yvy

объема A∙Λ- ( Л' Л'1 t набллщении из классов
oJi, соответственно, то^заменяя в (5) P(^^i∕ на 

⅛u∣ιu)∣, “ оценками
i С - на ¢. » е • t

получим оценку критерия 1(01,,>jQ ' ^обозначим ее 1 (^^ι,∙^v) ) 

для случая непараматпической неопределенности.
Связь критерия t с байесовой (теоретической) ошибкой клас

сификации Pg исследовалась методом статистического моделирова
ния. Генерировались 7 пар выборок ( N1 = Afl> • i∣>0 ) одномерных 
реализаций из норма.тьннх распределений си следуоиими параметрами: g∕ > t , а разность математических ожиданий в парах 

∣∕<ΓΛI = 0,1,2,3,4,5,20.
По каждой из зтих пар выборок вычислялось значение критерия

I . Соответствупцие каждому из семи вышеуказанных случаев зна
чения рб вычислялись по формуле J)j = Ф f ∙∕∕^ι^∕**∣ / t

Φ(∙) ” функция распределения стандартного нормального рас
пределения.

Усреднение проводилось по 5 расчетам с использованием незави
симых выборок. Усредненные результаты расчетов приведены в τθ6ι.2.
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Таблица 2

(∕<1-Λ1 20 5 4 3 2 I 0

Р5 0 0.5 2.2 6.5 15.7 30.7 50

f 0 0.31 0.43 0.75 1.35 2.22 3.13

Заметим, что ори оптимизации по параметру С(^) оценок (v4∙ 

^ f*-∙>4⅛>t∙ используемых в критерии I , целесообразно вместо •

(4) минимизировать интеграл

где - неотрицательная и ограниченная на J2 весовая
функция (наибольший вео придается области пересечения классов).

Замечание относится и к оптимизации непараметрических алг'о- 
ритиов респоэнаванил образов, рассмотренных в jβ] ,

I.

2.
о.

3.

4.
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мы управления. Вшьаво: Няфгвив, 1976, аш. 14, о. 105-П6. 
Абусев Р.А. К вопросу о непараметричеоких оценках вероятности 
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S<tM^EKTfriBHAH ЧОДЛФиКАЦИЯ
АЛГОРИТМА к - bJilliAilLllX СОСЕДЕЙ

Э.К. Атапнц, В.11. Рцнни

Функцнонированнв устрэнствв распознаваиия на основа решаюшаго 
правила А - 0jiHiati⅛Hx соседей /I/ делится ва два этапа. На первой 

происходит оОучопиа устройства распэзпавания, т.е. ⅛opuapo- 
ваниа аталоипой выборки. Второй этап связав вепосредствезяо
с распознавэяиеи.

Исходный материалои для отбора эталонов олулит экспериисвталь- 
■а полученная обучасщая выборка объеиои А/ . При реиании двухаль- 
тарвативнвй задачи распознавания опа состоит из элеиеятов 
первого HV%πeu8iiτoB второго киаосол,

Распознавание неизвестного элемента размориостыо
<L с помощью решающего правила " к - блнхайших соседей" про- 

водвтся на основе анализа соотношения /1/;

где ∏f и - количество блплайших эталонов соэаветстввино первого 
а втораго классов,A= А,+ /1, . При к =1 решающее правило перехо
дит в правило "ближайшего соседа" ( ntaiiit fui^kln -∕V∕V ) ∕l∕^
Мерой близости ыежду I -и аталзяон — произвольного
класса и распознаваемый алемеятэи X является величина расстояния 
/I/.
В процессе принятия решения вычисляется расстояние ат рнспоанавае- 
иого влемеата да какдого аталова каждого класса. При испольаоввг- 
ини правила "ближайшего соседа" решение принимается в пользу клас
са, содержащего аталоа,наиболее близкий (минимальная величина О) 
к раопозянваемому элементу.

Обучение устройства распознавания на основе метода ⅛⅛ состоит'в 
том, что вся исходная зксперимеь.'нльно получеинап обучающая выбор
ка принимается за эталонную.

Улучшение харектерясти;: устройства респозиаваиия (снижеяне ве- 
лнчяны вероятности омибочвою респояняввяпя) достигается увеличе-
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нием объема лсспсргмептальной виборки, что приводит как к росту 
объема памяти устройства, требуемого для храпения эталонов, так 
и времени принятия реиения.

Существуюцио цодкгикоиии истода NN , основной целью котормх 
является сокращение объема эталон!10Й вцборки, отличаются введе
нием на этапе обучения различних алгоритмов отбора эталонов, 
/моньшение числа эталонов достигается либо .форнировзнион выбор
ки усредненных эталонов с контролем качества распознавания на 
каждом этапе усреднения /2/, либо включением в эталонную выборку 
только объектов, расположенных на границе пересечения ⅜yHK∏HW 
плотности распределения вероятностей (⅛ΠP3) классов Jl>-5∕, т.к. 
именно они в основном участвуют при вынесении решения и влияют 
па величину ошибкх.

Авторами был исследован метод NN и ряд его модификаций, а 
именно (названия соотвествуют приводимым в литературе, в случае 
отсутствия давались авторами ycлoвнn):^^ ∕iy,W^∕3∕,^^V/4/, 
1NN1 /Ч! ,TNN2fl /5/ (без последующего применения WV) ,ΓW2C /5/ 
(с последующим применениемCW),k'W/6/ itCNN- 3 /3/ (для случая 

к =3). Сравнение различных алгоритмов обучения было проведено 

в ходе решения нескольких задач распознавания. Одна из задач со
стояла в распознавании объектов 2-х классов, двумерные ФПРВ ко
торых описываются выражениями;

Pι(X∣--{2(xp[-{x!∕2^x*∕2)]^ eχpl-((Xr∣Nf∕4^xi∕4∣]}∕ix;

Pi(Xj φxp[(x^∕S4Xi-3,5f∕φ 2 (τp[-((Xf3f∕N^ xM∕f6Ti. 

РПРВ^соотвествующие выражениям для Pj(X∣up^(Xjf показаны на рис. I, 
Вид ФПРВ и параметры распределений в'ыбраны эвристически. Их выбор 
обеспечил достаточно сложное распределение объектов распознавае
мых классов (неодномодальные ФПРВ, пересечение классов со сложной 
границей, наличие отдельно расположенных групп объектов) при при- 
0H"eu'iH простоте генерапип и позволил сравнить алгоритмы в раз- 
лич:шх условиях (например, зсвисцчость характеристик от степени 
пересечения классов, объе.'/а обучающей выборки, ее искажений и т. . 
д.). Результаты обучения представлены в таблице.
Основными недостатками перечисленных выше алгоритыев являются:

I) практически линейный и быстрый рост объема памяти (и вре
мени принятия решения) при -увеличении объема 'Исходной обучающей 
выборки А/.

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



- 29 -

IOI.2069155,00007-01 31 01

Розулыати обучсиия

Количест
во объ
ектов 
паияти

Память ; ЮС j 1е i 14
^I-ro i 1 i i i

класса 1 ! i !
Память 1 !

—j- !“
2-го ∣ιcθ 1 17 ! 14 ! 22
класса 1 !
Всего Т !

_____ 1. 
!

!
1---------

I

(в %'от ! !
нсх. ! 100! 16.5! 14

!
! 15 ! 23

обуч. I !
ьыборки)! ! ! 1 

!
1
1

!
1 
!

Объясняется это теи, что грекица классов описывается не 
точками (концами векторов) поверхности в иногаиериом пространст
ве, а совокупностью точек в объеме пространства волнзи решающей 
гиперповерхности;

2) случайное появление в исходной выборке элепонтов, соот
ветствующих малым аначениям ФПРВ , приводит к существеннопу 
росту вероятности принятия ошибочного poιae.i∏H,

Значниость указанных недостатков растет по мере увеличения 
пересечения многомерных ФПРВ классов.

Предлагаемый алгоритм обучения позволил избавиться от пере
численных недостатков, что привело к уменьшению вероятности при
нятия ошибочного решения и сокращению.объема эталонной памяти 
(а значит,и времени принятия решения). В основе алгоритма лежит 
предварительная обработка обучающей выборки с целью исключения 
элемевтов выборки, расположенных в области пересечения ФПРВ клас
сов, с последующим отбором элементов, находящихся вблизи указан
ной области.

Для оценки качества предложеииого метода обработки обучаю
щей выборки был проведен статистический эксперимент на ЭВМ. В 
ходе эксперимента решалась задача распознавания, упомянутая вы
ше. Для сравнения был взят один из алгоритмов {CNH ∖ отбираю
щий в качестве эталонов объекты, расположенные на границе пересе- 
чеиия ФПРВ.
На рис. 2-6 пекЗэаны характеристики, полученные в ходе статисти
ческого экоперинрнта. Рис, 2 показывает зависимость объем-’ этп-

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



- 30 -

лонной ныо'эркн n-n''+nl'' (где и - количество эталонов

соответственно первого и второго классов) для предложенного (!) 
•1 CΛ∕∕V {2) алгорнтнэв обучения от объема исходной обучающей вы
борки Пунктиром показаны соответствующие ЭО^ЕгМые
доверительные интеевзлы.

На рис. 3 ιιoκaaa..!∣ зависимости величины вероятности принятия 
ошибочного решения от N . для укозаи11ЫХ алгоритмов обработки с со- 
ответствующими ⅛C%- нют довэритальннми интервалами.

Чтобы оценить,насколько существенны улучшения характеристик 
распознавания на основе предложенного алгоритма, было проведено 
epaBiιe∏Hθ его с байесовским решающим правилом. Устройство распо
знавания на основе байесовского решающего правила тоже было оце
нено о помощью статистического экопоримента. Характеристика jτoπ> 
устройства с соответствуюцям ей 90% - шш доверительным
интервалом показана на рис. 3 (прямая 3).

Рис. 4 показывает зависимость относительного количества 
эталонов (rt∙ΛW ) от величины пересечения функций плотности 
распределения вероятности классов. В качестве величины, характе
ризующей степень пересечения, взята полная ошибка распознавания, 
даваемая байесовским решающим правилом (6, ). Рис. 5 и б ха
рактеризуют устойчивость алгоритмов при искажениях обучающей вы
борки, когда часть объектов обучающей выборки распознаваемых 
классов 
класса (f∕' 
первого 
На рис. 
решения 
женного 
го интервала.
Рис.6 иллюстрирует изменение относительного объема 
пяти в зависимости от величины . Характеристики на рис. 2-6 
во-первых, показывают, что использование предложенного алгоритма 
обучения приводит к существенному сокращению объема памяти, не
обходимого для хранения эталонов; во-вторых, предложенный алга- 
ритм показал бо'льшую, чем C^л , эффективность распознавания 
( в срэд11ем величина вероятности ошибки распознавания меньше) 
при одинаковом объеме обучающего материала и, в-третьих, характе
ристики устройств распознавания на основе предложенного алго
ритма отличаются большей устойчивостью к искажениям обучающей 

выборки.

замояялась вбъектаии противополоаного
С ^h' ~ количество искаженных объектов соответственнв 

и второго классов).
5 приведены зависимости вероятности принятия ошибочного 
при различных иакаяениях обучающей выборки 
(I) и CVV- (2) алгоритмов с учетом 90/г-го

для продлв- 
двверитальнв-

эталонной π□-
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НЕПАРЛМЕТРИЧЕСКАЯ ИДЕНТ1№ИКАЦИЯ HElWHEfiifiX СТОиСТИЧВСКИХ
ПРОЦЕССОВ С ТРЕНДОМ

Й.Й.Балтрунас, Р,С.Вальтерите

Рассмотрим задачу идентификации нелинеЯных стохастических 
процессов (ЫСП) с наличием петорминированноЯ составляющеЯ (трен
да), которые описываются следующего типе разностными уравнени
ями:

(I)

Xi-n)

½ <∕'t. ]

Для того, чтобы обеспечить устойчивость процессов, а также вое- 
мояяооть однозначной идентифицируемости по результатам наблюде

ния ). введем совокупность предположения.
I. Последовательность ^Усостоит из независимых, одина

ково распределенных случайных величин с нулевым математическим 
ожиданием и конечной диоПерсией, т.е.

устойчивости процесса (I) является2. Условием

гМ =

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



- % -

Боли функция /■(•) является дифференцируемой, то укаэенное 
уоловие ознечеет, что

(4)

(5)

(6)

∑∕l)rn∕3χ∣∕< X .

,,3. Регулярность,или перемешиваемость,цроцеоса (I). Через 
'f∕ обозначим (7'-алгебру, сгенерированную случайными величича- 

.............

ρfτ) - 5up ∕pfAβ)-pfA)pfβ)∕^Ce'^^

ε↑, &*€ гр

где и бГ - константы, зависящие от свойств функции Г{ ).

Пусть наблюдаем

’ ___ I

Идентификация НСП о трендом типа (6) является многоатапной 

звдсчей. Сначала непараметрическим методом оценивается тренд 
р, потом он выделяется из смтветствующего стохастического 

процесса. Остаточный нелинейный процесс авторегрессии иден
тифицируется непараметрическим методом.

Тренд в (6) рассмотрим как детерминированную функцию 
со случайным аргументом, т.е.

где ■) - детерминированная функция,' > θ /

j или случайные величины о 
законом распределения.

Согласно (7) оцешбу р (/) тренда понимаем как зна
чение ^ (/ ) в точке / , где / - пекоторзя 
личина из ыножоства ht∙Γ<,^∕J-

Для определения оценки р (Л) функции тренда будем 

использовать непараметрический робастный подход, так паэнвае- 
мне робастные М -оценки, имею'дие вид 

некоторым другим

фиксированная ве-
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(8)

где р (Д') - пыпукхея функция, которая стрвымтсн к √ р<> пря 
/и/→- оо ; ∕^(∙) - ядро типа Пврзенв; - шаг,' - параметр.

Одеака ( /) определяется как минимум емпиричеокой функ- 

ци потерь (8), т.е.

(9)
f(!∕t -ckf -^j] ■

Боли считать, что дисперсия наваблюдаемого сигнале ко- 
вечва, т.е. бу < ∞ , тогда в качестве функции Λ'( ) использу- 

етоя квадретичеокая функция потерь Л" ( / ) = Л . Это оценка ти
па Надараи-Ватсона ∕1∕∙,

р, fi] ё 4^) ■

в случае, когда бу сигнала бесконечна или не 
вуат (например, /^распределена по закону Коши), 

ве оценки l∣∕ ( л) принимается оценка (X), которая

(10)

сущест- 
в качест- 
миними- 

вирует випиричеояув модульную функцию потерь Г(/) ≈ А/, 

т.е.

(II)

Минимум (II) имеет яид
(•

У"/, , когда /г - нечетное,'
(12)

I , когда - четное.

где - число , попевших в область, ограниченную ядром 
/Г

√∖
Ив внреяеяня (8) следует, что оценка (/) зависит от 

типа ядра Л' (•), величины шага длины реалиеапии
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( v ).
общем случае ядро Д' (•) в шаг ∕√ должны удовлетворять

некоторым условиям:

к(х) О - 

κf)(} = κf-x}∖ 

к (у,) .

! к (x} х'с/X <

Ьм
Z7∙

когда

когда

∕Λ∕^ l×,∣; (13)

г Z;

■

На основе математического моделирования по множеству реа
лизаций ∕√7< t∙ (M}, представляющих собой иссле

дуемый стохастический процесс (1), были [доведены иооледовавия 
о целью определения оптимального 'мга Л ^.оценки тренда 
^(/«), выделения его из процесса , оценки остаточного 

процесса нелинейной авторег{мосни (/«) и определения ота- 
тистических свойств оценок ^^( X∣f) я />(/«).

Оценки ( Л-) вычисляются в интервале

ету, З^у ]= Л , X ,

ХХу , Оу - оценки среднего и ореднеквадратичеохого отклонения 
для первой реализации (X ∣

числяется статистика

и из выражения

(14)

(15)han. - h"-arg [χnin
методом Пауэлла определяется оптимальный .гаяг ∕j θ∏τ /З/.

Далее по наблюдениям ∣шагом / = * вычисляются
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(17)

'X∕,)∣ - , —

оцонки f∕)(/<) (A"= L ,v я определяются средние

значения

ЛА?-⅛ fκ-Γi). (16)

Ряд f J аппроксимируется пекотороа )J)yH-

κ∏≡βl (функциями) ^ ( /х , X) :

; Q(^.} -argffnyι[∣f^ - !f. в,)]

Функционал (17) минимизвруется мвтод(^м Наркуардта (подпрог
рамма A∕L!^∕). __

Оценку ('('z) ( i= тренда ^ ( V"-∣), где точка аргу
мента ^^^вичйспяеч по выражению

Л • fifh, i.)
Далее согласно (6) выделяется тренд

■А ∕'f) fi]

Точность оценивания тренда ^ ( Л* ) определяется ствтвоти- 
ко|

/>, "yTtf∣fx,)-φM)'∕ty7x.) , 

а статютнки о , р. в херактервзуют качастьо оценвввния
J * j J f ' 1

тренда ι в процесса во всех точках реализации /У/.' >
(t fn∕). Они вычисляются следующим образом;

(ie)

(19)

(20)
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Г-

где z)

Для ицевтификации процесса нелинейное авторегрессии перво
го порядка // t после выделения

тренда, ряд f Xi с помощью непВраметрического ме

тода типа Надараи-Ватсона. Для атой цели формируются два ряда.
■ ≈ λ

г, - (24)

и оценка функции ввторсгрессш вычисляется по формуле

v-∕ д'-/
(25)

Л, //Λv

Здесь ядро Д' (•) и шаг удовлетворяют условиям (13). Точ
ность оценивания функции /*( Хг) и характеристике качества оце
нивания вычисляются аналогично статистикам (20) и (21).

В докладе приводятся результаты математического моделиро
вания с процессом нелинейной авторегрессии первого порядке и 
трендами различного типа, когда в (6) распределен по законам 
Z∕√( /?. 6'∫). /• ( ^. )∙^^∕h84.^ • где V( ■, •) - закон

Гаусса,Z, ( ■,■ ξ- закод Лапласа, ^ (■) - закон Коши.

Оценки (. /} ,X( X)j X ) обладают некоторыми статис
тическими свойотнами при ∞. Для оценок типа (10) и (25)

величины
ff>, (X.] 1^0G *fj(jj ,

1/ \■ — - сходится по распределению.»Дисперсия Ь (X) имеет 

ющий вид:

(26)

слелу-

(27)
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где ^ (/ ) - ПЛОТНОСТЬ рнспрецелония одучввного векторе ∈ "

в точке=∕j -

(28)-^bi∕yi ■
Для оцоноку(^(/) типа (II) дисперсия (X) в выражении 

(26) имеет виц

К/

P!'f(x)∕χJ. Pj fo),Pjfθ)>ll. ' P∕'!∣∕ι∕)∙ Pj∕'×-fi'ff∣

(29)
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О

НВМРАМВГРИЧЙСКИЙ ОЦЕНКИ HEIIXiEtelΠ 5УННЦИИ АВТОРЕГРЕССИИ

^;.п.Балтг:'н8с, В.Ю.Руцэквнв

(I)

Пусть процесс ьвторегрессим определяется нелшейным разнос** 
тным уравнением

×t"f(×t-'1 » ••• >×t-kv) ÷5t

Tt~ независншх, одавако*) расирадалвн-

ных гауссовсквх случайных велкчлн', - ноаэвестная функцдя, 
удовлетворяющая условию устойчивости процаоса (I).

PθccMθτpnB8aτc{^задача построения состоятельной оценки
Г (X). X∈Γ~i^1J по выборке Х^, ×4............ X⅛⅛ процесса (I).

ООозначим \^= (×t-4, В непараметричаском оцепиваннк
важное место занимают так называемые ядерные оценки. В рассмат

риваемом случае ато оценки вида

>∑ΛK(!V∙)4⅛,K(^)> -
где К (•) - некоторая функция, не зависящая от N • h,'K(M)∙ 

Известно (см., например. Lι]). что при достеточной гладкос

ти функции и при определенных»эгрвнвчвниях на К(') ” К A∏∏ 

процессов вице (I) имеет место cooτπo<'ieHie 

с E[f(x)-fwΓ= f « (3)
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С другой стороры, вела является поликомок, то можно по- 
строать оценку, для которой среднеквадреттсская ошибка имела 
бы порядок 0'( trb. Поэтому тот факт, что для сколь угодно глад

кой функцаа (за исключением случая y=tonst ) яцерные оценка 
дают ере днеквадратическую ошибку только порядке О’ 

обосновывает важность изучения так называемых проекционных оце- 

нок^которые являются весьма поцулярнЕГ.П! в математической ста
тистике .

Ц/сть {e√x)j - полная система ортоясрг.лрованных функций 

в прострррртве Lj . Тогда

(4)

где Ск= ff(×)^κ(×)ctx ,ι>≡[-'','>]*" . Определим оценку 

равенствам

f(x) = g,c∖e√x) ,

где иа» v*ι(N^,

D
В работе И показано, что при h,≤4 в завасимости от сте

пени гла.дкооти функции ∙j^ величина ореднеквздратнческого от- 

клояения оценки вида (5) может иметь порядок сколь угодно 
близкий к (У( м‘‘ ). Например, если leκ(×)l<(^ . к = 1.2..............

" ∣Cκ∣≤c,,e⅛*'. то

Е {W = 0<tnN∕H)
t>

при выборе М = Ки N.

Оценка (5) легко вычисляется при vt= 1. Однако при И>1 
алгоритм вычисления оценки (5) усложняется. С вычислительной 

точки зрения более удобны1ии являются проекционные оценки, пред- 
.ηoxo44Γ.e Н.П.Ченцовом. Известно И , что если случайный вектор 

( X.. Vu) имеет непрерывную плотность распределения, то функ-
* I

(5)

feκ(χ)∙ XtΛz) ctz,t(z)=αr□ ULnhs-z∣
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(6)

ЦИК) г.гакно sdιiMcaτb ь нице

f(x) = gαi¾(x)∕^^⅛ej(χ) ,

где αL = ε×tei(Vt) , bj = Eβj(Vt) •
Пусть

Kx)∙g^ι<x)∕∣5¾ej(x) , 

⅛ =⅛-Λ×i≡L(V,), V H⅛ ∑. ,

(7)

H1⅛<→ оо при М → оо ,

В доклуде приводятся результаты исследования оценок вида 
(2), (5), (7) при помощи моделирования последовательности 

на ЭВМ.

Литера τyps

X. Gullowu G∙ b8liiuutlou поп pureχiuβtrique dβ 1и ro^rβsslont
rβvuβ biblio^≤rupniquβ∙*"intβruutionι-l atutiatioul Hβviβw, 1981^ 
V∙49,p. 75-93.

2. Балтрунас й.й., Рудзкене В.Ю. Непараметрическое оценивание 
нелинейных процеосоэ авторегрессии. - Тр./лН ЛитССР. Серия 

Б. 1987, т. 3(160)^ с. 85-93.
3. Ченцов Н.Н. Оценка неизвестной плотности распределения по 

Н8блюдеп1!ям.~ДАН СССР, 1962, т.147, MI, с.45-48. 
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liKΠΛPΛfΛETPH4ECiσtE αiEllJ{W ПО СЛУЧМЛО Ш';НЗУРИР0НЛП1ШМ 

СПРАВА ЕЦБОРКАН

D.Н.Благовещенский

Пусть - семейство непрерывных распределений Р в R и 

статистическое пространство задано семейством

вероятностных мер Рр на Ot . Модель КапланаЧЛейера представ
ляет случайно цензурированную выборку 'C∙^"^ = где

¾∙ - пара величии (ζ-, ηj ) ,J = !, - j'> .
определяеглых по элементам двух независимых между собой полных 
выборок , ,

Причем 
ступает в качестве мешающего параметра при получении 
иных выводов об р (х) ,

Впервые задача оценивания FC×) р τaιtoκ ситуации 
работе С11 . где йыла предложена оценка

F^n <"×) = 0-^j rtξj≤×J(∏-)^nC¾)y')

п
установлена ее сходимость к 

среднем квадратическом, если
X < θp = €ир {м . θ J •

Оценки тица0) , получившие название PL~ оценок, в

∣die 5-10 лет широко изучались в самых разных аспектах (см., на
пример, t⅛3 и I методгили теории мартингалов.

и б^бс^ВЫ-

тех или

рассмотрена
в

(f)
Fe×)

послед-

с 
в
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ко-

прекрасной работе [iJ прикладного

в
ха- 

тео-

Основные достижеш1я овнзаны с асимптотическим аншшзом линей
ных функционалов от (я) , и с обобщением результатов на слу
чай зависимых S^. - X (марковская зависимость, условная
независимость f. - х и т.п.;.

Наряду о развитием этих теоретических результатов,- в приклад
ных областях знаний (прежде всего - эксплуатационная надежность) 
разв11ваэшсь свои, эвристические приецш o6pa6oτωι таких данных.

Интересное "переогкрытие" оценки был^ дано в работе 
где оценивались ранга членов вариационного ряда X, 
тех из , для которых Wj = i, , то есть ζ∙ = ξ,∙ C>^=∙
= W∣-t∙...-*-')i<∩y в неизвестном нам вариационном ряду f'f''-). Если 
оценки этих рангов обозначить С?, ,••• , Ор .то Джонсон пред- 
ло;|'и1л для них следующую рекуррентную процедуру: 

полагая <5≡= о . До последнего времени оценки Джонсона иссле

довались лишь посредством машинного моделирования и рассматрива
лись как некая альтернатива к PL- оцешсам (см., нгшример, Z⅛7∕

По-видимому, в статье [6'J впервые было установлено, не
смотря на вою тривиальность этого, что замена в (2) величины 
(n-ι-i) на 7L приводит в точности к PL-oaeiuιe О) в точках 

□С = DCf . так что все асимптотические результаты
для этих двух оценок совпадают, хотя численное раз;шчие при 
нечиых Л, и разные алгоритмы счета мешали это заметить.

Наконец, в 
рактера была предложена оценка- Н„(<) Для крайне важной 
рии надеж11ости функции Н C×) = — (1- F C× у)

а именноj А‘

Асимптотическое исследоваше (i) на состоятельность и 

тотическую нормальность было впервые проведено автором и 
рено другим методом & C8jи [2‰ соотБетственно.

Эти оцешш, как и PL-оценки, используются на практике и для 
грас[ического ( графоаналитического) оценивания параметров сдвига 
и масштаба при заданном типе распределения J^∙ - х или их ло- 

гарифлов. Ута p<-∣6oτa посвящена анализу этих оценок, их обобщению^
- асимптотике методом аппрокоимации 1F,- статистика/ли

асимп- 
повто-
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У ζιr) Ji, ^∖Γ , определенная

СГ6 с/;27;

и С; . Определим

для

(^)

С^)

и o6ocHθBaiuuD графоаналитического метода оцеш1вания. На основа
нии этих исследований предлагается состоятельный критерий про
верки гипотез о типе распределения.

Пусть ⅞ Л и функция 
сг;^. 7 , таковы, что

l(((r) = 2. для

С„ n-hC, 

с некоторыми константами C∏

Очевидно, что Fn Q× 1^П (×lCn,‰] при

■ ≡ι∏b тогда, когда при каком-нибудь j одновременно 
ζ. й C^-R^ Qξj) , так что это менее вероятно, чем

неравенство /7-^„ (из-за неубывания C×) по X. );
однако Pp^βf^(×)^ (:Сп^ с любым 5√∞ и некоторым Q<°° ,

если только -<≡ <х ¢: дс» и р .Из отмеченного
факта следует, что при конструировании оценок по (fS9 можно "за
быть" интервал t''c∕^∕j 2.] iiSiK пренебрежимый в их исследова - 
НИИ, и не различать функции •, совпадающие при CΛ⅛2 . С
учетом этого замечания мы можем считать, что PL - оценка 

cυ 
лкш

т о

ИЗ
с С„=л и '⅛6∕2=tΓ.

нки Джонсона (Z) определя- 
еиством , ,

FXx,∣C,,‰) (е)
“ >'i>y

Нп^^к) определи-

cyτbξ^(>f∕C,,<)

I. О ц е
я р а вю

C,= f
о ц е н к и

тся равенством

п 
а 
ю

Р и

г

HnC∞κ) = -^^L^- 
aι-e×pc-j.))'∖ а)

Доказательство начнем со второй части лемглы, заметив, что 
оценка «

j-, ft - <-J '

в точках Л = совпадает с HnQ<κ)^ обоснования

достаточно рассмотреть
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F^C∞) - /- e∙χ∕> С- Нп (^χ>),

но

‘ V С- н„ (- ) ~

""j[J (l-e>φ у))

Для доказательства первой части заметим, что при любой ) 
и любых С\

(У^к ! у ___1_____ ___

'∣^ и представления {⅛"} 

, если полооть ×^=-oo(τo βcib,fy,QQ /(^,?7=<7). 
^ и

СЗ)
1-FnCxJC^,τf)

как это видно из определения

■) _ 
Умножая числитель и знаменатель левой части на С„

QκCc,,r)-с„ р„ C∞^ 1с„,1г),
получим сражу же соотношения '

вводя

(⅞0√

(<<)
λλλK=!j2.j...)'>^ с .
Равенство^/доказывает при ^^^-Сги (^∙∙Λ√∙∕ лемму око1гчательно^ 

а дополнительно вскрывает общую "природу" всех введенных оценок.
Отметим лишь, что ,

~^!υ^i ’^"'
так что удовлетворяет требованиям (^/) при ¢^2.

к теперь с каждой Э7«/9 свяжем функцию X*^(i∕^,) ра
венством ’

7∖<r) = - Cr6r)]-∙j '
о1метим следующее: так как , то
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и так как _
и~ -f- Со

то легко оценить, что ∣

!Чоспользовави1ись Q},) , для любой оценки из (5) мы можем те

перь получить

¼ (Л /с,, Г )≡

'ТЕОРЕМА I. Е с л и X ≤ Л?о , < θp и //„ (×∙) ~

оценка Нельсона, то
н„ C>^ιcn,r^)f

Из QS^) cya,3-^ же следует, что 3*^-асимптотика всего клас

са оценок из(57 или (7vj одна и та же, независимо от выбора С/, 
vi , удовлетворяющих при некоторых и

∣r^ .
Доказательство. Из ∖Ji) и того, что 
чить, что

/_2_________ !— I: сГ

(r<⅛-⅛⅛y "-’^А’Г (⅛-R√¾)}^

при некотором достаточно большом √∞ (с учетом
Л -f- (2, . конечно). Таким образом,

h (H∕χ)-‰6fcZ)fC-∏
Далее, так как все элементы суммы в правой части (/?•) 

распределены (хоть и 
вается величиной г ∣ i, г -■г' I

а^-С, п ,

полу-

f<6∙J

<С„< !

** !
' oυj 

одинаково ' 

зависимы), то левая часть H3(75^J оцени- )

и
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_____________ i_________— -

так что
с?^ с */? 2- *'cZ∣ (е ^^Q~p

'' 1 kf-o

где рСХа) ~(1-FC<λ))(J-GpC×λ)}^O . Далее, так

2 *^

QK∙t-f)^ " *^^Λ≠∕ J к-Oj1< jΛ-±

то

>7-A-∕

√

как

п-1 X n+ι-(tn^Λi

2С^
____∞

Qpc.<.))^

что и завершает доказательство.
Рассмотрим статистики

где ≈ Л''/С„ 6<? , </^6<> ≡ 1-& F6*>) О- ⅝6j^^.

Статистики f∕ij являются аппроксимационными для изучаемых ниже 
статистик типа "Нельсона". Установим - асимптотическую
нормальность Tf^(j<.) и найдем асимптотические среднее и диспер

сию. ,
Пусть TQj - J- й элемент суммы в Q^) . Легко видеть, 

что набор ('3^j при любых различных , j имеет то
же распределение, что и ( ^/ , ,., s) • Отсюда сразу получим 

717, (-Х)=jm %;
М Ск) .i'∙rr^ 4. ^мг„,г„^

3aF*ΛeMCfl их вычислением покомпонентно , установив следующие 
важные пещи:

и
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С/а;

б? о;

поскольку

Г«,). i.r l{^,<f,3;

1 ⅛<ff∙>> ;?∏f.■"*5∙≠

ПО тем же соображениям. Представления (t9) и нам будут по
лезны, поскольку в них при фиксации ^5^,^(u фиксации "пары" 
6*;Л,; ∏6½Λz> ) мы выделяем из (•) условно независимые 

компоненты.
Наконец, будем снабжать математическое ожидание "штрихом" ли

бо "двумя штрихами", когда оно берется условно относительно бХ- 
алгебр, порожденных либo(^*■χ^⅞;/, ≡6o соответствен
но. Используя 6^7 » получим, что

так что z ,τ∕∙>- 1

Аналогично, так как , , z>- и

значит, 9^ , V 1

л-х
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Более подробные uuιuιajιιtH для слишком просты, чтобы их
приводить. А теперь займемся величиной

В этом случае "работает*' представление » которое после эле
ментарных расчетов дает

л ¾ ) = О-С^- ^С^г.

При расчетах использовалось дополнительно лишь равенство

пренебрегая событием вероятности нуль длА нел^е^<|Вных Р.
Подстановка ^2У^ в (Тормулу

A-(Y Y - ∕<yf /г ⅛- '1 (^S^}

позволяет выписать MT∏Vχ) с учетом 6*aj∙ Для нас, конечно же, 

нужен лишь главный член дисперсии Т„6<). Константы B3)^ζ(x) 

уничтожаются, поскольку (из(25})

М *'.-×^2α⅛,)°Lfe)I⅞⅜>Λ,<'<j6-4'⅛∙.))6-ψ⅛⅜.l) _
Ql-ΨfcΛ≈(l-ψfr,))≈-

= CM⅛,ι<f.^χjZ
Шделяя лишь члены порядка , получим, что

nZ)‰(λ)-74wH^,<χJαY5∙.)6-⅛><5J)Γ'^+¾^ СЛб)

/ C^f×) I ≤ Co(x^3M z^ ιp^^5-f 

уже при И > 3 , что легко оценить при подробном разборе компо
нент, ^составлякмцйх 2)*ζi6<).

Очевидно, что проделанные выкладки справедливы лишь при су-
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шествовавши соответствуюидах моментов, одаако из полученных ра- 
ве11Ств(Л^ и мгновенно доказывается следующее yτBep¾neιuιe. 

'ГЕОгаЛА 2. Если ас. < θp
О Сч) о(FCu~) < скз

то существуют и к онечн

/1 а)

и

uвеличин
а 6<} di РСч}

ы

___ - .
1 -г а,

B(×-)^ri ■ (i-ψaS)^ > 

причем В (i)>θ и 

∣fi-^oo

Доказательство. Прежде всего, заметим, что с лю&ои cp6^J 

= 1{^-,^гпгл (jι, c],Crj 

(вспомним, что “ ∖x∕=l{⅛,⅛7), )j отсюда

β(x∕-M f⅛hα%√F6,)i 5“ 

поскольку (р (х) •] и выполнено ζ∑⅛) . Далее,

> 5.'L, α¾)с(Гб.)- > о,

так как PpCη,^x} = 1-ψα) > О .
А -так как уД (χ) < ∕B<x>' • то остается лишь доказать ^S) . Ио
Т„ (≠.') , как легко обнаружить, можно переписать в виде ∣'

(⅛pj j 

причем ci∣yHκιuiH г- \Q(τ-,,ε,^ 2^,ε^)= i[ε,^j^ыCL-f■l£гz^^,}-^ZψC^,))F\

(.'i∙2,^z • ИрбДставление (,19J вместе с ухе доказатшм позволнет 
применить к 7n(x) теоремы об асимптотической нормальности 6/- 

статиотик (стл. £93 ), что и завершает доказательство.

снова
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Оценками типа Нельсона будем называть статистики

Sn <∙V ~ C≤j) ’ f30j
ι-φ^aj)

Ψη6∙) ~П ^nC'<)'=-^ ^Σ-i^, является обычной оценкой

функции ψ(×) - Будем Предпола

гать, что К < др , где Suf и : (j<} < 1. 3

:х:: :
J

при некотором А;^ Σ .
Из тождества

/*
при cl=^∣- ψ(ζj) и

” 4Z

Отметим, что q6<2≡ У приводит к оценке //и У 
(см. rυ). а нижеследующая теорема утверждает -ι 

ческую эквивалентность(3о7 и TiyC<) из . 
TEOFEfJ,A З.При сделанных предпол

J^L (п ∣ΔnC×)∣)*^

Доказательство. Учитывая, что все компоненты суммы 
наково распределены, получим

К^|. , >/»< X */> l-,< ZX∣*<^M∣∆Jx)∣ ^MU,0! • '
Далее, если условное математическое отидание относительно fS'∕√J½J 
.обозначать знаком "штрих", то правая часть (⅞S^) перепишется в 

виде

И ;ц1я таких

∣c<a)l'^clr(^) оо

получим, что 

ftPn⅜)-Ψfe3))^ 

l-Ψ∏C^a)

Нельсона
асимптоти-

м е и я X0

в zl^6<}ojuι-

(35-)
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/4 / /х6<;/* √v∕

По (19)

∣ΨnC^>)-Ψ(^,)l

П.
х.-г-'  ̂ ts,<u}-ψc

представляет статистику Колмогорова для выборки 
зависящую от (∖xz, ,⅞",^ . Следовательно,

(V∏∣Ψ,C^,)-ΨC^.)∣)∙^'^^ (j_-^κ„_,) 

s.iQi^v.sR h С±- (рг,(^,)) =иr{Γi^r 
равенство '=∙≡- '

Пусть i^(∣)(ζ-J ,

! j________________

1 = 2.

~p~^h"^ ‘ Pι Q~Pι)
"ι '' т=о

Отсюда, очевидно, следует, что 
z-¾M√×√"^g,∕i∕^∣-∕". 

iaa.)iχ

∣aCu)∣xQ  QpCu))dFCu)

(,36)

n-<m-L

------<

'Λ..∙ J^r, > ие

S^K

легко получаем не-

тогда при целом ≥, ; 
п -1.

'-h-ι
m∙=o .

п -т-1

b

< г
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что и требовалось.
Из этой τeopetΛU следует, что теорема остается верной,ес

ли в ней заменить 1^ (μ ) на 5^ бс).

К теперь вернемся к

Легко подсчитать, что ( L-ψC<^,) ):

МИ 6^) ≈M
f-ψnC^,∕
∕∣-∕ /П ∕!i f

сг, ihJ>2PL^______
^=o^~' m-f!

~ т^о

=J4 -iτφ(ξτ --^∣- i^ψ o,j
ПрИ 2.

следует, что при учете любых конечных моментов

Отсюда

C3g)

δ асим-

(53)

Из(з8)

птотике по n->∞ смещенностью H,,6<) относительно Н6<) можно 
пренебречь.
TEOPEJ,1A 4. Пу с т ь lp(⅛)z I и >0 — л ю б о е ; суще с т — 
в У е т β(i∣ε)<∞ такое, что

Рр{⅛ H(×) I < B(⅛λ)]-≥ 1 - ε
для всех Лодновременно.
Доказательство. Введем вспомогательн^то статистику

Н*Сг) = i '×<, >^3 ι-^ψC5-J

Пусть Oη(⅛) означает случайную величину под знаком вероятности 
в(30). а √F∣H*6x)-M6<)(

f⅛o)
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Легко видеть, что

У бг^ - t Sup -L÷ tΨn⅛)-Ψ⅛)Lддг) 6, бг) ~7→4¾Γ

где 1 ∙Pn(×)-Ψ6'-)i явлгется статистикой Колмого

рова для ?,.
Поскольку Н^Сг.) и К„ имеют равномерно по IV ограниченные 

вторые моменты, то для f3S) достаточно доказать соответствующее 
неравенство для C⅛) .

Пусть ≈ Vn 'C^))-HCP~'Ct))) , так что

где FCi^)<i ,тк- 1-ψa)≈(t-Fa))(f-G^C^))> о .

Отметим следующее: так как Р,(i,)i-..^s∕^n C'^s) при любых 
действительных ¢, ,,.,j ¾ и любых ¢,,.., ,⅛s из fo,>∣6≡),) , оче
видно, имеет rayc∞ao предельное распределение, то все конечно
мерные моменты /{„ сходятся к моментам гауссовского процесса 
yQ∙(⅛) с ковариационной й;ункцией,

<5 бЛ 5? ≡ 6-s∖
________________

Но- (^F)≈
Доказательство f÷2j представляет прямой счет. Отсюда и из гаус- 

совости получим ∖*< в I
/4(^F∆)-∕ΛCi)]∆>o^ 

так чтоимеет непрерывные с вероятностью I τf>aeκтории.Сле- | 
довательно, при некотором 3« C'^P∣< фикслс^ц и С > о) |

Но по теореме 4 гл. IX §5 и:) книги [lθj ∣

Рр { Cv') <&„) = 1 -
ħ -> оэ '

то есть, при Л

Pr{J.∙⅛)<B.3* (
Г1о при П ⅛ ∏,,6Z,t) вежчина S*(f≡) равномерно ограничена неким

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



- 5θ -

числом Ьо (налример, ), так что f39)

для верно с ε>C^,C) =m<nκ С&о,^о) .Теорема доказана.
В прикладной, статистике хорошо известны графические методы , 

оценивания масштаба и сдвигн.. Если Си) - j- fi поряд1<овая 
статистика выборки о распределением из семейства

я>0^-«“ < < <o°7^
то ∏IM истинных А и^ является J-й
порядковой статистикой paB∣ιof,fepHθ на fρ^ (7 ' расНределенной вы
борки размера rt, , так что (см. С113)

→z√ λ Сп)

где определяет выбороч}шй процесс, сходящийся к броунов
скому мосту,

при широких условиях на fζu) стремится к нулю аля .

вытекает "метод"; пр1ближениое равенство + ≤∙
г определяет графические оценки путем проведения под

ходящей пря».юй через точки
¾.-ftf'-Λ P'(ι^)),i'∣∙-∙'∙,

на плоскости. Идея таких оценок особенно приятна тем, что способ 
оценивания фактически один и тот же при любых неслучайно цензу- 
рирован1Д1Х выборках, если только число точек (9,. 

после цензурирования, не слишком
Аналогичная идея для случайно цензурированных данных была 

предложена Джонсоном (см. СА1 ), часто используется практиками 

либо напряг.1уго, либо с некоторнгли модернизациями (например, в ра
боте fj] ).Ниже мы рассмотрим оценки такого типа.

Итак, рассматривается все та же случайно цензурированная вы
борка с , ~ \

причем распределение fj имеет вид

Λfx ; = ^×p(^)),
ПЛ'’ (i-) сосредоточено на (о, ∞) и имеет там положительную 

, остаюцщхся
мало.
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непрерывную производную.
Отметим, что множество точек ъ(ч^) совпадает с множест

вом точек Q*= ,j. где ,

так что, взяв точки . κ=∣
Р. = (6,а-е.рб-Н„(^g) 

й , 1ЛЫ Д0ЛЖ1Щ получить на плоскости нечто похожее па пря-
Mw y≈αχ√- S , поскольку при VZ^∙ ~ 1. абсциссой является

И мн имеем равенство .а г/, z ÷ = 6, ∕i '(F(i)). (i^g)

Соответствующие оценки Д„ и построим, проводя через 
с прямую методом наименьших квадратов. Фактически предла
гаются следующие оценки.

Пусть О ∙<i' 2, < ¾ /
kj =IiF^Q-гкр (-Н,

■А^А^ ~ А^
Рассмотрим вначале величину 6ζ^ ≡/4^∕4j2~-∕5 , • Залетим, что

⅛44r ,5' csj),

n υ√. ⅛∕∕.
J J h

.J , ε=o^ι,Λ,.

t 
/,

Действительно, так как

(⅛r^s.Xif∙⅛'^∕y
√

1^а. ^■ j с

ТО
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ЧТО и требуется, поскольку Z^^-÷Zy-«?/./;=<? при i=j . Далее 

легко подсчитать, что

где и - распределения соответственно. Та
ким образом, при cFj

й^) =

(у)о, 

^6^2.) ~ F бр (^×^p оf,Λ,.

Поскольку представляет 6/-статистику в (xxy(S''fJ и 
'^^'^ι*'*** выбора 2^ < ∞ ), 10 асимптоти

чески нормальна и сходится к положительной величине. Далее, если 
(-∕6<J=-w6∣-F6⅛}, где F(^∕- истинное распределение j^∙ -тнх, то * 

при истинных Ц и и при
к Sj С- HC^j))), (Fa}

J = 1 г‘ •< j ° соответственно определенными В* и fe*^ (заме
ной на 4у ) получим точные равенства:

-Λ,A^-f-Aoβ^ , β -A,β↑PAa,βt 

-^-Ξ7Γ~ '

/4о (В,-^:)- А,

<6-3√

Отсюда

<5^√√

и аналогично для . С учетом уже проведегшого ана;шза
очевидно что все трудности доказательства асимптотической нор
мальности вектора /й»-Д 1
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сосредоточены ι}aitτH4ecκH в доказательстве асимптотической нор
мальности величины _\ г_____ 1

остальное же составляет непринципиальные аналитические выкладки, 
громоздкие, по в целом обычные. Для последнего замечания доста
точно заметить, что структура величины

VnlJθ, (а.„-а) + )1 2 2
с произвольными и ^2. аналогична структуре ^λ√⅞^*⅛∙≥O. 
ТЕОРЕМА Б. Е о л и f×9 и ы е е т 
т е л ь
:f. C×)

н а (O^∞) п 
ную непрерывную проиэв 
и сущеотвуетоОо такое,

! к т о р
н у л е в ы

3. с
м с

ИМПТОТЙЧ 

редким и

е с к и 
коне

о л о ж
одну

оч т

и 
ю

то в е
с

Персия ми»
Доказательство. Итак, как 
асимптотическую норелальнссть

v(-h)≡ ^P'Jd-e×p(-b))^

было обсуждено, 
. Пусть

р мн о 
Ч н ы и

(56)

а Л г н 
д и с-

достаточно обосновать

(5^)
тогда

Д' ⅛ ±*J t⅛≈fe ⅛,∙))-V (н»д)).

* j'(

Наряду с рассмотрим aππpoκcnMHpjτomjτo статистику
X'⅛⅛*,llvfe>⅛4}⅛n⅛⅛-H⅛i)) V'(H⅛)).

Поскольку имеет место лепсо проверяемое тождество
Нп(5∙j) - Н (Sj) = [rjζ}) -Н fe∏ +

+ xf- I {S^H ⅜ ⅞ 1 г Ψ∏fSk) -ц)(^к) 1 2-
L 1-φ>CΓκ) J ,

где7^ (и) взято as(J8) с ft6*J≡∣ то асимптотическая 
мальность ji* следует из двух моментов. Во-первых,

имеет, очевидно, все моменты, так что второй член ъ(бо) оцени
вается по модулю величиной ri^'c(n ∏n(^j') и тем самым асим

птотически пренебрежим. Первый же член после замены им в β*

(5-8)

(59)

(СО)

нор-
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величин 
вида

дает ^/-статистику 3-го порядка, т.е.

-⅛ 2S С^г, > .
от незаиюимих случайных ве;и1чин = (^-jS~-)конечными момен
тами у ^C-.) второго порядка, M(τ^(ζj)-f^(ζ'jJ}=θOr)'

так что асимптотически нормально с нулевым средним.
Рассмотрим теперь отдельный элемент в сутше β. — -=^

*⅛∑j'.,rj∙", где

Поскольку любые наборы ) при разжчных j∣,,.., Js

и любом фиксированном S одинаково распределены, то утверждение 
/4 IО при л → <≈≡

следует, очевидно, из того, что Мяля обоснования по
следнего достаточно показать, что О по вероятности и что

β] fc^''^∣^∙С <∞ . ‘
Отметим, что стремление 'εf"*κ нулю по вероятности является ι 
видныгл следствием того, что /-^(6) равномерно непрерывна на 
Z⅛∕j⅞^H что

равномерно ограничено по вероятности в силу теореглы V 

л теперь перейдем к доказательству утвертщения fβ3^. По усло- 

теоремы , , ∣. .
F, (к)

× Кы. . Отсюда
X P^a' f 1 - e,×p (~(b^×)

после затлены ⅛ = ∖∕Sttи логарифмирования приводит к

при ⅛< . J⅞,< ®° • п
Поскольку АТ //-('3',V⅞ ^22/' то для

<9 Q- 2^1 J получим 

F{Hjζ∙)>z±J√P{l÷^i{Γt^22J^en7 

оче-

ВИЮ

при

нера-

(65-)

ЧТО

W⅛HCTDy
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второй момент стремится к

«
и

при любом S < о® .
Далее Hnt¾)4n- всегда. Это вместе c(65^) показывает, что 

вклад значений во
нулю при л -> во . Далееи У

i≠K
так что > B≡∙'B* только ≡',≡[⅛∣j¾l ч W,= L <
т.е. при ∣2f∏,∣^0 обязательно H∏f^∣)^i∙ • отрезке
функции, входя)цие вУр, ∣равномерно непрерывш и тем самым 

ограничены, что и завершает доказательство.
В конце статьи приведем критери!! проверки на тип распределе

ния. В приН|1Тых выше обозначениях рассмотрим величину

j
вычисленную в предположении, что формирующим логарифмический тип 
расптеделением яачяется Z⅛ (*) . Пусть

' (1- e×p (-Нп —
и fZ∕,≡i) вычисляется πo(6J^c заменой Aj на hj ч , 

соответствующигли • Тогда отношение

якляется состоятельным критерием для проверки гипотез о типе 
распределения.

Рр У ≈iΛ->OO '^а (■ а ∙'
ДЛЯ любого β<oβ , если только имеется положительная вероят
ность того, что цензурирующая случа11ная величина лежит правее 

чертах повторяет доказательство теоремы 5 
опыт практической работы показывает,
50 + 200 и величинах Х_ V/. > 0^1 
мендация; ∙'*'

при > 2 принимается
при 5<*,j ⅛ принимается

Доказательство Зтого опускаем, оно, очевидно, в основных 
. Добавим лишь, что 

что при объемах выборок в 
разумной является реко-

9

а в остальных стгучаях решение не принимается до пол5'чения новой 
информации.
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χ<

2.

3.

5.

6,

7.

θ

9.
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ОБ АСИШТОТИЧЕСИВЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ ДВУХЭТАПНО11 
ПРОЦЕДУРЫ ОЦЕНИВАНИЯ

В.3.Борисов

[I]. В случае гаус- 

результат был полу-

x⅜ , опрецелрецую оо-

В данной заметке на примере оценивания среднего последо
вательности независимых случайных величин показана асимптоти
ческая оптимальность двухэтапной последовательной процедуры 
оценивания параметров линейкой регрессии с неизвестной диспер
сией и произвольным распределением помех 
совского распределения помех аналогичный 
чен в [2].

Итак, рассмотрим последовательность 
отношениями

t≈<,2,.... (I)

где {⅛t} - последовательность независимых случайных величин с

M⅞t*0,Ml[t∙< и плотностью распределения f(∙) ; параметры Л и 
в неизвестны. Как известно [3], в данном случае при фиксиро- 
ганном объеме выборки не существует процедуры оценивания пара
метра Л , обеспечивающей априори заданные ограничения на кова
риацию оценки. Последовртельный ал гори см, предложенный в [I] 
позволяет в отличие от планов оцениванио^основаннчх на фикси
рованной выборке, обоснованно определять объем наблюдений, не
обходимый для оценивания неизвестного параметра А с ковариа
цией, не превышающей заданный порог точности.

Применительно к модели (I) последовательн1-'й алгоритм вы
глядит следующим образом. Выбирал произвольные постоянные t, и 
Н (определяющие объем выборки на первом этапе оценивания и 

порог для момента остановки), вычислим момент прекращения на
блюдений по фор»^ле
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Г- ; (t-tj∕σ*(t,) > H64t,)},

где

-2 h,,∣.. j∣,-
С учетом (2) поелецовятельная оценка параметра л определяет
ся как;

(2)

1 (3)

(4)

(5)

Л* - —∑----- я,
Т~ j 1

Двухэтапний последовательный план (τ,Λ^) для всех Л, в" 
обладает следующими свойствами [I];

Mχ.,(Aζ-xΓ⅛ VHi

Р, (т < оо ) ≈ 1.
Определим теперь понятие оптимальности последовательной 

процедур»-' оценивания. Для этого отметим прежде всего, что ес
ли дисперсия 6* последовательности случейных величин из
вестна, то для выполнения условий(4),(5)метод наименьших ква
дратов, являющийся оптимальным я классе линейных несмещенных 
планов оценивания, требует n.g(H,B') наблюдений

M0(H,β') = { h∙><.∙ α∕β∙* > н} .
В том случае, когда 6* неизвестна, будем говорить, что последо
вательный план (f,Xγ) является асимптотически оптимальнь'м,. ес- 

/и

Оказывается, что если объем внборжи i, на первом этапе 
оценивания сделать зависимым от порога W , то двухэтапная про
цедура может быть асимптотически оптимальной в смысле данного 
выше определения. Сфорь^улируем этот результат в виде теоремы.

Теорема . Пусть объем выборки t, на первом этапе 
оценивания зависит от величины Н и удовлетворяет условиям 

litn- t, (И) - оо • (6)

Тогда, если функция плотности f(∙) непрерывна или ограничена 
в окрестности точки О, момент остановки Г , определяемый по 
фор’луле (2), не зависит от оцениваемого парамет1Я Д и облада- 

. ат следующими свойствами;
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Соотношения
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τ(n)
п,(Н.в)

Mf τ(H)
HgСН,€)

(6,7) определяют

для

для

всех

всех β∙.

достаточные условия для асим
птотической оптимальности двухэтапной процедуры оценивания, 
определяемой формулами(2),(31 Для того,чтобы эти условия были 
выполнены, достаточно положить, например, t =

= f

- 1
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∏O.∣CK СТДТИСТЯЧЕСКИХ ЗАКОНсаКРНОСТЁЙ а 
ОБУЧАЮЩИХ аЛССИВАХ ΠAHIiUX
Т.В.Верядчепко, О.Ю.Кульчицкий

I. Введение

В аадечех стытистической классификации, которые возаи- 
кают в самых разнообрезных приложениях, часто приходится 
сталкиваться о фактои неустойчивости результатов классифи
кации на контрольных массивах данных: результаты, получен
ные на обучающих массивах, существенно отличаются от ре
зультатов, полученных на контрольных массивах. Авторам, в 
частности, известны примеры такой неустойчивости результа
тов классификации при решении задач медицинской диагностики 
по злектрокардиографическим данным. Причиной неустойчивости 
результатов часто оказывается неверное вероятностное описа
ние классов, сделанное на основании обучающих выборок. 
Обычно стараются сделать какие-то простые предположения о 
видах распределения вероятностей злеиентов обучающих выбо
ров, однако такие простые опроания могут оказаться неадекват
ными исследуемым массивам данных, возможно даже, что ис
следуемые данные вообще нельзя смоделировать как выборку из 
некоторой генеральной совокупности о вероятностной мерой[1] 

Приведем пример. Пусть имеется массив злектрокардиог- 
рафичеоких данных , снятых со здоровых
людей. Как задать плотность раопределевия х в классе "здо
ровых"? Как показали исследования [ 2,3 ] , простые гауооов- 

окие гипотезы приводят к неустойчивости результатов класси
фикации, если в контрольных выборках среди δKΓ здоровых ока
жутся ЭКГ Спортсманов. Поэтому, целесообразно предположить, 
что выборка имеет более сложную структуру, именно формиру
ется как сиеоь случайных величин о простыми распределения
ми. Распределение x-p(x) складывается из нескольких исход
ных распределений р((х);
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Γunoιβay (I) ионно принять или отвергнуть, иооледуя 
ыаоонвы иоходиих данных. Боли к тону на такое иосладованиа 
позволит определить исходные распределения р^(х) , то ус
тойчивое решение задач статистической классификации будет 
в значительной степени обеспечено.

Задача нестоящей раооты - предложение способов проварки 
гипотезы (1) и оценки исходных раопредалений в условиях, ког
да никаких параыатричеоних предположений о распределениях 
не делается.

(2)

2. Постановка задачи

Пусть ~ парзеновокие оценки плотно
стей вероятностей [4]:

P√χ)=⅛LM≠) =
‘ ( к/с --------

построенные по заданным выборкам ,значений
случайного вектора χ е • *■

Требуется проверить гипотезу о представимости плотнос
тей рв^^(х) через ДеМ исходных, т.е. узнать , верно 

пи, что существуют парциальные плотности > ιθ~
кие, что

I. узнать

р«. W = Е .

Здесь К. - миоязство индексов Д из М 

тей.
Требуется также построить оценки 

плотностей •

(3)

парциальных ππotuoo-

ноходвшс парциальных

3. Проварка гипотааы Смеси

Йели ооотновавиа (3) справедливо, то оущеотвушт такие 
числа yi,"°θ* "Р* любом значании х
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(4)

(5)

(.4

качестве

или в ивтагралькой форма 
i(∑∣(iPot∕x)Nx ’ О •

С}ииировакив выполняется по какдом) набору 
плотностей potςt^^) • Всего таких наборов •

Равенства (5) для функционала 1ц примем в
проверяемой гипотезы, считая ее вквивалентной гипотезе (3). 
Точные значения плотностей pχ^(x) в (5) неизвестны. Пб- 
8 тому для проверки гипотезы (5) воспользуемся статистикой

\ ≡<Ж- ,

РД* вычисляются по формуле (2).
Используя свойства парзеновских оценок, можно 

что при некоторых условиях на функции K( ) и p(∙j

--- ≥---------------  —» оо

(6)

показать, 
πp≡

(7)X 5^(JQ)-♦ О ,

отагиотика J∣⅛ —* •
Условия (7) являются достаточными для поточечной схо

димости парзеновских оценок плотностей! 5 ].
Таким обрааом, при больших Яц , 1ц и для про

верки гипотеаы (5) можно использовать следующий критерий. 
Гипотааа (5) принимается при 1.»L*,Ы**М,если .

Знак та.х А означает вычисления максимального зшчения 
из значений 1,* при всех наборах t∣*÷1 плотностей p,χ.(x) 

в (6).
Значения козффнциентов для 1ц определяются из 

условия минимума по *ц при ограничениях Σ )f'v ≡0,

Вопрос выбора конкретного порога для отношения 
связан, по-видимому, с объемом используемых 

выборок и требуемой точностью проверки гипотезы и должен

t
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решаться зкопериментально в^каждой конкретной задаче. Посла 
определения у. значения могут быть вычислоны по формуле 

x-x∖L))^dx = ⅛t ’ (θ)

ι∙'r'V∏tκ≈
где '

V(x-x'∙,i.)=-<

3⅛- ∙≈∙∙ *■' Ь lrt

к-м к-ч ■

В (8) для определенности взят набор из первых L + l оце- 
нок плотностей po(^ (х)

4. Проверке гипотезы оыеси на малых выборках

ИзлохеваыИ в предыдущей разделе способ проверки 
тезы смеси основывался на прадпопохении больших 
практических аедечех классификации зто предположение 
оказывается неверным^ и тогда выбор параметров в

гипо- 
. в 

часто 
ооот- 

ветотвии о формулой (7) на является аффективным. В данном 
раздела предложан опоооо квааиоптимального выбора парамет
ров δe из сообмжениЯ наибольшей возможной близости функ
ционалов ¾ и .

По неравенству треугольника инеем

(9)

иикимальное внечение (9) обеспечивается, воли при каж
дом o>∙i обеспечить миаимун иктегреяьных ошибок оценок пло- 
тноотеЯ Таким обрезом, оптимальное 
значение дла каждо! оценки плотиооти выбираем из ус
ловия .
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Индексы , V далее опустим 
Производя вычисления, получим

(10)

- ⅛∙htφ')lpwp⅛)"*≈⅛∙
г,, cjk≈(χ)jχ, P,(¾>).JIv(V)k(⅛⅛a')du..

Заменяя натематичеокиа онидания функций их несмецен- 
ными оценками и учитывая, что первое опагаеиое в (Ю) на 
аавиоит от δ~ , подучим оледующее правило выбора йнечения

ΓΓ[zk(⅛⅛)-
4=*

У * =

∕(-M∙i-V Iи )f} к ^-1 j •
(∏)

Вычислительная процедура нахондеиия в ооотвегот- 
и не вызывает каких-либоВИИ с (II) хотя принципиально 

трудностей, но является достаточно трудоемной. Повтому 
хорошее начальное приблинание монет оказаться чрезвычай
но полезным при практическом нахондании 5* . Оно монет 
быть рассчитано следуюцим образом. Например, при 

првдположии, что ptχ(x-) является гауссовской ппотюотьп 
Тогда интегралы в (10) вычисляются аналитически. Ввиду 
гроиоздкости запишем результат для случая х. е ;

(12)
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M⅛(χ)→wfaχ -jpvχ)c<χ=⅛(⅛- ⅛t*⅛) ■> 

где A*¾ и ⅛ - дисперсия 5С- .

UCoaιβ4HU

. . (Л-- 2Д1Гг+д’ (15)

Валичику
г-0

⅛где Ag определяется соотношениеи (15), е & 
дисперсии -х. , построенная по выборке 
принять в качестве начального

> - оценке 
>1^, нохно 

приближения для ⅝*'

5. Оценка парциальных ι 
сывсай

ППОГЫООГвЙ ABJXKOUnθHβHIHUX

Пусть М =2, т.е. представление (I) инеет вид

“ <×∙PιCx) + (<-≡<')PiCx) .
Известны оценки ^(x),i-=i,⅞ . Задача состоит в

том, чтобы оценить ппогнооти рчС'^-) и •
Очевидно, что парциальные плотности допускают пред- 

отавпениа вида

рсСх) = +c'-∙^Jp¾cχ). L≈
в котором значения не обязательно принадлежат проме
жутку [θ,l] , в частности, возможно , но обязатель

но таково, что

λcfwΛ*∙) +t<-λc)p<⅛,(χ) ^0 ■
Иначе

- P≡<,W ) P'×χC'-) •
Следовательно^

i

\

pξ⅛¾xy∙<""

ρ,√^x) еоли рог^(г) с.
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»при P<x,C-^)

при

Для определенности примем

’ Pbtj^cx) - Pot,(,x-)

л, = ггю-ац--------------------------

Заменяя в (14)^плотнооти
ки,получим оценки и
плотностей

Pe<a,C≡^) » < (15)

P<x,tb),P∣XiCx∙) ив их 
оценки иоходпых парциальных

оцвв-

В силу соотношения (3) результат (14) , (15) не изме
нится, если исходное представление сделано через другие 
плотности ( >Pc⅛(∙t) ипи , P<*jt^j∙
точность оценок (15) определяется точностью заданных оце
нок плотностей . (^^τt-) ,

6. Результаты математического моделирования

Пврзеновокие оценки плотностей ро<.[х.) , C=4,⅞ 
о весовой функцией ∣ д (≡≡-~'^o√,∙)*∙{⅛ г (о.овр- 
вычиоляпиоь по выборкам Vtoo ^.(5 » являющимся

смесями двух случайных величин с гауссовскими распределе
ниями вероятностей
Значения коэффициентов смеси в обучающих выборках были 
o(^≈0,2,' =0,7,' <Xj =0,4. Для иллюстрации предложенно
го способа проверки гипотезы (3) на рис.1 приведены 
оценки плотностей распределения вероятностей и оценки 
функций ⅛ 

юсгей распределения вероятностей и оценки
C≡≈-) * ±K'cPo.X≡^)5

проверки ооогвегогвенно гипотезы двухкомпо- 
гипотезы отсутствия смеси. Как видно, в 
смеси, которая адекватна модели, функция

построенные для 
ненткой снеси и 
случае гипотезы 
-a≡∕,≡y близка к нулю, в в олучва гипотезы "нет смеси" функ-

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



-75

/ч
ция aβ(κ,) имеет вид, существенно от нуля отличающийся, что 
приводит к соответственно большему значению 3,

Расчет оптинального значения параметра сглахивания δ^* 
оценок плотностей. Расчет оптимального значения 3* ** про
изводился по формула (II) в случае χt R-, и функций K∕(∙) 
вида (12). Тогда к (II) вогь

**t-⅞ ) - z∫r' е 4,s∙χ
и формула (II) о точностью до множителя, не зависящего oτδ^, 

принимает вид

δ*= UJΣe ¾

*-⅛ 
Оптимизация проводииасъ перебором на оетке значений 

δ* . Начальные значения определялись о помощью фори^лы 

(13), по которой попячено ^*' = ^∑ ; = θ>T-^; А?о =
ТоО = ^*20O ’ O,M : ^*FOO = O.⅛⅛ '» ДТооо ^ °Λ'>S'∙

В po8j∏brare расчетов для выборки {≈-iq')'°° опи
санного выше примера полечено =0,0875.

Расчет исходных плотностей, оценки исходных плотностей 
{рассчитываюсь для описанного вше примера. Зависимости

⅜⅛i¾,Tx⅜°P" и ооответ-
отвенно при ρ^P<>'Λx ) приведены на рис.2. i(pπj4βH- 
ныа значения ou⅛oκ коэффициентов в (15) 1, ∙<,21 ς i-^=-0,S6

определили оценки парциальных плотиобтей, приведенные на 
рнс.З. Кривые, обозначенные пунктиром, представляют 
точнее парциальные плотности.

Таким образом, в рассмотренном примере ждалось 
лить исходные парциальные плотности и дане получить 
таточно точные их оценки.

собой

выде- 
ВОО-
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0.83-91.
., Кульчицкий О.Ю., Слоун д.ь.

lHiβpβιypκ
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αleCt(v ieφ∙ue*vcfe^ Тке Aruvαβ^ о|- stαiustvcs, 

-19βi , 7. 9, ^»2 , с.

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



-90

»

НЕПАРАМй'ГРИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА СПЕКТРАЯННОИ ШОТИОСИ
ОйУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА ι4ET0Ji0M НЕЛУШЕ»1Н0Г0 РЕЗОНАНСНОГО

ФИЛЬТРА
Т.Н.Нарядченко, О.Ю.Кульчицкий

Введение
Статистаческаа спектральный анализ является в настоящее 

вреия ванным инструментом исследования свойств случайных сиг
налов различной физической природы. Начиная о монографии 
А.А.Харкевича [ I ], залесившей физические основы отатиотичес-. 

кой спектрометрии, в литературе известно значительное количе
ство работ, посвященных специальным методам спектрального ана
лиза случайных процессов, адекватным различным условиям съема 
и обработки изменений. Перечислим основные из них.

Одним из первых предлокен получивший широкое распростране
ние в литературе метод вычисления спектральных плотностей че
рез выборочные корреляционные функции [Х-з! . Обзор работ по 
этому методу имеется, например, в (4) . Однако при всей сво

ей структурной простоте метод выборочных корреляционных функ
ций оказывается достаточно словен при технической реализации 
даке на незначительных объемах обрабатываемых выборок. Для 
устранения этого недостатка в последнее время метод спектраль
ного анализа выборочных корреляционных 11ункций сочетается с 
методами быстрого преобразования Ф',’оье1,51, что оказывается 

эффективным при спектральном анализе реализаций случайных 
процессов большой длительности.

Другим широко распространенным методом выборочного спект
рального анализа случайных процессов является метод дробно -
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рациональной аиороксимации спектральных плотностей. При этом 
задача спектрального анализа сводится к задаче параметричес
кого оценивания [ 6 ]. При всем удобстве алгоритмов этого ме

тода он требует значительной априорной ин4ормации о виде оце
ниваемой спектральной плотности, в том числе о характере убы
вания спектра и порядке дробно-рациональной аппроксимации. 
Поскольку ошибки в априорных допущениях приводят здесь к су
щественным погрешностям результирующей аппроксимации, то при
менение этого метода оказывается не эффективным при отсутствии 
точных модельных представлений об исследуемом случайном про
цесса.

В настоящей работа исследованы алгоритмы непараметричес
кого оценивания спектральной плотности случайных процессов, 
основанный на идеях обработки исследуемых случайных процессов 
с помощью нелинейных резонансных фяльтров[2]. Полученные на 

этом пути алгоритмы оценки спектральной плотности являются 
технически просто реализуемыми и обеспечивают хорошую точность 
даже на сравнительно небольших выборках.

(I)
(2)

Постановка задачи
Рассмотрим центрированный стационарный случайный процесс 

x(t) с непрерывным временем te(-<×>5°o), спектральную 
плотность которого ?>„ <00) требуется оценить. Предположим да

лее, чтоψ(t) ’ i -S)χ<s)ciς ,
J -σθ

где i *■ ≈o . Из теории случайных процессов из-®

вестно, что ⅛(t) также является центрированным, стационарным 

процессом таким, что

где Н(р) ’ ,
^,(ω) - спектральная плотность процесса χ(t) .

Основная идея нелинейного резонансного фильтра для оценки 
плотности состоит в том, чтобы выбрать в (2) переда
точную функцию И(р),обладающую свойством
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2к δ'(ω-сОр).

При этом из (I) и (2) будем иметь 
КSχ(ω,) - 6^ г = (хт. ⅛- ⅛ ⅛'(⅛)θ(t,

что и обеспечит келаемуи оценку.
Перейдем к более детальному описанию излокенной идеи. Для 

этого зададим функцию Н(^) в вида 

1___Тр + -1 (3)H(P) 

при 7 * *∣ 2j*' 

так что для Hθθ

>■

∣H(jω)f.⅛H⅛{ω-ωp))V-оказывается справедливым равенство

_________

Лодотавим (4) в (2) и, перейдя к продолу при ft→ +0 
лучим [?] : ∙^

(4)

, πo-

(δ)

-у Р) "4 jk→→O 4

'S.M
у. -»+ о ' ■)

если функция ограничена при всех tu & (->>» ∙,'=>°^

и непрерывна в точке w = . ι
'1аким образом, согласно (5); дисперсия случайного процеооа 

u(⅛) , полученного из (I), (3) при достаточно малом Jb^oκa- 
эывается близкой к значению . Поэтому задача оценки
спектральной плотности процвоса ^(и1о^оводитоя к выборочной 
оценке дисперсии процесса ,

На практике часто реализация исходного случайного процесса 
x(t) задается в виде выборки на регулярной сетке аргумента о
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'uaroM х . По этой дискретной выборке и требуется оценить 
значения спектральной плотноотй Sχ(Wo)исходного случайного 
процесса х (t) как процесса о непрерывным временем.

Покажем , каким образом в изложенной выше методике может 
быть учтен дискретный характер реализации процесса 
доступной для статистической обработки. Для этого 
что из представления процесса виде (I), (3)

-Г .

×(t), 
отметим, 
следует

1с (' ⅛κ * т x(xr÷s)Js
о⅛0 = i , (6)

где (•<■«) .
Если тактовый интервал выборки ванного 

корреляции процесса х (!) , то интеграл 

( С - ,
1х ’ т J т к (κτ-t⅛) с»ч ,

' о
входящий в правую часть разностного уравнения 
приближенво вычислен, например, во

меньше времен!

(6), может быть 
одной из формул

(7)

s ■ 2L*±i2125!-
г

⅛-(4-∈7f)(x +х ∖(θ)t,
''' tκ ьу

X ÷ Hxχ.,->x)) ≈ (9)

5

ч
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Точность вычисления величин по формулам (7) и (θ) при 
х—Ф О имеет порядок г , а по формуле (9) - τ^■ .В
дальнейшем излокении настоящей статьи будем пользоваться фор
мулой (7) как наиболее простой из приведенных.

Подставляя (7) в (6), получим разностное уравнение, связы
вающее дискретные по времени выборки из случайных процессов 
κ(t)

■>

= к I ∖j'o ~ ^^o -∙ (10)
гдеc∣, = е . Г е √ «

(П)
иценку значения спектральной плотности предлага

ется находить по формуле

где X - объем выборки процесса х (t).

Формулы (10), (11) задают нелинейный резонансный фильтр 
для поточечной (непараметрической) оценки значений спектраль
ной плотности процесса х (t) по его дискретной выборке к (о) , 

x(τ), x(,2'^)∙> - ■ <
Отетим таксе, что начальное условие линейной части 

резонансного фильтра (10) является неизвестной случайной ве
личиной, так как вырасаетоя через неизвестные значения про
цесса χ(t) , и потому подле сит специальному выбору из усло
вия обеспечения наибольшей точности оценивания.

9

Иоследованяе точности оценки спектральное плотности 
Вычислим среднее ^значение и дисперсип оценки (II) спект- 

,ральной плотности ,¾(Wq) ;
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- B5

(13)

(14)

Таким образом, для вычисления 
оценки (II) необходимо вычислить 

.Сделаем 
(10), из которого следует, что

точностных характеристик 
величины M<ι⅛,vi .

вопользовав уравнениеэто.

(15)

Поэтому

при R-(^κ) ⅛ ⅛ ,
Звак *- адеоь а халве означает солрякенное значение.

Подотаноака (16) а (12) хм*2(ИИ)
(16)

t>

M15,⅛)∖ ■ (Гу > (,«-.4)0 -,cvH) ¾
(17)
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Для третьего слагаемого в (17) мокет быть сделала следующая 
оценка сверху _

⅛^Γ R>l(√R(r)^U (5- б-^ (18)

' *∙o ' (H + ')((-lψ) ) а» ^-'
Поэтому оценка (II) спектральное плотности явля

ется смещенной, причем величина смещения имеет порядок ~ 
при К → и пропорциональна величине

Для дисперсии окончательные формулы можно записать в 
предположении гауссовости процесса ; воспользовавшись 
значением интеграла

I ’ M¼^v^V — е
-оо ^r(detR,)∕∙i

w V w√ ∙J

где 

получим

βcυ ¾ ,

fv^Λk.ι),÷<p'≈'k(κv
" (20)
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(

и вПодстановка (20) в (19) 
сделать оценки сверху, аналогичные (18)

(14) дает соотношение, позволяющее

Исследование точности оценок при нулевых начальных условиях 
Половив в (15) Ю, получим

1 - ⅝<⅜,∣∙i<κ∙>υ

(21)

где

= M1⅞.W
Для точного вычисления смещения оценки следует определить 

значения через корреляционную функцию входа. Сде
лаем это, учитывая, что

<*>√
^0

к .

на. и о средняя, получим 
, решение которого при

Умновая последнее соотношение 
разностное уравнение для 
пулевых начальных условиях имеет вид
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Ь-А 
(Г

- oo

(22)

Подстановка (22) в (21) дает следующее соотношение, позво
ляющее вычислять математическое окидание оценки спектральной 
плотности (21) при заданных корреляционных функциях входа

/О и

v'''ft.(f)*∑">''β.(p))'
= - t>o p≈ П ’

(23)

Так, при гарлоническом входном воздействии х (t) ≈ αiuιtut-> 
>∙⅛u∣*,ι√c , = = ,
*^x(p) ' , на частоте резонанса ω = при
предельном значении параметра у> → О величина относитель
ного смещения оценки получаетоя равной

. i007o =

Это - смещение оценки, которое дает установиЕшийоя процеог 
на выходе фильтра.

Численные расчеты, которые проводились при малых значени
ях К (К =50), дали при предельном значении параметра 

величину смещения, равную 100%,и среднеквадратичеокое откло
нение оценки, составляющее 20% от математического окидания. 
Результаты вычислений для различных значений параметра js 

.приведены я таблицах. По результатам видно, как на частотах
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о увеличением значения j⅛ происходит увеличение смеще
ния оценок и уменьшение их дисперсии. Например, при расстрой
ке в Ь Гц и =10“^ смещение составляет i,b%, среднеквадра- 

тичаское отклонение-18^, а при значвнии =Г0 эти величины 
панны соответственно 42 и ib%. Из этого факта, казалось бы, 
иоано сделать вывод о том, что существует оптимальное (комп
ромиссное) значение , обеспечивающее одинаковый вклад 

истематической и случайной погрешностей. Однако это свойст
во не наблвдается на резонансной частоте: на резонансной час
тоте о уменьшением jb растут и смещение, и дисперсия. Иоэтб- 
му сумма систематической и случайной погрешностей не может 
быть использована для выбора оптимального значения

Следует отметить, что если спектральная плотность S*(ω) 

оценивается с целью определения основной частоты процесса ×(⅜), 
то оценка этой частоты оказывается не очень критичной к выбо
ру f> .

Из таблиц можно установить величину разрешающей способности 
фильтра, т.е. интервал по частоте, при котором доверительные 
коридоры на оценку не перекрываются - этот интервал в широ

ком диапазоне изменений J> составляет 2,5 Гц.
Такая разрешающая способность фильтра, полученная при чис

ле наблвдений К =50, может оказаться достаточной в практичес
ких задачах. В частности, авторам известны задачи определения 
сетевой наводки в шумах электрокардиограмм, в которых число 
отсчетов на диастоле К =100. т. 200, так что указанная величи
на 2,5 Гц дает нижнюю границу "разрешающей способности" фильт
ра.

Увеличение числа наблвдений приводит к улучшению точ^» 
ностных характеристик, как это было уже продемонстрировано.

Выводы
Проведенные иоследования позволили установить точностные 

характеристики предлагаемого нелинейного резонансного фильт
ра для оценки спектральной плотноств случайного процесса. 
Уменьшение смещения оценок возможно за счет введения ненулевых 
начальных условий.
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Таблицы значений точностных характеристик оценок спектраль
ной плотности при различных значениях пвраиетра j'⅛ ,
гармонической входном воздействии частотой 50 Гц и количестве 
наблюдений К =50 (частота настройки фильтра [45-5θ]Γ4, 

=1, X =0,004)
I. =10,0

⅛o

Гц

MlC√04j∖ Абоошотное 
сиещение

Относ, 
смеще

ние

Среднекв. Отно- 
оьклоне- сит.

ние средне-
нвадр. 
откд.

45 0,I65∙I0^^ 0,957-10"2 -0,700-10"2 42,4 O,152-IO^2 15,9

не 0,244-10"^ 0,140-10^∙^ -0,100-10^^ 41,0 0,220-10"2 15,7
0,39I-I0~∙^ 0,201-10^^ -0,I90-I0■■^ 48,6 0,319-10"2 15,9

48 0,686-10^^ 0,266-10^^ -0,420-10"^ 61,2 0,438-10 16,5

49 0,126 0,316-10"^ -0,946.10^^ 75,1 0,536-10~2 17,0

50 0,175 0,334-I0^^ -0,142 81,1 0,572-10“2 17.1

2’ f =1

45 O,I82-IO"2 0,I63-I0^2 -0,186-10“^ 10,2 0,291-10“5 17,8
0,283-10“2 0,296-10^2 0,136-10^^ 4,8 0,488-10"^ 16,5

47 0,499-10"2 0,505-10"2 0,610-10^'* 1,2 0,858-I0"5 17,0

48 0,IΠ-I0^^ 0,748-10 -0,365∙10"2 32,9 0,I36-I0^2 18,2

4Э 0,435-I0^^ 0,944-10“2 -0,340-10“^ 78,2 0,181-10“2 19,2

50 0,175-10 0,102-10“^ -0,174-10 99,4 O,I98-IO^2 19,4

^^Абсолюгное смещение

Относительное смещение

Среднеквадратичеокое отк

∆ = M∙(S,(u⅛)∖ -≈ U∖ A007o∕6'∣h ___
лонение ’ 4 = Sχ(⅛*>o)⅛ ,

Относительное ореднеквадрвтическое отклонение t ■».
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3. f> =0,I

⅛u, (?? M∣SχM

Гц

Абсолютное 
смещение

Относ.Среднекв. 
сыеще-огклоне- 

ние кие

Отно
сит, 
сродно- 
квадр. 
откл.

45 0,182-10"^ 0,I78∙T0^^ 0,450-10"’ 2,5 0,319-10“* 17,9

46 0,283-10"^ 0,329-10"’ 0,456-10“* 16,1 0,545-10"* 16,6

47 0,501-10"’ 0,569-10"’ 0,685-10"* 13,7 0,978-10“* 17,2

48 O,I12-1O"2 0,850-10"’ -0,270-10"’ 24,1 0,157-10"’ 16,5

49 O,446∙1O"2 0,108-10"2 -0,338-10"2 75,8 0,210-10“’ 19,4

50 O,I75∙1o2 0,116-10"^ -0,175-10 100,0 0,231-10"’ 19,9

4. =0,01

45 0,182-10"'* 0,179-10"* -0,200-10“^ 1,1 0,320-10"’ 17,9

46 0,283-10"* 0,332-10"* 0,490-10"’ 17,3 0,550-10“’ 16,6

47 0,500-10"* 0,576-10"* 0.750-10"’ 15,0 0,990-10"’ 17,2

48 0,112-10"’ 0,861-10"* -0,259-й"* 23,1 0,159-10"* 18,5

49 0,446-10"’ 0,109-10"’ -0,336-10"’ 75,3 0,213-10“* 19,5

50 0,175-10’ 0,118-10"’ -0,175-10 ’ 100,0 0,234-10"* 19,8

5. =0,00001
6

45 0,182-10"'^ 0,I79•I0"'^’ -0,276-10"’ 1,5 0,322-10"® 17,9

46 0,283-10"’ 0,333-10"’ 0,496-10"® 17,5 0,552-10"® 16,5

47 0,501-10"’ 0,577-10“’ 0,763-10"® 15,2 0,993-10"® 17,2

48 0,100-10"^ 0,862-10"’ -0,258-10"’ 25,8 0,160-10"’ 18,5

49 0,400-10"^ 0,100-10"^ -0,300-10"® 75,0 0,214-10"’ 21,4

50 0,165-то 0,100-10"^ -0,165-10 ® 100,0 0,235-10"’ 23,5
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.\гта1о:.1АТРР1Р«юЫ 1юдход к вивору mrrκpvσffl оценивания
!1.О,Ьи;п>чевоки(’, Г.Л.Шевляков

лнелиз результатов измерен^; на практике чаще всего сводится 
« определению характеристик средних значений, таких как пара
метр сдвига (центр распредатений), линии регрессии и т.п. При 
независимых помехах в измерениях λ⅛ = θ -∖∙ (tt=I,...∕4)
важный класс оценок е) определ,чется решением олэдутощей оптшли- 
зационной задачи ( М - оценки);

п
Σ f(^i - е).

1

⅞
θ (I)

оценок ∂ существенно зависят от выбора 

и вида распределения помехи (£.^} .
Здесь свойства 

<унгащй потерь _р
Е известном сглысле произюл выбора о.ункиди потери, в критерии 

(I) был енот τ∞p∏θft робастного оценивания [1] . Осиовннм ус

ловием правомерности использования этого статистического подао- 
да является априорная уверенность в стабильности условий экспе
римента и его воспроизводииости. Убедиться в этом можно лишь'^р 
случае реализации требования многократного воспроизведения πjx)r- 
позируомого экопершлентального результата при проведении серий 
экспериментов f2j .

Однако в после,днее время наблюдается "вульгарное" применение 
методов робастного оценивания в условиях, когда обрабатывается 
лишь одна выборка. С одной стороны, это, дискредитирует статисти
ческую τ°opπn робастого оценивания, а с .другой - свидетельствует 
о недостаточном развитии методов анализа данных при отсутствии 
вершфикаиии стабильности и воспроизводимости условий эксперимен
та.
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ιbιβ∏yeτ шлегь в виду, что,как и большинство статистических 
методов, классические вариаятн ^юбаотного оценивания дают хо
рошие в "среднем" на классе распределений х^езульгаты, а на от- 
дельнюс выборках могут давать недостоверные результаты.

В насто)шей работе сделана попытка ограничить выбор функции 
потерь р в критерии (I) на основе заранее заданных требова
ний к свойствам оценок θ , причем эти требования должны вы
полняться для (саждой отдельно взятой выборки.

В интересной работе (3| рассмотрена задача выбора такой 

/ункции потерь р , чтобы полученная оценка πajjaMθτpa сдвига 
θ была инвариантна к изменению масштаба данных: т.е. если 

результаты из/лерени’л а,,. -, x∏ эа;леняются на Лх,,... . ,
то и оценка сдвига в за:,1еняется на . 1Летхюлогичеоки 
это означает независимость алгоритмического обеспечения обра
ботки от типов шкал используемых приборов. Метод решения этой 
задачи, пре.дложенны!! в [З] , не допускает обобщения на много

мерные постановки задачи. В связи о этим приведе),: здесь иное 
доказательство.

Необхо,димое условие решения задачи (I) при произвольном вы
боре масштаба Л шлеет вид

∑F'∕A-χ, ^υ.
t≈1

(2)

Требование инвариантности оценки О к маоштабировании равнО' 
сильно условию

√⅛∕√,1 = О,

что при Wζ)θpθHH4poκiHMH уравнения (2) цает 

? (Агс-Л0)р"(Аг. АО) = О
< = I

упловия
и .Нюб|1Х
из

(3)

(,2) и (3) лолхнн внполнятьоя для л<)бых данных 
OC>bθMOB BU<∣OPKH 
величин X и

fl
8

, то РОЗЬМвМ внборки, ПО- 
ВОЛИЧИИ у.

' Hf*'(v)- о
ΛAj>"(X) • HYp*}v) - о

<4’I
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Здесь введены очевидные обозначения: X, = λ{x-S) , Y=Λ(y-0^ , 

В овязи о произвольностью величин А и В получаем, что реше
ние исходной задачи эквивалентно определению функции р , для 
которой выполнено условие равенства ну.пю определителя системы 
(4)

ДЛЯ функции р

К , (5)

откуда имеем уравнение

Xp"(X)Р'(Х)
где К - произвольная постоянная. Интегрируя это уравнение, 
получаем, что

ТЕОРЕМА I. И н в а р и
о ш т а б а
(I) змее

справедлива

Т ВИPfX) =
условие

следующая 
а н 
я

т н а 
пот

я к 
ерь

в и б о 
в за

РУ м а - 
даче

С>О, Р’«* К 1. (6)

следует из требования единотвея-Последнее 
яостж решения задачи 
табироваяио сужает класс возможных критериев в задаче (I) до 
стандартного класса Lp - оценок теории приближений. Величи
на р в выражении (6) должна быть выбрана либо из априорной 
отатиотической информации об условиях зкспериглента, либо из 
других (помимо инвариантности к масштабу) требований к оценкам.'

Задача (I) 
торы Х; ■ (

ф у н к ц и
Д 

с /Х/'’.

(p≥ I)
(I). Таким образом, инвариантность к маош-

в случав, когда измерения представляют собой век-

θ =

жц , • ■. Xim∕(i ≈ а), имеет ввд

а 
иг^пкл ζf(Xu-θ, ,Xim-θn,).

(θ,, . вт/.

ОТ требований практики возникают различные тх»-

(7)

в зависшлости
боваяия по иявариаптности к масштабу^. Наиболее часто накле.цнвн- 
ется одно из двух условий;
а) инвариантность оценки к различному и независимому изменению 

масштаба компонент вектора измерений;
б) инвариантность оценки к одинаковому изменению масштаба ком-
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понент HBκτoχβ измерений.
Обобщение метода доказате.пьства теоремы 1 позволяет полу - 

чить следующие результаты.
а
в
й
к

Р
с
Б

TEOP!i.IΛ 2 
а 
л 
и

м
е
б

6

о

т

у
Р

Р
с
е

а 
л

И

о
ф

в 
д 
и 
и

Р 
и

ц

п а 
г с 
а) 
и и 
т

н

Р

т
в
о
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н
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о

о
3 
л 
т

о 
а 
и 
е

т 
д
3

Р

ь 
а 

У 
ь

ч
е

о 
в 
т 
в

ц

о 
и

а н
(7) 
я
Д а

н
с
в 

у

P(X.,∙.Xm)≈ ? 1

1'
с 
в

а
л
ы

ТЙОРЫи 3-
6и 

е
б о

Р 
с 
θ

а
л

il

о

г 
о

л 
д

в 
н

т

У
Р

F(Xb∙

f
родя

■ ' I

н в 
с д 
в и

У н

п 
а я

а 
в 
я 
к

Р 
и

1<

и а 
г а 
б)
и и

н

Р

т
в 
θ 
п

н

а
о

с
а 
и 
θ

т 

д
3

Р

ь 
а

У
ь

ч
6

о 
θ 
т 
в

ц

с 
и

в
(7) 
я 
Д

н

а

Р

о
3

л 
г

fl∣x<l,--,l)(m∣) 
о и 3 ь о л 
п о р я д к 
этих TΘOpθM

ь н
а
вместо уравнения

а 
Р

я в ы
Ф

п 

у
У 
н

о 
в 
в

о
в
л

к

Р

с
и

II а- 
м ы-

(6)

к

Р

о
и

п а-
н-

л
ц

к
к
(5)

я
я .О

При цоказагальстЕв
4a>iTC4 оистаии уравнений в чаотних П1юизво.цннх, граничняе ус
ловия «ля которых определяются ин^ктивно через ремения (<н -I)- 

'1ерноЯ задачи оцениранля.
Полз'ченнне результаты позволяют перейти от задач робастного 

оценивания на классе функций р к задачам пахвметрического po-∙ 
бастиого оценивания в условиях теорем I и 2. Н условиях теоре
мы 3 соххйшяетоя необходаилооть постановки задачи хюбастного 
оценинания на классе функций πoτβχτb с учетом достаточно сильно- 
то треглования однородности.

Помимо изученных требовани’’ к свойотвам оценок могут быть 
l½i0CH0τi)aHw и .дру1’ие, например требования инвариантности ре- 
в|ения задачи оценивания к невн1олценным t⅛J⅛HHHHM, оххгогональ- 
ным и т.п, |Ц'еоб)дзованит1. ∪∙"H условия могут быть наложены 
как дополнительные к хносмотренныи bi⅛∣iθ, так и незанисимо от* 
Н'к, Изучение подобию' свойств оценок представляет собой акту- 
аньную задачу. 3 частности, ость 0''√κ∣⅛o∏ιi4 утнерлдать, что τχ∣e∙ 
бояании чпнах’иантнссти к пхюпзтольпому opτoroιπuιτ∙HθMy πχ∣TO6iif)- 
3∩ι∣4H'4' сувает κna'5c ∣IyHκπ.κΠ потерь в задаче (7) до '!ηeny∣o∣∣!ep.n
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где ¢/ - евклидова норма

{∑χfl
/=1 ’
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0 ПиСШЛРВАТЕАЬНиЫ ЫЕТ0№ (≡APyiεHMfl СКаЧКООЬРАЭЬЫХ 
иэиььыип ПаРаМСТРОВ СЛУЧА»1ЫХ ПРОЦЕССОВ РЕЮТРВИТНОГО ТИПА

С.Э.Воробейчиков, В.В.Конев

I. Введение

раялядки среднего значения процесса, а также его спек- 
и дисперсионных свойств. При анализе качества решающих 
обнаружения разладки в таких моделях наиболее трудной 
проблема нахождения их основных характеристик, опреде-

Проблема обнвружения моментов изменения свойств случайных 
процессов (разладок) актуальна во многих приложениях: в техни
ческой и медицинской диагностике, в задачах управления, при об
работке временных рядов и т.п. В последние годы был предложен 
ряд процедур обнаружения разладок случайных процессов при раз- 
]1ичных предположениях относительно их структуры fl,B] . J,λk 
описания процесса наблюдений часто используются модели авторег
рессионного типа, которые дают возможность отразить изменения 
в момент 
тральных 
процедур 
является 
ляюших частоту ложных тревог и длительность аапаздывания в об
наружении разладки. В [sj был предложен метод обнаружения рав- 

ладок случайных процессов, описываемых стохастическими разност
ными уравнениями, который дает возможность контролировать ука- 
ванные характеристики одновременно. Разработанная в (з] решаю

щая процедура является непараметрической, т.е, не требует вна- 
иия распределения нвблхщаемого процесса, и относится к классу 
последовательных [4-6] , в которых наблюдения проводятся цикла

ми случайной длины, завершающимися решениями о наличии либо от
сутствии раялядки. Эта процедура прежде всего ориентирована на 
обняружениа исменаний среднего аначенид и спектральных саойств 
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процесса. Если яе в момент разладки среднее и спектральные 
свойства процесса изменяются мало, решавшая процедура может 
приводить к большим запаздываниям в обнаружении разладки даже 
при существенных изменениях дисперсионных свойств процесса, й 
данной работе, являвшейся развитием [э] , предлагается общая 

процедура обнаружения любых изменений указанных свойств наблю
даемого процесса. Получены также уточненные формулы для основ
ных статистических характеристик. Приведены результаты числен
ного моделирования, показывающие эфхфектпвность обшей процедуры.

2. Постановка задачи

(I)

(2)

Пусть наблюдаемый многомерный случайный процесс x(÷) = ∙{≈, <'*i 

..(t)}описывается системой стохастических разностных урав

нений
x(∙t+ι) = +В, б»-/,

до момента разладки б и системой упавнений

+ (<≈>A(**Λ ⅛=¾β4∙ ∙∙.
начиная с момента θ . Здесь {⅛(⅜)J (н® зависящая от ocfς))-

последовательность независимых -мерных одинаково распреде
ленных случайных векторов с МMj(⅛)5Y⅛)= (верхний 
индекс "т" обозначает транспонирование, f - единичная матри
ца) и М 1! ∣∣Λf∕ - евклидова норма вектора .
Распределение J (∙t^ неизвестно. Элементы матричных функций 

(размера и мим ) могут зависеть от реализа
ции процесса х до момента i включительно, причем матрицы 
невырчждены. Момент разладки б может быть детерминированным 
или случайным. Й последнем случае предполагается, что б не 
зависит от {s(-6J>Jh х(о) и распределение б неизвестно. Требу
ется по реализации процесса х построить решающую процедуру об
наружения разладки.

I
3. Построение решающей процедуры. Основной результат

Процедуру обнаружения разладки будем строить, используя из
менение после разладки средних значений прираиений функционала 
о'^обшенчого метода наименьших квадратов
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= (⅛χ3Γ<⅛ (⅛χ5]÷ы
=^)] (⅛ хз],

Ы - длина реализации. Приращения этого функционала 4 3(fτi)- 
= 3 (т)- ^J (∕rt-∕) согласно (I/, (2) имеет вид

д U<>τ,)=
L'*ι + , если лл?.©,

где

>■, c^->)=((∖-Λ,)7 4774-4,))(.-,^ ⅛

и. <→≈4r∣"X⅛(⅞V>'<'4-4))f~-t⅛j=B-⅛,.^' 

Вычислив условное среднее для Δ (.^^У , получим

М ∙(∆ = ∕~'i если лп < ©;

где - б" - алгебра, порожденная векторами 
Перейдем для удобства к симметризованныи величинамд'д’^,,,^-

A^{rn)+ J (m-i) , где

Д □ (fτt) =[ι(m>- (f∏-i^ xj^ (й^ (m-t^x.yβc(tni-А^ (m-{^xyj-

Значение <√(λti-∕3 выбрано так, чтобы обеспечить равенство аб
солютных значений условных средних a∏fbιj до и после разладки:mΛ‰)∕¾ 7=

'-. А" JJ f, если лп:?-в^

)f- (r, + r,)fΛ√)÷^ гл (С_,*С^(^„). (Ь)

Заметим, что неотрицательные случайные величины t∙(t∏) определя
ют меру различия моделей процесса в момент времени £- лг» , 
причем первое слагаемое характеризует различив средних эначе-

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



-I∏1 -

НИЙ и спектральных свойств процесса до и после разладки, а вто
рое - различие дисперсионных матриц ≡c) и ⅛ (т, χj . В 
случае, когда шумы S(÷) являштея гауссовскими, величина r(r∏J) 

совпадает с условной дивергенцией по Нульбяку между распреде
лениями вектора x(m*yΛ отвечающим моделям (1) и (2). Это лег
ко проверить, вычислив условную дивергенцию ;

1„ x."λ

I (i∙ji X."; = Р; (а; ×.~) -r'i∙'-,Λ

где ^о") ■ условная плотность распределения x(ρn*^ при

фиксированных значениях x∙(o)^.. х <m> ;

V>≈ (-г^
* {-≈3)3 •

Последовательность статистик -^дЭбт)} и {z∙(m) положим в 

основу пострсения решающей процедуры. Поскольку распределение 
момента разладки θ неизвестно, процедура должна иметь цикли
ческий характер. Это означает, что в 
мени выносятся реиения о наличии или 
копленная к этим моментам информация 
ется. Для формирования решений будем
д 3 (рп) , а с помощью f∙(r∏)- определять моменты принятия реше

ний. Решения о разладке будем принимать в те моменты , ког
да сумма расхождений γ(m) между моделями достигнет заданного 
положительного порога Н . 
Положим

Октределенные моменты пре
отсутствии разладки и на- 
в дальнейшем не использу- 
использовать статистики

(7)

Те = 'Г; (Ю = {»< (б)

Решение о разладке в а -м цикле наблюдений будем выносить 
на основе статистики

y,(w) = -⅛-⅛ √i(C∆□{t*Λ,∙

С i , если ^-k,
<[M-^ f⅛)]∕'∙('ti) . если

о , если ⅛

Благодаря специальному выбору моментов соотношения
{F∣) имеем

или .
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-о
** опредпляютсл формуле1Л1 (3). Учитывая (0), 

в ко- 
(∕Sf<i ). 
тооцадуры и

моделяьш про-

у. (W)≈ /.если

[ ÷i + £^- (НЗ • если r∙.j

(h∣) = -^^Σ^ =

’’Де 'i'4 
решение о наличии разладки будем принимать в момент , 
торый статистика У- {И) впервые превысит порог 5^ 
Перейдем к анализу качества построенной решастией 
выбору ее параметров И а . Введем 1^ункцию

R(,≡>^3= 
i=a∙∙∙l 

определягийю среднее суммарное расхождение между 
цесса, накапливаемое на интервале наблюдений (βj gj . Здесь 
√ {^t) обозначает весовую функцию, √ (Г;3 и J (t}≈I
для остальных 4. . Оптимальные значения параметров Н к S^ бу

дем определять, используя следующий критерий: минимизировать 
среднее суммарное расхождение R∣ моделей процесса, требуемое 
для обнаружения разладки после ее появления при заданном уров
не среднего суммарного расхождения между соседними мо
ментами ложных тревог ⅛,, t∣ , т.е.

= при R,=

Здесь - начало цикла наблюдений, первого после разладки 
процеоса, а - время запаздывания в обнаружении разладки, 
М { • 3 - математическое ожидание величины ∙J . Критерий (9) 

в случае, когда расхождение моделей процесса постоянно, совпа
дает с известным критерием: минимизировать среднее время запаз
дывания в обнаружении разладки при заданном среднем времени 
между ложными тревогами. Точное решение задачи оптимизации па
раметров Н и S построенной процедуры потребовало бы конкре

тизации вида структурных функций и ft^, а также распределе
ния ® уравнениях (I), (2). Поэтому эти параметры будем 
определять, используя оценки величин и Ру . При получении 
таких оценок будем предполагать, что заданы допустимые вероят
ности ложной тревоги √ и пропуске сигнала β в каждом цикле.

ТЕОРЕМА I. Пусть: I) матрицы A,(⅛ ≈3 ”
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(6),(7) 
предложен

С, = С, =

совпадает
I н о й в [з] ,

с процедурой, 
причем

4. Обнаружение разладок процесса авторегрессии

Проиллюстрируем полученные результаты на примере скалярно
го процесса авторегрессии р -го порядка. Пусть наблюдаемый 
процесс описывается уравнением

до момента в и уравнением

≡c(⅛≠X} = >τ)j + А + ... ÷ ⅛ (≠*⅛

начиная с момента θ . Здесь (А/), 
- постоянные вектора, не равные между собой, причем

- последовательность независимых одинаково распределен- 
ных случайных величин с Mξ^(i)≈O и M(ξ'*(⅛)-i)=yv.

В атом случае решения о наличии или отсутствии разладки прини
маются в моменты 'Г- , ... , определяемые по формулам
(5), (6): ' м

(÷> / (ф * ⅛) (% (€=5)-’/ (t=θ∕*

е,^ (Ч, хЗ = ÷ (41-... 1- aJΓ' X (⅛ .
Решение о раел^ке выносится тогда, когда статистика 
⅛(H) = J- («(«•<)-a,⅛>j∕

" “■ ? ?16) 

' Ч -⅛-)(-.⅛≈>-M⅛=<)*÷∙i- (⅜-⅜)] 
превысит порог 5^ . Для справедливости теоремы 1 достато’що 
расходимости с вероятностью единица ряда из величин (15), ко
торую можно установить Ге] с помощью леммы Бореля-Кантелли. 

Согласно теореме I процедура обнаружения разладки (15), (16) 

будет иметь вероятность ложной тревоги не больше «< и вероят
ность пропуска сигнала не больше , если ее параметры W и S
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определить по формулам (II), где

* ×

fi = -⅛- , Λ=⅛.

Если дополнительно предооложнть, что процесс (13), (14) устой
чив, т.е. корни хирактеристических полиномов (≡J=
_  _ кпмгот nu,ιN^vr *nuuuτrkinnn t∕r⅞ιma НА 1,AWUA ПА_ 

лучить асимпфотические формулы для 
тик процедуры

лежат внутри единичного круга, то можно по- 
статистических характерис- 
(1&),обнаружения разладки (16).
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С помощью соотношения (17) 

можно определить параметры процедуры Н и 

= (1^ ≠ f>->λ

Формулы (18), (19) могут быть использованы для рвшения сле- 
дувшей задачи параметрической оптимизации: при заданном fi*= 
« (<√^ fi) найти значения , минимизирувшие /?1 f⅛ A)∙
Пусть для простоты δJ = 6'j (при этом условии 1>,=2^≈<' ) и тре
буется, чтобы среднее суммарное расхождение моделей процесса 
(13), (14), накапливаемое между двумя соседними моментами лож
ных тревог, было не менее, чем R* = 2()000. Мини)Я1эируя по •< 
и р величину й, (Ч/3 « получим <X*=Q ооо?,
т.е. среднее суммарное расхождение, накапливаемое после разлад
ки,не превышает 19,76, а вероятности ложной тревоги и пропуска 
сигнала в каждом цикле равны 0,0007 и 0,291 соотьетствекно.

В заклвчение приведем результаты экспериментального иссле
дования построенной процедуры обнаружения разладки. Моделиро
вался процесс авторегрессии первого порядка

X(t*13=m ≈(⅛J*<rj5(÷3^ t=q⅛∙..^

параметры которого (m , > , 6^ ) изменялись в момент разладки 
θ со значений (^^1, , . в, ) на значения ). Зна

чения параметров указаны в таблица. Шумы ^(4.) выбирались неза
висимыми, гауссовскими с и . Для каждого
набора параметров было получено 50 реализаций процесса ос . 
Момент разладки в являлся равномерно распределенной случай
ной величиной на временном интервале (500,600). (В процедуре 
априорная информация о θ не использовалась). В таблице даны 
среднее время запаздывания ⅛j в обнаружении разладки и число 
ложных тревог К в 50 реализациях.

по эаденн(Д4 вероятностям и и ∕t
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Из таблицы видно, что предлагаемая процедура позволяет об
наруживать скачкообразные изменения (в любом сочетании) сред
него значения процесса, дисперсии шума и параметра й , опре
деляющего корреляционные свойства прюцесоа.

Заключение

Таблица

н 5 \ *"λt ч
8,0 0.7 0,0 0,0 0,0 0,5 1.0 1.0 6 38,-3
8,0 0.7 0,0 -0,6 0,0 -0 »5 1.0 1.0 3 43,0
8,0 0.7 0,0 0,6 0,0 0,0 1.0 '1.0 6 ЗУ,9
8,0 0.7 0,0 -0,6 0,0 0,0 1.0 1.0 13 40,2
8,0 0.7 0,0 0,0 0,6 0,5 1,0 2.0 2 15,6

16,0 0.7 0,0 0,0 0,6 0,5 1.0 0,5 25 20,3
8,0 0,7 0,0 0,3 0,0 0.3 1.0 1.0 4 52,7
8,0 0,7 0,0 -0,3 0.0 -0,3 1.0 1.0 6 48,8
8,0 0.7 0,0 0,3 0,0 0,0 1.0 2.0 0 12,2

16,0 0,7 0,0 -0,3 0.0 0,0 1.0 0,5 39 14,0
8,0 0.7 0,0 0,0 0.0 0,3 1.0 2.0 0 12,2

16,0 0,7 0,0 0,0 0,0 -0,3 1,0 0,6 29 16,3
8,0 0,7 0,0 0,3 0,0 0,3 1.0 2.0 I 11.7

16,0 0,7 0,0 0,0 0,0 0,3 1.0 0,6 8 29,4

Построена общая процедура обнаружения разладок случайных 
процессов, описываемых стохастическими разностными уравнения
ми, которая дает возможность обнаруживать изменения в момент 
разладки среднего значения процесса, а также его спектральных 
и дисперсионных свойств. Результаты могут использоваться в ли 
нямических системах, подверженных действию помех.

Приложение

I, Доказательство теоремы I

Доказательство теоремч I проводится по >'xomo работы f3и 
опирается ня лемму t.
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^β- » о п

л а л ю б о м

i <C√1(J о i к < Tg- 
~j⅛

«с^и К >

вели К= Ч» t

ε^ -алгебру событий, наблюдаемых до момента S^ 
I ниже будет показано, что myMH<f,,^∙ , опреде-

обозначает
С помощью леммы 
лявмые {θ)jимеют следующие свойства:

К-Л.З.(П-З)

Здесь ¾. - 6 - алгебра событий, наблюдаемых до момента ¾= 
[4] , т.е. совокупность всех событий Д , для которых 

имеет место включение

где ~ -алгебра, порожденная случайными векторами з:(оД,
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= А
Н

вероятности ложно!^ тревоги и пропуска

где Λζ 

среднее 
пользуя

" ⅛ ^ постоянные, определяемые равенствами;

-Рх"»
' (∏.4)

м ± ∕M(≤,<.Q(⅜)∕
л«л J * -*

«ь = у- ∑ I
ШАН ^ J s

(∙t) - 1 -Я координата вектора (⅛) • hep∣aBβHeτBa (11.3) поэ- 
волявт с учетом (8) оценить вероятности ложной тревоги ⅛*'f∕i⅞) 

и пропуска сигнала в ι -м цикле наблюдений
= pΛ,u√ω>i*δ3 

, (П.Б)
р/ (H.>')= p(^2^ <^2Λι-'b)*H.

Неравенство для Р„ получено в предположении отсутствия раз
ладки. Соотношения (II) для параметров процедуры Н и сле
дуют из равенств ;

= .< (7≠s)H -*
где о( и _д-доцустимые 
сигнала. Для доказательства второго утверждения теореьд) I за
метим, что в силу (9)

R^ = Λ<√7 R,= ∕V,H, (П.6)

- среднее число циклов между ложными тревогами, а - 
число циклов запаздывания в обнаружении разладки. Ис- 
(Л.5), можно показать [з] , что

Λζ >z . N,
Отсюда и ив (П.6) следуют неравенства (12). Для завершения до
казательства теоремы I остается проверить, что выполнены усло
вия леммы I, обеспечивающие справедливость (П.З). Моменты Т,- , 
определяемые (6), являются марковскими относительно введенной 
системы в -алгебр {'^ 3 » ≡ последовательности /г(.^)У и 

, задаваемые (5) и (8), согласованы с этой систе
мой. Используя (3), (б) и (8)^ получаем
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“по ^
(σ≠6) + 4 //

где bj-y* ( л. -.4, :>) (, ≈3√
{ V , V ) обозначает скалярное произведение случайных матриц 

V иУ: (V, V>=N(<∕∙VV"∕5,,).
Первое слагаемое в (11.7) оценивается по неравенству Шварца 

(5⅞"J)fe÷∕*iJ)-Fy⅛≡r, ∣∣c^(^--fy∕l↑' 

(П-в) 
!) *, = М //(⅛s'"}ω-eF.

Второе слагаемое в (П.7) оценим с помощью элементарного нера
венства

⅛jbS=^ J

l∣c∣r- ⅛c" 
∙>J=^ ’>

■‘’з ≤ ≡S ∕∣c∣∣^**i II 

аввотркцатвльнуе числа;

fiii,;

: ∣∣all^=∑c^∖

Записав это слагаемое в координатной форме и обозначив∕^cjs = / (5с j∙ ⅛ (⅛) С % Ч< <ff*∙f ζ Йл= I к

I ∣∣c^ {a.<3}

обозначает ( С ,j )-й элемент матрицы Л . Из (∏.7)- 

-(П.9) следует, что

Оценим правую часть этого неравенства через f'(ε'≠4}∙ усло

вий (10) Buτmcanτ неравенства¾ ≡iθ" 5>κ f ¾
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которые приводят к соотношению
∕M√≡*of⅛ 1⅛

(П.П) 
'ur(ff≠O= ({A-Aj[(e,,e.^)'^^(e,^eζ5'](A^-A,'))(ε≠z ≈3.

Оценим второе слагаемое в правой части (П.10). Используя кано
ническое представление положительно определенных матриц ≡^ = 

= ⅞ У 2 = I7^^½, V

где Lζf - ортогональная, а Д^- диагональная матрицы, получа

ем

И8 
во

с/= (2 -еУ= =
т *Zt f л ~~^ \ л (∏∙12)= Ч M,-2f÷¼,)½∕σ,.

условия (10) и диагональности матрицы Д следует неравенств 
к

г. (А,-2f÷л;О.

Отсюда N И8 (H.I2) с учвтом того, что ^∣' ^~'=='it' ≡ , нахо

дим

Подставляя оценки (П.11) и (ПЛЗ) в правую часть (П.10), полу
чаем .

мГ1и ΛΛr(e÷O÷

(П.14)

= r(6∙+^) ='r(5+^).
В последнем неравенстве использовано определение ρ(s+^3χ

t∙ (5+ -ur(s + Z) + -1- ( ≡, ÷ ≡a~ 2 f^).

Таким образом, для величин (⅛), определяемых равенством (в), 
выполнены условия леммы 1. Поэтому иа (П.2) и (П.14) следуют 
требуемые неравенства (П.З). Теорема 1 доказана.
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2. Доказательство теоремы 2

Для получения вероятностей ложной тревоги и пропуска сигнв' 
ла в L -м цикле наблюдений учитывая (8), найдем
предельное распределение нормированных цумов ζ∣∙ (ц), опреде
ляемых формулами:

Для этого нам потребуется
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Лемма 2 является видоизмененной теоремой 
условия леммы 2 для процессов (15) и (Q.I5), предполагая, что 
наблпдаемый процесс (13), (14) и момента времени имеет 
параметры (»т^ , \ ), X≈<2 . При этом символы
вероятностей и математического ожидания будут использоваться 
с нижним индексом К .

Учитывая, что (⅛≈0y+∕*
и используя (^5), получае|/

причем

\ У . л
к б’^ ≠ δ* .

В условиях 2 в качестве процессов "а (⅜) и *⅝ f⅛J можно использо
вать процессы

Р 
т 
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(П.16)

из СэЗ • Проверим
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■ TI⅛^

≡H, (О = J ⅛ (i-s-i)∙ (П.17)
я ■ S ” а

*"≡θ о tr »
h (i*4)= ⅛ (-i∕(-⅛

θ' j Р

-4 '(^1,∙∙.. 4 ) 4^ = >. -^. , = ^∏κe⅛--J-, .

∕'λ^''∖ -. ∙A '*J \G^,. о")'

< Д>^ обозначает первый столбец матрицы И . Процессы (П.17) 
получены путем подстановки в (Π.I5) аппроксимаций процесса ос , 
>1редставленного в векторной форме flθ] . Из (П.17) следует, что 

∕^κ≡^ω=15^ (∏∙iω

Проверим последнее условие леммы 2. Для ^того используем асимп

тотическое свойство процесса авторегрессии. Представим процесс 
^(i) в векторной форме

≡ {4^ + i)=, f∏^ ■ Jl + -Л^ ≡t

где
г (⅛)= (Λ(⅛λ..y=c(∙t**-R)T

Известно, что

где матрица

F^- Л

∕¾≤<<**J∙»5 

т-Σ Sc(-i) x∖∙k)= У*Л' f' H
■1=1 
определяется ив уравнения

: = ∑,.∑.= Иь-.'.'с
Заменяя теперь внаменатель отиовения на левув часть
равенства (Л.16), подучаем

Г {∏.I9)

* ⅛⅛)Gκ÷‘i^^∆)•^-∣4-÷⅞--■2^•
Taκим обравом, установлено, что для процессов (lδ) и (П.1&) 

выполнены условия леммы 2. Из леммы 2 и равенства

где у А, - индикатор события Д , следует, что случайная вели
чина '2^ , (H√)∏pH условии ε -алгебры также является

г
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асимптотически гауссовской о теми же параметрами, что и вели
чина f(⅛<). Из (0.18) и (П.19) следует, что асимптотическая 
дисперсия^ щума (^Н) опрвяеляечся формулой

Отсюда с учетом (П.5), полагая Н^=Н , получаем соотножения 
(17). Формулы (18) нетрудно получить [3j , используя (П.6) и 

учитывая, что

Теорема 2 доказана. *' ^*

(Π.20)

I

2.

3.

4.

б

б,
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ С(&)-КРИТЕРИЯ ПН1 НАРУШЕНИИ 
УСЛОВИЯ НЕЗАВИСИМОСТИ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Л.С.Воробьев

I. Введение. Постановка задачи

■ ■ >

Ц/дем рассматривать последовательность регулярных статисти
ческих экспериментов

~ Q⅛n ,∙P∏,ljJj и = -(,2,.

порожденных выборкой наблюдений над стационарной в узком смысле
последовательностью случайных величин Х/, Хг,--- . гдеО^и"&-
алгебра, определенная на ¾ , а βι,ιo , u>efi - семейство рас
пределений на Wvι, относительно которого предполагается выпол
нение свойства контигуальности [Т] распределений ”

n=i,z,..., Г =сои«’? , e≤2 , Пусть существу
ет (относительно меры Лебега) плотность каждой из
с.в. и совместные дв^ерные плотности
пар случайных величин (Xu,Xj) • зависящие от параметров 
(∣,β}≈u>, fe0cΛ∖ β=^¾,...,ft⅛ecRζ 2«®=ЯсЯ*^ 

По выборке наблюдений Х= требуется проверить гипотезу
Н, •• = О против альтернатив A∕η •' ∣" “ > Г = e.or>i't,
при мешающем параметре Θ .

Наиболее исследованным критерием для проверки таких гипо 
тез является критерий отношения правдоподобия. Но, как отмеча
ется во многих работах,при построении статистик этого критерия 
Б большинстве практических задач возникают трудности вьг'ислите 
Л1 ного характера. Для слу’тая,когда X< - посяедовятечь- 
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H∞τb независимых одинаково распределенных величин^Дж.Нейманом 
1^2] предложен критерий, названный d(5<), который асигя1тоти- 

чески эквивалентен критерию отношений правдоподобия, но строит
ся более простым способом. В силу простоты построения 
терий получил в последнее время широкое применение для решения 
различных естественно-научных задач.

В настоящей статье исследуется устойчивость некоторых свойств 
классического d(k)-критерия в случае, когда не яв
ляются независимыми, но лишь слабо зависимы.

2. Классический С? 6>*-) -критерий

Согласно работе {2j С?(^}-критерий для проверки гипотезы

Не против сближающихся альтернатив •' ≈ <
в присутствии мешающего параметра θ основывается на статистике

I п с
(1)

где Хи} - выборка наблюдений над последователь

ностью независимых одинаково распределенных с.в. с распределе
нием ∙P^β и плотностью '{fi'- состоятельная
оценкаij] параметра θ j θj - крамеровская функция {lj,

имеющая при Но нулевое математическое ожидание и единичную 

дисперсию. Предельная мощность -критерия вычисляется в ре
зультате двойного перехода к пределу при π-⅛>°*=* и 
связанных таким образом, что f ~ ^}∕n'='^'’ ** равна 

f⅛Cr,e} = Рге j (⅛) ^2’

где >φ(∙} - стандартное нормальное распределение; - крити
ческое значение, определяемое из уравнения ∕~*⅛'f)i.)= <=< i па
раметр М равен ковариации при Но между 7-6X( и

Асимптотически локально наиболее мощный (асимптотически оп
тимальный) критерий в классе c5fβt}-критериев получается при 
специальном выборе функции θ) flj∙

Отметим, что так как при нулевой гипотезе Но ≡
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т.е. уровень значимости достигается асимптотически при всех 
Ре Q , то -критерии являются асимптотически подобными
критериями уровня ,

Довольно полный обзор по асимптотически подобным критериям; 
включая класс 6*fet) -критериев^сделан А.В.Берптейном в f3j .

3. Исследование устойчивости классического C*(k)-κpMτepHH

Пусть Z= выборка наблюдений над стационарной в

узком смысле последовательностью слабо зависимых с.в., удовле
творяющих условию сильного перемешивания [4], С помощью клас
сического <jС»^)-критерия со статистикой (I) проверяется гипоте
за Не'f"=0 j θe<3> против ве® .

Найдем асимптотическое выражение для мощности d(U') -крите
рия при условии сильного перемешивания с.в.

с
о
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этой теоремы приведено в работе f⅛J. 
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Аналогично можно получить выражения (3) и (4) при других 

условия^ пере:лешивания с.в-
Иэ теоремы I и следствия следует, что при нарушении условия 

йеэависимости с.в. -критерий "теряет" свойст
во асюлптотической подобности, т.е, при л→*^*>нe достигается 
номинальный уровень значимости c< .

4. Асимптотически подобный критерий для слабо' зависимых 
случайных величин

Рассмотрим для проверки гипотезы Но критерий из семейства 
С (к) -критериев, статистика которого имеет вид 

2∏(¾) = в::,
• (5)

где

Покажем, что этот критерий ягляется асимптотически подобным 
/ровня << . ⅞^AβM предполагать, что при сильном перемешивании^ 
с.а. с коэффициентом выполняется условие
iτo и f^fθ∣∕C^i,θ)∣^ , а при условии равномерно силь

ного перемешивания с коэффициентом
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проводится по полной аналогии с

который одинаково хорошо работает

Доказательство теоремы 2 
доказательством теоремы I.

Теорема 2 дает критерий, 
как для слабо зависимых величин, так и для независимых. В пос
леднем случае построенный критерий просто совпадает с класси
ческим <С?(11)-критерием.
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о )!wrpo'∙m∙cι L<∙.-ac!'nwiL∣λ Pi∙auΛKii∙,ιιx ∏pωiui ⅛∖ когогки.
0tZ4j∖U⅛u 1Ъ41.ОГ1<Л.. П LΛφ∖4ΛX PΛJiBXillΛBΛlUlJl ОБРАЗОВ

А. Б. Глаз

Особенность задач рас11031'авания образов заключается в по
строении решающих 1гравил, позволяющих определять принадлежность 
объектов к тому или иному классу, на основе ограниченных обуча- 
h∣uιx выборок. Поскольку в практических задачах распознавания 
обучающие выборки обычно существенно ограничены, го возникает 
проблема построения таких решающих правил, которые позволяли бы 
глиншлиэировать вероятность ошибочной классификации.

I. Постановка задачи
Рассмотрим множество tΛf объектов X , описываемых п -мерными 

ввктграми признаков, которое может быть разбито на два нспоросе- 
кающихся подмножества (класса) c⅛ и o4⅛ в соответствии о некото
рой, априорно неизвестной, общностью для объектов одного к.дасса 
признаков / ∈ С -i 2 '4( 3 , < п.. Примем, что H3t>⅛ и д(^ла-
етоя случайная обучающая выборка объектов ограниченной
длины Д,, Л [ J : ^ ] j т.в, объекты обучавдей выборки √*" появляют
ся случайно и независимо в соответствии с некоторым распределени
ем вероятностей ∕^('X√. Для каждого объекта обучающей выборки ап
риорно известна принадлежность к классу e-<'∕ или o*⅛ . распре.дело
(ние JP>(JC) неизвестно. Поскольку κ,ιaccH <y⅞ ис/^ не пересекаютоя, 

(то на множестне е-^ сучцествует оптимальное

' I 6*j ,

Так как для построения решающего правила 
по.льзонано но вое множество , а /олько

pθmaιoι∣ιeo правило

(1)

(I) может бить ис- 
подмножостпо с/^ ,

то пеизроотная ^зрлктрристичоскчя функция (1) ппнроксимируетоя 
функцией , построенной нн обгитцой ннборкв ¢1-:

Иоокольку ннборко роргдо )i'pann4∏HH, то найти такое i∣t∣h- 
5ли’1'”ни-? f V •* , которое г.'рлнтирснлдо (Н1 ,-41)6,7111 точность annpoi'- 
'ИМЛТТИИ , Tipll{l'υ)l)I)∙l'iκηn j)ρ ∣1p∩)lr>THH>ιKα<ΓCt) )ι{13)**i4Tfr∙,t)*, ∣lθ--T('∙ V f)4∣^.4
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(2)

ирно ныбор.‘М клаоо аппроксимирующих функций, например, 'парамот- 
ричсский ∕^'(X,V) , где V" - ноизвоотный т -марпий век

тор ппраметрор, и введем меру уклонения jP'(X,V,∕ от
Гункционал средпет'о риска, определяющий вероятность ошибочной 
!'ласси Икании j

I(V) = / ς^(×) - fi'(X.y)}^∕^(Y)dY,

У
где У - (n+i) -мерннй вектор, значснип первых п координат ко
торого совпадают со значениягли координат вектора X , в значе
ние (п-и) -й координаты равно значению ^(У), fi{Y) - плот
ность распределения вероятностей; У - (п ->-1) -мерное простран 
ство (множество всех векторов У ).

Так как плотность распр'еделения P(Y) априори неизвестна, 
найтиглю ограниченной выборке «/К* оптимальное решающее правило 
X>γjf,V*J, доставляющее точн1^й минимум 'Инкнионалу (2), гевоз- 

ножно. Именно поэтому в качестве меры уклонения обычно 
ся другой функционал - фуш'дионал эмпирического риска, 
ющий частоту ошибочной классификации на выборке

Л f v√ = ± β >eγγ4, V}] ↑

и в заданном классе определяется решающее правило, минимизирую
щее эмпирический риск (3), Но при этом ниоткуда не следует, что 
выбранное из условия минимума эмпирического риска решающее πpa-∣ 
вило будет обязательно доставлять минимум функционалу (2). Так, 
В.Н.Паппиком было показано [ХЗ , что для того, чтобы с роо^ 
том/, гп/п Л ( И? стреглилоя к т/'а Т (У i , необходимо вн-

F∈∕'" r∈f"'
нолноние условия равномерной сходиглости частот к вероятностям, 
πooτe.∙,ιy в случае ограниченной емкости классов решающих пранил [ 

тля конкретною правила, минимизирующего эмшр’ИчоскиИ риск, mo-J 
жет быть определен доворительтчй интервал цтш вероятности ошибо! 
пой классификацг.и. Из опре.г.плпння этого интервала следовало, чти 
п случае малой длины Δ o6y4⅛no'∏∩H выборки выбор {.’отати'о прян 
пила го.:ько из упло1’ия миппму\!а эмпирическоч'о риска явтяетсд да 
м'-ио но оптимальным.

пыбираст-
01гр5деля-'

(3)

2. Λ,'∣ropuτM иортроенич n<bJ∣eκτHH∣ιr>r'o пгвиилл
ЦП КОрОТКпН ОбуЧЭЕИ.ЧПЙ ΓI∙tf''∏[∙i∙e

".∙lp !tl.'(!Tpoo∣IHΠ PΘIII∏K)I∣!(!1∙O II(ιa3iUI∏ '’рС'1’!'”П'’ТС" Π,'(Π,4,V∙n∣n(f
■ -∙'.lt∙v>γι -1.
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екачала а заданном классе решающих правил Z''('X.V'J = 

Sff{'V',Φ(X)) , где ΦfXj - некоторая система функций из ап
риорно HL'6paιiH0j'0 класса , опрадоляюи1ая структуру реша
ющего правило, строится mho'soctbo решающих прлвил, минимп-
зирую1ц;1х эмпирический риск, т.о. каждое правило определяется из 
ус.'.опия ∑ Г Λ'(XJ-Λ∙'fX,V>J^—min т/п. .

При этом р;авновероятно может бить образована любая из возмож
ных структур ΦfX√ , т.е. решающие правила, минимизирующие 
Э1лппрпчоск:1и риск, генерируются случайно в соответствии о 15авно- 
мврнпм законом распределения вороятностей.

Далое на мнокостве правил ( (XJ} с: Л , 

безошибочно классийпадрующих обучающую выборку, определяется 
окончательное рошаюиео правило, классифицирующао вое объекта 
X∈β<∕, но вошедшие в обучающую выборку, следующим образом;

>€7х; = Л ⅞ J, (5)

где Т - используемое нечетное число таких правил.
В тех случаях, когда при генерации множества Л не удается 

построить правила, безошибочно классифицируюпда обучающую выбор
ку, окончательное решающее правило определяется как 

где =<■/ - вес ( -го решающего правила .∙⅛'^{'XJ,

чина которого зависит от надежности классификации 
видом обучающей выборки следующим образом '

“г =
а решающие правила ⊂ , ∕∈ С/;τj отбираются 
вые Г правил из множества Л , в котором в этом случае все 
решающие правила упорядочены по пеличине эмпирического риска и 
поронуморованы гак, что первому правилу соответствует паиментлюе 
значение величины эмпирического риска.

Такой подход к построению решающего правила на коротких обуча
ющих выборках дает возможность получить дополнитол!ную информацию 
о выборке и существенно понизить чувс-, вительность к "плохому рас- 
положению" объектов обучающей выборки, что поэволлег минимизиро
вать вероятность ошибочной классификации. Доказывается оходтлость 
такой процедурны и цоказнваотся ее эффективность на ир.глчрв решания 
различг'х практических задач распознавания.

Литература
Т, !!ai4∣'iκ Вп?сг'’не1)Л9нчэ ззп.нспмостой по o√<i'! ∙'4'<3

τ'i4∣!∣jrt, - ;: l''Vi'", f'''''', - !⅛c,

(6)

БвЛй- 
этим пра-

(7)
как пер

•'»
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АЛГОРИТМ УСТРАНЕНИЯ АНОМАЛЬНЫХ 
РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ

В.А.Гныря, А.А.Светлаков

Одной из важнейших задач, возникающих при обработке экспери
ментальных данных, является задача выявления аномальных резуль
татов измерений. В литературе есть сведения о том, что экспери
ментальные данные могут содержать до 5 - ТО % аномальных резу
льтатов измерений [ I, 2 ] , которые могут дать сильное смещение 

при оценке параметров, особенно дисперсии. Проблеме выявления 
грубо искаженных (аномальных) результатов измерений посвящен ряд 
работ [г, З] , однако их результаты мало пригодны для автомати

зированной обработки экспериментальных данных. Автоматизация об
работки результатов измерений, в том числе с использованием ЭВМ, 
привела к необходимости формализации и алгоритмизации процедур 
исключения аномальных результатов измерений из поступающего 
обработку потока измерений. Ниже 
аномальных результатов измерений 
ментальных данных, который может 
эированной обработке измерений.

Сущность предлагаемого алгоритма заключается в следующем. 
Пусть имеется выборка Xj, Xg... ,X∣χ .элементы которой являются 
результатами измерений некоторой переменной величины X. Здесь 

П, - некоторое конечное натуральное число, а все значения X 
являются случайными величинами, Подчиняющимися одному и тому же 
нормальному распределению с параметрами ИТ. и б значения ч(0- 
торых неизвестны. Пусть поступило еще одно измерение Xn+∙t ,не
обходимо проверить, является ли это измерение аномальным. Если 
оно аномальное, его необходимо выкинуть из ряда приведенных из
мерений. В противном случае сохраняется для дальнейшего
использования. Критерий проверки основан ня статистике t , оп

ределяемой соотношением

⅜ _______где 5г’ δn∙ i

на 
приводится алгоритм устранения 
из последовательности экспери- 
быть использован при автомати-
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(3)fi ■

отбросить его как непригодное для даль-

Статистика t подчиняется распределению Стьюдента, поэтому ве
роятность того, что мы откидываем "неаномалыюе измерение имеет 
следующий вид:

Wκl>ε)∙ г) b(i,H--()ctt, 

где 5(t,⅛)- плотность - распределения. Существуют таблицы
значений ьелиадны tjb , таких что

2jS(t,n-1)≈Λ (2)

Задав Достаточно малую доверительную вероятность J¾ , с помо
щью таблиц находят значение порога t > , который используется 

в соотношении вида

I X ⅜⅜ < ~ ⅛ I +

Если данное неравенство выполняется, то Λh÷'∣ можно считать 
аномальным измерением и 
нейшего анализа.

формулы (I), (2) позволяют вычислить значения 5,χ , tp 

только при фиксированном значении и ,между тем в реальных усло
виях часто приходится сталкиваться с ситуациями, когда у нас уже 
есть значения nτ⅛ , Sκ , t>, и мы получаем новые результаты из

мерений переменной X. В данном случае необходимо использовать 
рекуррентные алгоритмы вычисления Sκ,t>. Для вычисления КЛк 
и синтеза подобных алгоритмов не !'пр'кянп«вф nn∩rtnπ∩ φ∏vn<i∙

для этого достаточно записать формулы 
борка X L , i∙=Ov пополнилась еще одним ( h-*< )-м значением J , 

и в правых частях полученных при этом выражений выделить значе
ния ГПк и Sκ . Действуя указанным образом, приходим соответс

твенно к формулам вида

÷ ⅛-(XмΓtTVн)^ (4)

составляет особого труда; 
(1) для случая, когда вы-

выражений выделить эначе-

1+)

Как было уже сказано выше, значениеtj⅛ находится из таблиц зна

чений функции tj⅛≡ Т(п, Л) • являющейся нижним пределом интегра
ла (2). Использование данных таблиц и метода интерполирования 
позволяет отыскать значения fj⅛ при любом фиксированном зна
чении Н > i и общепринятых в математической статистике:значе
ниях (¾ , равных 0,05; 0,01; 0,001. Несложно придать дайной про- 

иеду;»" и рекуррентный характер, но при его реализации необходим!
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i

хранить в памяти вычислительного устройства большие таблицы мно
горазрядных чисел. Кроме того, поиск решения при этом требует 
значительных затрат времени. Однако, если заметить, что функция 
t'Ch.,f>) чрч всех значениях JS является гладкой и асимпотичес- 
ки убывавшей при K-*∙o^ , то еа можно аппроксимировать достаточ
но простой функцией. Приведенные исследования показали, что фун
кция t (Ъ наиболее успешно аппроксимируется дробно-рациональной 

функцией вида

( + α,(jb)∙n + α^(ji)∙n* (5)

где , 1” , - параметры аппроксимирующей функции, оп

ределяемые из минимума среднеквадратической погрешности аппрок
симации ф;^кции Т( h,J⅛). На рис. I приведены графики функций 
T"( К., β>) и 77(11, fi>) при j⅛ = 0,05 . Значения параметров αι(^) .где 
t-4Tζ, а также величины погрешностей ∆T<J!>J, вычисляемых по 

представлены в таблице.
Применение аппроксимации (5)и формул (3)-(4) позволяют полу

чить следующий алгоритм устранения аномальных результатов изме
рений:

96

5κ >. ∙τ(h,P) ,.,
Приведем некоторые результаты исследований рассматриваемого ал
горитма устранения аномальных результатов измерений. Для провер
ки работоспособности алгоритма (6) реализован численный экспйри- 
мент, в котором элементы выборки X. [ получались с помощью стан
дартной подпрограммы GAUSS . Данная подпрограмма генерирует 
псевдослучайные числа, распределенные по норк1альному закону с 
заданными значениями средней величины и среднеквадратического 
отклонения. Использовались псевдослучайные числа с нулевым сред
ним и единичной дисперсией. Аномальные значения генерировались 
также с помощью подпрограммы 6AVSS . Среднее значение также 
равнялось нулю, но среднеквадратическое отклонение соответство
вало десяти, и эти значения составляли примерно 30% выборки X ( . 
На рис. 2 представлены результаты работы алгоритма (б), где
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l-jb α,(N α√f>) α√N α√N

0,90 0,0007I -00,81739 -2,48415 -1,51473 0,00∞5

0,9I 0,00086 -00,90395 -2,49223 -1,47601 0,00006

0,92 0,00104 -01,00811 -2,50227 -1,43497 0,00007

0,93 0,00129 -01,13629 -2,5I496 -1,39449 0,00∞8

0,94 О,00164 -01,29800 -2,53iπ -I,35332 0,00009

0,95 0,00215 -01,50883 -2,55187 -1,31098 0,00011

0,96 0,00293 -01,79695 -2,57934 -1,26691 0,00013

0,97 0,00427 -02,22146 -2,61731 -1,220I8 0,00017

0,98 0,00696 -02,93034 -2,67389 -I,I6895 0,00023

0,99 0,01466 -04,49273 -2,7721 -I,I0878 0,00039

0,991 0,00253 -14,43692 -7,93781 -3,06226 0,00026

0,992 0,00280 -14,21449 -7,60182 -2,89055 0,00027

0,993 0,00315 -14,03299 -7,27166 -2,72I57 0,00028

0,994 0,000358 -13,88828 -6,94O9Θ -2,55239 0,00029

0,995 0,00416 -13,82676 -6,61519 -2,61519 0,0∞31

0,996 0,00497 -13,85797 -6,28402 -2,21363 0,00034

∙,997 0,00621 -14,05588 -5,94374 -2,03634 0,00038

0,998 . ∙,00833 -14,56556 -5,57582 -I,84334 0,00044

0,999 0,0I335 -15,96737 -5,I4360 -1,61374 0,0∞67

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



I3I

(⅛=O,OI , . На данном рисунке изображены значения всей
выборки X⅛ , где аномальные результаты отмечены крестиками , 
а также значения выборки Хн , в которую не входят значения 
Jfh, , отброшенные в результате работы алгоритма. На месте от

брошенных значений у функции Хм нарисованы кружки.
Полученные результаты подтверждают работоспособность предло

женного алгоритма и позволяют заключить, что он может быть при
менен на практике при решении задач устранения аномальных резу
льтатов измерений. При этом рекуррентность соотношений (4) и 
компактность формулы (5) помогут сократить трудоемкость решения 
задачи устранения аномальных измерений по сравнению с ее реше
нием классическим методом. Даннов обстоятельство делает реальной 
возможность применения предложенного алгоритма в различного рода 
системах автоматизации обработки измерительной информации, функ
ционирующих в реальном масштабе времени.
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ПОСТРОЕИИК ПРОЦЕДУР ПОИСКА РЕШЕНИЯ НА ОСНОВЕ 
АДАПТИВНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ

С.Ю. Городецкий, Ю. И.Неймарк

В настоящей работа излагается единый, основанный на исполь
зовании непараыетричеоких вероятностных моделей поведения фун
кций подход к построение вычислительных процедур в задачах 
поиска решения следующего вида. В гиперкубе ∩C задана век
тор-функция f= (fo,J∣, •••> t значении которой явля
ются векторы Z= (^0, . В R*** определено (мо
жет бытьднеявно) множество Ё* . Решением задачи являются точ
ки Х*е Г1, для которых f(X*^)∈E*. В символической форма 

задача приобретает вид
f (х)-* Е*, хе П ‘ (I)

Так представимы, например, задачи решения систем уравнений, 
систем неравенств, задачи поиска глобального минимума fp (xj при 
ограничениях-неравенствах f∣f(X)≤O ∏, В после

днем случае | Z : Zo< f* , Z,≤0, . . . Za<≤10 } , где

fo*=****∙ι f,(xX0, . .

О функции f имеется некоторая априорная информация. До

полнительная информация извлекается в результате проведения 
испытаний функции f в точках Х{, Xι,∙∙∙ , Xwι, *• ■ области по
иска П . Результаты испытаний I/, Га!--» • • • могут оп
ределять, например, значения и градиенты компонент функции f 

в точках испытаний или только значения. В настоящей работа
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предполагается последнее, т.е. I,∙ = (X(,fi) , где ∫∙,∙ =

, хотя все результаты легко обобщатся 
на случай других испытаний.

После проведения Ш испытаний имеется поисковая информа
ция V/, • • Jn,]∙ Основной проблемой построения процеду

ры поиска решения (предполагается, что испытания дорогостоящи) 
является выбор решающего правила размещения точки очеред
ного испытания X (t^n,)c∏. Излагаемый подход основан

на двух основных принципах. Во-первых, на построении по резу
льтатам испытаний cθfτ, стохастических моделей поведения ком
понент вектор-функции 5 . Во-вторых, на задавим локальных 

целей и их оптимальном удовлетворении (в 
ли функции) на данном иаге поиска. Этот 
бщением [l,2] . В несколько ином аспекте

Рассмотрим конкретные способы задавия 
лай.

I. Пусть П (X)- скалярная нелилшицева 

множество результатов ее испытаний , Неопределенности 
значения у= П(Х) в произвольно взятой точке Л припишем сто
хаотический характер. Буден считать у реализацией случайной 
величины о функцией раопределения

(Л/ ⅜ П л х tn
где Г(^√ - заданная дифференцируемая строго возрастающая 
функция раопределения некоторой случайной величины со средним 
О, дисперсией I и значениями в (0,1) при конечных 14 , Р (>^)- 
= ^^iи^f(x√;^^=<^j,P^x,x^)=Й ∕M(x.ιCj=

= n''(^.ωj∕⅛! , -г ,, Л г «■

∕1∖x,⅛)=Z <"'^'c> ■

рамках принятой мода- 
подход является обо- 

он изложен в [з] . 

стохастических ноде-

функция и имеется

Сунмирование ведется по 7 точкам,ближайшим к Л средн точек 
Х(, Xj, . • X⅛M ; ,dμ - масштабирующие коэффициенты.

2. Коли функция h(Х) имеет иавеотную отруклуру
hω= H(.4',(×), ∙.∙,‰(×V

(известна функция Н )» причем при исАытанкях функции Л из

вестны равультаты испытаний функций ∙∙∙>3'∣c • 

принимаем „
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3. Кили h(>)- скалярная лилшицнва функция с константой /, 

тогда ιuθcτo (2) прадполагааи ровноиарную распрадаланность 
значения y=b{X) « интервалаf∣ι7y,(х), b^(xψθ3uoMHux значений 

, порожденной свойствоы липшицивосхи, т.е.

fi,m (^J=

в схохастическуо иодаль задачи (IJ включии стохасхичаскна 
иодали коипояент f∙ функции f (в виде совокупностей рас- 
предаланин I (у}; X∈∏j∙ типа (2), (З) или (2), (4), или 

(5)) и предположений о стахистической независииосхи значений 
fi (X). fj (X) при t≠ J .

Рассиотрии принципы выбора локальных целей поиска и постро
ения решающего правила . Выасто множества f* в i,l) вве

дем явно задаваемые множества (пршары их выоора приво
дятся ниже) и определим промежуточные (локальные) цели как

(X) →∙ f Введем функцию 
3(^.⅛)=⅛^(fw≡ε⅛),

определяющую в рамках принятой стохаотичеокой модели вароят- 
ноохь того, что для данного X f(XJ

Будем считать, что первые h∏o точек испытаний размещены в 
П равномерно. Для Ки > постулируам локально-оптимальное 

решающее правило *
= /О -

Заметим, что в случае, когда лебегова мера JM 
следует заменить на —ч /и

где использована специальная последовательность вложенных мно- 

≡θ°≡≡
Рассмотрим поотроение конкретных процедур поиска решения.
I. Задача рашения системы уравнений ∫j(X)-θ (i≈ ) с не-

липшицевыми функциями. Здесь Е =[о, 0,,..,0 ∖czf^^^', Полагпем 
Еф = Е*. Тогда JM (ЕЛ )=О. Используя

(i=O ∕V ) J , из (2), (Я) находим

В .'9) используем (2) о • Пусть - класс не-

(6)

(9)
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npapuBUMX в ∩ функций h(×) « Для которых, во-парвмх, не
пусто внокаство глобальных ыививумов функции | i^(χ)∣ оо 

значениями на нем функции^равными нуле, и, во-вторых, при 
стремлении X ко всякой точка X∣J этого множества величина 

I iι(x)∣ мажорируется сверху бесконечно малой того хе порядка, 

что РЧх, XjJ) .
УТВЕРХДЕНИЕ. Для ф

Р
о
а
о

Р
2.

п 

Р 
т
I 

у

а
X 

а

Р 
а

у в к ц и 
(2). (3) 

д 
п
я

а в и и 5j (Х)=О

“ р
Р .. л 

л
ь

и
ь
и

п 
а 
л

В

Д
и
о

в
Задача решения систем наравевотв О;4 ∫,∙ (X) ^ι'

X∈ П для налипшицевых функций^ Е = б;
Определяем {2 ■' ↑ для доста
точно малого i >0 • Согласно (2)∣ (б) получаои

и о 1
Ы θ

р θ и 0 н и я и и
• (i=O,∕V).

о в а I 
раде

(X, ( Й (^.∙ - )) • (10)

УТВЕРХДВНИВ. Для
, о о л и 

нараванств
ч
о
и

ф у в к ц в а
о
в
о
в

ста 
а
ь в

8 а

и 
и 
ц 
а

р а в а в и й

Рп
й

ы
о

Р
О - - __________
3. Задача поиска глобального минимума (X) в П при ог~ 

раничениях-наравенотвах ∫t∙(X)≤O li= 1^)для валипвицавых фун

кций предварительно сводится^к задача с одним ограничением 
Тогда Е *=

в
I
п
к

напрарывввх 
BbOXβCI>O

и в а а т в и
к и, 10 точка раа а.в и я 
ц а д у р ы (7), (10) б у д а т 
ачноа число шагов.

J ’ 
о

в а

а 
о
д

в
в
а

h (x)= ЖАК { lx)∕dr^,. = {z.' гу«:о]е^* определим _
J0ib
f f t*∙ih{‰(χ,,); (∣r=t>*t),Х^еЮ еслиT>L i 

I если X(f⅛D^(tr=

6>О . Согласно {Z}, (5)

ас ли Xκ⅛Dμ(∙f=<*wj .

V ^fr∏ ' ^rn 'Oi '^∕"*
причем в (11), в выражении (2) для Jj, используется прад- 

отавлениа вида (⅛) с
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Процедура поиска вида (II), (7) порождает последовательность 
точек испытаний, относительжая концентрация которых в допусти
мой области при имеет более высокий порядок,
чей вне этой области. Точная формулировка овойотв метода при
ведена в f 3 J .

4. Предыдущая задача для липаицевых с коввтантаниД^.^^..^ 

функций может быть ревена о помоиью процедуры, ооноваяной на 
отохаотнчеокнх моделях (5). При атом выбираем

⅛≈{≡∙' Zι4O,

используя (6), определим * г

3(χ,⅛)=
И npκMβi∣ в следу∣4βu виде. При аадаииои

ПР“
( 7,../1 "P≈' ^X*H**,__ ___

■ .

Закон ивменения 
начальном й

Бели одновременно выполнят^ два условия и
~^ * определяет ревение вадачи о точиоЛью f по ана-

точек испытаний, раамеиаеных построенной 
-окрестности множества реиений, огра- 

Е .

>∙n∣4 11

чению функции. Чиоло 
процедурой вне любой 
ничено равномерно по
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HCGJI⅛OBA11HE ВОЗМОЫЮСТИ ШВМЕВЕИНЯ БУТСТРаНЛЕТОДА 
В ЗАДАЧАХ СТАТИСТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

fl .В .Губарев, Е.Н.Наумопа, А.А.Наумов

Постановка задачи
время в oτe4ocτBθHHθ{i L-Γ.2∙θl и зарубежно;; [4-9] 
литературе все чаще стали иояв 1ятьоя работы, в 

(Гутстрэп -метод с
B.¾poH, ипектром применения.

1.
В последнее 

статистической 
которых используется новый, так называемый 
широким, как предполагает автор
И одновременно опубликован ряд статей, указываацих на серьезные 
проблемы применения этого метода в различных статистических зада
чах [3,6,9]. Поэтому цель настояще!! работы - определить возмож

ности применения бутстрэп-метода в задачах оценивания, в частнос
ти дни определения точностных показателей разных статистических 
Характеристик, оценить неблагоприятные моменты и последствия та- 
кот’о использования метода в задачах статистического анализа мо
телей регрессионного типа.

>1ля доотижеиия поставленной цели решачиоь следулхцие задачи: 
проверка возможности оиениват1н закона распред ел елдя с ио- 
11-140,4 бутстрэп-метода нр. ''образцовых" выборках;

('opnθjι,oBaHi∙ie возможности прюлонения оутстрзи-метода для ои- 
родздюр.ия точностных показателей опенок типовых характ'ерпс- 
тик - матьчатического сухиданин, дисперсии, κυa'l∏ гасентов 
■цнмметрип, оксцесса и корреляиди, чз'денных по одной вн- 
6o(∣κe;
11сслвдова)1ие возможности применения бутогрэп-метода в запн 
чах ОРГрессионного анализа.

Р.толика исследования
• .тотрзП'--» ТОД, предложеппый Б.Э'Гропо'-' в 197^ годч [^7,8] , '∣4 

∣ee лчтап-но ряссаотрен в ролом ряде p^ι6oτ [4,b,6,7,B,9 ] .
;.||Л ис'Р1Чдов:лия нами разработана обобщенная схема {рис,1) , 

κoτ-∏-jw ∏KJ! ∣43pτ в себя три схемы таучовия поирешмости j√τcτρρ∏ 
............ Л, (1 чЯ p(4i∣eπιw первор з;1д,ачи npe.'waraeτcH порпря cxont∖ ис-

’ ' Г V', 1Т ГП V'*"-ftIlθ*l BTH'4θii - ВТОР'ЧЧ, PJlCG4VTι'UIHfUl JJ'< 4n(∙.UPp∣'
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zCAiiαa i- сл

I
i

!

i
I

i
!

. Генерация :
■. исхоД11ой выборки : 
; Л=(а„....з:«) •
: Ь1/чйслеиие ЬХ-оце-: 
: нок тшювых стат. : 
: характеристик по : 
: исходно? выборке : 
; 6t(Xλ ; tπ,s •_с—
: Ьоры".рование : 
: "поля данных" : 
: X - , 6t*ι) :

: Вычисление ЗХ-оце-: 
: нок типовых харак-: 
: тористик :

≈ Qi i-∏S ;

Фор'лирование 
бутстрэп-выборок 
xλ.,x^,∙∖''K∙∙^⅞ 

Рычисление ЭХ--оцо-; 
нок типовых ха- ;
рактеристик _ :

Ор(.Х*к| - i--<',M⅜ •

7

’ФонмЩ'овгшие 
бу тстрэи-раснре до

делен ИЯ оценки 
W ( Q (X )м|)

Определение 
точностннх харак--: 
теоистик онемик 

hi ,1-^,1-

Γeιιepanjuι 
исходных Вц- 
б^орокХь-,Лч; 
Kt -C3-i, '4 ∙i⅛) 
Вычисление 
bλ-ouGUoκ ти
пов ы:< стат. 
характеристик 
АНЯ κar√i,oΓι 
BU⅛ppKiI 
,, Q с λzχjΛ⅛ --------

Формирование 
апсаибля ти
повых харак
теристик и 
оценивание 
закона рас
пределения 
й(3(г)О 

Определение 
точностных 
характеристик 

’ е!;.--

ΓθHθpaιiiω 
исходной двуиер- 
ной выборки

CA,y‰ 
Вычисление ЭХ- 
оцеиок характе- 
риптш< связи по 
исходной выбор- 

*'θ'βJχXL'-Cκ 

: Форинрононие
: бутстрэн-выбо-
: рок

: Вычисление ЭХ-
: оценок характе-
: ристик ио б.ут-
: стрэ11Ч1ыборкам_
≈ ∕⅞ z< « ч

I R,⅛-'⅛-0∙<><

Форинр звание 
бутсгрэи- рас- 
ире.цеяения опе
нок 
w(β(X',r‰J 

Определение 
точностных ха
рактеристик опе
нок __

1з1 . ' '1.'"

: Проверка : :
: статистй- : :

ческих : :
i : гипотез : :
! : но Крите- : :

∖f ч

j' Охела 3

i

(JX0!<!i

t'iιc,l.(∣5∣v6∣∣ιeHHaH схема HCfHei∙∕.∙∣ амил ιιρnf∣4HHiio<iτιι 

буТСТрэН - IXiTO.4,4 
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ментальное определение одномерных статистических характеристик, 
и третья, ориентированная на исследование приыени.юсти бутст
рап-метода для анализа характеристик связи, дополнительная схема 
"М" oτpaικaeτ традиционный метод математчгческого моделирования.

Под "иоле.» Aa∣3iHx подразу^веааетсн выборь.а разиорности ∕∕d , 
1’де полученная путей o6iγihoγo ади rJo,aiκ⅛θxin∣oBaHHoro ти
ражирования злементов исходно' выборки. В работе !1снользу:9тся 
ЭХ-оввнки, т.е. опенки , полученные но методу эмпирических ха
рактеристик [j∙(j]. Па рис.Ь K,,S,L - количество иссле.луеыых ха

рактеристик связи, тюювых статистических и точностных характе
ристик соответственно.

йксиери-иентатьное исследование по предложенным схемам реали
зовано програиино на ЭВМ B⅛Q∙l-6, язык програлдированад --ЮРТРАН.

3. Полученные результаты
Задача 1
Исходная выборка размерности ^Λ∕=5,i0,25,50,i00) пред- 

стадляла набор псевдослучайных чисел, распределенных по извест
ному закону с заданными парадетрами. Используемые для тестиро
вания расцределени.!, выбор которых был обусловлен общеупотреби- 
мостыо, и значения их параметров представлены в таблице.

Набор законов распределения и значеш^я 
параыетроь для тестовых задач

X

1
2
5

4
')

bajtθH

___

ПорчахЫшР
Равномерннй 
Логн)р:лальнна 
Ркспоиенпиааьный 
Рйлря

Лоцыы
Паоаметры

и 1 :
0 i :
0 i :
0 1 :
(1 1 :

n

1

1оле данных равморпости злдгШноро кол1г»ества 6yτcτ∣>'*π ■
выбопок - М1(.М1=1('(.1,250,Ьио,В1('и) <f∣oμ∙⅛poBana 1Ь чногокоатным ти-1 

радирован1'9»л исходной выборки методом ыонтч-Гчарло о поиопо, ') цч 
ночисленного датчика псездослуча'ных чисел, равномерно раснрн- 
∙∙∙ (p'>Hiix на участке [ и,ь) . Anτopaλiι∣ τaιcxe расоыотренн р.ч.члич- 

. ... <∙∙ ι,⅛ι∣r∙ИНН 'КИЯ '∣aHH∣r' ” части ого ∙'>,t∣'nnt∩4aιi'.w'. l o∙∣,∙q).τi∣ 
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τu тести[юза11ия в виде усредненных оценок функций расиределения, 
полученных бутстрэп-методом для различных c∞THomβHHfl∕V∕Ml , где 
(Д'/М1=2,-1:0,5:0,2.5:0,2:0,1:0,01} , представлены на рио.2,3,4,5,6.

X

Рис.2. Усредненные оценки Функции распределения 
нормального закона

Проверка возмакности оценивания закона распределения о помо
гаю бутстрэи-метода на "образцовых выборках" проводилась путем 
сравнения закона распределения "поля данных” с теоретическим по 
критерий: в зависимости от объема выборочных данных.

В дальнеГлое:^ предполагается провести аналоги'пше исследова
ния о помощью нрпарацетрпчроких критериев согласия.
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Основные выводы по решепию первой задачи:
- в целом по группе гипотеза о согласии 3M∏ιψu4ecκoro закона 

распределения, построенного по "полю данных" с заданным тео
ретическим распределением, как правило, не отвергается;

- для конкретных законов гипотеза не отвергалась:
а)

О)

в)

для нормального закона при объеме сиьые 25 элементов в ис
ходной ваЗорке, если генерация "поля данных" проводилась 
обычнш способом, и свыше 5 - при ыоди<'гииированном;
для равномерного закона - всегда не отвергалась при /'/>10 

с модичашированным способом генерации "поля данных";
для закона распределения Ралея, проявившего свойства уо- 
Т0ЙЧ1Ш0СТИ для разных способов генерации при Л ⅛ 15;
для логнормального и экспоненциального законов распределе
ния положительные результаты достигались лишь при Λ*> 50.

Задача 2
Исследсвание возимкности применения бутстрэп-метода для опре

деления точностных показателей оценок типовых характеристик про
водилось о πououibB Схемы 2 (см. рис.1). Основные резуль
таты получены для нормального и логнормального законов распре
деления; многочислен 1{ые таблшлы обобщены и представлены на 
рис.7,8,9,10 в ввде усредненных оценок плотности вероятности.

1ая исследования применимости бутстрэп-метода в задачах ана
лиза характеристик связи использовалась Схема 3, где в качеове 
характеристик связи рассмотрены коэМмциенты корреляцш! ∏jφcoHa 
и Спирмена. На рис.х1 схематически изображены усредненные оцен
ки плотности распределения парного и рангового коэффициентов 
корреляции, полученных с помощью бутстрэп-метода, для 25 пар , 
илвлеченных из двумерной норматьной совокупности с параметрами 
Л/(0;0;1-,1;0,5) .

Выводы по второй задаче:
- полученные результаты не противоречат известным теоретическим 

исследованиям и литературным даина’;
- в работе показано, что закон распределения для ЭХ-оценок мате

матического ожидания слидитзя в пределе к нормальному, диспер
сия - к Хи-квадрат, коэфЬиниентов асимметрии, эксцесса и кор
реляции - нормальному, но краГде медленно;

- скорость сходимости нелинейно зависит от соотлтнения Λ^∕M1.
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Рис,7 Усредненная оценка плотности распределения для 
оценок матеиатического оя.идания

Рис .8 Уороднеиная оценка плотности распределения Л-'М 
оценок, .дисперсии
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Рис.10. Усредненная оценка плотности раслредатвиия ^'∙ 
оценок κooψ!κιiiieHTθB ексцесоп

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



Рис.11 Усредненная оценка плотности распределения ДДЯ 
' цепок коэф'йициентов корреляции Пирсоне и Спирмена

Задача 3
В работе исследуется проблема применения бутстрэп-метода в 

задачах регрессионного типа как ⅛ih параметрического так и для 
непараметрического случая. В результате теоретического исследо
вания получены следующие выводы:
- бутстрэи-процедура в моделях регрессионного типа может ухуд

шать модель объекта в смысле введенного в работе критерия 
соответствия бутстрэп-оценки реальной оценке характеристики 
модели;

- даже в случае, наиболее благоприятном для бутстрэп-метода, 
дисперсия отклика вдвое больше исходной;

- полученные результаты очевидным образом обобщаются на модели 
систем одновременных уравнений и на операторы оценивания ти
па 2-МНК, 3√ΛIK и др.[11,12] ;

- упомянутые вмие модели систем одновременных уравнений в плане 
их использования в задачах прогнозирования в части постровпил 
подели прогноза - один из вариантов использования бутстрэп- 
метода.

4. Зшиючение
Результаты работы убеднте-льно показали, что для решения по

ставленных задач мотно использовать бутстреп-метод, гаиесооб- 
разпо прследение более глубокого и детального исследования возмож
ностей его применения в других задачах статистического анализа.
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РОБАСТНОЕ ОЦЬМИЙАНИЕ В МНОГОМЕРНОМ СТАТНСТИЧВСКОМ АНАЛИЗЕ

А.М.-Еубров.Н.Д.Вилегжанин, В.Б.Лролев

Podaoτuoθ оцеиаванае в мвтематвческой статаотяке появнлооь 
в овязя с тем, что реальные отвтиотяческие данные, кая оравяяо, 
не аодчявястоя твОличным законам раонределения. Особенно оияь- 
но сказывается отказ от робаотного оценивания в многомерном 
статиотичеокои анализе оовокуаности акономичеоких показателев 
нря изучения их на ограниченном объеме предприятий. Ограниче
ние объема не позволяет удалять из рассмотрения предприятие, у 
которого значение хотя бы одного из показателей оказалось оу- 
шественно отличным от остальных ("грубой ошибкой").

Исследования показали, что при обработке информации без 
учете робастности и с учетом пояучаотся различные результаты, 
влекущие к различной экономичеокой (содержательной) интерпре
тация. При этом выявлено, что при робастном оценивании исход
ных признаков модель оказывается более адекватной реальному 
процессу.

При факторном анализе, например без учета робастности, су
щественно меняется оодержательявя интерпретация полученных ре
зультатов. Это легче проследить по ояедующей таблице:

Призва-! Нагрузки на обшив Факторы
ки ! Ci,

i∕∕ I '-o,aι 0,10 ∖i,∖i) u,Jb d',4J 0,72 и,20 U,ib
().46 0,41 0.04-0,12 0,26 0,32 0,46 0,66

Уз ’ 0,76 0,62 0,41 0,59 0,33 0,21 0,06 0,24
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В τa6uuθ > лектор, веоовых коэффициентов, ооаученныВ без 
робастного оцениввния, Ч'" - вектор, полученный ори робастной 

оценке исходных данных. В данной аадаче с 0,20:0у>г °> 0,50. 
Так^б/г » 0,87, значит^признак y√ должен участвовать в формн- 
ровании названия второго общего фактора. О,'- 0,36, следова-

тельно^учет робастности показывает, что предыдущее ревенве овв- 
бочно, так как 0,38 ικpι, Тврое же положение нвблвдаетоя 
при ≡ 0,43 и « 0,72. В первом случае // не должен участ
вовать в формировании названия третьего общего фактора, а роОа- 
отное оценивание показывает, что этот показатель дает большой 
вклад в двопероию этого фактора, равный 0,72*' с 0,5184. Харак
терным является также то, что <7λ√ = 0,06'i0y><, затоб'?'(^ = 0,24^∙ 
>Otp, и относится к значимым весовым коэффициентам. Если хе фак
торный или компонентный анализ используется для классификаций 
многомерных наблБдений, более близкие результаты получается при 
проверив на известных полигонных клаооах, статистические 
характеристики исходных данных были получены робастными метода
ми.

При решении акономических задач на основе канонических кор 
реляций более близкие результаты к известным связям получаются 
при робастной оценке. Кластерный анализ по исходным статвоти- 
ческин показателям позводяет при робастном оценивании получать 
более близкое я реальному разбиение на классы. Данные исследо
вания послужили основой для создания отатвстического пакете 
прикладных программ, в котором робастное оценивание является 
процедурой, которая может быть использована при разных методах 
многомерного статистического анализа. Его особенностью являет
ся величие программы, учитывающей наличие засорения при аоиммет- 
ричных распределениях. Это программа джеккнайф - оценка.

Для оперативного проведения многомерного статиотичеокого ана
лиза используется авточвтиэнроваввое рабочее место (АРМ) ота- 
тиотяка-экономнота на базе персональной ЭИ( 1840. Htoτa*ιaτB4βoκo<∙ 
обеспечение, разработанное для АРМ позволяет проводить корре
ляционный, регреооионвый, факторный, компонентный, диокрвминант- 
инй, кластерный вналяз. В пакете АРМа процедура винзорвзации 

позволяет проводить робаотное оценивание исходных празваков.
Таким образом, опыт проведения мвогомерного oτaτHoτH4βoκoπ∣ 

авализа в bkohomb4∏∣ikbx исследованиях показел, что пренебрежс-
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HBθ робастноотьс может арввеота к виреботке рекоменда1(а1, ве 
адекватных требованиям реального процесов.

Лятервтура
f. Дубров А.М. Обработке отвтвотвческвх данных методом главных 

компонент. М.Статистика, I97β. - 20Эс.
2.Xbc6ep П. Робастность в отатвотвхе. M.F4Bp.I9e4. - 303 с.
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АЛГОРИГШ УПРАВаЕНИЯ ДМШИЧЕСИСЛ1 ОБЪЕга'А1Л1 
С ЯАПАяд^ПАштал в УСЛОВИЯХ ПЕПАРА;.ЕГИИЕСКОа 

IIEOΠPiXEAEHHθσΓll

А.А.Пвашлов

В работе [I] развиваются общие принципы непараметрического 

подхода к решению задач управления различными, в том числе и 
динамическими, объектами. Принципиальное отличие данного подао- 
дэ - отсутствие этапа параметризации математической модели объ
екта, структуры регулятора. Априорная информация для построения 
непвраметрических систем представляет собог, сведешш качествен
ного характера, что позволяет ориентироваться на учет реальных 
сведений о свойствах исследуемого процесса. В работе [2] приво

дится описание непараметрического регулятора для управления ли
нейным .динамическим объектом. В качестве модели объекта исполь
зуется численная оценка его весовой функция. О помехах, действу
ющих в каналах измерения и на сам объект предполагается, что их 
математические ожидания равны нулю, а дисперсии ограничены. В 
данной работе алгоритм управления [2] обобщается на случай, ког

да в линейном динамическом объекте содержится звено о запаздыва
нием. Величина запаздывания предполагается известной.

Постановка задачи управления
Рассмотрим линейный динамический объект, описываемый дискрет

ной весовой функцией , удовлетворяпцей условию физической
реализуемости и содержащей звено с запаздыванием. Дискретная ве
личина запаздывания <f считается известной. Действующие на 
сам объект и на устройство измерения сигналов входа-выхода поме
хи тлеют неизвестные плотности распределения. Помехи имеют нуле-
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вые математичоские ожидания и ограниченную дисперсию. Иачалыше 
условия принимаются нулевнв.

Пусть иглеется модель объекта, представленная оценкой весовой 
функция Hfc(s) , на конечном интервале дискретного времени

, оценивание 
на стан- 
этом слу- 
на стан- 
функции

S∙ 1, Ш , зависящей от параметра А/ . Следуя [l ] 

весовой функции может производится по реашщи объекта 
дартнце входнио сигналн в эксперимептальнсм режиле. В 
чае N - количество точек наблюдения реакции объекта 
дартный входной сигнал. При М →- ∞ оценка весовой 
сходится в сре.цнеквадратическом к истинной весовой функции объ
екта.

Задача управления состоит в том, чтобы найти такое управляю
щее воздействие ОС , 1« i, ∏t «реакция объекта на которое 1лини- 
глизировала бы среднеквадратический критерий ?)* 
mθ ⅛∙*(5) - желаемый выход объекта. Общая структура системы

управления представлена на рис. I.
⅛θ∏eM случайную величину - погрешность оценивания 

пункции объекта: = Hm(,S)-Fl(S) • Тотда, используя в качест
ве связи входа-выхода объекта дискретное уравнение свертки, с 
учетом известной величины запаздывания t , опгяглальное, в сглыо- 
ле принятого критерия, управляпцее воздействие записывается в 
виде

весовой

(I)

НИ5)

(s)

объект

Γ⅛(S1>I— 1

.1
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S-X-4

(2)

Из (1),(2) следует,что для получения на S -м шаге выходной ве
личины,минимизирующей принятый критерий, необходшио подать соот
ветствующее управляющее воздействие на <Γ шагов раньше.

Выражение для оптимального 1⅛.⅛ содержит неизвестные ве
личины Vi,...,⅛4-t и поэтому непосредственно не вычисляется.Та
ким образом, необходимо, чтобы алгоритм для решения поставленной 
задачи управления оценивал погрешности восстановления весовой 
функции на основе наблюдений результатов $- i предыдущих ша
гов управления.

Алгоритм управления

Оптимальное управляющее воздействие состоит из суммы двух слв- 
гаекшх. Первое зависит только от оценки весовой функции объекта и 
может быть вычислено по фор(луле (2) на основе имеющейся информации 
Второе слагаемое обусловлено погрешностью восстановления весовой 
функции.В соответствии со структурой (I) предложен алгоритм упра
вления, оценивающий оитшлальное 

где X⅛.χ дается формулой (2).
ка. Для оценивания корректирующей добавки в докладе обсувдаются 
следующие пути, аналогичные оцениванию ∆j в [2] . Первый - в 

использовании уравнений объекта. В этом случае оцениввитгся
из системы алгебраических уравнений, где •

s-τ
(3)»

а - корректирующая добав-

S-A-t

1 '
Второй путь состоит в использовании схем клаосическга регуля

торов.Так при использовании πρ<порционально-интегрального регу
лятора, алгоритм оценивания ∆j.q∙ запишется
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S-t-l

Структурная схема действия алгоритма управления представлена 
на рис. I. Генератор осуществляет построение основного управляю
щего воздействия . .

*v⅛t¾ - Sw-oM∙
Регулятор по наблвдениям строит оценку корректирувдей до
бавки баз учета запаздывания. Су1имируя полученные составляющие , 
формируем сигнал . Упредитель

XχtS)
НВ &
подать

" <V*∙ " сдвигает сигнал 
шагов назад по времени. То есть,чтобы "получить' 

выходной сигнал ,необходимо на шаге а-г
управление - х <«) .

на t 
-м шага 
на вход

тара тураЛ и
1. !⅛двадав А.В. Напараматричаскиа сястамы адптация.- Новосибирск; 

Наука, 1983-Р4 с.
2. Иванилов А.А. Управланиа линейными динамическими системами в 

условиях непараметрической неопределенности.- В кн.; Цримена- 
нив ЭВМ в задачах управления. Краснофск, 1986, с. 36-50.
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СИНТЕЗ РОБАСТНОЙ ПРОЦЕДУРЫ РАСПОЗНАВАНИЯ 
И ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОРИЕНТАЦИИ ОБЪЕКТОВ ПО 
ЗАШУМЛЕННЫМ ДВУМЕРНЫМ ИЗСЖРАЖНИЯМ 
В СИСТЕМЕ ТЕХНИЧЕСКОГО ЗРЕНИЯ РОБОТА
В.А.Ильин, Н.А.Харламова

Задачи распознавания и определения положения и ориентации 
объектов по их проекциям возникает в системах технического зре
ния адаптивных промышленных роботов. Подобные задачи решается 
с применением самых разных подходов, в том числе и на основе 
применения признаков, инвариантных сдвигу и развороту. Отличи
тельной особенностьо большинства известных методов распознава
ния и определения ориентации плоских объектов является то, что 
задачи распознавания и определения ориентаиии решается разде
льно. Для распознавания используется одни признаки, как прави
ло , инвариантные развороту и сдвигу, для определения ориента
ции - другие (см., например, /1,2/). Подобное состояние проб
лемы представлено в обзорах /3,6/, где отдельно освещается мето
ды распознавания и алгоритмы определения ориентации.

В статье предлагается подход, который дает возможность од- 
ноБременно решать задачи распознавания и определения разворота 
плоских объектов, основанный на использовании функций общего 
вида, инвариантных вращение и сдвигу. Значения функций подсчи
тывается по координатам точек контура объекта. В качестве ха
рактеристики положения используется центр тяжести. Суть подхода 
состоит в том, что наряду с центром тяжести вводится еще одна 
характерная точка объекта, также вычисляемая по координатам то
чек контура. Эта точка выбирается лежащей на окружности, которая 
имеет центр, совпадающий с центром тяжести объекта. Характерная 
точка не обязательно лежит на сгчом объекте, как правило, она 
находится вне его и даже вне изображения. Зажно то, что она 
жестко связана с объектом. Вводятся инвариантные признаки, вы
числяемые по координатам точек контура и координатам характер
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ной точки. Алгоритм распознавания и определения ориентации сво
дится к поиску на окружности характерной точки по значениям ин
вариантных признаков. Найденное положение точки определяет ори
ентацию объекта, в значения инвариантных признаков, вычисленные 
в ходе поиска, определяют тип объекта. Конкретные значения приз
наков , соответствующие объектам, определяются на стадии обуче
ния до начала распознавания. Количество признаков зависит от 
количества объектов и их сходства.

Пусть дано двумерное дискретное изображение размером N*∕V 
На изображении имеется область, соответствующая конфигурации не
которого объекта. Предполагается, что контур объекта выделен. 
Контур представляет собой набор точек 
с координатами , x,*J , i≈ 1, К. , задаваемыми в неко

торой системе координат, неподвижно связанной с экраном видео- 
сенсорной системы. Не обязательно, чтобы объект обладал связни< 
контуром. Пусть bt≈ (некоторая точка жестко свя
занная с объектом, подсчитываемая по точкам контура и не меня
ющая свое положение относительно объекта при любых сдвигах и 
разворотах, 
наты центра 
определится 
чтобы найти 
следовательности точек контура.

Пусть и-точка, жестко связанна." с объектом, имеющим контур 
Ху,..., • Дхя определения точки и. предлагается исполь

зовать скалярные функции вида

Если через • (Ч-о^, ч»*-} обозначить иоорди- 
тяжести объекта, то ориентация объекта однозначно 
ориентацией вектора и,- . Задача состоит в том,
общий подход к формированию точек Д/. на основе по

(I)

(2)

кстсрые инвариантны сдвигу, вращению и перестановкам последова
тельности Х| , , X ц .

Свойство инвариантности сдвигу

где - вектор сдвига объекта на изображении.
Свойство инвариантности вращению

где β - матрица, задающая вращение объекта на угол <f в 
члсскости изображения; - произведение матрида на вектор.
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(4)

e.os't

Свойство инвариантности перестановкам

∙∙∙)^Kt (^ι'^ t ^ I ‘

где (ч, , i-!c) “ произвольная перестановка чисел ,К.
Свойство (4) введено в силу следующих соображений. Из-за 

произвольного расположения обьекта в поле зрения выделение кон
тура может начаться с любой точки. Поэтому расположение точек 
в последовательности , >.■ , в общем случае может быть
произвольным. Конечный же результат не должен зависеть от вто- 
го расположения, что и выражается свойством (4).

Из свойств (2), (3) при малых S и t∕* елементарным об

разом следуют дифференциальные уравнения в частных производных 
первого порядка, во мпожаствэ решений которых содержатся функ
ции вида

^^^71 “ произвольная дифференцируемая функ-
)С скелярных переменных; J3^(×,u)≈^(×^ 
как (Б) зависит от расстояний, не меняющихся при сдвигах и

(6)

где
ция
Так
вращениях, то очевидно, что (6) удовлетворяет свойствам (2),(3).
Среди функций вида (5) необходимо выделить функции, удовлетво- 
ряоцие (4). В дальнейшем будет использоваться подкласс функций, 
удовяетворяхщих (4), вида

где f(tf) - проиевольная дифференцируемая функция одного перемен
ного.

Два признака к вида (Б) назовем ортогональными на
параллелепипеде Р вида [ i,.,

если выполняется соотновение

Функ1;ии имеющие вид
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ортогональны на Р, если функции и ортого
нальны на промежутке [О,г].

Точка выбирается лежащей на окружности W о центром 
в tς и радиусом Л , одинаковьв1| для всех объектов, подлежащих 
распознаванию.

Точку дг*для каждого из объектов предлагается находить 
с использованием признаков общего вида (6). Признаки вида (6) 
представляют собой подкласс признаков общего вида, инвариант
ных вращению и сдвигу.

Признак P(l4,,fii) вида (6) назовём робастным для обьек- 
та А , если существует такая точка ⅛ [(/, называемая точкой 

робастности признака , что для заданных fi >0 и
6ζ > О величина f , подсчитываема по формуле

6- fP(cif',A)-P(ur,At (7)
<i>'ef6.>.ure Uz,

удовлетворяет неравенству б > Со и множество

¼⅞ ≡ иГ: l<Z, IР — Р (ι^^, Л / < 6 J

содержится во множестве

” 1¾Z , П - ufU ■

Величина характеризует требуемую точность определения 
равворота объекта, характеризует тот суммарный уровень ис
кажений, возникаицих вследствие нумов фотоприёмника и влияния 
дискретности, при наличии которого использование признака 

P(u, А} обеспечивает точность β . Если уровень искажений 
(f, , измеряемый величиной возможного предела изменения значе

ний признака P(u-,A} , удовлетворяет неравенству zεe>>E, 
гдеЕ подсчитывается по (7), то, следовательно, данный признак 

P(U,A} не обеспечивает заданную точность определения
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разворота.
В качестве 

ся использовать 
зрения работает 
обходимо выбирать признаки, робастные одновременно для всех 
объектов Aj- , 1, Н.

Доказывается, что, если для некоторого признака Р(и, А) 
вида (6) точки робастности существует, то они обязательно яв
ляется точками глобального екстремуыа (минимума или максимума) 
функции P(u,A), ne∖>if 
рестности точек глобального акстремума.

Приакаки F^ (U,A} 
нальны на промежутке С а ,f] ,
определяющие признаки согласно (6), является ортогональньыи 
на С о., ^7.

Путём експериментов на ЭВМ установлено, что при приемле
мых значениях Ед i

характерньпс точек 
точка робастности, 
с объектами Лу ,

^*для объектов предлагает- 

Если система технического 
у= Л7 .то не-

, либо находятся в локальной ок-

и (и,Л) ортого-
, если функции С^) и fg^(∕^)

для вирокого класса совокупностей объектов 
точка Uj * , выбираемая для каждого

I условия (8)mθLX F'(U.,Λf}
U-e I/

если функция t определяпцая приэ-является робастной, 
согласно (6), принадлежит системе полиномов, ортогональ
на промежутке ca,fj∖

нак них
Л = trti>‰

где
= ггчхх

×- j i = ,/Су - точки контура объекта Λj

/гтал HKi ∙-uH*- 
«в ftz “

В частности, вышеприведённое утверждение справедливо для 
полиномов Лежандра и Чебышева,

До начала работы системы технического зрения с объектами 
совокупности Aj , i,,.,∣M проиеводится формирование 
вталонной информации об объектах этой совокупности. Для этого
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вводится в рассмотрение множество ортогональных признаков 
, S=i,- >Q вида (б). Достаточно, чтобы только один из 

них, например, (И^А)
совокупности. Для обьектов 
ваотся признаки (Uj"',

был робастным для всех обьектов 
Aj- , j=i,...,h . подсчиты- 
, Л- i,Q , где

выбирается согласно (2). В результате влияния дискретности 
изображения и шумов фотоприемника значения признаков ∕j (∣^,A) 
рдя каждого А язиечявтся в некоторых пределах в зависимости от 
утла разворота обьекта А . На стадии формирования эталонной 
ин{>ормации находятся множества

(9)

Процедура формирования 7J∙ при заданном ⅛ легко реализуется на 

ЭВМ. Количество ⅛ используемых признаков определяется требо
ванием попарной непересекаемости множеств 7}∙ > у» 

Для каждого обьекта Ду , j=i,.,.,M в некотором эталон
ном положении запоминается угол Vj ориентации вектора 

центр тяжести контура обьекта Aj

Некоторая особенность возникает при формировании эталон
ной информации для обьектов, имепцих центр или оси ошыетрии. 
Для подобных обьектов значения любого признака ,

и. ∈ разбиваются на последовательность одинаковых секто
ров, в каждом из которых с точностью до порядка повторяется весь 
набор значений признака. Поэтому для симметричных фигур при фор
мировании эталона достаточно просматривать значения признаков 
только в одном каком-либо секторе и к эталонной информации необ
ходимо добавлять угол между векторами, определяющими положение 
двух устойчивых точек в любых двух соседних секторах.

Процесс распознавания и определения ориентации обьектов 
производится следующим образом. По ввделенному контуру 
наблюдаемого обьекта Д находится центря тяжести и точка и.*^ ħ>'^ 

доставляющая максимум признаку . Подсчитываются
значения признаков (!4 А } , Q и согласно (9)
определяется тип обьекта. По углу у эталонного разворота и 
углу ориентации вектора Z∕ * - определяется ориентация
объекта.

При работе с реальными изображениями значения признаков
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изменяются в некоторых небольших пределах в результате влияния 
самых разнообразных помех при формировании изображений. Как 
уже было сказано, количество используемых признаков в (4) 
определяется требованием попарной непересекаемости множеств 

, j= 1 , М . Найдем аналитические выражения для
величин и ,
а затем поставим и решим задачу выбора минимального числа 
признаков Р (. А} , X ==∙ i , , Q • обеспечивающих
полное распознавание объектов £, , М при
условии, что о помехах, вызывающих искажение контура нам из
вестно только то, что возможные колебания координат точек кон
тура находятся в заданных, известных пределах.

Пусть задан некоторый признак

Пусть задано некоторое положение объекта Л , определяемое после- 
доватольностью точек контура , и точка K-*^ ,
являющаяся точкой робастности признака Pg (и.,А).
Величину д Pj(u^, А} определим в виде

(∕>^(^↑x,}∣∙∕∆∖4 +

(10)

Величина Д 
колебания признака (1Л.^ А)
вых искажений.

Пусть задана совокупность объектов 
Ищется признак F^ [и., А } разделяющий 
объектов из заданного класса. Для этого 
представляется в виде

(^tA)

является оценкой сверху предела 
в результате действия шуко-

О 
∕iy∖, j= i,∙<', м. 

максимальное число 
признак (и, Д')

(II)
r=i ' ' '

где (и,А) - признак вида (6) с функцией∕¾), взятой из

некоторой системы ортогональных полиномов, коэффициенты CL^ „г 
~ неизвестны.

Коэффициенты Ct^ предлагается находить из условия максимума
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(12)

следующей функции

Λ∙^"l

где 
для

!^j^, J≈ i, ∙∙ ,^^ - точка робастности признака вида (II) 

объекта ∕J^ , величины Д (t^j ), J^^^,^•■,M
подсчитываются по (10). Максимум (12) ищется при ограничении, 
являющимся условием существования точки робастности для части 
обьектов из совокупности j= ∙∙∕ ■

В результате решения задачи оптимизации находится признак 
вида (II), разделяющий в общем случав часть обьектов из задан
ной серии. Далее рассматриваются объекты, не разделимые призна
ком P.(∣4,A) . Вводится признак Pj^fU)A) вида (II) и сно

ва решается задача оптимизации по поиску коэффициентов в приз
наке (и,А) , теперь уже только для объектов, не разделимых 
признаком Pi и т.д.

Вышеизложенный алгоритм распознавания и определения разво
рота моделировался на ЭВМ для серии объектов. Нике приведены 
результаты моделирования для трёх объектов (рис.1). Для однозначного 
распознавания и определения ориентации использовались признаки 
вида

(13)

~ ) (14) 
где √4 и Р^(^) полиномы Лежандра четвертой и второй сте

пени /4/, ортогональные на промежутке с О, (л^-радиус 
окружности ¾Z )'.
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введен с целью уменьшения влияния дискрет-Множитель
ности изображения.

Алгоритм работал с бинарньош изображениями размером 60x50. 
Моделирование проводилось на машинах серки ЕС. Изображение обь- 
екта в поле 50x50 имитировалось программно. Поворот обьектов 
осуществлялся также программно. После чего работал алгоритм 
распознавания и определения ориентации. Ошибка определения 
разворота определялась дискретностью расположения точек и. на 
окружности W. При моделировании эта дискретность бралась рав
ной одному дуговому градусу. Радиус г брался равным 64. Зна
чение радиуса никак не связано с размером изображения, так как 
поиск точки не связан с обработкой изображения. Точка Аг * 
высчитывается по точкам контура.

О таблице приведены диапазоны разброса значений признаков 
для трех обьектов, изображенных на рисунке. Как видно из табли
цы, уже для двух признаков (13), (14) множества Гу , Те , 7¾ 
не пересекаются.

&

обьекта
Диапазон изменения 
поиэнака

Диапазон изменения 
признака

А * 1 Л."

I 07,92 92,54 3,90 4,10
2 72,70 75,60 3,44 4,54
3 07,19 92,05 3,66 3,01

г
t

1_
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f!EKOTOHJE адИФИКАШМ 11Е11АРМ1ЕГРИЧЕС1Ж 
АЛГОРИТМОВ ОИТЖаВАЦИИ

Б.в.Ильин

(I)

Постановке задачи
Неизбежное наличие случайных помех при измерениях на реаль

ных объектах обусловливает необходимость учета этого фактора 
при математической постановке задач, возиикаицих на этих объ
ектах. Это касается и задачи оптимизации. Во многих случаях ее 
можно сформулировать в следупцем виде.

Необходимо минимизировать функцию типа среднего риска

yfjc)= Mu,{Q(r,ω)∣=≈ jQ(χ,ω) JP ('∞),
Si

где М - сиглвол математического ожидания, функция Q(X,ω) 

известна, однако распределение P(∞) не задано. Вместо этого 

имеется выборка статистически независимых набладений ωi,i = ι, л 
из этого распределения [l] .

В этих условиях задача оптимизации формулируется в следувдем 
виде. Пусть имеется выборке статистически независимее наблвде- 
ний хе)? . Предположим, что значения
yfr} из1лврены неточно, yi- , где f^ι - случайная

помеха, обладающая отревичоте* дмекврсиой и яулевыи средним.
Требуется найти

min (х)
I

при ограничениях —-

(2)
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о, j = (3)

где хе fi∙* , функция ⅛(X) випукла, -а функции T(x,uj), 'h(x,im) • 
!i3K3Becτ!Γj, однако имеются их значония в точках выборки 
{Xi,⅛i • измеранные с помехой со .

Для pθU!ei!H∏ задачи (2),(3) воспользуемся методом t,τpaφnux 
(фушщий. При этом будем учитывать все ограничения с помощью 
внеитих кпащшги’ицп. штрафов. Иначе говоря, рещаом последова
тельность вспомогательных задач безусловной миищлизации

(4)

<(X)* ⅛(X)*Δ ¢1 (X) + Д K,,elΨl(I)l∖

* 1«< i∙<
Известно [2],что при условии непрерывной дифферонцируемости 
функций 4i , f й для достаточно больи1их К найдется точка I, 
локального минимума ^^(Х) в окрестности Х* локально един
ственного решения задачи (2), (3), и X,→-X*.

В 'формуле (4) знак плюс при ψ[(χ) означает, что суммиру

ются только положительные значения функций Т; в данной точке.
Непосредственное использование (4) для решения задачи оптими

зации затруднительно, поскольку неизвестны функции ⅛(x),'?,(х), 
'Fi(l) . Вместо них примени!! непар аметрические оценки функции 

регрессии 

гцв φ(∙) - финитная (функция, t - коэффициент "раз(ттости", 

уцовлэтворяющиэ условия!,! сходимости 12] .
Таким обрааом, вместо (1) будем использовать ' 

¼)≡},W<∑Kifi(x) +f ,

i-< i'1
(6)

л
где Ч; и Ψi - нвпараметричесЕ’.о оценки типа (5). В случае, 
когда функции 'fi и Т, известны, иепользуеи ιnc в (6) в явном 
виде,

Мохно модифицировать вырачипио (С). Введем переменную I / 
Л
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(7)

(8)

и непараметрическую оценку функции регрессии

,,0φ(x⅛xt)∕⅛ ∏φ(⅛iL)

Таким образом,вместо (4) решаем задачу безусловной минимизации 
miα I ∣ι) 
ιe Л" **

(9)

где 
Γθ,

(10)

Описание непараметрического алгоритма оптиглизвции 
Большинство итерагдонных методов решения задачи пояска экс

тремума формально описываются выражением

I, - решение, полученное на предыдущем итерационном ва- 
X(Ij) - некоторая функция, определяющая данный метод и 

его свойства. Так, например, для градиентного алгоритма t(lj)= 
= -∕'j7 ∕(1∙i) • Расс1.1отрим непараметрический алгоритм решения 
задачи безусловной г/инитлизяции 

nUfl /(X) .
χt=R,

Здесь t(l) - непараметрическая оценка функции регрессии типа 

(5), построенная на основе игл°пи1ейся статисти’мски независимой 
выборки {li,, ∕i] ,t = 1,0 .

В качестве 1, в (9) берем 
is,,∙ζiiJ!,∕⅛3ei ,

где 1;. - точки исходной выборки, Ф( ) - фи

нитная функция, - значение функции ≠(Is) , полученное на
предыдущем π∣are, - коэффициент "разглытости". Выражение (II)
не обеспечивает получения на каждой итерации решения, доставля
ющего меньшое значение мичимизируемой 'функции /(X) . Поэтому 

используем поисковый шаг t(Xs) - второй член в (9).

Приведем для примера некоторые виды алгоритмов. 
■■Ь1огошагов!лй
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где га - число,учитывающее предысторию поиска на 
Zι - нормирующие мноаители.

Стохастического градиента

здесь 7/(1$) - стохаст1гческий

Случайннк поиск-

га шагов,

градиент.

пробы.’

идею алгоритма оптимиэа-

(4) сразу

Δ X, - выбираем методом наилучшей
Выражение (II) определяет основную 

ции непараметрического типа.
Спишем его более подробно, пригленительно к задача 

для двух модификаций,соответствующих выражениям (6) и (8).T.e,
будем использовать для оценки Д(Х) в (4) выражения (6) для 

первой модификащли и (8) - для второй.
Шаг 0. Полагае.м & = о и задаомся начальными значениями ко
эффициентов штрафа Kj^ , L≈(,(∏tL
Шаг I. s = s + (.
Шаг 2. Берем произвольную начальную точку х5 и вычисляем по 
ф<^л.1уле (5) значение ⅛Γ-⅛h(xJ), либо используя (θ).∕*= 
= {j∣,(ll) • ^ля первого случая пр'оленяя (6), вычисляем J*= 

Шаг 3. Находитл оценку по формуле

∙≈∙ς=^ , где

для первой модификации и $■= ψ( 

Здесь функция

д-дя второй.

Г с. если 1X1^1 »
Ψ(l) = I X* , если l ⅛∣ f,

≡ , ∙(-s , βμ - некоторые полоотельные, убывающие с ростом
S, параметры метода. .

Шаг 4. В полученной точке I, вычисляем ∕,<(lj) по формуле (6) 

и по формуле (8),соответственно,для обеих модификаций.
Если по.тучонные оценки удовлетворяют условияг,’

, L(ι,'ι^ l.,(<-,} .
(12)
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то идем на шаг 5, В противном случае в действие вступает вто
рой член правой части выражения (9). Одни?л из способов, напри
мер, методом наилучшей пробы, в окрестности точки х*., выбл- 
раем такое приращение Δ , чтобы точка X* , + ∆x, 
удовлетворяла соотношению (12).
Шаг 5. Присваиваем

1* ” J

Шаг 6. Увеличиваем коэфф1иц1енты штрафа К.,, i=(,t+rπ∙, уменьша
ем значения параметров 4jsι'S>)*j* ” Пояснил
влияние параметров ,bjj, ∣*'5,J⅛jj на поведение алгоритмов.

Выбор изначально достаточно больших К(_ приводит к тому, 
что мы получим на первом шаге точку, лежащую близко к ограниче
ниям. Это потребует частого применения метода наи.лучшей пробы, 
например, на шаге 4, поскольку при больших , критерий носит 
овражный характер вдоль линий ограничений равенств,и задача 
становится плохо обусловленной.

Параметр f,jj характеризует возможность нарушения огра
ничений неравенств в ходе поиска решения, а параметры ■*-, и 
определяют количество точек из исходной выборки,участвующих в 
вычислении X, .

(13)

(14)

(15)

Численное моделирование
В качестве модельной задачи условной оптимизации была рас- 

сглотрона двумерная функция Розенброка.
⅛∙(X)≈ W0(X*- xt)'-+ С-1- хУ;

⅛(1)≡ xt + - 0,9 = О ;

Ψ(I)≡ 1,-0,5^0 ,
Точное реп'ение этой задачи находится в точке x = (0∣S∙,0^06)∙

Выборка {Xi}, L- 1,100 случайным образом генерировалась 
в области d , удовлетворяюшей условию

Знапеиия ⅛ι 3= иоо вычислялись по φθp*iyBΘ 
где - случайная,равномерно распроделснная помеха о нуле
вым средним. Начальные значения коэффициентов итряфа вычисля
лись по фортлулам:

Ч
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kv=(σLα<c⅛j-∩y.αι^p∕fn^∣⅛∙(xj∣ , i=<,(

∣∕,-'run Ψι(Ii), i≡1,m.

При необходюлости изменения коэффициентов штрафа каждое K∙,, , 
увеличиваем на половину начального значения, 

значения коэффициентов X, , опрвде.тя.лись из

(16)

ι≈ I. E ⅜ пг
Начальные 

выражений

Хо= (mμzi ⅛∙ - rπxα

j⅛⅛=(rτvαzt 'f,(Xu)- ∣τu∙6^ .
t ∙ ∣∙ ’

В результате расчетов было получено следующее. Алгоритм из лю
бой начальной точки за 10-15 Hτepaιyιa получал решение 5 ,на- 
ходящееся^^ δ - окрестности истинного решения X* . Значение 
ε=ji- 1*1 = 0.05. При дальнейшем счете алгоритм переключался 

на поиск допустимого решения методом наилучшей пробы, и за 
300-500 случайных бросков происходило уточнение решения до 
δ≈0.03, На рис. I приведена типичная кривая, по которой ал

горитм ведет поиск решения для данной задачи. В качестве на
чальной точки была выбрана точка с координатами (0,0), К; - 
выбраны в соответствии с формулами (16).

На рис. 2 приведен график работы алгоритма из .другой началь
ной точки, для случая,когда начальные значения коэффициентов 
штрафа взяты в десять раз больштли,чем на Рис. I. В данном 
случае на поиск решения ушло большее машинное время, т.к. 
большие значения коэффициентов штрафа требуют,чтобы линия по
иска проходила вдоль ограничения-равенства, что влечет за со
бой необходимость более частого обращения к процедуре выбора® 

приемлемого приращения 4 1, методом наилучшей пробы.
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(ВМЕНЕНИЕ РАЗНОСТНОГО ОПЕРАТОРА ДЛЯ АНАЛИЗА

ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ

1
I Б.А. Иоала

Пусть имеется временной ряд ot(.t'), t-ι,. ,M. Разностный опе

ратор первого порядка временного ряда x(t)c шагом N определяют сле

дующим образом *

α(,t ,∣M)= +N) -

Разностный оператор р-го порядка при N = 1 определяют как
∆^(t,ι)∙⅛ 1-1Г'*

Такой разностный оператор ( при N<1 ) широко применяется для интер

поляции функций, при идентификации моделей временных рядов, для оп

ределения гладкости ( степени ) тренда временного ряда и т.д.

На практике встречается большой класс процессов, которые назы

ваются случайными процессами со стационарными приращениями. Для опи

сания таких процессов предложено использовать функцию дисперсии при

ращений { ФДП ), оценка которой определяется по формуле

С помощью ФДП относительно просто 

ти временного ряда также его тренд, по

важной характеристикой временного ряда во временной области, κaι^' - 

в частотной области спектральная плотность.

Пусть измеряется сигнал ∣^(t) = ⅛(t)∙'√<i, где a(t) - полезный сиг

нал, а 3c(t) - собственный шум измерительного устройства. Используя 

функцию

N = 1,2,...)

описывается кроме интенсивное-*' 

этому ФДП является такой же

I , L4,χ,...,

1’0 l∙Li∙L*l (=Li∙l

где [h)∕L] - целая часть отношения m∕l ( l - шаг интегрирования ), 

можно определить оптимальное время интегрирования сигнала ⅛(<)c точки 

зрения наименьшего влияния собственного шума осМ) интегрир.^чщего
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измерительного устройства.

Пусть ∙x(÷) = о,+o,t + ut ,t∙t,..,M , где все и. некоррелированы

имеют нулевые средние и конечные дисперсии. Дня оценивания коэффи

циентов а. и О1 обычно применяют метод наименьших квадратов. Вы

числения оценок а» ч с, при этом требуют м умножений и 2.м сло

жений. При использовании разностного оператора вычисления оценок а. 

и 3ι требуют только м сложений. f⅞)M существенном уменьшении времен; 

вычислений оценки

t*l 
Cai

где

являются несмещенными и состоятельными оценками коэффициентов и 

л. и имеют при м-»“, соответственно, только в 4/3 и 5/4 раза боль

шую дисперсию. чем оце iKH метода наименьших квадратов.

а т у р а

Статистический анализ временных рядов.* М.: Мир, 1976/
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Вып.Е-М.; Мир, 1974.-406 с.
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РЕГРЕССИЯ КВАНТИШЙ КАК НЕПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ 
ПРОЦЕЕУРА ПРИКЛАдаоИ СТАТИСТИКИ

М.П.Каминский

Оцшш из наиболее часто астре'шхицихся в приложениях нарртю- 
ний предпосшок нормального регрессионного анализа является 
несоблвдение нормальности распределения отклика. Вместе с тем 
во многих приложениях регрессия среднего без какой-либо поте
ри содержательной ценности решаемой задачи может быть заменена 
регрессией медианы, а во многих исследованиях (надежность, 
биометрика и т.п.) регрессия квантилей вообще отвечает содер
жательной постановке решаемых задач. Далее мы увидим, что в 
условиях довольно мягких непараметрических ограничений на фу
нкцию распределения (ф.р.) отклика ряд известных оценок кван
тилей обладает свойством асимптотической нормальности, исполь
зование которой позволяет проводить нормальный регрессионный 
анализ для медианы иди других квантилей. Заметим, что асимп
тотические свойства часто используются в прикладной статисти
ка, например, широко используется асимптотическая нормальность 
оценок максимального правдоподобия, хотя практически проверить 
справедливость условий, при которых асимптотические овойства 

существуют, часто не удается. Напротив, рассматриваемые далее 

оценки квантилей обладают асимптотической нормальностью, га
рантируемой в достаточно широких классах ф.р.

Наиболее известной оценкой квантили является следующая. 
Пусть F (у) - непрерывная ф.р. случайной величины У . У/, Уд, 
•••, Уп - выборка объема п из F(⅛). Пленкой квантили уровня
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√4

где 
LιJ

отклонеывем

(2)

регрессия пред- 
модель для кван-

р 'si р является выборочная квантиль Ур ; 
где ум ≈[''Pj » И0 есть целое;

[.любому значению . если пр - целое,

Y(Q - L - я порядковая статистика данной выбо^жи. Если 
F(⅛) - непрерывная вместе с первыми двумя производными

фушщия, то Ур тлеет асимптотически нормальное распределение 
со средним равным Ур и среддшм квадратическим

{√ = Л— \/Ё1ЙГ 

f(yp) и 
ΓΛθ∫(∙) - плотность распределения У.

PaocMoτpjM наиболее типичный случай, когда 
отавляет собой преобразование сдвига. Запишем 
тили Ур в виде'

2p=^0,^)÷εo, (3)
где А - параметры модели; i - неслучайные регрессоры,' 
N Если в качестве Ур используется оценка (I), которая

для всех точек плана строится по выборкам одинакового объема 
п , то дисперсии цогрепиооти 6 одинаковы во всех точках пла
на, так как ∫(Ур) не изменяется при преобразовании сдвига, в 
построение оценок параметров модели (3) не требует введения 
весов. Если же квантили в точках плача эксперимента Лг оцени
ваются по выборкам разного объема , выбор весов ωj очевиден:

Кроме оцети (I) в настоящее время известны другие непара- 
метрлческие оценки квантилей в классе непрерывных ф.р., обла
дающие свойством аси[,штотической нормальности и представлякдие 
собой линейные комбинации порядковых статистик - это оценка 
Кая в Лахенбруха (2j и оценка Харрелла и Дэвиса [з].

Пусть из выборки У<, У*,...,Уп извлекается без возвращения 
случайная подвыборка объема к < п , которая упорядочивается в 

вариащюнный ряд:
Уг.к;п> • • • 5 . (4)

Оценкой квантили уровня р, построенной по подвыборке (4), бу
лат: У t,(kt∙∣)p)!K ; п • Оцошся Кая и Лахенбруха (К-Л-оценка) 
представляет собой усредненную по всем ({[) подвыборкам (4) 

рцешсу
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(5): ПС'j'ι>, „.
1'до Vjin - j-'∏ порщковая статистика исходной выборки объегла 

∙φ5' эт™'’ выбор к никак но оговаривается.
Оценка Харрелла н Довнса (Х-Д-оценка) строится на основе 

следуицих coo6pa⅛∙.θHi!u. Поскольку матеглатическое ojtσwaιuιe по
рядковой статистики о поморгай [,Cn∙i)pj - сходится к
Ур = F"'*(p), то в качестве оцсшс: Ур предлагается использовать 
некоторую оценку E(X(t(Hfθp}>) независимо от того^ целое (пчЪр 

или нет. Так как _ . . „ ь
E⅛> = SW⅛Γ>I≈' 

ι"Aθβ(C,∣n) - бета-фунинш, оцешсу E{y<t<nj)pjj) предлагается 
строить путем за1леиыЕ(У) на соответствующую выборочную ф.р. 

Гп(У). В результате Х-Д-оценка квант1Ш1 уровня р имеет вид ' 

пли в терьшиах неполной бета-фунипв!

(6.2) 

где V√n,i=
- неполная бета-футощя.

Использовсише напаршлетричоскпх оценок (I), (5), (6) в за
дачах нор,1альиой pei'peccHU квантилей в первую очередь ставит 
вопрос о скорости сходимости этих оценок к асимптотическга.«у 
нормальному распределению. В работе [з] приводятся качествен

ные результаты исследований сходимости оценок (6) методом Мон
те-Карло с пспользовшшем статистики Колмогорова-й.шрнова для 
равномерного и нормального распределений У . Авторы указанной 
работы заключают, что нормаль.1ая аппроксимация распределтшй 
внборочшк квантилей πpπei.uιβ.ιa для внборок объемов порядка и = 
20 при р = 0,5 и п = 30 + 50 для р = 0,95. Высказывается такие 
предположение, чл’о для асимглетричннх распределений, таких как 
экспоненциальное, для собдвдент'Я нормальности может понадо
биться п = 80 + 100 для кван'пией уровня р ≈ 0^9 п вше. Про- 
ведежые ншя1 аналогичные исследования сход.плости распрдадалв- 
ния оценки (I) для экспоне!щпальпо1'о и пойбул.ловского рэ.спре- 
,фелоний при р = 0,1; 0,2; 0,5; 0,9 и П ≈ 19 + 600 в целил под-
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твервдают описанную выше картину - сходимость распределения 
квантилей на хвостах оцениваеглых распределений хуке, чем в 
районе медианы. При этил для пртлодений можно рекомендовать 
следующую оценку: если сходимость распраделения выборочной 
квантили на левом хвосте является прпемлямой при p∣ и n,, то 
она оказывается настолько же приемлемой прп таких и n,∙ 
p∣"( ≈ при p,,2<0,5. Для правого хвоста распределения 
Р(.г> 0,5 аналогичная оценка дает (1-p,)n,= Сходи
мость К-Л-оценки (5) к норл?альному распределению не исследова
лась, однако в работе [з] высказывается предпаложе1П1е, что 
сходимость оценок квантилей хвостов распределений может потре
бовать больших объемов выборки. В этой же работе методом Мон
те-Карло исследовалась эффективность оценки (6) относительно
(1) с помощью обобщенного лаглбда-распределения [4j. В качестве 

оценки эффективности использовалось среднее квадратическое от
клонение оценки квантили относительно истинного значения. Ис
следовались распределения с легкими, средними и очень тяжелыми 
(типа t -распределения о 5 степемли свободы) хвостами, а так
же подобные нормальному, Коши, экспоненциальному распределе- 
ни . На основе результатов моделирования авторы работы [з] де

лают вывод о более высокой эффективности оценок (6) во всех 
случаях, за исключением распределений подобша Копи, хотя нам 
представляется, что на основе тех же данных для р = 0,05; 0,1 
и п ⅛ 30 можно сделать и противополож!!ый вывод. Аналогичное 
сравнение эффективности оценок (I) и (5), выполненное в работе
[2] ,показало более высокую эфгфектнвиость оценки (5), за исклю

чением распределений с тяжелы?.ш хвостами - экспоне}пц1ального, 
двойного экспопетдаального, Коши 
лей хвостов распределений.

Такам образом, выбор оценок в 
как преобразования сдвига должен
ном исследовании распределения, йлесте с тем возможны и общие 

рекомендации, например, регрессия медианы требует меньших объ
емов выборки, чем рет-рессия квантилей хвостов распределения. 
Кроме того, наличие цензурирования типа I или П однозначно оп
ределяет выбор оценки (I).

Рассмотрим далее случай, когда регрессия представляет со
бой линейное преобразование мясиггаба. Такого рода рогрдассин

и случаев оценивания кванта-

задачах регрессии квантилей 
основываться на предваритель-
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рассматриваются как модели долгове’пюсти технических и биоло
гических объектов в теории иадеаности [5] и биометрике [б].

Будем ИСХОДИТЬ из оцешси квантили (I), поскольку в данных 
приложениях, как правило, имеют дело с цензурированншли спра
ва данншш. Используя асимптотическую норглальность оценки (1), 
запишем

где ψ = Ур, откуда 

(7)

(8)

где ε Λ∕f-∕,) ■

Попытаемся привести модель (7) к нор.альной регрессии, 
представляхщеи преобразование сдвига. Выделим далее такой до
статочно часто расс1латривае(лый класс фушщий ^(A,X), которые 
логариф1,1ическим преобразова1гаем приводятся к линейно»лу по па- 
ра;летрам виду, т.е. ^«(^(А,Х)) = ХА. Параметрические анало

ги задачи построения таких регрессиогашх моделей рассмотрены 
в [7] для вейбулловского распределения, в [8] - для гатлла-ра- 

спределенпя, непаратлетрическям аналогом могут служить модели 
Кокса [б].

Представшл теперь модель (7) а виде

причем, поскольку мы рассглатриваем линейное преобразование 
масштаба, Ур -f бУр)= const. Погрешность Е представим как '

ε∙ε'U. (9)

Сделаем еще одно прие(лле.мое дги рассматриваемых приложений 
допущение - будем считать У положительно определенной случай
ной величиной о неубывающей на интервале [θ,Vp] плотностью. 

Нетрудно убедиться, что последнее допущение отвечает условию 
старения ф.р. [э] па этом интервале. При сделанных допущениях 

для мал1а р < 0.5 справе,дливо неравенство’'
5(Vp}yp≥p. (10)

Используя (10), заменим погреишость Е в (9) погрешностью f'' 
с большой дисперсией
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Потребовав теперь выполнения условия 8'<r<l, эквивалентного 

<< Л (II)

получаем вглесто модели (7) норм^ьную регрессию с постоянной 
дисперсией погрешности для Рп(Ур)

U(7p) = Х/\ ε" . (12)
Таким образом получено условие (II), позволяющее πpι дос

таточно общих непараметрических ограничениях на ф.р. привес
ти задачу построения регрессии линейного преобразования маов- 
таба к норлальной регрессионной схеме для преобразования 
сдвига. Данное условие соответствует упогляпутой выше лучшей 
сходимости выборочных квантилей к асимптотическому распреде
лению при уровнях квантилей близких к медиане. В заключении 
заметим еще раз, что условие (II) относится только к левому 
хвосту распределения.
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ЖРАБОТКА ИЗОБРАЖЕНИЙ НА ОСНОВЕ 
МОДЕЛИ МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ

С.А.Кислицын, М.П.Ангелов, В.М.Мохов

Среди специальных методов статистической обработки изображе
ний: сжатия и аппроксимации, фильтрации и восстановления, наи
более употребительными на практике являются методы, основанные 
на непараметрическои подходе [1-5]. В данной работе исследуются 

статистические свойства оценок метода сжатия данных с фрагмен
тов изображений, опубликованного в[ б]. Метод основан на прибли

жении функций двух независимых переменных, заданных таблично, 
ортогональными многочленами Чебышева одного дискретного перемен
ного в разделимом базисе. Метод выгодно отличается в вычислите
льном отношении от ряда известных процедур сжатия или восстано
вления функций Многих переменных, представленных таблицами дан
ных, прежде всего разделимым базисом [2-4] , рекомендованным 
ещё в ГI ] , и рекуррентным характером оценок, не требующим пе

ресчёта данных в случав неудовлетворительной точности приближе
ния [б]. Со статистической точки зрения, обработка изображения, 

заключающаяся в его сжатии, представляет собой процесс построе
ния модели множественной регрессии двух переменных. Исследова
ние такой модели, помимо обоснования метода сжатия изображений, 
представляет самостоятельный интерес.

I. Постановка задачи

Пусть на S с β 2- задана функция , описываемая уравнением
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i' С × ) “ >'≡ класса обобщённых многочленов, С ‘^ )
известна своими значениями на множестве точек (^ х ,■ , c∣) из

S ( {t Г , J t^) > ^P∙f> {о, I, .,1-11 ,∙5^[o,ι,.-..
е ,∙Λ!, P∙f ) * вещественные случайные величины,

зависящие от параметра < »; , ⅛') 6 >5>'' , ( Ω,, ∙∕11 ) - вы
борочное вероятностное пространство [ 6 J, связанное с фрагментом 
изображения, представленного функцией / . Обозначим через X*J ≈ 
≈ (∕ij'. } irp , jt ) гильбертово пространство случайных
величин, порождённое сеткой ( х. t ,^j) ∈ , а через Ж'—
= i >J -Л( - соответствующую (Г-алгебру.

Сжатие данных, связанное с наилучшим приближением 
/ € ≥'2. злементами пространства ⅛fa ≤ 'X.∙> 

ществим путем нахождения обобщённого многочлена , 
ного из линейно независимых и ортогональных функций 
чтобы в «кУг величина

11(-1 f≈ i(<<!,ji)p
(тс J-O

функции 
. осу- 

составлен- 
так,

(2)

достигала минимума. Ццесь М * символ математического 

по мере ,

>:г.о

ожидания

(3)

Задача состоит в том, чтобы помимо вычисления коэффициентов 
исследовать свойства полученных оценок.

2. Вид оценки множественной регрессии

Для построения базиса { оценки достаточно зафиксировать 

известную линейно независимую систему ортогональных функций од
ной переменной и использовать разделимость функций [1,2,6], 

с
а

У

ЛЕММА I. П 
н 
ь 
д

»ь 1 f *l > [ψi
в
нкций наХ и У

J - полные ли

синые системы ортого-н 
н
Т

е
а
о

й 
д 
г

о
н
а

н е
I Xы

у 
э 
ф

и

т пб ао э еУР О Л н У ю, о р т огональнуш в

(4)
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метрике • систему линейно незави
симых векторов на

Доказательство. Пусть для любых двух функций / и^, заданных 

на , известных своими значениями в конечном числе точек, 
- естественное скалярное произведение. Тогда на 5 = с 
учетом (4)

Отсюда следует ортогональность базиса (4). В силу полноты и ли
нейной независимости систем и ff⅛∕ =-0,1, )
система Iι l^ke∣ линейно независимой полной системой
[?]. Лемма I доказана.

В теории приближений решена задача выбора оптимального бази
са для конкретной таблицы в виде обобщённых многочленов, в ка
честве которых могут выступать многочлены Чебышева дискретного 
переменного [7], где /- количество из
мерений, к - степень многочлена. Положим [δj ;

(5)

о п р 
луч 
н и е 
Ai

В в
м н

Р »

Т to j -О f J

шее

⅞ Ye(a) = ⅜3(⅛)', 

ТЕОРЕМА 1. Пусть базис 
еделён

м
(3) ф у н к ц и 

(z4 Г , j ¢5 ) 
н о ( Р/ ) 
г 
н ы X к ⅛ г-1 ,

о ч л е н о в.

И К е

с :
е с
е п

ь п р 
ней
. П р

в 
о 
в 
и

ует, едино т- 
иэведение 
точности 
этом }

1-1

н 
о
в

в
е о о т и о 

Ре т

*
и

с т
/ 7-/

(6)
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Доказательство. Подставляя (3) в (2), дифференцируя 
0u.w6***t∕FjMfχΓ} и приравнивая результат к 

находим

§ j 4'*- ≈ v"''j - ⅞ θ- Kj = с,

(2) по 
нулю,

(7)

где обозначено

∕tj ( )
( 1м (■ = jθ,

( й ÷ L~ {о,

для всяких i,j таких, что ( Xi , •
Учитывая формулу (5), ортогональность базиса (лемма I),

нзыериыость для всех je'3 относительно (У-ал
гебры √l∕× , порождённой экспериментом, из уравнения (7) сразу 
получаем формулу (6). Доказательство теоремы I закончено.

3. Свойства оценок ыножестаенной регрессии

Исследуем свойства статистики (6). Предположение А: пусть V 
J√ (∣iri,strj) , м hj = o 

М ihi = 
дель изображения

ТЕОРЕМА 2. П
о
о

, где Si'j - символ Кронекера . Рассмотрим мо- 
(I). (3).
усть выполнены условия 
ипредположечие А.Тогда 
θtf я в л я е_т ся несмещённой 
, = Θke (ktK , 6 e2^) ;

т е 
I)

е 
е

Р 
Ц

2)
т и

с 
о

о 
н

о
ч

где при Г,7-»«« по оп 
3) несмещённой оцен 
величина

(9)
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- Iβ4 -

*" л в '^ι∙ — ,

kio Z>o • ∙*

4)

(II)

б)
я в 
к а

ft..t к , h t ij

И р а в-

h<, к) = (f eL-(Pu.uf I Λ'∣^ J2,
Доказательство. Убедимся в несмещённости оценки . Для 

втого запишем оценку (6) через (I) для произвольно фиксированных 
∣c (- t L ;

Θi, ≈χ γ,;γcJ = ∑∑ в,..⅛,iγ.. ω,,. ÷ 
l∕j

(13)

Отсвда Θ∣^f •
Докажем второе утверждение. С учётом доказанного пункта и 

(13)
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Если I → ОЭ ' либо 7 -* <>* , то по построению

г I L
о/ — _______ -

базиса (4), (б)

Сха t

либо
'*Γ-f / ч

где X.^^X (×-'^} ■ ■ ■ (x-!->^ι}

член порядка и (?]. Поетому для всяких 

при Г "=~
. Для етого рассмотрим

(ieτ , je7} ,

OV »

« факториальный много-

, либо ∏*→ о*э .М →o
Оценим дисперсию о- 

величину .
Ч.д = ~

где 4. fj определено соотношением (10). Тогда, с учётом (I) 
i^q = Г φj (0.e-Θl^) к: i'ci + jj. .

Очевидно, и ∙ς .j — q • Подсчитаем величину χ

+ rj 0-ΘZe ). ∕t J Cj ÷ .
в силу (6), (13) и ортогональности базиса

÷^Σ(β..-ΘJ.'i22 (...«-...г..* ≡ tt.= *Λ И<.Ь ' lA,,h
(θtce ~'θμie.) S- ~Σ- (©|ег~^«.)Сб|»? +

' t,t '
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Следовательно, с учётом доказанного соотношения (8)

Г-1 σ-( „ г-г τ.f , ∣c-ι ^-1
-0ie)Vx

i--of^-o J г^о p≈>

= J J - <Г >iZ. = С Г 7 - К/.) .

Отсюда вытекает, что несмещённая оценка для может быть под
считана по формуле (9). Действительно,

М ( J 7 - К Z)- '* Х. < с; = (=0-^

Двклее, с другой стороны, из '(^Соотношений (10) можем записать

Откуда, поскольку fij ч Θ∣^e - ∙^'- измеримые случайные величины 

при каддом , получаем формулу(II), которая в пределе
является аналогом формулы Парсеваля. Именно

ri'e = i'f ⅛-,f ZZ μ ÷

fr • f Г fcoj≡0 '

Докажем последнее утверддение теоремы. Используем соотноше
ния (8), (9), (И). Можем записать для любых *ие F,

Несмечвнность условной дисперсии следует из несмещенности
оцвнкя (S'β' • На самом доле

что совпадает с (8). Теорема 2 доказана.
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ЗАМЕЧАНИЕ I. Из полученных результатов интерес представляет 
формула (9), вид которой близок к классической несмещённой оцен
ке дисперсии восстановления функции по типу одномерной полино
миальной регрессии. В атом смысле формулу (9) следует рассмат
ривать как обобщение[б].

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Наибольший практический интерес при обработке 
изображений путём их сжатия на основе модели множественной рег
рессии представляет формула (12), из которой следует, 
ТОННО в"® (Uλ, и) iθ при км f Х-1 , либо И 7 J-<
аффект обусловлен типом оценки и выбором базиса.

что моно- 
. Этот
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ОЦЕНКИ МЕДИАННОГО ТИПА ДЛЯ ИОЙМИЦИЕНГОВлинеЛной регевосионной модели
А.В. Китаева

где (Xiκ )

рассмотрим модель линейной (относительно оцениваемых пара
метров) регрессии 

j

- заданная матрица,-6^= 1^1 - вектор неизвестных параметров,

ZZ,' - независимые одинаково распределенные случайные величи
ны с симметричной дифференцируемой плотностью распределения р.

, и ееВуден предполагать, что ранг патрицы X равен J* 

элементы ограничены при Ж-* ∙*^ •
I. Буден искать оценки параметров иэ ∣

системы уравнений ;

F⅛ccMoτpHM асимптотические характеристики подучающихся 
TECFEMA I. Если

*≡<7 являете 
м и.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I) 
редственно следует из

K^ι

следующей

(1)

p(O~}≠ Q , то оцен
я сильно состояте

оценок, 
к и б*/

л ь н ы-

f*ι≈<,s , что непос- 
ускленного закона больших чисел, т. к.
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(2)

- IΘ9 -

2) Система уравнений

H>eeτ единственное решение, если . Действительно,

где 4 >

FM≈ 2 , Умножим
на 4 и, суммируя по ш от 1

ш-ое уравнение системы (2) 
до / , подучим

2- 4 ‰ F~( (^∙

i-ι <’1
Отсюда, так как ∣
в О лшь при 3f - Р
т.к. ,

следует
А с и м
е л и ч
а д ь н

ЛИх) является нечетной^^кцией и обрацается
, следует, что Γa√^ft* = O >∕i j 
подаем,что Vt.

п
м
ы

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО а Представим систему (I) в виде

t,tr∣ 14 !

≈O Vm, F'fy), ≈2ff0).

∣∆∙fi-ι> ∕yc≈t>
По теореме о сходимости fl] с учетом результата теоремы 1 по

лучаем, что распределение 4 совпая«т с распре
делениемгде ji^j∙

отчгда по иентральной предельной теореме и следует асимптоти
ческая нормальность

Из I) и 2) 
TΞ0Γm 2.

л θ н н е в 
с л норм

т о т и Ч в о_к 
н
м.

о ,
Ух/4 , к • и

= о Vκ∙

е р а с п р е 
я а д я

д 
е

е-
т-

и раалохкм ∕*∕∕√ в

<

ряд
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^йдем асимптотическую ковариационную матрицу вектора zl 6*∙^.'

Учитывая, чтоЛ^^^(^7--^^!^^.^^олучим ∕V∕∣lPz∣^^7z^i⅛l^. . 

‘ ^P*Co)

диспер-

на ι*∙aτ- 
матри-

ли =■ 7^ •
(3)

Понаяем, что наши оценки имеют минимальную возможную 

сию для оценок, получаемые из системы вида

J[Λn оценок -6*< при вмполнени»? соответствующих условий 
-{a,Cn↑^ С-7^, ковариационная

па будет иметь где
, Покажем, что матрица

- (y^y)'' положительно полуопределена. Для этого 
воспользуемся неравенством. Коши-Бунлковского:

CaT^) векторов л. и 6 . Если в ка

чество а, возьмем , в качестве f- У.
то получим

П. В качестве оценок возьмем решение систе
мы уравнений

Рассмотрим асимптотические характеристики v∣f , K=C^∙ 
Пусть выполняется следующее предположение; ранг матрицы 

равен х+/ , гце y,R≈ C=7^, ∣^= ,

^Тогда имеет место 
ТЕОРЕМА 3. О ц е н к и ∙'~'^-------- --

я т е л ь н ы.
Доказательство по структуре 
а доказательство пунктов I) 
тельству соответственно лемм I и 2 из 
условие обеспечивает в, пункте 2 единственность тривиального 
решения для системы Δhj~i*'>
что в ^2j достигалось'⅛ac4βτ ортогональности матрицы У.К-- 
Обозначим

_____ ТЕОРЕМА 4. В асимптотике при >'-∙o-> в е-

fc =

⅛⅛, К= 7^ сильно состо-

аналогично доказательству теоремы 1, 
и 2) по существу аналогично доказа- 

[2] . Вьпеприведеннов
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явтся расп- 
араметрамн

аналогично как j в

личины подчин
ределенив Г а С са с п

(о .(Z 'X∕V^}
Для докаватехъства сначала нужно показать 
теореме 2, что асимптотическое распрвдвлвн!^в величин Д Θ∙g 
совпадает с распределением величин t∣'⅜J<Γy ’

Все обоеначения аналогичны разделу I. Далее теорема доказыва
ется также как и теорема 2 из [zl.

Учитывая, что » асимптотичес
кая ковариационная матрица оценок Лл будет иметь вид

В ваключение отметим устойчивость предлагаемых оценок j 
∕t=7j к аномальным оаибкам наблюдений в сравнении с №К - 

оценками. Оценки можно считать предпочтительнее оцеио^
в смысле ограниченности сверху сомножителя 

cτoι^ro перед диспврсие1^ оценок. Заметим, что оцен|М первого 
j типов можно применять 

исходя из особенностей матрицы

( ■ второго f

для раэличтл /( ,
в частности и сделано в ^Zj .

совместно 
, что

Л и тература

1. Г. i⅞ιaMθp. Математичесние 1/втоды статистики.- Ы.: 
64θc.

2. Китаеве А.В. Оценки медианного типа для коэффициентов трен
да временного ряда.- В кн.; Поиск сигнала в многоканальной 
системе. Томск: Иад-во ТГУ, 1987, выл.2, с. 15.

Мир, 1975“
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ОВ ОСОБЕННОСТЯХ СХОДИМОСТИ РЕКУРРЕНТНЫХ ΠPOUE⅛(yP ТИНА MbTOT∣A 
НАИМЕНШИХ КВАДРАТОВ

М.М.Коган, К.И.Неймарк

по иэ-
: зависи-

Изучается характер сходимости рекуррентных процедур оцени
вания в задаче линейной регрессии при вырожденных и близких к 
вырожденным входах. Установлено, что в первом случае, отвеча
ющем неидентифицируемости системы, имеет место сходимость 
оценок к некоторому многообразию, которому принадлежит неиз
вестный вектор, а во втором случае происходит разделение дви
жений на быстрые, соответствующие приходу оценок к многообра
зию, и медленные, соответствующие движению вдоль многообразия 
к оцениваемому вектору.

Рекуррентная процедура некоторого общего вида для иденти
фикации неизвестной матрицы sι√ посадка ttt* К ι 

мерениям векторов К*'’ и R , связанных

мостью , (~Ч т t , ,, \

где 5t = k‰ ∙5⅛>∙"∣¾ I обрваукт последовательность незави
симых случайных векторов, определяет
ся уравнением

Si,.√ \ 

в котором S2e произвольная 

порядка Ш. fV'- и величина 
НИЙ f ’ -

' ⅜ M ^ >

s = o

=S2,÷ «(λt.,-S2j⅛V∙ 

матрица ЕН * И . Матрицы Г⅛ 

задаются одним из соотнове-

, θAt<T-l
t7Vl,

btv< -
(3)
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в котором Oθ /О , Т 1 - целое число, характеризупдее "глу

бину памяти" алгоритма, или .
ft+< = Xbtι 

где [ги, -единичная матрица И1»1Н 
тификации (2) распадается на Н, 
рующих столбцы матрицы 57.. , и

кит в себе алгоритм Качмажа ( в этом случае I 

ются в г 7"“'??----- 7“ ^Γ^"."."'"........ —
квадратов (тогда Γ∣, и задаются в (3),

Ковариационная матрица вектора -оценки L -го столбца
мат{жцы , полученной в соответствии с алгоритмом (2),(3),
ГС - вычисляется по формуле
м (Γ.^∏^'

в которой Γt^^ = (Q + J > и для состоятельности этой

оценки в средне квадратичном необходимо и достаточно выполне
ния условия Е2]

o-< ае 2 ,

. Алгоритм матричной иден- 
алгоритмов, идентифици-

, когда 51. вектор, содер- 

и t)t определя* 
и рекуррентную процедуру метода наименьших

выполнено, но существует орто- 
и момент Бремени Т 7>o , что 

ftu(t)∖pΓ

имеют порядки t<b(M-e)¼(!)⅜9

(f)

Допустим, что это условие не 
тональное преобразование Р

∕(f,,ul≡ ⅞¾ (κuω
где матрицы l⅛,Rr2{υ

соответственно и удовлетворяют условиям 
fe, λ,^(P.,4⅛)) = <=- ∙.^⅛, k''(t)√i,Jt)"t) ∙.

> о . t гт ; R,√-≡)<≈>'∙
Нведем новые^переменные Р’^и. , представим вектор<Х 
где 0.(3)^11 , ⅛(2) €-К,*” и определим многообразие 

G - { cttH'-, a(θ≡o}-.

выполнении услови fl(⅛()) 
алгоритма (2),(3) при

тся к многообразию &

УТВИ^адьЯИЕ I. П р и 
оценки
-Ь —стремя

в том смыс.
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Доказательство. Отметим, что вид алгоритма (а),(3) не изменит
ся при ортогональном преобразовании координат и замене Γ⅜<∕ = 

Р • в новом базисе ковариахдюнная матрица оценки 

характеризуется матрицей • Применяя известную фор
мулу обращения блочной матрицы, получим 

где матрица Н = Rja(÷V R^ζ(M Kι∕(t) Ru(U

(LUn (i, ¾⅛y'= (

что и требовалось доказать.
Далее, пусть для входа 'f⅛ 

имеет место представление (^G)RmW= > RτxU) = Rn-t εf',f<nW)^Rtτ∙i∙ε . 

где I?,ε>O- малый параметр. Тогда ⅛,cι^cτβMe (2,),(⅞)λ=<=* 
происходит разделение движений на быстрые S2, (i) и медленные 
Sλ^"(,2).

УТьЕРаДкЯИЕ П р и 
(.Ь).ИО) для о ц е

имеет место

и'

о 
о

. Из

Kχ^Λ-) ) ’

(/) слеяуег

выполнено условие 
, в котором

σ) и

ВО)

в 
н

ы п о 
о к

Л н в н и

ное до-

получим

-ε¾uRuHl

(11) .

где Cι,Cj,Cj> О ,(^ -ортогональ 
полнение к &•
Доказательство. Учитывая ( lθ} * из (θ)

\ -ε^H"R√R√

где H≡ E(RM*^∙^RijRldRii) , откуда следует

В качестве иллюстрации рассмотрим два примера, представля»- 
прпс самостоятельный интерес.
А. Пусть φ⅛,t>O есть реализация стационарной последова

тельности независимых случайных векторов с нулевьи^математичес- 
ким ожиданием и ковариационной матрицей • Если
вырожденная, то имеет место представление (С) , в котором
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о , матрицы ft∙(tW> кии)-нулввые и •
Произведя в замены переменных ,Q,=P ζ'P,

получим уравнения ~ , л - ⅛

[ГшО^ ≡ г;и)+?дИеО), 

которые показывают, что оценки -S1 

ЗИЮ G 
Если ковариаь^онная матрица Иф 

имеет вид

U,u-∙

--t сходятся к иногообра- 
и предельная точка зависит от начальных условий, 

близка к вырожденной,

Ru р
к», fc J ’

τ.β.

⅞⅛
и E>O~ малый дар^етр, то имеет место быстрая сходимость 
S2^∖i). к и относительно медленный дрейф S)I1C!)

к .
Б. Пусть есть состояние линейной динамической системы

Kλ=A‰÷ Чо» ,
Вели *∣4 = 0 , то в динамической системе (2), (3), мож
но ввделить три разнотемповых движения: а) уменьшение диспер
сии проекции оценки szp на подпространство неустойчивых 
состояний системы (4¾) по показательному закону; б} линей

ное уменьшение дисперсии проекции на подпространство
собственных векторов матрицы А , которым отвечает собст

венное число lλlM ; в) дисперсия проекции Sλ∕'∙ -
подпространство устойчив.к состояний системы (41) 

. Помимо этого, если вектор ф,,

некоторое предельное мно-

алгоритма 
котором определя-
нием (11) , и

. . Г4,1ху”.1Д.1я 
ej = < , ÷-< 1XЛ^'∣

I '* I ∖h1<' I

на 
стреиит-

не обоя к Co+tS-t 7 О , ___

щего вида, то для имеется
гообраэие &

УТВЕГадЯИЕ 3. Д л я

е т с я
в ы п о л н е

оценок
. в

у р а в н в 
н о
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где cL^^,cJLι,oLpO, &

и
о
м
Доказательство.

Так как *P⅛ удовлетворяет (Н), ∏l≡ О и Л ~∑ 
т . т ,

1 <⅛∙ ⅛ г \ S.С 7 √
∙j°"≡ г; -

где J∖j(t) элементы матрицы, обратной к матрице с элемента
ми ,i,j=l,V7i. Отсюда, учитывая, что
E[⅛t⅛' 

и используя (4'1) , придем к (4^) . Бели для 4
- О , то матрица ⅜. ψιφj*" имеет вид ζ 6) , в кото-

P°** Rι<ι(t)≡O.Rt2(4)≡0, а есть линейное подпространство, 
натянутое на векторы -[j'ji'fjj,∙∙ ■ ® з’°“ случае оценки

сходятся к этому многообразию, причём для 
имеет место (43).

Если в (42) — последовательность независимых случай
ных векторов, f = О , Р = &?0 - малый

параметр, то в системе имеет место разделение
движений на быстрые - к многообразию & и медленные - вдоль 

него к

а
б
н

т

Р
о

р и ц ы А
а э у ю т
ж е с т в

с о б с

квазибио 
а , А = λ^-e

Представим матрицу

т
и

Р
и •

в

т

е
в
о

н
е
г

н
к
о

ы 
т 
н

е
о
а

векторы 
р н Hι.5v∙ i4 

Л ь н ы е

в виде

, eff- t h = и . ач]
t » то 

j Если для всех
^7^0 о" "3 ‘ ≡J'θW≡f

г , п z.∖
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ИССЛ ВДОВ АЖЕ АСИШГГОтаЧВСКОГО ПОВЕДЕНИЯ вУНК1|1й ОТ 

МАТЕМАТИЧВСКОГО ОЖИДАНИЯ И КОВАН!АЦЦОННОЙ МАТИ1ЦЫ

Т.Х. - А.Колло

Одной ил широко применяемых возможностей для увзличения ро
бастности статистических оценок является использование асимп
тотических результатов. Хотя асимптотические оценки сопровож
даются ошибками, зависящими от объема выборки п , во многих 
случаях эти приближённые результаты вполне пригодны для приме
нения в практических целях. Они имеют более простой вид,чем 
точные распределения и формулы,и являются более стабильными от
носительно изменений в распределении исходной выборки. Часто 
асимптотическое распределение является единственным источником 
информа1Д1и для построения доверительных интервалов, так как 
точное распределение статистики неизвестно даже в случае нор
мально распредоленной генеральной совокупности (например, собст
венные значения и 4eκτopt∣ выборочной корреляционной матрицы).

Известно, что для каждой достаточно гладкой функции выбороч
ной средней или выборочной ковариационной матрицы можно устано
вить сходимость по распределению к нормальному закону при доста
точно широких предположениях. В данной статье нас интересует 
асимптотическое поведение статистики g(X,S) , зависящей от 
выборочной средней X и ковариационной матрицы S . Использован
ная при этом матричная аппаратура не будет представлена, так 
как в современной литературе (как в монографиях, так и в стать
ях) эти вопросы в достаточной мере изложены. При необходимости 
можно ссылаться на статьи [З , 5 , 7 ].(■ Чтобы о'ле.-чить

чтение приведем объяснения только двух обозначений.
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уес -оператор для р»^-матрицы м определяется равенством 

уесМ » ( т,,, ”,'"г-, ‰, ∙∙∣
Переставленной единичной матрицей l∣,^^ называется ρ<∣,-f>f,-6Λoκ- 
матрица, составленная из f>*<j,-блоков так, что в у - м блоке 
Ji∙- й элемент равен единице, 
Используем обозначения

2 ' tl-3} ’

Mn∙∙∙∣

а остальные элементы нулевые

2. ’

ожидание и ковариационная матрицагде /л и Σ∙ - математическое 
распределения генеральной совокупности.

Парринг С4] доказала, что при предположении конечности 
четвертого момента исходного признак-вектора имеет место сходи
мость по распределению, если ∏,∙≈ :

V5Γ f2 -г,) W(O,∙4'J
где блок-матрица

лр./^_'Л9 •

ас « Нц - vtΛ∑ (ye<∑) ,

М, = Е С-f'') 

Яц = E[(*i-ΛJ .
Применяя теорему Андерсона (см. 11 , с. . IOθJ о сходимости 

по распределению, получим следующий результат.
ТЕОРЕМА1. Пусть А - fχ,

а
и
т
я
с

(1)

(2)
а

м 
ц 
θ

Р 
е

о
п t

FXr
с
о
и

ментами
о
п

У

стр н 
в 
т

а
р о и э

с

п р
I Ы 6 
о к р

н
а в

Z.Z√ 'г-2- '

делено равенством (1), 
производная, ' 

ысле МакРаэ

ci1( ® ах

Дальнейшие упрощения в общем 
трица из зависит от конкретного

Д 
л

ж н о
п о- 
а.

г д е
Ы(О,и>) ,

Ψ
Р и 
н а

о 1
Ч 1

в

п 
н

Р 
а 
с

е
я
и

а м а
п р

[5]: ≡¾

т -
е д в л е*

так как ма-случае невозможны,
вида функции . Рассмотрим.
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какой вид имеет утверждение* теоремы I в одном конкретном случае~ 

если g f2) • x'5^'x . в этом случае (см. [2] )
^ls⅛-∕zs∙V _\ 

l-(s-XJ<S(S'× V 

првдполс1Хвнии ^^0 предельная ковариационная матрица 
3t √-Λi⅛.-yΛsy^L^ / (3)

∖fz^^J ⅛ (x^^∕ \ М J 1 эе. / V ХдJ •
- симметричные случайные векторы, то Мд'О и получает-

X . Σ^) (∑^) <i>(∑∕^), (4)

t а о б ъ-

место

и при

Если
ся

е
Т
с

г 
л 
д 
н

*

ТЕОРЕМА 2. П у с т ь А ’ Х^}-выборк

и 
о
X

а
г
о

Д а 
Д и

е

ч
я

'ЗГ
у. ¼
ины,
мат

с моментами EX^=^*0,OX^≈X 
для функции 7'5^*x имеет 

месть при n→o"
√5Γ fx's*x

' Р
м

' о
I и

случае, если

о
* с

п 
и 
т

Р

адеден рав 
метричные 

θ 
е

пред 
ц а И м

льна 
в т

а> N(o,τ), 
нством (З).Ес- 
лучайные ве- 
ковариацион-

(5)
Д
и
и
а

В частном
следующее следствие.

СЛЕДОТВйЕ 2.1. Если
П —»

е
с
я 

в и д (4).
N^4.^21),получим из

Х: i

bJ(o,<e) ,

теоремы 2

где

, то при

(6) 
получается из теоремы с учетом , что в случае нор-Следствие 

мальной выборки Nj"O и

Приведенный пример является поучительным в нескольких аспек
тах. Во-первых, следует отдельно исследовать случай 

Л* _ _
√fy^S хП ≡

∣2-Z,

му закону имеет место сходимость к закону .
ТЕОРЕМА 3. П у с т ь X -(λ<,... Х^)- в ы б о 

ема п с моментами Eχ. ■« О j Dχ. =Х. Е с л и 
о. → ~ , т о

и вместо сходимости к

Р

JL~O. Тог-

нормально-

к а о б ъ-

Z> *v⅛х s X -♦ , (7)
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Результат получим, разложив x'5"'x в ряд Тейлора, откуда вы
текает, что x's'^x и ХГ X имеют одно и то же предельное распр<э- 
деление, ес/и и-и. Но ио С61 имеет место сходимость

л х'г;’’х λp
Это значит, что в процессе сходимость (5) становится 

все хуже и x>τκe и на пределе не имеет места.
Второй момент, который следует учитывать, это скорость схо

димости и смещенность оценки x's^'x относительно Раз
лагая х'з'х в ряд Тейлора в точке ⅝,получим для смещения 

следующее выражение: , ,
ε(×'s'!i *
»{ х'® √tt r'7>∕e<>∑^∕<alp

e< Γf *"f(>.p'-) ^2 г .
Сходимость распределения в случав нормально распредеч
ленной выборки исследовалась методом Монте - Карло сотрудником 
ТГУ С.Вилисмяэ. При обозначении

на основе к выборок о параметрами '
/л 0,1 ςz∖

\о,г 0,3 ι,z∣ '
получены следуицие результаты.

Таблица I

К I0∞ 300 100 100
п 200 1000 2000 3000

ЕУ» 0,8547 0,0780 0,9027 0,5204
θ"⅛n 16,875 16,097 15,087 , 15,726

Как показывает сравнение эмпиричогкого и теоретического распре
делений , методом хи -квадрат мспно даже после исключения смеще
ния заметить большое различие между этими распределениями.

В итоге можно сказать, что сходимость по распределению да
леко не всегда является удовлетворительным ретением при постро
ении доверительных областей. Особенно внимательным следует быть 
в тех случаях, когда первая производная 'фввращается
в нуль в некоторых точках 2, , которые, κeot правило, являются 
параметрами распределения или содержат их.
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□

К ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОМУ ОЦЕНИВАНИЮ ПАРАМЕТРОВ СТОХАСТИЧЕСКИХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

в.в.Конев, С.М.Пергаменшиков

fl.l)

I. Постановка задачи
Рассмотрим задачу оценивания матрицы неизвестных параметров 

A=∕∕ΛtjJ размера S×P по наблюдениям многомерных процессов ×χ 
и !⅞ (κ=o,ι, ) , связанных уравнением

= А '⅛
Здесь lPκ∣- последовательность шумов, для которой выполне

ны условия:
И и II Ек1г< °° ;
2) П( εκ÷ιl‰...,%,

Распределения Рк неизвестны, - неотрицательно определенная 
функция от наблгодоний, которая может быть неизвестной, при этом 
однако предполагается, что известна некоторая мажоранта ее следа, 
причем не ограничивая общности, можно считать,ih,Γ^ ⅛ 1 . Требует
ся построить оценки параметров Лу с заданным среднеквадрати
ческим уклонением.

В работах [1,2] был предложен метод идентификации параметров 
динамических систем (l.l), который приводит к оценкам о заданной 
среднеквадратической точностью. Последовательные планы [1,2] да
ют решение гарантированного оценивания параметров устойчивого 
процесса автбрегрессии бАР).

Если требование устойчивости процесса АР не выполняется, то, 
каАГможно показать, двухэтапная процедура [2] окавывается.вообще 

говоря,неработоспособной.
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Основная цель данной работы - построить гарантированные оцен
ки параметров АР, пригодные как для устойчивого, так и для неус
тойчивого процесса АР.

2. Построение гарантированной оценки

Лия решения поставленной задачи будем использовать подход с по
зиций последовательного анализа. Последовательный план оценивания 
матрицы А будем строить на основе оценок по методу наименьших 
квадратов (МНК). Ориентируясь на получение гарантированной оценки 
параметров неустойчивого процесса АР, целесообразно 
ходной оценки А взять оценку МНК по наблюдениям из 
окна: ........., о t∕ 4

⅛,×>∙∙< ■ W''f< ■

Чтобы получить гарантированную оценку матрицы Л , необходимо кон
тролировать нс только дисперсионные свойства помех, по и поведе
ние матрицы • Такой контроль можно установить, используя 
систему модифицирове гннх оценок (2.1) :

Здесь St и 2^ неупреждающие целочисленные функции от
наблюдений Хц и Ук моменты остановки , причем определяется 
по Формуле

‰ : ttR'r,' 1:1 t f√ > «к)
H≈Vn

(. inK0}≈ о^), где Рп- некоторая симметричная положительно опре

деленная матрица, зависящая от наблюдаемых процессов на временном 
интервале Lθ, Ч»J : (Зе,^} - неубывакхпая последовательность положи
тельных чисел с Zwιae∏=oo . Весовые функции в (2.2) определяются 
равенством

в качестве ио- 
скользятего

(2.1)

. (г.г)
κ∙v^

(2.3)

, о ⅛ К < ;к) = I
где (У-п находится из

= 2п 

уравнения

Р-;' Р'г! 'fr, 'fr. = •
K^V,ι

к.

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



Z04 -

Последовательный план оценивания матрицы Д представляет собой 
пару (Д'/*). A'*(H)) . в которой длительность наблюдений N(H) и 

оценка Д7«) определяются по формулам;

МН) = zr^ ,
к=1 κ≈l ”

где / ,
>гН}

(2.4)

~1
∖.-Tn

Лля конечности ∕Vf∕∕j
выполнялись условия

КН

’и.
не вырождена;

(2.5)
о , в противном случае.
потребуем, чтобы с вероятность» единица

к^1
(2.6)

ТЕОРЕМА I. П у с т ь 
д 
ч 
т 
м 
п

Р

о 
т 
о
и
о
я

в 
о 
г 
н 
л 
ю

для проц 
ательности 
расходятся ряды 

о , ifLR-'tJ ^/С'п л л я

Р
ж
и

И 

о 
щ

о
и
X

ванной 
т е л ь н ы

о
ч
с

с 
н 
т

ОС .

К

л
с
в

θ

θ 

θ

7

к 
д 
л

(1.1) п о с л е - 

а н ы так,
, кроме

д е т е р -

е с с а
в ы б р

и
рой 
тельности

Т 1

(2.6)

ОТО 
о в а
(Сп) » у д о 6 л е в о -

ля люб
(2.4) о б

/7,/У. ;

2) •

Доказательство. Утверждение 1 следует из расходимости 
Используя (l.l) в (2.2), находим уклонение последовательной 
ки (2.4) '

A*(H)-A =( h С (А,-Л) =

a≈Λ
Pi - Λ^'

н ы й п л а 
I) ∕V(H> < ∞

о г 
л а

о
д

Н>о пос 
а е т с в о

л 
й

∂ 
с

д 
т

о 
в

в 
а

а
м

т 
и

ель

' ь

рядов (2.6), 

онен-

(2.7)

(2.6)
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Далее воспользуемся следующим неравенством

которое доказывается по той же схеме, что и основная теорема в 
[l]. С помощью этого неравенства и определения момента 6" полу

чим второе утверждение теоремы IИд1А*(Н)-аС 4 мД(

z г.
При выводе этих неравенств учитывалось, что и
⅛,β,)'i<∕Cκ. Теорема I доказана.
Замечание 1. Как следует из теоремы I, оценка А (Н) сход.тоя кА 
при H→-oo, при h→-'>o последовательность Д (Н^) схолтся с ве
роятностью единица, если УТ ■
Замечание 2. Последовательный план (2.4) определен с точностью 
до последовательностей V,, и R∏ , которые должны выбираться так, 
чтобы выполнялось BTjpoe условие (2.6). В случае, когда ⅛=o и 

(2.4) совпадает с последовательной процедурой, 
предложенной в [2]. При этом условия (2.6) выполняются, например, 
для устойчивого процесса авторегрессии. Если процесс авторегрес
сии является неустойчивым, то для таких последовательностей V,j и 

, как можно показать, второе условие (2.6) нарушается. Ниже 
установлено, что при определенном выборе , Иц утверждение те
оремы I остается верным и для неустойчивого процесса авторегрес
сии. „

3. Оценивание параметров авторегрессии

Пусть <½,i- процесс авторегрессии р- го порядка

(3.1)

где - последовательность независимых, одинаково распределен- 
них «лучайных величин с М^-0 , . Используя обозначения

«Хп= ( ‰j ⅛n-P+<) , fn=< с>>.
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представим процесс (3.1)

×n÷ι = А Х„ +

в векторной форме

9 (3.2)

где

[ > О J

Ер - единичная матрица размера р .
Последовательный план оценивания матрицы ^А процесса (3.2) 

определяется по формулам (2.4) при ⅛≈×,< . Последовательность 
в этих формулах определим равенством (з.з)

где
/ ⅛ , если (¾, - не вырождена;

+ оо , в противном случае;

Свойства этих последовательных планов оценивания матрицы 
так же,как и процесса (3.2), зависят от значений ее характерис
тических корней. Ниже λι(Λ) и λp(<4) обозначают максимальный 
и минимальный по модулю характеристические корни матрицы А . 
ТЕОРЕМА 2. Пусть

о одно из у
1. ∕λp(4)∕ > 4 ;
2. / λι(A)l<i .

Тогда для
ьный план I
р о ц е с с а
у л а м

I) МН) < оо П.Н, ;

г) МдН А*(Ю - А //Ч р/W , ае,,/с„

Доказате.дьство. Покажем, что для процесса (3.2) 
теоремы I. Расходимость первого ряда в условии (2.б) можно дока

зать, используя лемму Бореля-Кантелли. Для проверки второго ус
ловия (2.6) в первом случае нам потребуется следующая лемма из 
Г31.

н

л 
п 
м

для 
слов

любо

м 
и

атрицы А в и п о 
й :

о Н>О последов 
НИЯ матрицы

г
о ц е н и в а

(3.2) определяемый 
(2.4) , (з.з) обладает сво

л н е

а
А 

по фо 
й с т в а

выполнены

т е

Р
м

условия
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JlEMfΛA I. Ц р и условии ∣λp(A^ > 1 л л я процес- 
с а (3.2) о вероятностью единица 
ведливи предельные соотношен

βim А Q∕∣,
оа

- г Hbw /А
Д'-»- «о

I∣7∣I<∙^,

с п р а - 
[ яи

(3.4)

iitn
Λ'->∙oO

Г
н

д 
ы 
к 
о

λp(A)
и

и Л.( (-4) 

; с

я
Из леммы

2^ для

Р 
ь
следует конечность 
любого И Заметим»

ч а

Р а 
; Р 

н а я

ют мини маль- 
ктеристиче- 
-П.Н. по- 
матрица.

X J
А

е н
вероятностью единица моментовс

что при этом

Utn (2^-Vm) = +°o
М ео

Действительно, согласно

Эб’й = t4- = i∏, ζn

≡∕∕∕ζ^(Λ)^ 4 ι⅛f, in∕↑∕llA

П.Н. (⅛.5)

(2,3) и (з.з) имеем

^-4∣∣S-

С 
л

е 
й
и

а
м а к и а
к
е

о 
л 
I

н
н

и
о

ы 
л

где

z,n
(AT^''

Поскольку 
(3.5).

Используя

, то из последнего неравенства получаем

(3.5), докажем неравенство
ti

(3.6)βi'rtι
п

с помипью определения (2.5) предельного соотношения (3.5), и 
лем!лн I с вероятностью единица справедливо неравенство

fim Ип > f X-<J = >
'*■ μ М ∙n∣ п

из которого следует (3.6) и справе.дливость первого утвержсевия 
теоремы 2.

Пусть B∣mruπιeHo условие 2, т.е. процесс АР устойчив. Покажем,
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соотношение

= р 
/V

п оложительно определенная матрица.

п. н., (3.7)

что с вероятностью единица расходится второй ряд (2.6). Извест

но [4], что в этом случае с вероятностью единица справедливо 
предельное

Л-ГЙ
∕V-*∙β⅛≥ 

причем Р -
Проверим условие (З.б) . Имеем⅛s^=fcfff,,e√r,,r-(з.в)

- <

Покажем, что отношение v,,асимптотически ограниче
но. Из определения момента 2>i следует, что 

9е?я ⅛i⅛ e√ ×⅛ = ⅛ •

Отсюда, переходя к пределу, получим

/’сж =0

поскольку
находим

П.Ц.,

. Используя этот факт и учитывая (3.7),

(3.9)п.н.— г =P

Из (3,8) и (3.9) следует справедливость (З.б) . Теорема 2 до- 

казана.
Поскольку длительность ∕V(h) последовательной процедуры 

оценивания является случайной величиной, то представляет инте- 
p>ec изучение ее свойств. В следующих теоремах установлена точ
ная асимптотическая граница для времени оценив^лия параметров 
авторегрессии.

При этом последовательности и <эе„} определяются ра
венствами :

(З.Ю)( эе„=/
V С? ,п> 'f'(H) ■, [-эе* , п> 'f'(H),

гдо 4'(H) = lH∣^-l ([Н] обозначает целую часть числа/У) , C(W 
и де(Н) связаны соотношением С1Н) = И эе(н}^ причем 
ж ∞ при //"*- j (("я ) И (^11 } — неубываюпие пос-
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ледовательности положительных чисел такие, что

Х: < со .
и I∙1

Такой выбор (?л ^п. обеспечивает, как можно проверить,
асимптотическое совпадение последовательной оценки А\Н) с 

оценкой Д, , которая вычисляется по формуле (2.2), используя 
значения процесса (3.2)

о
и
Ц

ТЕО ГИЛЛ 3. П у 
кие 
1П е е

корн 
лини

т ь 
м а

н .

Б 
т 
Т

на первом интервале наблюдений [Ч. τ^∣i 
с 

Р 
о

е характеристичес- 
и ц в А по модулю боль- 
ГД а

1 п.н»

через 7Z(n)≈Tι. в дальнейшем намДоказательство. Обозначим 
потребуется следующая 
ДЕММА 2. В условиях теоремы 3 выполняется предельное соотноше
ние

Zlw fΛ'(w)- iwy -О

Доказательство леммк 2. В силу выбора последовательностей 
и Эв^ в виде (3.10) имеем

ΛZ(W)= = Z(H) Ш] ■^ У'β Х[&> ≠(W)J ’

где ∙2Y∕∕) совпадает с величиной Ту, определяемой формулой (2.3) 
при 9е< = ^(Н). Из этого равенства следует, что для справедли
вости (3.11) достаточно, чтобы

=0 п.н. (3.12)
г»-^ ОО Ь

с другой стороны, поскольку по определению О' и в силу выбо
ра и выполняется неравенство

к** ∣t∙rlH) + i
( f'"'(Hl совпадает с величиной 
ледовательностях (3.10)^, то (3.12) 

казать, что

β (Н) >

Так как по условию теоремы SPf∕∕Λ «о при то спрапе.дли-

п.н.

п.н.

Сз.п)

, определяемой (2.5^ при пос- 

будет установлено, если но-

п.н. (3.13)
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,^ (Н) (3.I4)

(3.15)

вость (3.13) вытекает из доказательства предельного соотношения 
(3,6). Лемма 2 доказана.

Докажем теперь утверждение теоремы 3. Имеем

/УМ)

2.

Первое слагаемое в (3.14) при сходится к нулю
в силу леммы 2 и условия ∣ λp∕A)l > 1 . Покажем ^раведливость пре
дельных соотношений

S)^(H) = О = 1) 

которые вместе с (3.14) влекут утверждение теоремы 3. Предста
вим S),(H) в виде

Поскольку по условию ∂P(H) ∙=O(AtH) , то второй сомножитель Б 
правой части (3.16) сходится к нулю при ∕∕÷-=о . Поэтому, что
бы доказать первое равенство в (3.15), достаточно установить 
ограниченность величины

ЗР(Н),

Из определения момента остановки 27⅛) = 2) следует равенство

ИЗ которого получаем
де(Н) а 't(H)

где ,, I

(3.I7)

Используя разложение Жордана, ..можно доказать, что второе сла
гаемое в (3.17) сходится к нулю с вероятностью единица при ∕∕-*∞. 
Таким образом, первое равенство в (3.15) установлено. Далее 
представим Sbg(H) в виде •
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в силу условий C(H)≈ И Х(Н) и де1Ч) = 0(^’Ю второй член 

. Сходимость 
единице в этом равенстве следует из ompe-∙ 

и предельного соотношения (3.4). Теоре-

в этом равенстве стремится к единице при ∕∕∙*-<>o 
первого сомножителя к 
деления момента Ч 
ма 3 доказана.
ТЕОРЕМА

Р
Р
п
о
Т
т
е

е 
а 
л 
г 
о 
е 
т

для процесса авторег 
порядка (3.2) с п а -

4. П у с
и

ь
в о г о

т

Ри
ром tθ-l>"f в ы п о л н е н о условие: 

о 
и

∏ θ) с
1 е
) т
) а
’ д
г ь
н е р а в θ

С 
м
о

Р 
г 
л

т 
н 
н 
а 
н

т
е

с
ч

с Р θ
ого

Ь Р 
н а

I д
о

I Н

предел 
к о т о р о 
время 

и в а н и я

У

где Δ(Л)-некоторая функц 

Доказательство. Заметим, что для процесса 
го порядка <3.2) последовательная процедура (2.4) совпадает 
с одноэтапной процедурой, предложенной в [I], а время оценилва- 

ния определяется формулой

Λ∕(W)= («У (к >0: ΣI ×ι→H) .

к
п
с

а 
и 
θ 
θ 
т

с 
е 
θ 
н 
в

а
й
п

Тогда

7 = ⅛ = ≤ а-'£. ,

1ния шумов 
t константой 
1оследова- 

У Д о в л β т в о р я

и я от Л . 
авторегрессии первво-

ь

Поскольку по условию теоремы плотность распределения огрра- 
ничена Z , то для любого я X

<3.18)

Учитывая неравенство получим

М.МН) ⅛ + Δ(Λ),

гдо ___

к ∙},o 
Теорема 4 доказана.
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ТЕОРЕМА 
т 
т 
о

о 
' е

б
I.

Р
л
л

устойчивого 
с с и и <

п л
т

C(H)3eW) р

м а л ь н ы
- п р е д е

5. Л л я 
г ħ 
д

Р 
ы 
а

6 
й 
е с

а н 
в о

Вектор 
чески нор

(3.2) (∕λ√A)∣< 

о ц е н и в а 
й с т в а

н
м и :

υ

и

п р о ц е 
поел 

я (2.4)

п . н .

[ е т с я 
а 
я 
е 

процесса (З.Т), 
матрицы [А’^(Н)] •

θ
с 
д

а 
о

а в 
в а -

[ я
П j

я в л
М с 1 
льна

н

а 
т 

матрица 
известны

ΛW - п

и 
а

м
м

с

Р
2.

т и
(О, f"'') . г д е Р
(3.7?, вектор 
параметров 
выйстолбец 
Доказательство. В силу выбора последовательностей ∙(C)∣) и (ae^} 
в виде (З.Ю) имеем

МН) Т(н) i(H) ] + jy(n) 'i'(H)l ,

р л м е

где
Т(н) = Ti

Поскольку βi∕t∏aeM-∞ при H→~ <χ> , то справедливо пре

дельное равенство

' — = О

которое доказывается подобно (з.9?.
Далее из определения β(n)=^ι , (З.В) и (З.ТЭ) вытекает, что

п.н., (3.19)

Л /ГМ β(H) ^ П.Н.,

а следовательно, справедливы 
ределенйя 27 легко получить

τrM∕ae(H)'^^ =
^-*-∙ оО

Асимптотическое поведение
при H-f~ оа
пользуя определение V, , находим, что

Отс-да получаем, что

п. н (Э.20)

соотношения (3.12) и (з.и). Из оп- 
с учетом (3.9) , что

X 
Р

определяется функцией c< = p66')
и предельным равенством (3.7?. Следовательно, ис-
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<3.2l)

первого jrτ-

показано вы-

П ∙H • I
H∙≠-OQ

Из (3.20) , (3.2l) и леммы 2 следует справедливость 

верлцения теоремы 5.
Докажем второе утверждение. Поскольку, как было 

гае, для устойчивого процесса авторегрессии (3.2) внполняетст
(3.12), то последовательная оценка Λ*W) совпадает асимптотиче

ски п.н. с оценкой МНК, вычисленной на первом интервале наблю
дений ( V,, 7^ι ] , которая имеет следуппий вид ;

й,= G',,∖r,

н ее нормированное уклонение

-yfτΓ

= Sb(n)- 4(Ю,

ΓRΘ Т?
S)(H)= ~

'• ' ~>Γr, Х-О

C∣(H)≈ 7^ (?у, T,yf^ -li=- ×k^K + ∙( ■
' nV, K = q

Вектор t2)fW является асимптотически при Z∕≠-=o нормальным с ну
левым средним и ковариацией Г (доказательство этого факта со- 
.'•оржится в [5]) , а вектор c/(^2 стремится к нулю по вероятности 
в силу (3.19). Теорема 5 доказана. о
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СТРУКТУРНО УСТОЙЧИВЫЕ МНОГОФАКТОРШЕ 
МОДЕЛИ

в.и.Котюков . В.Л.Калинкин

Вопросы построения статистических моделей, устойчивых к ма
лым изменениям анализируемой выборки, наличию в ней резко выделч- 
oaiHxcH наблюдений, весьма актуальны. Однако внимание исслэдова 
гелей концентрируется пока ливь на параметрической робастности 
(устойчивости оценок параметров) для простейших моделей, обычно 
используемых при анализе однородных данных /I, 2, 3/. При ис
следовании же сложных объектов, которое обычно осуществляется в 
условиях априорной неопределенности относительно вида функции 
распределения F (, значений факторов / V X =

. .. , j- . их большого количества ( Л. ), неод
нородности анализируемой выборки ’ 1 >■ , ×m))i}

C≈∕,W,y , в последнее время широко используются парамзт-

риээванные модели сложной структуры. Например, многофакторные 
кусочно-линейные pθγj)θccmohhhθ и дискриминантные модели, модели 
кластерного анализа, и другие /4/.

При построении таких моделей на основе анализа V не

обходимо обеспечить в первую очередь устойчивость их структур
ных парзм’тров. Потеря структурной робастности, в отличие от 
параметрической неустойчивости, ведет не только к более значи
тельному ухудшению чисто отатистичооких свойств модели (сниже- I 
НИЮ качества прогноза по ней), но и лишает её интерпретируемос
ти специалистом, что в ряде случаев не менее оушэсгвэнне. Заме
тим, что вопроси структурной устойчивости возникают и при пост
роении многих традиционных моделей. Например, при выборе наибо
лее иноюрмативних признаков из Л исходных для
линейной регрессии.

Рассматриваемый здесь подход может быть классифинировян 
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как алгоритмический метод решения задачи структурной устойчи
вости.

I. Определение структурной устойчивости

При изложении метода будем апеллировать к вопросам постро
ения кусочно-линейных моделей (КЛ4) как одним из наиболее по
пулярных параметризованных моделей сложной структуры в приклад
ных 
КЛ*

задачах анализа многофакторных объектов ∕⅛∕. Регрессионная 
АУ -го порядка имеет вид ‘

- параметризованная
- - п

o,c∖o.

ГДО . . . . , , . .
харктериогичаская (.индикаторная) функция области
а ргуменга Х ;

Функции ~ψ^(’ 9 обычно строятся либо о помощью предвари
тельного использования процедур кластерного анализа объектов в 

ляющих гиперплоскостей из их
^ве модели и

и гем же алгоритмом А ---------- ----------  

, либо путем рЕ^адизаиии той или иной схемы выбора раэда- 
исходного списка.

построенные одним 
основе анализа соответственно 

при 
экви

"структурной'

на
выборок Иу И Vz . где ($4 =( . ..,6

е = 1.2 ,, будем называть с т р у к т у р Н О
вален т н ы м и , если Θf ~ &2. • T∙θ.

и
^26 для k'' i∙ Здесь — ~ знак

неразличимости соответствующих параметров.
Например, в задаче кластерного анализа два различных вари

анта таксономии будут структурно эквивалентными^если центры со
ответствующих таксонов метрически близки в , Две част
ные линейные модели X> <∕-ii∕) и (Х) o(-zv) эквииаленгни
если вое соответствующие компоненты векторов ιy и <^2.у

отличаются друг от друга незначительно.
Содержательная и количественная интерпретация отновечия — 

априорно задается исследователем.
При исследовании устойчивости оценок параметров часто ис

пользуется модель "засоренною" раопределения
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где некоторое засоряющее распределение, а S
его малая вероятностная доля /1. 2, 5/. Зга модель будет исполь
зована и нами, но в алгоритмическом аспекте.

Будем наряду о исходной выборкой V объема W , 

полученной согласно , рассматривать и выборку
объема 771* , полученную согласно '* (y,JC) . ⅛ ка

честве уцелесообразно брать ту Функцию распреде
ления, по отношению к засоряющему aφ∣ħaκτy которой должна быть 
устойчива модель (X) Θ) . Пусть

Модель ) будем называть структурно

-устойчивой, если для $ / Л" } имеет
место tJ7 > г

Если имеется несколько выборок { } , го гребуегоя

выполнение для (×'

⅛HHθθ определение будет использовано в третьем nβparpa(]⅛θ 
при конструировании алгоритмов, обеспечивающих для моделей 
сложных объектов свойство структурной уотоЯчивости.

2. Простые устойчивые модели

Здесь будут рассмотрены робастные алгоритмы лине',ной рег
рессии и кластерного анализа как базовые при построении многих 
сложных структурно устойчивых моделей G (X. ; (.например,

КЛС.
Для построения устойчивых линейных регрессионных моделей 

в Hθcτoιιu∣β3 время предложены различные схемы (. Л -регрессия, 
,SAΣ> -регрессия, и другие) /1, 2, Э/. Нам же предсгал- 

ляегся целесообразным нижеследующее обобщение обычной медиан
ной регрессии /5/, позволяющее в рамках единой оптимизационной 
пссгвновки учитывать как требования устойчивости (взвешенный 
модианный критерий), так и интерпретируемости модели (априорные 
ог(1оничения на знаки коэф’^'ициентов, на область прогнозируемых 

начеии'Л).
Для модели

критерий

Γ3!β (Л1

I У*= будем минимизироватгь

- априорно заданный вектор весов наблюдений ,
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⅜t
Пусть ~~βнеобходимо

<^>i(∕. 1-/:-) =i>
п ()и ограничениях

О' а

К

е={,?П.I при

Это задаче динейногп программирования. 
Необходимо заметить, что учет априорных ограничений 

{dj '∕O^ d(^ ^Спин , °θ** "° °θ*5θ повышает

тистическую устойчивость модели. Последняя может быть ече 
иена за счет итерационной корректировки весов 6d

Для задач кластерного анализа также целесообразно исполь
зовать "медианную" идеологию. Будем исходную выборку 
разбивать на < непересекаюшихся групп объектов таким образом, 
чтобы минимизировать некоторую оценку среднего внутригруппевого 
различия наблюдений в .

Нормализуем исходные данные: > где
⅞' ' i ti-^i}∣ I . Здесь me.d{∙ } - ме

дианная оператор. Пусть { (л>{, j - априорные веса реализаций, 
® I “ признаков.

Введем в медианную метрику, для которой справедли
вы известные три аксиомы метрического пространства

Допустим, что разбито некоторым образом на К
таксонов
при V. Тогда качество такого ризбиения будем опреде,- 
лять согласно

Здесь
вании оС- с имеем

.‘ ~ ■

» r∣{M априорюм гребо- 
, а при сз/ ≤ о

cτa⅛∙ 
повы-
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Для целей минимизации 7"’ 

руем излесгный итерационный
а) задается neκoτ(^oθ начальноэ разбиение
б) для каждого
в)

группам

τopι

где

О при

<7

по разбиению моди^июи-
алгоригм "/< - средних" /4/: 

определяется Jc;
исходных объектов перересп|еделяютоя заново по К 

согласно принципу

еспи

г) если реализации j X-i J иначе разбились на группы, 
то пункты б) и в) повторяются; в противном случае работа алго
ритма закончена.

Процесс сходится к локальному минимуму 7~" за коночное 

число шагов.

(см, § I). Прёдполагавт- 
нйкогорая многошаговая процедура

. так и
, что алгоритм А есть

(^Х) & J . Таковыми являются многие мето-

3. Построение структурно устойчивых моделей

Основная особенность предлагаемых структурно устойчивых 
алгоритмов заключается в том, что'они одновременно анслиэируют 
как выборку 
ся, 
построения модели 
дч построения КЛ4, выбирающие разделяющие границы для областей
∫ в заданном исходном списке возможных границ, методы

выбора инфорчагквных признаков Х^' из /2 исходных?

рассмотренная выше процедура кластерного анализа, и другие.
Допустим на -м шаге реботы алгоритма А по ана

лизу IX и одновременно получена модель

являюшаяся структурно £, -устойчивой, т.е. .
Тогда на основе i^(X) алгоритмом Л де

лается ( / + 1)-й шаг, в результате которого получаются 

3 , то рабо
та алгоритма тГродоллаегся. о противном случае за окончательное 
решение принимается , Если алгоритм А на
каждом Z -м шаге сохраняет несколько решений, то оконча-

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



- гго -
тельно на 
структурно

2^-м шага запоминается лишь те из них, коториа 

ε -устойчирн.
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О СРВДНЕМ И ДИСПЕРСИИ ФУНКЦИЙ ОТ СТАТИСТИК

Г.и.Кошкин

Известна теореме о среднем и дисперсии некоторой функции 
от выборочных моментов /I, с.388/; в /2/ приведена без доказа
тельства теорема I, содержащая аналогичный результат для более 
широкого класса двумерных статистик ∕n,∕ , которые могут,
в частности, являться оценкой параметра ∣θ,, ^j) .В данной 
работе приведено с доказательством обобщение теоремы I из /2/ 
на случай многомерной векторной статистики (i∣,∙,... , ∕∣,)j 
которая может быть оценкой векторного параметра (&,, ... , е,).

Введём следующие обозначения: г,,..., б ,
i - п , - случайная повторная выборка, которой соответствует
Выборочное вероятностное пространство 'P '∖ Р) /3/’,

л ~ ta , , iκ} - I

*"√" / f f
« = Fijn - ее

У

ковариационная матрица

7'','Ji'∖P}

векторная статистика с компонентами 
I J t п,} )

математичбское ожидание; Ц В(-iл)II " 
, ■•' СП-(^>п, is^) ]

^tn,} ' ’ ' CPV- ( , isn.') 1

~ центральный момент порядка √ случай
ной величины j,P] - положительные числовые последо
вательности, неограниченно во? пас тающие с ростом 1ъ \ Ci i 
• 0,1,2,... - неотрицательные постоянные; ∫≡j

ТЕОРЕМА I. Пусть: fi,} Q∣1

izt,3,... , ), ∕IJ ^(n)∣jp(ij∣∣-r ],
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J-

Тогда 
дис перси 
выражаот

те величины 
^1Т»МЧТИЧвСК 
случайной в 

я формулами:

{1}

(2)

ц
т
и
ы
о

т о ч

н ы е п е
м е

Р в 
н т

θ

м

и

Р
Р

ы 
и

п Р
е м

τ 
о

- о
в п р

Ф
т
г

у 
н 

Р
6

У - 

θ н и й

t и а п

я в θ

к
ь
м
я

. в

Доказательство. Следуя Крамеру /1/ (см. c.3θ8-390), обоз
начим через ? множество всех точек в А’"', дня которого выпол
няются 5 неравенств / ij n ~ » ∣ < i > с, j -
через ?* - дополнительное множество. По теореме Чебшева

С,
(3)

Привлекая первое неравенство (3) я условие выбираем та

кое ∕f, > / , чтобы jA>^}- o('∣∕c(.(h)) > и имеем

I г* I
При достаточно малом f для каждой точки множества i 

∖^HdA^P- H(rAP(7)^
+ Σ- {Н. ∖(E'>'-'i^∕Pei Р * [РЛР,

где /? = - ?>». )√ Pljf
чения вторых производных Р* Н∣г) в некоторой промежуточ-

справед-

(4)

- эна-

ной точке между ( ⅛ и •
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Рассмотрим слагаемые в правой части равенства (4). Так как 

в сиду неравенства Шварца, условия Лt) и первого неравенстта 
(3)

f(^∕∕∣-)лР = fj^olP =

- - (∖∣Dp∙P[i^) = О[~Г )•
W * (>^)∣

Проиаводкые Hjf, при достаточно малом f ограничены ввиду ус
ловия , поэтому^учитывая , получаем, что ∖κ>tp.- 
’ eι<∕>i∣4) , Соотношение (I) доказано.

Докажем теперь соотношение (2). Принимал во внимание (I), 
имеем

DH(i.)- { (НН.)-EHU.})VP^
К"

≈ [JHM-HH.)}VP ÷ 0/;^,,) = t, < I.

∕, = f(tf⅛.)-∕√fr.))'√Λ
l

Аналогично, как при

• (√'√7.)

доказательстве

1*

с, I

Выбирал такое К, у 1 
пгхтучаем

, чтобы = θ{l

(5)
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J)H(i>,} - л ÷

с учётом разложения функции 
представим следующим образом;

г
Очевидно, что

⅛.Р ≈ cσv(i,., - jf 6,. 

I
в

в окрестности точки г-.

(6)

(7)

Г
zvΛ'3 неравенства Шварца по аналогии с (5)

I*

г’

Теперь из (7), (8) и /4^) следует

Привлекая неравенство

'^ г = Г i - •>

И неравенство Шварца, получаем

е/?*‘ V ‘

г

<:
(8)

(9)

(10)

(12)
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Из (6), (9), (II), (12) немедленно следует (2). Творена 1 дока
зана.

Замечание. Если в условии теоремы I дополнительно

я*:.'- = О , то ослабляется условие /},) (доста

точно ограничиться случаем ь = 2) .
Обозначим ∕√^)-.2^l

Ir,
Докажем аналог теоремы I при несколько других условиях.
ТЕОРЕМА 2. Пусть: 6^J - О 'л /л, /

I <^>s∣ •'■
GR н а А*

в о р я е т

• 7

< о= Tj<<×> √ = ∕√.>

Тогда с 
теоремы I.

праведливы утвержд НИЯ

Доказательство. Запишем разложение на R
H{in} = H(τ,} t н (13)

θ

где

■ Jr, (R'''v>∙)^■■■ >

0< в: < 1

Усредняя левую и правую часть равенства (13) 
υ и , приходим к (1).

Из (I) и (13) Б силу и )

с учётом условий

имеем
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DHU-)e(∑ Hjlτ.'ntj,-r^∙.)а f

' ! iιf -

Но согласно 6j} и )

I L ЕЕ/к - '^>.)^ = ’
согласно и (10)

е<г'-‘ е(г ς⅞√⅛.-W)'-^ 

^'sςVr6f⅛.-^5.∕=tJf⅛j> 

следовательно*

(14)

(15)

Далее, воспользовавшись неравенством для абсолютных мо
ментов /4, с.190/ и неравенством Шварца, имеем 

∣E[ΓH∕^J(E--E∙)-β]∣-^Σ ∣H,KI∣C.e, ■

*■ ∣Hj(r.)∣o∕C.[ε(i^.-E∙)'^∕i∙∙-^^∙∕']^^
ОЬ/Л'Ё.,)'). (16)
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Теперь на соотноиений (14)-(I6) (2). Творена 2 докааа-
иа.

laτβpaτypβ

I

2.

3

Кршер Г. UaτβuaτM4ecιU(∙ методы статистики. - 2-е иед. - 
и.! Пир. 1975.-648 о.

Коаишн Г.М. Об одном методе устранения смещения оценок. 
- Теория вероятн. и ее примен., 1967. т. ХХХП, вып. 1, 
о. IA7-¼9.

Боровков А.А. Математическая статистика. Оценка параметров, 
проверка гипотее. - М.: Неука, I984.~472 о.

П|вденко Б.В. Курс теории вероятностей. - б-е над. - М.: 
Неука, I9G9.~400 о.

4.

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



- 228 -

CPPJUIK!(IWAT!I4BCKOB ОТКЛОННМЕ HEΓIAPΛJ4l'TΓΛf4ffiKiα СПЕКТРЛЛЬИ.К
XAPAJCr3PI!GTHK С BPa∏∙MH>J!.1 СДЕП’ОМ

П.Л.Кожевтгеова

Λcw.ιπτoτιi4ecκoθ изучоиив статистических характеристик спек
тров многопергшх вренепьих рядов flj имеет болыпое практичес
кое значение [⅛j . Введение нопараглетрических оценок взаиглшх 
спектров с временным сдвигом [l] дает возможность выч^’с-пять 

спектральные оценки для выборок большой длины, разбивая их на 
отдельные отрезки, возможно пересекающиеся [з] . За счет осред

нения оценок по отрезкам, на которые разбита вся выборка, дос- 
тит'ается уменьшение дисперсии оценки. Именно эта процедура поз
волила успешно применить оценки спектральной плотности с вре
менным сдвигом в одномерном случае к исследоватто датчиков 
псевдослучайных чисел [4J . Следует отметить, что такие оценки 
являются робастнь’ми относительно возмущений в соседних часто
тах Ld .

Для выборки из многомерной стационарной гауссовской после
довательности X(i)={)(Ji),,,,,)(M},∖-O, ±L,.,,, ^∕~d-,

■! i , рассматривались оценки амплитудного спек
тра, базового спектра, квадрата модуля спектра когерентности 
[l] , определяемые соотвотствегаю следующими выражениями:

[L∖ 1»}^
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(I)

(2)

(3)

функции , T~ , Е/ являются целочислоншплн Функниш.ш объ

ема выборки /V и удовлетворяют условия/.!

— -*О, А. - J
А ’ А-

есж 7~∙∙'' <∙θ , Z --i∙ , zV-∙-t<∕ ιτjiiι А
Последовательность ^(i} принадлежит классу

9E(∕l,'K ∙y∙, "К,/ ≈E,∙!∙ } '2.) [1, 'ij . Оценка взаимной
спектральной плотности fll имеет ви,д

W,ι↑f3∣-EE а„/1-ч)Х,/1)е‘-'*.
I J∙ -«V

Фзпгеция llp,(E) , называемая окном данных, - неотршлатель- 

ная функция, t ≈ t Е , , , , , равная О вне отрезка
[ С, А/ ~ Ej . 0бознач!Д.1

Ξ (Z^∕E-βje ' t^^∕Λ∙Je ‘

. .. ∕tj = ∕H'ι

{4)

Если 21 /1 -i,3 =_ i то./. E∙>-)∕Е.
Фугапщи и ~

есть оценки коспектра и квадратурного спектра [l] . Сле.дуя/^У, 
будем обозначать для удобства каждую из φyHJ∏∏rii (2) через 

~, ъ кото-^х ^>i-Zt∕Ei),^2-"Ey f∕}) ,

- ∕jj f9) , причем ка.ждая из Функций
Q∕∕(E^∣,>,f является нелинейной функцией аргут.юнтов

^/з ⅞- . Рассмотрим разложение Тейлора 

в окрестности точки , Е'
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Линейным приближением оценкибудем называть выра- 
женив вида

Е, ...„X

Остаточный член (5) оггг)еделяется

для которого частные проиэвод!(не вычисляются в точке ≠
E(∙χ^ -EV^),..., e<x^

hir=/С.
Сформулируем леглтлу fl] , которая понадобится при доказатель

стве теорвмн.
ЛШЛЛ. Пусть ∕∕ι√ = ∕'Λ∕<y3

о
а
о

Хп Ei)∕f t >'> f

с
а

, f4
ная стационарная по 
ость, удовлетворяют

Р
: Е Хг а} О, ∕EXr∕dXjXX е ,

н 
в 
л

г 
т 
в

о
Θ

И

м
л
я

л в 
я

θ 

ъ 

м

t

τ ы

- м
Д о
у с
О ∕X-^EX)∕^∙c'j, E-'-ej^-eσ, X,..., 'г

Тогда чотвортые сомни ив а риал
■'> </ -Еs'∖,), С' = У, S- , - ∕i^ Е:- -
при 4×-=>a□ имеют порядок

-Ei∖,} - с)( Е X~Λ-χ∕ , 1Е ≈ X,Z ,
где функции Zς,∙ /'V п ∕^∕⅛'2∕'o пр еде ленч 
ф о р м у л а м и (3) л (4), а Ф у н к ц и и Х~ Xj А-/ 

удовлетворяют условиям (2).
CyiiiθcτB0HHoβ ослабление рассматрпваешх ранее уолоепй (ом. 

теорему 3.5 D,] ) было предложено I1.Γ.7yp6oιπto и реализовано в 
приведешюй ниже теореме.
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Ц 
т 

Д 
Ф
II

ТЕОРЕМА. Пусть
с 
д 
о 
в

о 
л 
л 
н 
и

f∙∙∙∕ 
и 
ь

а 
н 
п 
ц

Р О О и
н
с 
с 
й

л г а у 
ь . Пу 
вдова

г.1
о 
ь 
л

t 
ь

облюдаются

г
к 
к 
о

о
а

Р
с

Л

у

г.1
я
о
т
Л/_- Л//л/

вело

и 
о 
л 

у 
Р

∕^^z√-=^>'∕ '=

а 
с 
т 
е

я 
л 
о 
с

6

Г
о

I

Я

(7)

а 
т 
л

с
с
т

с
т
я

и
в

о 
с

о

н
м и

Р 
п 
е

н 
о

в
к

е и

т 
ои

а - 
в а

X

(8)

а 

У 
т 
о 
л 
и

н
в
с
о
й 
т

а о л и

с 
и 
ц 
и 
м

ф 
л 
ч 
в 
н 
θ

У 
о 
θ 
п 
θ 
е

к 
и 
к 
к 
н

И И / м (2).
т
к

Р 
д

е 
в.з
V

о р

о 
а 
п 
л

л
т
к
г.1 
п 
о

о 
л 
н
б
к

V д 
о 
н 
л

у 
о 
и 
п 
п

дР G θ и
в 
д 
и 
т

л 
н 
о 

г 
п

Q 
θ 
Л 
о

Р

т 
к 
и 
в 
и

о Р 
а д 
о И 
о т
Л' > «>

ю 
а 
и 
и

ц 
я 
о

ы 
п

и
X
и

а 
в

о
θ

к

н
с
θ

в
в
н

я

Р 
п

т

X
X

(9)

Доказательство, Для доказательства теореш пеобходилю o∏,e- 
иить порядок четвертого момента остаточного члена (6). Семи
инвариант четвертого порядка ^'∙,fsj, f Л' - , внрпхиется
C5j след^тоудн’ образом:

∕r√ ∕>'.'vZf √ - г?////∕f2''
Из леммы следует, что порядок ∙54∕fi√ - Fi∖^∕T'Jf t^ = /, 2., 

определяется величиной л-
Так как функция / >∙'c> , то ∕√Zf'r.r
“ ’ • Отепда и из (7) сле.дл’ет, что порядок

, равен

f ∕f^∕τ}∕y . -
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так как Λ~Z / . Поэтому fll'

(10)

(tυ

'Лз вырчгений (8), (10), и (II) oΛe."yθτ, что порядок 
порядка квя.прата второго-/,2., меньше

оценки косппктрз, т.к
момента

(12)

Таким образом, четвертый момент оценки коспектра, входящий в 
четвертый момент остаточного члена, характеризующего отклоне
ние нелинейной оценки взаимного спектра от ее лилейного приб
лижения, равен

г//
Четвертый момент остаточного_члена (6) зависит и от "Квадра

тов btowjx моментов оценок Qy∕<iJ f •
а также смогаанных моментов четвертого порядка. Что касается 
чледов, содержащих четвертые моменты и
Л / ( , они оцениваются анялопгпшм образом и имеют поря

док (12) . Смешанные четвертые моменты упомянутых оценок оце
ниваются с помощью неравенства Коши-Буняковского и также имеют 
поряцок(12). Остается сравнить порядок

с порядком наиболыпего остатошюго члена дисперсш! линейного 
приближения нелинейной оцеггап взаимного cπeιtτpa, κoτopιft ра
вен flj :

(13)
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Сравнивая (12) и (13), получим, что при

* Ж/∕<'^ = 4^∕-∕Λ

так как кыполнявтся (9) и О /.
Теоремп доказана.

Предположение о гаусоовости непнято для упрощения доказатель- 
стЕа,и результат может бить обобщен на шнрокиа клаоси пегауссов- 
ских последовательностей.

I.

2.

3.

4.

Jlnτepaτyp<a
Курбенко И.Г., Кожевникова И. А., Оценки взатиих спектров 
многомерных гауссовских последовательностей.-Известия АН СССР, 
серия математическая, 1985, вып.6, с.1229-1245.
Отнес Р., Энокзоп Л., Прикладной анализ временных рядов.- 
-М.: Мир, 1982,- 430 с.
Журбенко И.Г., Спектральный анализ нременнчх рядов.-М.;Изд-во 
МГУ, 1982,-168 с.
Kyτ)6θHκo И.Г., Кожевникова И. А., Клиндухова О.В., Н^явление 
периодических составляюитх в последовательности псевдослучай
ных чисел.-Кибернетика, 1984, »4, с.89-96.
Ширяев Л.П., Вероятность.-!.!.; Haj∏ζa, 1980^ 576 с.5.

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



- гл -

МЕТОДЫ (ЯГОйМЛЫЮЙ Н ШПТИКЮЙ ФИЛЬТРАЦИИ В СЛУЧАЕ ПОМЕХ, 
СОДЕРЖАЩИХ ЩБРОСЫ

Э.А.Клёкис

При решении реальных задач оценивания сигналов часто встре
чается ситуация, когда небольшая доля измерений содержит гру
бые ошибки или выбросы [I]. Традиционные методы фильтрации 
(фильтр Калмана) являются чувствительным! к резковыделяющимся 
наблюдениям, появляется проблема обеспечения устойчивости 
фильтров к отклонениям свойств наблюдений от предполагаемых. 
Возникает задача робастной фильтрации.

Применение минигла ксного подхода [ 2) к решению, задачи робас
тной фильтрации сталкивается с трудностями синтеза фильтра для 
наименее благоприятного распределения помех из заданного клас
са. С использованием этого подхода возможно получение 
приближенных фильтров [I, 3].

В настоящей работе предлагается опти!ильный фильтр 
нивания фазовых координат динамической си ст оглы, когда 
вероятности помехи наблюдения является смесью двух гауссовских 
плотностей. Для случая, когда отсутствует априорная информация 
о вероятностных характеристиках выбросов, приведен алгоритм 
фильтрации, основанный на обнаружении выбросов и коррекции ко
эффициента усиления фильтра. Представлены результаты сравнения 
эффективности фильтров методом статистического моделироватя, 
коротко упоминается о применении к решению реальных задач.

Рассмотрим нестационарную данамическую систему с дискретным 
временем, описываемую уравнениями;

только

для оцо- 
плотпость

(1)
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(2)

л'’ β'^
где - вокгор фазовых коорданат; ' - Bθicτop наблю
дений; - известше |.итрицы;/^^ | , |[,|J- последова

тельности некоррежровашшх гауссовских случайных величин
имеицих нулевые средаие значе1шя и 

κoBapπaπ^oifflUθ матрицы соответственно { | при
чем II ∣f^* II ⅛ll^^*^l - последовательность незап11сл|,шх, оди

наково распределенных случайшх вел1чин, при1иг.тощ:1х 2 значеши 
/} : К^- т&уосозская случайная величина со средним 31иче- 

пием Ид и ковариационной матр1щой Рд . Последовательности { | .
11^4 1 ’ {1 ” взаимонезависпмн, а также задана веро.чтность

• Таким образом, в нормальном ре;кпме работы по- 
грепшости измерительной системы моделируют последовательность 
{∕J. арЛ является моделью редких выбросов. Задача состоит 

в последовательном oueιπiBaιπra по наблюдегатам ,z^ |
при i » 1,2,....

Основой для получения опти’сльной оценю! йазсвых координат 
является апостериорная алотность вероятности. Введем обозна

чения: 12^*7“ апостериорная плотность вероятности;

- условные апостериорные плотности вероятности; = p(^.=∣∖ 
-,к \ *

- апостериорная вероятность значения у случайной вели
чины гауссовская плотность вороотности случай
ной величины X , определлег.т 
вариационной квтрицей

ь
л
в

ютег.тьгчесюпл отпцаштем т п ко-
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9 , (3)
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∕< W. ,(i <

“■ ■< гхлггх! ' ;

Ji∙O '

(6)

P^"^'b р
о о'

(о!
(i,j^o.n.

Апостериорные плотности вероятности **∣ (*'^7 не имеют 
номерного паршлетрического представления, поэтому точная 
зация вычислений согласно (3)-(7) невозможна. Представим 
ритм фильтрации в гауссовском приближении. Обозначим 

м zf), χfs М( I y,J∙γ<∕‰cooτBeτcτ-

венно безусловное, условное по и условное по /у'?» fk.∣*^ 
апостериорное |,нтематическоо ожидание . Им соответствуют 
обозначения для ковариационных (латриц: , р^к', . Тогда
горитм йлльтрации имеет вид 

1, ∙c∕∕"{;,][гг-7,r} <

×7'∖⅛∕A''< ^''⅛√VΓ∙'⅛r-'n⅛'∙"-'VT

rr√) r∕-f-y*)r4''^ ∣<^y∏fVι, 
,t>ll

∕^PΓ⅛Λ^^]^vZ∕

к ‘ '^к; k-t '^к '’к'
(ф , (‘р . ~(t)

(7)

K0HΘ4- 
рвалл- 
алго-

ал

ев)
(9)

(∏)
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^<>) -(i) Г (j<
(12)

-/,} (i> т -(t>■ *ι-∕t-∣ ⅛ ∙∙ ^⅛-^

Для реал1зацди этого алгоритма необходимо синтозироаать четыре 
фильтра кальановского типа, взвешенная сума внхо’цмх сигналов 
которих определяет искомую оцету.

Жлее предполо-отм, что отсутствует априорная ιtHΛop!BU}iπ об 
источнике выбросов (неизвестна вероятность и ковариационные 
матрицы { )). В этом случае построить фильтр (Θ)-(I3) уже 

невозможно. Зададим .другую модель помех наблюдения:

Ц h ,
где !! - неизвестный вектор, предстазляю1Д1Й а1.тлитуду вы
броса; ^<∙,f - (ютрица, состояща-Ч из нулей и е,динпц и опреде- 
ляипдш компоненты вектора , искажаемые выбросаг.ш. Для моде
ли помехи вида (14) адаптивгаб! алгоритм Фильтрации, основанный 
на обнаружении выбросов (оценивании ) и изменении структуры 
(1ильтра в зависимости от результатов обнаруже1П1Я, определяется 
внрахени ями:

(14)

Л
(15)

(16)

(17)

(18)

Л о,

1

В завяппности от результатов обнаружения внброоа меняется вес

(19)
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соответствушцих компонент наблюдеюВ! !гри Лэрмировании оцеш'л 
(15), а также пнражепие для коварпапцонной г.втршщ , значе
ние которой в случае принятия решения о наличии выброса (з1) , 
увеличивается. Реиагацее правило л.дя o6πapyxeιoιπ выброса основа
но на В1гп1слении статистики обобщешгого отноиетоя правдоподобия 

п сравнении ее с порогом Л. .
Фильтр (I5)-(I9) является более простым по сравнению с (8)- 

(13) и не требует априорной инфордации о харистеристиках выбро
сов, однако он имеет тот недостаток, что его структура жестко 
зависит от результатов обнаружения выброса и, следовательно,в 
случае ложных тревог появляются дополнительные погрешности оце- 
гавания. В то же время фильтр (8)-(I3) форглтрует оценку как
взвешенную сумиу оценок, основагашх па различных гипотезах о 
наблюдегаях, и поэтому в нем более гибко учитываются текущие 
характеристики наблюде'шй.

При статистическом моделировании одномерные наблюдегая гене
рировались согласно моделям (I), (2). Обозначим ,л = бТз 

выборочные среднеквадратические ошибки фильтрации усредненные по 
1000 реализаций в момент k = 20 для следующих фильтров: - оп
тимального фильтра при точно известной { | ; - фильтра (8)-
(13): ^2 ~ Φ≡∙>≡>τpa (15)-(19): ¢/ - опти»®льного линейного филь

тра, синтезированного при дисперсга S • ε . Значе
ния показателя f,i при ≠ = 0,9, =1, А =0,1,
Л = 16 приведет в таблице.

г «’э

0,2 9
100

0,921
0,897

0,804
0,873

0,760
0,499

Фильтр вида (I5)-C9) использован при опанивании состояния элак- 
троэнаргатичаской систамн.
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