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С использованием теоремы и неравенства Птолемея показано соответствие закона отрицательного 

преломления оптического луча на поверхности раздела обычной изотропной среды и электромагнитного 

метаматериала с двумя отрицательными проницаемостями принципу наименьшего времени Ферма. Проведено 

сопоставление оптической длины пути луча между двумя корреспондирующими точками при положительном и 

при отрицательном преломлении. 

Ключевые слова: изотропные «правые» и «левые» среды, метаматериалы, прямые и обратные волны, 

показатель преломления, отрицательное преломление, принцип Ферма, теорема Птолемея. 

Проявившийся в начале 2000-х годов интерес к метаматериалам – искусственным электромагнитным 

веществам со значениями материальных параметров, не свойственными природным материалам и средам, 

актуализировал интерес к малоизвестному явлению «отрицательного» преломления [1]. При отрицательном 

преломлении на гладкой поверхности раздела двух сред преломлённый луч расположен по ту же сторону 

относительно нормали к границе сред, что и падающий луч. Необычное отклонение луча, как впервые показал 

Л.И. Мандельштам [2], объясняется тем, что падающая и преломлённая волны различаются по типу переноса 

энергии: у одной из них направление потока энергии волны совпадает с направлением фазовой скорости 

(прямая волна), тогда как у другой является прямо противоположным (обратная волна). В макроскопически 

изотропных и прозрачных электромагнитных метаматериалах обратные нормальные волны существуют, если 

эффективные материальные параметры (диэлектрическая и магнитная проницаемости) одновременно являются 

отрицательными величинами. Как оказалось, скалярная форма закона Снеллиуса подходит и для случая 

отрицательного преломления, если показатель преломления «левой» среды с обратной волной считать 

отрицательной величиной [3]. Такое допущение, однако, не согласуется с определением показателя 

преломления как модуля вектора рефракции [4] и может явиться причиной недоразумений. 

В частности, отрицательный показатель преломления требует пересмотра принципа наименьшего 

времени Ферма [5], однако это положение в дальнейшем не получило подтверждения [6, 7]. В настоящей работе 

предлагается ещё один вариант доказательства соответствия отрицательного преломления принципу Ферма, 

который базируется на теореме и неравенстве Птолемея для вписанного в окружность четырёхугольника. 

Проведённое на этой основе изящное геометрическое доказательство закона положительного преломления 

было впервые опубликовано свыше пятидесяти лет назад [8] и в дальнейшем неоднократно воспроизводилось 

[9, 10]. 

Векторная форма законов Снеллиуса – Декарта выводится применительно к волновым векторам (или 

векторам рефракции) плоских волн, взаимодействующих с поверхностью раздела сред, но не к их векторам 

Умова – Пойнтинга [4]. При отрицательном преломлении вектор рефракции преломлённой волны, как и вектор 

рефракции отражённой волны, направлен от границы в ту же среду, в которой распространяется падающая 

волна [11], и скалярная форма закона преломления имеет вид 

( )sin sini i t tn n = − , (1) 

где in и tn – показатели преломления среды с падающей волной и среды с преломлённой волной,

соответственно. Противоположно направленный поток энергии волны (преломлённый геометрооптический 

луч), как очевидно, образует с направлением нормали к границе отрицательный угол t− . Показатель

преломления n  и фазовая скорость волны v  связаны соотношением n c v= , где c – скорость света в 

пустоте. Поэтому формулу (1) можно переписать как sin sin constt i i tv v K =  = = . На рис. 1 показана 

траектория векторов рефракции 1 2PQP , причём точка преломления лучей Q расположена на линии раздела 

сред так, что угол падения i  и угол преломления t находятся в согласии с формулой (1). Через три концевые

точки лучевой траектории можно провести окружность, которая пресекается с линией нормали к границе сред в 

точке A . В результате построения образуется вписанный в окружность радиуса r  четырёхугольник 1 2PQP A , 

для которого справедлива теорема Птолемея. Теорема гласит, что произведение диагоналей четырёхугольника 

равно сумме произведений противоположных сторон: 

1 2 1 2 2 1AQ PP PQ AP P Q AP =  +  . (2) 
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Рис. 1. Ход лучей при отрицательном преломлении 

и четырёхугольник теоремы Птолемея 
Рис. 2. Лучевая картина положительного и 

отрицательного преломления 

 

Стороны четырёхугольника 1AP  и 2AP  являются хордами, на которые опираются вписанные углы 

1 iPQA =   и 2 tP QA =   поэтому 1 2 sin 2i tAP r rK v=  =  и 2 2 sin 2t iAP r rK v=  = . Формула (2) 

принимает вид 

 1 2
1 2 2

i t

PQ P Q
AQ PP rK

v v

 
 = + 

 

, (3) 

где выражение в скобках является временем, за которое луч проходит трассу 1 2PQP . 

Допустим, что на границе сред найдётся вместо точки Q  другая точка *Q , для которой время 

прохождения трассы 
*

1 2PQ P  окажется наименьшим. Так как точка *Q  не лежит на окружности радиуса r , то 

согласно неравенству Птолемея, вместо равенства (2) выполняется неравенство  

 
* *

* 1 2
1 2 2

i t

PQ P Q
AQ PP rK

v v

 
  +  

 

. (4) 

В 
*AQQ  сторона 

*AQ  является гипотенузой, поэтому 
*

1 2 1 2PP AQ PP AQ   . Объединяя это 

неравенство с неравенством (4) и принимая во внимание (3), получаем, что  

* *
1 2 1 2

i t i t

PQ P Q PQ P Q

v v v v
+  + , 

то есть принципу Ферма соответствует именно точка Q , а не *Q . 

В отличие от [8–10], здесь окружность и вписанный четырёхугольник расположены выше линии 

поверхности раздела сред. Это обстоятельство даёт возможность распространить данный вариант 

доказательства соответствия принципу Ферма с использованием неравенства Птолемея на случай зеркального 

отражения, положив t in n= . 

Принцип наименьшего времени применяется раздельно к случаям положительного и отрицательного 

преломления. Для того чтобы сопоставить оптическую длину пути между двумя точками при обоих вариантах 

преломления, обратимся к рис. 2. На нём прямолинейный отрезок 1 2PCP  соответствует траектории луча в 

однородной среде, а точка C  находится на линии границы сред. При наличии контраста показателя 

преломления точка преломления не совпадает с точкой C , и линия границы подразделяется на участки, 

различающиеся по типу преломления. Положительному преломлению соответствует участок AB , длина 

которого равна проекции лучевой трассы 1 2PO P+  на границу сред. Положение точки преломления O+  в 

пределах отрезка AC  отвечает преломлению из более плотной в менее плотную среду, а положение на участке 

CB  (как показано на рис. 2) – преломлению в более плотную среду. При отрицательном преломлении точка 

преломления O−  лучевой трассы 1 2PO P−  расположена правее точки B  (преломление в более плотную среду) 

или левее точки A  (преломление в менее плотную среду).  
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Пусть il ( iL ) – геометрическая длина участка 1PO+ ( 1PO− ) трассы положительного (отрицательного) 

преломления для падающего луча. Аналогично, tl ( tL ) – геометрическая длина участка 2O P+  ( 2O P− ) трассы 

положительного (отрицательного) преломления для преломлённого луча. Относительный показатель 

преломления n  связан с углами падения и преломления соотношением

sin sin

sin sin

t i i

i t t

n
n

n

 
= = = −

 
. (5) 

При рассмотрении 1PO O− +  и 2P O O− +  с учётом (5) находим: 

cos

cos

i
i i

i

L l


=


, 
cos

cos

t
t t

t

L l


=


. (6) 

Из Рис. 2 следует, что i i   и t t   , поэтому не только i iL l , t tL l , но и вообще i t i tL nL l nl+  +

– оптическая длина пути при отрицательном преломлении оказывается больше, чем при положительном

преломлении. В частности, для значения 1n = , что соответствует отрицательному преломлению на границе

вакуума и «антивакуума», имеем ctgi tL L l+ =   (здесь l  – расстояние 1 2PCP ,  – угол наклона линии 

1 2PCP ). 
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