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Как видим, аппроксимация, полученная с помощью ОБР, является более точной, 
чем аппроксимации второго (гауссовская) и третьего порядков. Получается, что ОБР- 
аппроксимация применима и при малых значениях параметра N ,  т.е может быть ис­
пользована для систем типа НЮ1|С1|да при небольшой интенсивности входящего пото­
ка ( N  >  1). Анализ применимости ОБР-аппроксимации при меньших значениях интен­
сивности входящего потока, а также анализ зависимости области применимости данной 
аппроксимации относительно дисперсий (длин интервалов между заявками входящего 
потока и длительности обслуживания) представляет собой тему для отдельного иссле­
дования.

Зак л ю ч ен и е

В работе выполнено исследование применимости отрицательного биномиального 
распределения в качестве аппроксимации для стационарного распределения числа за­
явок в системе массового обслуживания НЮ1|С1|да, которое не представляется возмож­
ным получить аналитически без использования асимптотических методов. В работе 
предлагается метод вычисления параметров указанной ОБР-аппроксимации, основан­
ный на гауссовской аппроксимации, полученной методом асимптотического анализа. 
Проведён сравнительн^хй анализ областей применимости различных аппроксимаций и 
установлено, что ОБР является наилучшей среди них. Более того, она оказалась приме­
нимой даже при небольших значениях интенсивности входящего потока, что делает её 
чрезвычайно полезной для практического применения.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ RQ-СИСТЕМЫ ММРР|М|1 С N 
ТИПАМИ ВЫЗЫВАЕМЫХ ЗАЯВОК В УСЛОВИИ ПРЕДЕЛЬНО 
РЕДКИХ ИЗМЕНЕНИЙ СОСТОЯНИЙ ВХОДЯЩЕГО ПОТОКА*

О .Д . Ли>ю&а, А .А . Н а>а& (), С .В . n%$2B
Томский государственный ̂ университет

В )е д е н и е

RQ-системы характеризуются следующей отличительной особенностью: заявка 
нашедшая прибор занятым при поступлении в систему пробует занять прибор снова 
после осуществления некоторой случайной задержки. Необслуженн^хе заявки после 
неудачной поп^хтки занять прибор поступают на орбиту, откуда через некоторое время 
снова обращаются к прибору. RQ-системы являются адекватн^хми моделями телеком- 
муникационн^1х систем, компьютерн^хх сетей. В монографиях [1,2] приводятся обшир­
ные исследования моделей с данной особенностью.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ № 18-01-00277.
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в  RQ-системах время, в течение которого прибор находится в незанятом состоя­
нии, является временем простоя системы. В целях увеличения эффективности работы 
системы нелишним будет уменьшить время простоя. Мы рассматриваем системы, где 
прибор не только принимает заявки на обслуживание, поступающие в систему из вхо­
дящего потока, но и вызывает заявки извне, когда находится в свободном состоянии. В 
теории массового обслуживания уже рассматривались модели, где заявки вызывались 
прибором извне [3], однако в рассмотренных моделях не было учтено повторное обра­
щение заявок с орбиты. Модели с повторным обращением и с вызываемыми заявками 
имеют приложение в работе таких систем, как call-центры, где оператор в свободное 
время совершает звонки или занимается альтернативными видами деятельности. О 
приложениях RQ-систем в моделировании call-центров подробно изложено в работах 
[4,5]. RQ-системы с данной особенностью поведения прибора будем называть система­
ми с вызываемыми заявками.

RQ-системы с вызываемыми заявками активно изучаются в последнее время [6,7]. 
В работах упомянутых выше исследуются марковские RQ-системы с вызываемыми 
заявками. Модель RQ-системы с несколькими типами вызываемых заявок была рас­
смотрена в статье [8]. Для такой модели был получен численный алгоритм нахождения 
стационарного распределения вероятностей числа заявок на орбите. Также рассматри­
валась многолинейная RQ-система [9].

В данной работе в качестве метода исследования рассматриваемых моделей пред­
лагается метод асимптотического анализа. В работе [10] метод асимптотического ана­
лиза применяется для исследования RQ-системы М|М|1 с вызываемыми заявками в 
условии большой задержки заявок на орбите.

В данной работе рассматривается RQ-система ММРР|М|1 с N  типами вызываемых 
заявок. М 1̂ предполагаем, что интенсивности вызова и длительности обслуживания 
разнотипных заявок различны. Цель данного исследования рассмотреть предложенную 
систему в условии предельно редких изменений состояний входящего потока.

1. П остан ов к а  задачи

Рассмотрим RQ-систему с одним обслуживающим прибором, на вход которой по­
ступает ММРР-поток заявок. Заявки, поступающие в систему из потока, занимают при­
бор для обслуживания и обслуживаются экспоненциальное случайное время с парамет­
ром 7 1, если прибор свободен. Если поступившая заявка застает прибор занятым, она 
отправляется на орбиту, где осуществляет случайную задержку. Длительность задерж­
ки экспоненциальная с параметром о.

Когда прибор свободен, он вызывает заявки извне. В системе N  типов вызываемых 
заявок. Прибор вызывает заявки типа п  с интенсивностью а„. Вызванная заявка мгно­
венно занимает прибор для обслуживания. Время обслуживания вызываемой заявки 
типа п распределено по экспоненциальному закону с параметром цп. Для удобства ис­
следования пронумеруем типы вызываемых заявок от 2 до N +1. Рис. 1 иллюстрирует 
структуру описанной модели.

Рис. 1. RQ-система ММРР|М|1 с N  типами вызываемых заявок
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Пусть i {t ) —  число поступивш их заявок в системе в момент времени t , без учета  

вызванной заявки, если она обслуживается на приборе. Ставится задача нахождения  
стационарного распределения вероятностей данного процесса м етодом асимптотиче­
ского анализа в условии предельно редких изменений состояний входящ его потока.

2. С и стем а ур авн ен и й  К ол м огор ова

Случайный процесс i(t) не является марковским, поэтому введем дополнительный  

процесс к (t) , характеризующ ий состояние прибора в момент времени t  следую щ им  

образом: О, если прибор свободен, 1, если прибор занят обслуживанием поступивш ей  

заявки, п , если прибор занят обслуживанием вызванной заявки типа п , где п  = 2, N  +1. 
Т акже введем процесс m (t) -  цепь Маркова, управляющую М М РР-потоком. П роцесс 
i (t) задается матрицей инфинитезимальных характеристик Q. Когда m (t ) = m , интен­

сивность входящ его потока равна 3 m, m  = 1,М  .
Трехмерн^ 1 й процесс {i(t) , к (t ) ,m(t)} образует цепь М аркова с непрерывн х̂м вре­

менем. О бозначим Р  | i (t) = i, к (t ) = к , m (t ) = m} = (i, m, t) -  вероятность того, что в

момент времени t  прибор находится в состоянии к, в системе находится i  поступивш их  
заявок и управляющая М М РР-потоком цепь Маркова m(t) принимает значение m.

Запишем систему уравнений Колмогорова в стационарном режиме:

-I ! m + ic  + ^ а п I P0(i, m) + $1P ( i  + 1, m) + Е $пРп (i, m) + S  Р0(i, 9)^vm = 0 ,
V n=2 J  п=2 v=1

М
- ( ! m + $1 ) Р  (i, m) + ! mP1 (i -  1, m) + !  mP0 (i -  1, m) + icP0 (i, m) + Z  Р  (i, V)^vm = 0 :

- ( ! m +$п ) Рп (i, m) + ! mPn (i -  1, m) + а nР0(i, m) + Z  Рп (i, V) v̂m = 0 ,  П = 2, N  + 1 .
v=1

П ерейдем  к частичным характеристическим функциям

Н ,  { и ,  m )  = Z  ; ( i P ,  (i, m ), к = О, N +1,
i=0

где j  =  ^ [ - \  . Домножим уравнения системы на Р ' и  и просуммируем по i, чтобы полу­
чить систему уравнений для частичных характеристических функций

(  N +1 Л + н  ( и  т )  N+1
- | ! m + Z a n I Н 0(u, m) + J c ------------+$l; - ''UН1(u, m) +  Z $ n H n (u, m) +V n=2 J  + U  п=2

М

+Z  H 0(U, v ) ^vm  =  0,v=!

-(!m +$,)H,(U,m) + !m;'UH,(u,m) + !m ;UH0(u,m)- j c ^ H o (U,m) '
+u

hj  н l(u, v )qvm = 0,

- (! m + $n ) H n (U, m) + ! m; '‘H n (U, m) + a nH 0(u, m) +

H n (U, v) v̂m = 0, n = 2, N  + 1.

(1)

3 . М етод аси м п тоти ч еск ого  анализа

В системе уравнений (1) введем следую щ ие заменах:
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Ч9Ш . ] к (( . f n )  =  K k (( . ^  + 1.
И получим систему уравнений

/  W+1 л W+1
- |  ! 1 + Е “ „ IK0( ( . : )  + $ie^(Fi(u ,т,:) + У $  „к„(u.т . :)  +

V П=2 J п=1
ч ■ +Ko(u, т ,  s)

+: У  K0(u, V, s) v̂m + ------г ------  = °,9=1 +U

-(!m  + $ 1) K(u, m, s) + !m;''UK(u, m, s) + !m;''UK°(u, m, s) -

-ya-
,aK°(u, m, s)

+u + s£  K1(u, V, s)5vm = 0,

-  ( ! m + $n ) Kn (U, m, s) + ! m^^'Fn (U, m, s) + “ nK0 (U, m, s) +

(2)

+sZ  K n (U, s) v̂m = 0, n  = 2, ̂  + 1#
v=!

Теорема 1. Если существуют пределы limF ^ ( u , m,s) = F ^ ( u , m ) , то

K(u) = y y  F,  (u, m) = y  Cm 1+ У

1  -  P n  

V 1  -  P ,  ; ' u  j\  ■ i1 m  J

J m Л
1 -1 -  ! ,

N + 1

П

a..
+ !  (1 - ;&u) " n m \ )

^ a (1 + Vm ) + 1 N + 1  (  1 _  P  л  6 0 ,
У nm

(0nm !m )

n=2 1 -  p  ; &uJF nm

*Де P1m = ^ m , 0nm = - n + ! m -  - 1 , Vm = , Pnm = ,
- 1 n=2 0nm - n + !

V iF nim J

a n ! m
nm

nm ^'n ' ' 'm

n = 2, N  +1.

Доказательство. В системе уравнений (2) перейдем к пределу при s з  0, получим
f  N +1 л N +1 +F (u m)

- | ! m + Z a n I F0(U, m) + - l; - 'UF (U, m) + Z - nFn (U, m) + j a - F 0- U,   = 0,

- ( ! m +-1 ) F (U, m) + ! m; ''UF (U, m) + !  m; '‘F0(U, m) -  -Z6

+u 
+F°(u, m)

+ u

= 0,

-  (!m + -n ) Fn (u, m) + ! m ; ' uFn (u, m) + anF, (u, m) = 0, n = 2, N  +1.
Данная система уравнений сводится к системе из одного дифференциального и 

N  +1 алгебраических уравнений
!  ̂  ^  . j a  +F0(u, m)

F (u , m) = ■
-1 + !m ( 1 - ;&u)

F)(u, m) - -
-1 + !m ( 1 - ;&u) +u

F n (U, m) =
a

-n +!m ( 1 - ; u )
F)(u, m), n = 2, N  +1, (3)

+Fo(u, m) = &
+u a

!m;&u , - 1 + ! m ( 1 -  ; 'u )
I -

a

-1 -  ! m; &u -1 -  ! m; &u ^  -n + !m ( 1 -  ; ’u )
Проинтегрируем обе части третьего уравнения системы (3) по u:

F)(u, m).

u !
?n Fo(u, m) -  ?n Cm =5  j  m

a
!m;^ , - 1 + ! m ( 1 - )

I -
a

-1 -  ! m; &‘ -1 -  ! m; &‘ n=2 -n + !m ( 1 -  )
d x ,
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где Cm -  константа интегрирования. Решая дифференциальное уравнение, получим 
функцию FQ&U,т) в явном виде:

F/ (U, т) = Ст

 ̂  ̂6*' ^ 9 т * ""  ̂
г ^ 1

$ ,  - ! т ^"^

а..

П
V ' ' '  1 J

N + 1

$ п

а п {"пт -!т ) 
 ̂ б"пт

$п + !т  {1 -  ; 'U)

где дпт =  $ п + ! т -  $1, 9 т —— . С помощью соотношений (3) получим функции
п=2 "пт

F) (u, т ) :

F1(U, т) =  Ст !т г $1 - ! т ^
—̂{1+V )6 N +1

г т
г  л

$п
б"

$1 -!те^ ( 1$1 -!те^ ( J Пп=2 + ! .  (1 - е ' ) j

1+Z о .
i  $ + !  {1 - ;^u)п т

Кп (u, т )  = Ст
о . $ 1  - ! т

{1 + 9т )

N+1
;Пп=1

$п + !т  {1 -  ; 'U )1$1 - ! т; 'и J
а п {"пт - ! т )

$п
$ + !  {1 - ; и)п т

Просуммируем полученные функции по ):

п = 2, N  + 1.

X  F k (u, т) =F (u, т) =  Ст
$1

$1 - !  т

N +1
+ Z

о .
2$ + !  {1 - ;&u)  ̂* п т \ /

V  ,, л!1 {1+V, )+1
$1 - ! т 

,$1 - ! m ; U J

< П
$ п

ап {"пт )
^ п"„

$ + !  {1 - е-̂ и)п т
Просуммируем полученные выражения для частичных характеристических функ­

ций по т :

F (U) = Х  Cm $1 Г 'Х+ “ п ' г 1 -  Р 1т  ^
уг{1+v. )+1 N +1 

ГТ (  1 -  р  ^-Т п^

“ п {"пт - ! т ) 
6 "пт

$1 - !  т [ ^ $ п  + !т  {1 - е̂ ( ) , 11 -  Р 1 т е и J П
п=2 1 -  рV,1 р п^*е  J

*де Ры , Рпт = ! 'т!$  $ + !"1 " п т
п = 2, N  + 1 .  Т еор ем а док азан а.

В ходе доказательства теоремы 1 найдена характеристическая функция числа по­
ступивших заявок в системе с помощью метода асимптотического анализа в условии 
предельно редких изменений состояний входящего потока.

Зак л ю ч ен и е

В настоящей работе рассмотрена математическая модель системы ММРР|М|1 с N  
типами вызываемых заявок. С помощью метода асимптотического анализа в условии 
предельно редких изменений входящего потока получена характеристическая функция 
числа пос^пивших заявок в системе.
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Для дальнейшего иееледования данной еиетемы планируетея поетроить имитаци­
онную модель, е помощью которой можно определить границы применимоети аеимп- 
тотичеекого результата. Т акже планируетея изучение RQ-еиетем M|GI|1 и GI|M|1 _ N  
типами вызываемых заявок е помощью методов аеимптотичеекого анализа в различных 
предельн^1х уеловиях.
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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ СУММАРНОГО ОБЪЕМА ЗАНЯТОГО 
РЕСУРСА НА БЛОКАХ СИСТЕМЫ С ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ 
ОБСЛУЖИВАНИЕМ И ВХОДЯЩИМ ММРР-ПОТОКОМ

Е .Н . Ч ер н ы ш ов а, Е .Ю . Л и совск ая
Томский государственный ̂ университет

В ве#ен и е

В настоящее время наблюдается увеличение объема трафика беспроводных сетей, 
что обусловлено развитием технологий мобильного широкополосного доступа четвер­
того поколения (4G), а также постоянно растущим запросом на трафик в системах пя­
того поколения (5G) [2,3]. Анализ источников, рекомендаций и стандартов междуна- 
родн^1х организаций установил, что необходимы комплексн^хе модели, которые адек­
ватно описывали бы особенности методов управления доступом и механизмами резер­
вирования ресурсов сетей [1,4].

Для увеличения эффективности механизма управления ресурсами беспроводной 
сети, необходимо разрабатывать новые модели и методы анализа эффективности широ­
кополосных беспроводн^1х сетей. Решение данной проблемы сдерживается недостат­
ками в теоретических основах, в том числе, в теории массового обслуживания из-за 
отсутствия адекватных моделей обслуживания и методов их анализа.

В данной работе предлагается построение и исследование математической модели 
системы массового обслуживания со случайн^хми требованиями к объему занимаемого 
ресурса беспроводной сети с расщеплением (копированием) заявок [5]. Рассматривае­
мая модель позволит сделать оценку необходимых объемов резервируемых ресурсов 
для трафика и выработать стратегию их распределения.

". М а т е /а т и 0 е с к а я  /о # е 2 в

Рассмотрим систему массового обслуживания, состоящую из двух блоков, каждый 
из которых имеет неограниченное число приборов; на вход поступает MMPP поток
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