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Введение

Широкое применение в иееледовании реальн^хх физичееких, техничееких, эконо- 
мичееких и других объектов и еиетем получили математичеекие модели еиетем и еетей 
маееового обелуживания (СМО, СеМО). Оеновн^хми элементами СМО и СеМО при 
этом являютея елучайные входящие потоки еобытий. В подавляющем большинетве 
работ по иееледованию СМО и СеМО до 80-х годов прошлого века в качеетве входя­
щих потоков еобытий раеематривалиеь пуаееоновекие потоки еобытий. Однако в евязи 
е бурным развитием вычиелительной техники, епутниковых, компьютерн^хх, беепро- 
водных и мобильн^1х еетей евязи модель проетейшего потока переетала быть адекват­
ной реальн^1м информационн^хм потокам еобытий. Сама же теория поетроения матема- 
тичееких моделей функционирования информационно-телекоммуникационн^хх еиетем, 
еущеетвовавшая до еередин^! 80-х годов прошлого века, во многом етановитея непри­
годной для анализа информационных процеееов, протекающих в еовременн^хх теле- 
коммуникационн^1х еиетемах. Поэтому в это же время была предпринята уепешная по­
пытка еоздания адекватных математичееких моделей информационных потоков в теле- 
коммуникационн^1х еиетемах -  так называемых дважды етохаетичееких потоков. Два­
жды етохаетичеекие потоки можно разделить на два клаееа: первый клаее еоетавляют 
потоки, еопровождающий процеее (интенеивноеть) которых ееть непрерывн^хй елучай- 
ный процеее [1 ,2 ]; второй -  потоки, еопровождающий процеее (интенеивноеть) кото­
рых ееть куеочно-поетоянн^хй елучайн^хй процеее е конечн^хм (произвольн^хм) чиелом 
еоетояний. Первые результаты иееледований потоков второго клаееа были опублико­
ван^! практичееки в одно и то же время, в 1979 г., в работах [3,4]. В [3] указанн^хе пото­
ки получили название МС (Markov сЬа?п)-потоки; в [4] -  MVP (Markov versatile 
ргосе88е8)-потоки. В етатьях [5,6] опиеанные выше потоки называют также MAP 
(Markovian Arrival РгосеЕЕ)-потоками еобытий. Подчеркнем, что МС-потоки еобытий 
(MAP-потоки) являютея наиболее характерной и подходящей моделью потоков в ре- 
альн^хх телекоммуникационн^хх еетях, в чаетноети, в широкополоеных еетях беепро- 
водной евязи вдоль протяженных транепортн^хх магиетралей [7-9]. Зарубежными и 
отечеетвенн^хми авторами работ при опиеании подобн^хх входящих потоков еобытий в 
СМО и СеМО иепользуютея термины: дважды етохаетичеекие потоки еобытий, MAP- 
потоки, MC-потоки и др. В евою очередь, в завиеимоети от того, каким образом проие- 
ходит переход интенеивноети из еоетояния в еоетояние, МС-потоки можно разделить 
на три типа: 1 ) еинхронные потоки (потоки, у которых еоетояние интенеивноети меня- 
етея в елучайн^хе моменты времени, являющиеея моментами наетупления еобы­
тий) [10 - 1 2 ]; 2 ) аеинхронн^хе потоки (потоки е интенеивноетью, для которой переход 
из еоетояния в еоетояние проиеходит в елучайные моменты времени и не завиеит от 
моментов наетупления еобытий) [13-15]; 3) полуеинхронн^хе потоки (потоки, у кото­
рых одна чаеть еоетояний интенеивноети меняетея в моменты наетупления еобытий 
потока, другая чаеть еоетояний интенеивноети меняетея в произвольн^хе моменты вре­
мени, не евязанн^хе е моментами наетупления еобытий потока) [16-18].

В большинетве публикаций авторы раеематривают математичеекие модели пото­
ков, когда еобытия потоков доетупн^! наблюдению. Однако на практике возникают еи- 
туации, когда наетупившее еобытие влечёт за еобой ненаблюдаемоеть поеледующих 
еобытий. Причиной ненаблюдаемоети, как правило, выетупает мёртвое время реги­

40

mailto:anyavetkina@gmail.com


стрирующих приборов [ 1 9], в течение которого зарегиетрированное еобытие обрабаты- 
ваетея, другие же события, наступившие в этот период, теряются. Регистрирующие 
приборы при этом делятся на два вида: с непродлевающимся мёртвым временем и про­
длевающимся [ 1 9]. Длительность мёртвого времени может быть как детерминирован­
ной величиной, так и случайной. Задачи по оценке параметров потока событий в усло­
виях наличия непродлевающегося мёртвого времени фиксированной длительности рас­
сматривались в работах [ 1 О, 1 1,1 6, 1 7].

Однако достаточно открытым остается вопрос изучения потоков событий, когда 
мёртвое время является случайной величиной с тем или иным законом распределения. 
В частности, в [2О] решена задача оценки параметра распределения непродлевающего­
ся мёртвого времени случайной длительности в пуассоновском потоке событий; в [2 1 ] 
-  в асинхронном потоке событий. В настоящей работе рассматривается дважды стоха­
стический полусинхронн^хй поток событий, функционирующий в условиях непродле­
вающегося случайного мёртвого времени, приводятся результаты статистических экс­
периментов, реализованных на имитационной модели изучаемого потока.

1. М атематическая модель наблюдаемого потока

Рассматривается полусинхронный дважды стохастический поток событий (далее -  
поток), сопровождающий процесс (интенсивность) которого есть кусочно-постоянн^хй 
стационарн^хй случайн^хй процесс X{t) с двумя состояниями S\ и S2. Будем говорить,

что имеет место первое состояние процесса (потока) Si, если %{t) = \ , и, наоборот, 

имеет место второе состояние процесса (потока) S2, если %{t) = ^ 2 ( ^ 2 > ^ 1 > О). Если 
имеет место первое состояние процесса S1, то в течение временного интервала, когда 
Х(!) = ^1, поступает пуассоновский поток событий с интенсивностью T 1 . Если имеет 
место второе состояние процесса S2, то в течение временного интервала, когда 
%{t) = ^ 2, поступает пуассоновский поток событий с интенсивностью T2. Переход из
состояния S1 процесса T(t) в состояние S2 возможен только в момент наступления собы­
тия (свойство синхронн^1х потоков), при этом этот переход осуществляется с вероятно­
стью р  (с вероятностью 1 -  р  процесс T(t) остается в состоянии S1). Переход из состоя­
ния S2 процесса T(t) в состояние S1 может осуществляться в произвольн^хй момент вре­
мени, не связанн^хй с моментом наступления события (свойство асинхронн^хх потоков). 
При этом длительность пребывания процесса T(t) во втором состоянии есть случайная
величина, распределенная по экспоненциальному закону F (t) = 1 -  е , t > О , где а -
интенсивность сменах состояния S2 на S1. Т.к. переход из второго состояния в первое 
возможен в произвольный момент времени, т.е. не привязан к моменту наступления 
события во втором состоянии, поток называется полусинхронным дважды стохастиче­
ским потоком событий. Матриц^! инфинитезимальн^хх коэффициентов процесса T(t) 
при этом примут вид

 ̂ =  (  1 -  Р )  Т1 Р Т1 
1 =  О Т 2

Элементами матрицы D 1 являются интенсивности переходов процесса ^ ( t) из со­
стояния в состояние с наступлением события. Недиагональные элементы матриц^! . О -  
интенсивности переходов из состояния в состояние без наступления события. Диаго­
нальные элементы матриц^! . О -  интенсивности выхода процесса из своих состояний, 
взятые с противоположн^1м знаком. В сделанн^хх предположениях X(t) -  скрытый

марковский процесс ( X(t) -  принципиально ненаблюдаемый процесс).

-T1 О
-  (T) "а)
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После каждого зарегистрированного события в момент времени наступает пери­
од мёртвого времени случайной длительности, который порождается этим событием, 
так что другие события исходного потока, наступившие в течение этого периода мёрт­
вого времени (периода ненаблюдаемости), недоступны наблюдению (теряются) и не 
вызывают его продления (непродлевающееся мёртвое время). Принимается, что слу­
чайная длительность мёртвого времени распределена по равномерному закону с плот­
ностью вероятности р (Т ) = 1 / % * , где % -  значение длительности мёртвого времени, 
О < Т 3 Т  *.

Вариант возникающей ситуации приведен на рис. 1 , где 5'1 и 5”2 -  состояния слу­
чайного процесса ^ ( t ) ;  временная ось (О,t) -  ось моментов наступления наблюдаемых

событий в моменты времени t1, t2, _ ;  временная ось (о, t  ̂1 ̂ j -  ось наступления событий 

в моменты времени t1 ’ ̂ , t) ' ̂ ^  в первом (5'1) состоянии процесса ^ ( t) , на которой так­

же указан^! значения длительностей % ( 1 j , %2( 1 j _  мёртвых времен, порождаемых 

наблюдаемыми событиями потока; аналогично для временной оси (о, t 2̂j j ; белыми

кружками обозначен^! наблюдаемые события, чёрными -  ненаблюдаемые, штриховкой 
-  периоды продолжительности мёртвого времени; траектория процесса X(tj привязана

к временной оси (о, t  ̂1 j j .

Цель настоящей статьи: построение имитационной модели полусинхронного пото­
ка событий, функционирующего в условиях непродлевающегося случайного мёртвого 
времени, и постановка статистических экспериментов (испытаний) на этой имитацион­
ной модели для установления её работоспособности.

2. Имитационная модель полусинхронного потока событий 
при непродлевающемся случайном мёртвом времени

Метод имитационного моделирования широко используется на этапах исследова­
ния и проектирования различных систем. Основн^хм средством реализации имитацион­
ного моделирования служит компьютер, позволяющий на основе математической мо­
дели исследуемой системы осуществить её цифровое моделирование.

Исследование математических моделей систем осуществляется либо аналитиче­
скими методами, либо имитационн^хм моделированием. Основн^хе преимущества ими­
тационного моделирования по сравнению с аналитическими методами заключаются в 
следующем [2 2 ]: 1 ) бс>льшая адекватность между сущностью физического явления 
(объекта) и математической моделью физического явления (объекта); 2 ) более широкий 
охват физических процессов и систем по сравнению с аналитическими методами; 3) 
имитационное моделирование функционирования процессов и систем при разнообраз­
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ных законах распределения случайных величин как в установившихся, так и в переход­
ных режимах; 4) получение в результате имитационного моделирования самых разно­
образных статистических характеристик исследуемых процессов и систем.

На рис. 2 представлена блок-схема, описывающая формирование полусинхронного 
дважды стохастического потока событий с непродлевающимся случайным мёртвым 
временем, где х -  равномерно распределенная на [О, 1 ] случайная величина; р  -  вероят­
ность перехода из первого состояния во второе; т -  интервал времени между двумя со­
седними событиями; Тт -  время моделирования; г -  счётчик событий, наступивших в
первом состоянии; j  -  счётчик событий, наступивших во втором состоянии; к -  счёт­
чик наблюдаемых событий; Т -  значение длительности мёртвого времени; ti 1 - -  момент 
наступления г'-го события, зафиксированного в первом состоянии; tf^’') -  момент наступ­
ления /'-го события, зафиксированного во втором состоянии; г  ̂-  текущее время для 
первого состояния; t  -  текущее время для второго состояния; tk -  момент наступления 
к-го наблюдаемого события; tT%' 1 - -  момент наступления ненаблюдаемого события в 
первом состоянии; tT̂ '̂'’ -  момент наступления ненаблюдаемого события во втором со­
стоянии; ta,2) -  время, на протяжении которого события наступают во втором состоя­
нии; Та, tT2 -  вспомогательные величин^!.

Для получения численн^хх результатов (в соответствии с приведенной на рис. 2 
блок-схемой) разработана программа, реализованная на языке C# в среде Microsoft 
Visual Studio. Результатом работы первой части программы является последователь­
ность значений длительности интервалов между соседними событиями наблюдаемого 
потока и последовательность значений длительности периодов ненаблюдаемости собы­
тий исходного потока. Вторая часть программы -  статистическая обработка получен­
ных последовательностей данных.

3 . Статистические эксперименты и численные результаты

С целью установления работоспособности имитационной модели полусинхронного 
потока событий поставлен^! следующие статистические эксперименты.

Первый статистический эксперимент состоит в построении оценки (выборочного 
среднего) длительности интервала < между двумя соседними событиями в наблюдае­

мом потоке Л/(т) = — ^  тк , где тк =  ̂1 - ,  к  = 1, '  -  значение длительности к-го ин-
'  к=1

тервала между соседними событиями наблюдаемого потока, и в определении зависимо­
сти этой оценки от времени моделирования Тт.

Эксперимент проводился при заданн^хх параметрах потока: X 1 = 2 , Х2 =1, а  = О. 1, 
р  = О.5 ; параметр Т* равномерного распределения принимает значения: ^  = 1 ,2 ,3 ;  
значение N  зависит от заданн^хх значений T j , T2, а, р, Т*, Тт и конкретной реализации 
наблюдаемого потока.

В табл. 1 приведена! результаты эксперимента. В первой строке табл. 1 указано 
время моделирования Тт (время наблюдения за потоком) (Тт = 5О, 1 ОО, _,7ООед. 
времени); во второй, третьей и четвёртой строках указана оценка математического 
ожидания А4 (х) случайной величины т -  длительности интервала между соседними 
событиями наблюдаемого потока для Т* = 1 , 2, 3 соответственно.
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Рис. 2. Блок-схема алгоритма имитационного моделирования полусинхронного дважды стохастического потока 
событий в условиях непродлевающегося случайного мёртвого времени (часть 1 -
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Рис. 2. Блок-схема алгоритма имитационного моделирования полусинхронного дважды стохастического потока 
событий в условиях непродлевающегося случайного мёртвого времени (часть 2)
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Таблица 1
Численные результаты первого эксперимента

Тт 50 1 00 1 50 200 250 300 350

аА (т)

Т* = 1 1,50887 1 ,035 1 4 1,1 6 1 25 1 ,05862 1 ,24757 1 ,09302 1 ,09394

Т* = 2 1 ,28875 1,1 55 1 4 1 ,25984 1 ,28 1 1 0 1 ,30888 1 ,24064 1 ,20  1 08

Т* = 3 1 ,3 1 538 1 ,34 1 70 1 ,27 1 92 1 ,3086 1 1 ,45333 1 ,22709 1 ,43643

Тт 400 450 500 550 600 650 700

(т)

Т* = 1 1 ,2 1 2 1 5 1 ,20782 1 ,06298 1,15509 1 ,20958 1 ,3075 1 1,11766

Т* = 2 1 ,4 1 243 1 ,39 1 77 1 ,20390 1 ,29627 1 ,325 1 9 1 ,39 1 32 1 ,20439

Т* = 3 1 ,32 1 06 1 ,43355 1 ,35655 1 ,45906 1 ,35708 1 ,42697 1 ,44772

Для наглядности на рис. 3 приведен^! графики зависимости $ $ (т) от времени мо­
делирования Тт, построенные по данным табл. 1 .

Рис. 3. Графики зависимости $ / ( < )  от значения "Тт

Из анализа результатов табл. 1 и графиков зависимости А/ (т) от Тт следует, что
стационарн^1Й режим функционирования наблюдаемого потока устанавливается при 
Тт > 300 ед. времени (оценка стремится к постоянному значению, т.е. при достаточно 
больших Тт оценка устанавливается в пределах своего стационарного значения). Кро­
ме того, заметно увеличение значений оценки А/ (т) при увеличении Т*, что есте­

ственно, т.к. расширение отрезка [0, Т  *] -  увеличении параметра распределения дли­
тельности мёртвого времени -  влечет за собой увеличение значений длительности 
мёртвого времени, а, следовательно, бс>льшее количество событий теряется и длитель­
ности интервалов т между соседними наблюдаемыми событиями увеличиваются.

Второй статистический эксперимент состоит в построении оценки (выборочного

среднего) длительности мёртвого времени (случайной величин^! Т) АА(Т) = — , где
'  i=1

Т̂  -  значение длительности i-го периода мёртвого времени, и установлении зависимо­
сти этой оценки от времени моделирования Тт.

Эксперимент проводился при заданн^1х параметрах потока: X 1 = 2 , =1, а  = 0. 1,
р  = 0.5; параметр Т* равномерного распределения принимает значения: ^  = 1 ,2 ,3 ;  
значение N  зависит от заданн^1х значений T j , T2, а, р, Т*, Тт и конкретной реализации 
наблюдаемого потока.

В табл. 2 приведена! результаты эксперимента. Структура табл. 2 аналогична 
структуре табл. 1 .
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Таблица 2
Численн^1е результат^! второго эксперимента

Тт 50 1 00 1 50 200 250 300 350

А$(Т)

Т* = 1 0,47327 0,46828 0,46579 0,50032 0,49063 0,46958 0,5267 1

Т* = 2 0,93928 1,15202 0,88899 0,84028 0,90908 0,97 1 45 1,19388

Т* = 3 1 ,27924 1 ,242 1 2 1 ,43369 1 ,46502 1 ,46485 1,53622 1 ,40277

Тт 400 450 500 550 600 650 700

А$(Т)

Т* = 1 0,48698 0,50775 0,53038 0,48766 0,48897 0,52344 0,5072 1

Т* = 2 0,98 1 42 0,94660 0,9682 1 1 ,03925 1 ,00466 1 ,04405 0,99 1 76

Т* = 3 1,6 1 1 13 1 ,473 1 3 1,59487 1,548 1 4 1,559 1 2 1,54379 1 ,6062 1

Для наглядности на рис. 4 приведен^! графики зависимости $$ {Т) от времени мо­
делирования Тт, построенные по данным табл. 2.

Рис. 4. Графики зависимости К4{Т- от значения "Тт

Из графиков, построенн^1х по данн^хм табл. 2, виден колебательн^1Й характер 
оценки А /(Т ), которая с увеличением времени моделирования Тт стремится к посто­

янному значению, т.е. при достаточно большом Тт оценка $ '(Т )  устанавливается в
пределах своего стационарного значения, соответствующего параметру Т*. Например, 
стационарн^1Й режим функционирования наблюдаемого потока устанавливается для 
Т* = 1 при Тт > 250 ед. времени (А /(Г) стремится к М { Т ) = 1/2 ,  начиная с

Тт = 250 ед. времени); для Т* = 2 -  при Тт > 400 ед. времени (М4(Т-стремится к 
М  {Т) = 1 , начиная с Тт = 400 ед. времени); для Т* = 3 -  при Тт > 600 ед. времени 

(М4(Т) стремится к М  {Т) = 3 j2 , начиная с Тт = 600 ед. времени). Кроме того, также, 
как и в первом эксперименте, видно увеличение значения оценки длительности мёртво­
го времени $4(Т ) при увеличении параметра Т*, что вполне естественно.

Заключение

В настоящей работе разработана и исследована имитационная модель полусин­
хронного дважды стохастического потока событий, функционирующего в условиях 
непродлевающегося случайного мёртвого времени. Приведенные результаты статисти­
ческих экспериментов, а также другие многочисленные исп^хтания имитационной мо­
дели подтверждают её работоспособность и соответствие результатов моделирования 
физическому представлению о протекающих процессах формирования наблюдаемого 
потока событий.
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