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Анализ вероятностных характеристик гетерогенной СМО
вида MR(s)|Ms|∞ с параметрами обслуживания,

зависящими от состояния вложенной цепи Маркова

Е.П. Полин, С.П. Моисеева

Национальный исследовательский
Томский государственный университет, г. Томск, Россия

Теория массового обслуживания – раздел теории вероятностей, по-
зволяющий смоделировать и проанализировать поведение той или иной
системы массового обслуживания. В настоящее время область приме-
нения теории массового обслуживания включает в себя множество раз-
личных сфер человеческой деятельности, в том числе промышленное
производство, телекоммуникационные и информационные сети, меди-
цину, страховые компании и пенсионные фонды [1–3].

Основоположником теории массового обслуживания является дат-
ский ученый А.К. Эрланг [4]. Предметом его исследования были теле-
фонные системы, характеризующиеся случайным потоком вызовов
абонентов, требующих случайного времени занятости телефонной ли-
нии.   Расширение класса задач впоследствии привело к появлению раз-
личных модификаций систем массового обслуживания. Современные
информационные и телекоммуникационные системы включают в себя
разнотипные потоки данных, которые передают текстовые данные, го-
лосовую информацию и информацию из видеоисточников, что требует
использования более сложных моделей потоков. В качестве них ис-
пользуют математические модели марковских модулированных пото-
ков (BMAP, MAP), полумарковских (SM) или их частных случаев (мар-
ковский модулированный пуассоновский поток MMPP, поток марков-
ского восстановления MR и рекуррентный поток GI).

Различные единицы информации требуют различного времени об-
служивания в зависимости от своего формата. В связи с этим, в качест-
ве моделей процессов в современных информационных системах ис-
пользуют системы массового обслуживания с разнотипными заявками
[5–7], в которых обслуживание заявок каждого типа занимает различ-
ное время.

Данная статья посвящена исследованию числа занятых приборов в
системе с входящим потоком марковского восстановления (MR). Дис-
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циплина обслуживания в рассматриваемой СМО определяется состоя-
ниями вложенной по моментам восстановления цепи Маркова, в отли-
чие от работы [8], где параметры обслуживания μk определяются веро-
ятностями pk. В работе [9] рассматривается СМО с расщеплением (ко-
пированием) заявок, которые обслуживаются в разных блоках с разны-
ми параметрами параллельно. В данной работе с помощью метода на-
чальных моментов найдены аналитические выражения для основных
вероятностных характеристик числа занятых приборов в системе.

Постановка задачи

Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным
числом обслуживающих приборов. На вход поступает поток марков-
ского восстановления, заданный набором функций распределения длин
интервалов 1 2( ), ( ),... ( )KA x A x A x  и матрицей  [ ],  ,  1 ,2, ,ijp i j K= = …P , –
вложенной по моментам наступления событий цепи Маркова с конеч-
ным числом состояний ( ) 1 , 2, ,k t K= … .

Дисциплина обслуживания определяется следующим образом: если
вложенная цепь Маркова находится в состоянии ( )  k t s= , то поступаю-
щая заявка будет обслуживаться случайное время, распределенное по
экспоненциальному закону ( ) 1 s x

sF x e−μ= − . Ставится задача исследова-
ния многомерного случайного процесса 1 2( )  [ ( ), ( ),..., ( )]Kt i t i t i t=i  – числа
занятых приборов разного типа в системе. Определим многомерный
марковский случайный процесс { }1 2( ), ( ), ( ), ( ),..., ( ) Kk t z t i t i t i t , где z(t) –
длина интервала от момента времени t до момента наступления очеред-
ного события в потоке марковского восстановления, k(t) – вложенная по
моментам восстановления цепь Маркова.

Для стационарного распределения вероятностей 1 2( , , , ... )Kk z i i iΠ  за-
пишем систему дифференциальных уравнений Колмогорова вида

1

( , , ) ( ,0, ) ( , , )
K

s s
s

k z k i k z
z z =

∂Π ∂Π
− − μ Π +

∂ ∂ ∑i i i (1)

( )
1 1

( ,0, )
1 ( , , ) ( ) 0

K K
k

s s s sk k
s s

s
i k z P A z

z= =

∂Π
+ + μ Π + =

∂∑ ∑ i
i ,

где [ ]1 2  , ,..., 1,s s Ki i i i= + …i , [ ]1 2  , ,..., 1,k k Ki i i i= − …i .
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Для характеристических функций вида

1 1 2 2

1 2

1 2 1 2
0 0 0
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ju i ju i ju i
K K

i i i
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= = =
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имеем следующую систему уравнений:
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Систему (2) запишем в виде матричного дифференциального урав-
нения
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z z
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где [ ]( , ) (1, , ), (2, , ),..., ( , , )z H z H z H K z=H u u u u ,
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Уравнение (3) является основным для дальнейших исследований.
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Основные числовые вероятностные характеристики

Дифференцируя (2) по 1 2,  ,  Ku u u…  и полагая их равными нулю, по-
лучаем основные вероятностные характеристики. Моменты первого по-
рядка числа занятых приборов каждого типа в рассматриваемой систе-
ме определяются равенствами

( )
1 ( )k

k
m λ

∞ =
μ

,

где λ  – интенсивность потока марковского восстановления, которая
определяется выражением

 
( )

0

1

1 ( )u du
∞

λ =

−∫ rA e
.

Здесь ( ) ( )  [ 1 ,  2 ,...,  ( )]r r r K=r  – вектор стационарного распределения
вероятностей значений вложенной цепи Маркова.

Моменты второго порядка числа занятых приборов каждого типа в
системе имеют вид

[ ] 1( )
2

1( ) * ( ) * ( ) * (0)k
k k k k

k
m −∞ = λ μ − μ +

μ
rPA E I PA PA E e

*(0) k k+λ + λrPA E e rE e .

Здесь 
0

* ( ) ( )ze d z
∞

−αα = ∫A A ,

kE  – квадратная матрица, все элементы которой равны 0, кроме 1kke = .

Заключение

В данной работе построена и исследована математическая модель
обслуживания заявок в бесконечнолинейной гетерогенной системе мас-
сового обслуживания MR(s)|Ms|∞ с входящим потоком марковского вос-
становления. Определены аналитические выражения для нахождения
первого и второго моментов, характеризующих число занятых прибо-
ров каждого типа в системе.
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