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Оценивание параметров плотности вероятности
значений длительности интервала между событиями

в коррелированном обобщенном синхронном
потоке второго порядка

Л.А. Нежельская, Е.Ф. Сидорова

Национальный исследовательский
 Томский государственный  университет, г. Томск, Россия

Наиболее актуальные исследования, связанные с проектированием,
последующим внедрением и обслуживанием информационно-вычисли-
тельных систем и сетей различной конфигурации, математическими
моделями которых выступают системы и сети массового обслуживания,
возникают в первую очередь в рамках рассмотрения случайных входя-
щих потоков событий (сообщений, заявок) [1, 2].

Усложнение структуры цифровых систем интегрального обслужива-
ния, разнообразие программного и аппаратного обеспечения, интегра-
ция различных систем связи выявили необходимость построения новых
математических моделей входящих потоков в виде дважды стохастиче-
ских потоков событий, исследованию которых посвящены работы [3–7].
При их непосредственном изучении выделяют два основных класса за-
дач – оценивание состояний потока [6, 8, 9] и оценивание его парамет-
ров [7, 10] по наблюдаемым моментам наступления событий.

В настоящей статье проводится дальнейшее исследование коррели-
рованного обобщенного синхронного потока второго порядка [6] в рам-
ках оценки параметров плотности вероятности значений длительности
интервала между событиями потока согласно методу моментов [11].

Постановка задачи

Рассматривается функционирующий в стационарном режиме обоб-
щенный синхронный поток второго порядка (поток), сопровождающий
случайный процесс которого ( )tλ  является кусочно-постоянным с дву-
мя состояниями S1 и S2; здесь и далее Si понимается как i-е состояние

( )tλ  и имеет место при ( ) itλ = λ , 1,2i = , 1 2 0λ > λ ≥ .
Длительность интервала между событиями потока в i-м состоянии

определяется случайной величиной (1) (2)min( , )i i iη = ξ ξ , где случайные
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величины (1)
iξ  и (2)

iξ  независимы и распределены по законам
(1) ( ) 1 it

iF t e−λ= −  и (2) ( ) 1 it
iF t e−α= −  соответственно. В момент наступ-

ления события потока в зависимости от того, какое значение приняла
случайная величина iη , 1,2i = , процесс ( )tλ  переходит из i -го состоя-
ния в j-е, i j≠ , или остается в i-м состоянии, i j= , с вероятностью

(1)
1 ( | )j iP λ λ  либо (2)

1 ( | )j iP λ λ , , 1,2i j = ; (1) (1)
1 1( | ) ( | ) 1j i i iP Pλ λ + λ λ = ,

(2) (2)
1 1( | ) ( | ) 1j i i iP Pλ λ + λ λ = , , 1,2i j = , i j≠ . Таким образом, длитель-

ность интервала между событиями потока в i-м состоянии скрытого
марковского процесса ( )tλ  является случайной величиной с экспонен-

циальной функцией распределения ( )( ) 1 i i t
iF t e− λ +α= − , 1,2i = .

Цель настоящего исследования в том, чтобы определить явный вид
плотности вероятности длительности интервала между моментами на-
ступления событий в коррелированном потоке и оценить ее параметры
методом моментов при условии, что на интервале наблюдения 0( , )t t
последовательность наблюдаемых моментов наступления событий

1 2, ,..., , ...kt t t  порождает вложенную цепь Маркова { ( )}ktλ .

Вывод плотности вероятности

Определим плотность вероятности длительности k -го интервала
1k k kt t+τ = −  между соседними событиями kt  и 1kt + , 1,2,...k = , в иссле-

дуемом потоке как ( )kp τ . Ввиду того, что рассматривается стационар-
ный режим функционирования потока, для любого 1k ≥  справедливо
равенство ( ) ( )kp pτ = τ , 0τ ≥ . Вследствие этого момент наступления
события tk без ограничения общности можно положить равным нулю
или, что эквивалентно, момент наступления события есть 0τ = .

Рассмотрим ( )ijp τ  – условную вероятность того, что в течение ин-
тервала (0, )τ  произойдет несопряженный с наступлением события пе-
реход процесса ( )λ τ  из состояния Si в состояние Sj, , 1,2i j = .

Лемма 1. Условные вероятности ( )ijp τ , , 1,2i j = , в коррелирован-
ном обобщенном синхронном потоке второго порядка имеют вид

1 1 2 2( ) ( )
11 12 21 22( ) , ( ) 0, ( ) 0, ( ) , 0.p e p p p e− λ +α τ − λ +α ττ = τ = τ = τ = τ ≥
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Лемма 2. Плотности вероятностей ( )ijp τ , , 1,2i j = , того, что без на-
ступления событий на (0, )τ  и наступления события в момент τ  про-
цесс ( )λ τ  перейдет на этом интервале из состояния iS  в состояние jS ,
, 1,2i j = , в коррелированном потоке событий определяются формулами

1 1

1 1

2 2

2 2

( )(1) (2)
11 1 1 1 1 1 1 1 1

( )(1) (2)
12 1 1 2 1 1 1 2 1

( )(1) (2)
21 2 1 1 2 2 1 1 2

( )(1) (2)
22 2 1 2 2 2 1 2 2

( ) ( ( | ) ( | )) ,
( ) ( ( | ) ( | )) ,
( ) ( ( | ) ( | )) ,
( ) ( ( | ) ( | )) .

p P P e
p P P e
p P P e
p P P e

− λ +α τ

− λ +α τ

− λ +α τ

− λ +α τ

τ = λ λ λ + α λ λ

τ = λ λ λ + α λ λ

τ = λ λ λ + α λ λ

τ = λ λ λ + α λ λ

Лемма 3. Вероятности перехода ( )λ τ  из состояния iS  в состояние

jS , , 1,2,i j =  за время, которое пройдет от 0τ =  до момента наступле-
ния очередного события потока, определяются формулами

(1) (2) 1
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

(1) (2) 1
12 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1

(1) (2) 1
21 2 1 1 2 2 1 1 2 2 2

(1) (2) 1
22 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2

( ( | ) ( | ))( ) ,
( ( | ) ( | ))( ) ,

( ( | ) ( | ))( ) ,
( ( | ) ( | ))( ) .

p P P
p P P

p P P
p P P

−

−

−

−

= λ λ λ + α λ λ λ + α

= λ λ λ + α λ λ λ + α

= λ λ λ + α λ λ λ + α

= λ λ λ + α λ λ λ + α

Рассмотрим (0)iπ  – условную стационарную вероятность того, что
( )λ τ  в момент 0τ =  пребывает в i-м состоянии при условии, что 0τ =

есть момент наступления события, 1,2i = ; 1 2(0) (0) 1π + π = .
Лемма 4. Условные финальные вероятности (0)iπ , 1,2i = , в корре-

лированном потоке задаются выражениями
1 1

1 1 1 2 2 2 1 2(0) ( ) , (0) ( ) ,− −π = γ γ + γ π = γ γ + γ (1)

где (1) (2)
1 1( )[ ( | ) ( | )]i i i j i j j i jP Pγ = λ + α λ λ λ + α λ λ , , 1,2i j = , i j≠ .

Леммы 2 и 4 позволяют сформулировать следующую теорему.
Теорема 1. В коррелированном потоке плотность вероятности дли-

тельности интервала между соседними событиями принимает вид
1 1 2 2( ) ( )

1 1 2 2( ) ( ) (1 )( ) , 0,p e e− λ +α τ − λ +α ττ = γ λ + α + − γ λ + α τ ≥ (2)

1(0)γ = π , где 1(0)π  определяется в (1).
Отметим, что (2) есть плотность гиперэкспоненциального распреде-

ления; в дальнейшем принимается 1 1 2 2( ) ( )λ + α ≠ λ + α .
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Оценивание параметров плотности вероятности методом моментов

Оценить методом моментов двенадцать неизвестных параметров
исисследуемого коррелированного потока (или восемь с учетом ограни-
чений на задание вероятностей переходов), располагая лишь информаци-
ей о виде плотности ( )p τ , как будет видно ниже, не представляется воз-
можным; будем оценивать неизвестные параметры плотности (2).

Замечание. Рассматриваемый поток событий является в общем слу-
чае коррелированным, т.е. длительности интервалов между моментами
наступления событий в потоке являются зависимыми случайными ве-
личинами. В этой связи указанная зависимость не позволяет говорить о
состоятельности получаемых методом моментов оценок и говорить об
их качестве приходится лишь на основе результатов имитационного
моделирования в смысле того или иного критерия качества оценивания.

Рассмотрим статистики 
1

1 n
l

l k
k

C
n =

= τ∑ , 1k k kt t+τ = −  – значение дли-

тельности интервала между моментами kt  и 1kt + . Пусть 1 2, , ..., nτ τ τ  –

выборка из распределения 1 2
1 2 1 2( | , , ) (1 )z zp z z z e z e− τ − ττ γ = γ + − γ , зави-

сящего от трех неизвестных параметров 1 1 1( )z = λ + α , 2 2 2( )z = λ + α ,

1(0)γ = π ; без ограничения общности доопределим 1 2z z> . Теоретиче-

ский начальный момент l -го порядка 1 2
0

( | , , )l lM p z z d
∞

τ = τ τ γ τ∫  в силу

близости теоретической и эмпирической функций распределения при
достаточно большом n  близок к соответствующему выборочному мо-
менту – статистике lC  того же порядка. Таким образом, для оценки 1z ,

2z , γ  необходимо иметь три уравнения моментов l
lM Cτ = , 1, 3l = .

Теоретический начальный момент порядка l  задается формулой

1 2
1 2

1 20

(1 )[ (1 ) ] ! !z zl l
l lM z e z e d l l

z z

∞
− τ − τ γ − γ

τ = τ γ + − γ τ = +∫ , 1, 3l = ,

на основании которой запишем систему трех уравнений моментов от-
носительно оценок 1̂z , 2ẑ , γ̂  с учетом преобразований в виде

2 1 1 1 2 1 1 2 2 1 2

2 1 2 3 1 2 1

(1 ) 0, ( ) / 2 1,
( ) / 3 2 .

z z C z z C z z C z z
C z z C z z C

γ + − γ − = + − =
+ − =

(3)
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Решая (3) с учетом условия 1 2z z> , находим

2 2
1 2 3 1 2 3 1 2

1 2 2 2
2 1 3 2 1 3 2 1 3

2 2
1 2 3 1 2 3 1 2

2 2 2 2
2 1 3 2 1 3 2 1 3

2(3 ) 2(3 ) 6(2 )1ˆ 4 ,
2 3 2 3 2 3 2

2(3 ) 2(3 ) 6(2 )1ˆ 4 .
2 3 2 3 2 3 2

С С С С С С С С
z

С С С С С С С С С

С С С С С С С С
z

С С С С С С С С С

⎧ ⎫⎛ ⎞− − −⎪ ⎪= + −⎨ ⎬⎜ ⎟
− − −⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞− − −⎪ ⎪= − −⎨ ⎬⎜ ⎟
− − −⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

(4)

Оценка γ̂  определяется однозначно из первого уравнения (3)
1

1 1 2 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(1 )( ) .z С z z z −γ = − − (5)

Итак, система (3) имеет единственное решение 1̂z , 2ẑ , γ̂ .

Рассмотрим далее представление γ  как отношение 1
1 1 2( )−γ = γ γ + γ ,

1
2 1 21 ( )−− γ = γ γ + γ , где (1) (2)

1 1( )[ ( | ) ( | )]i i i j i j j i jP Pγ = λ + α λ λ λ + α λ λ ,

, 1,2i j = , i j≠ . В результате имеем 1 2, , ..., nτ τ τ  – выборку из распреде-

ления 1 21 1
1 2 1 1 2 1 2 1 2 2( | , , ) ( ) ( )z zp z z z e z e− τ − τ− −τ γ = γ γ + γ + γ γ + γ , зависяще-

го от четырех неизвестных параметров 1 1 1( )z = λ + α , 2 2 2( )z = λ + α
( 1 2z z> ), 1γ , 2γ . В этом случае запишем четыре уравнения моментов

1 2 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 2 1 2

2 1 2 3 1 2 1 3 1 2 4 1 2 2

( ) 0, ( ) / 2 1,
( ) / 3 2 , ( ) / 4 3 .

z z C z z C z z C z z
C z z C z z C C z z C z z C
γ + γ − γ + γ = + − =

+ − = + − =
(6)

Теорема 2. Система (6) относительно неизвестных параметров 1z ,

2z , 1γ , 2γ  плотности вероятности ( )p τ  несовместна.
Последнее определяет невозможность оценивания методом момен-

тов более трех параметров плотности (2) в коррелированном потоке.

Заключение

В настоящей статье получен явный вид плотности вероятности зна-
чений длительности интервала между событиями коррелированного
дважды стохастического потока (2). Методом моментов найдены оцен-
ки параметров задаваемой (2) плотности: 1̂z , 2ẑ  в виде (4), γ̂  в виде (5).
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