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Процедуру измерения величины J-интеграла, основанную на вычислении оптического 

потока (в рамках метода корреляции цифровых изображений) при механических испытаниях 

материалов, можно разделить на четыре этапа: 1. расчет полей перемещений, основанный на 

сопоставление участков изображений, (достаточно подробно изучен и описан в работах [1, 2]); 

2. постобработка полей перемещений; 3. расчёт компонент деформации;  

4. вычисление J-интеграла и определение зоны пластичности на векторном поле. 

Наличие шумов на изображении, искажение поверхности, неоднородность 

освещенности и прочие факторы обуславливают появление ошибок при оценке перемещений. 

Это, в свою очередь, приводит к значительным ошибкам оценки компонент деформации, 

вследствие использования процедуры численного дифференцирования. Частично, данная 

проблема может быть решена пост-корректировкой поля перемещений (например, 

пространственной фильтрацией и сглаживанием) [3, 4]. Однако в задаче расчета J-интеграла с 

помощью метода корреляции цифровых изображений использование только 

пространственного сглаживания вследствие ошибок определения перемещений вызывает 

ошибки определения искомой величины до нескольких порядков. Для решения этой проблемы 

предложено использовать временное сглаживание векторных полей: 

 𝑈𝑥𝑡
= 𝐹[𝑈𝑥𝑡−𝑁

, 𝑈𝑥𝑡−𝑁−1
, … , 𝑈𝑥𝑡
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],  

где 𝑈𝑥𝑡
, 𝑈𝑦𝑡

 – компоненты вектора перемещений участков изображения по осям x, y в момент 

времени t; 𝐹[… ] – оператор постобработки массива компонент векторов перемещений, взятый 

в моменты времени от 𝑡 − 𝑁 до 𝑡 + 𝑁; 𝑁 – апертура сглаживания. 

Дифференцируя векторное поле можно вычислить компоненты деформации [5]. 

Выражения для продольной εxx, поперечной εyy и сдвиговой εxy компонент тензора дисторсии 

имеют вид [6]: 
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где Ux, Uy – компоненты вектора перемещений участков изображения по осям x, y. 

Выражение для интенсивности деформации сдвига 𝛾𝑥𝑦 можно записать как [5, 7] 

 𝛾𝑥𝑦 = √
2

3
√(𝜀𝑥𝑥 − 𝜀𝑦𝑦)

2
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Вычисление производных проводили с привлечением процедуры численного 

дифференцирования. Безразностная формула для его реализации имеет вид [8]: 

 𝑦′(𝑥𝑘) = ∑ (−1)𝑛+𝑖 𝐶𝑛
𝑖 𝑦𝑖

𝑛!

𝑑

𝑑𝑡
[

𝑡(𝑡−1)…(𝑡−𝑛)

𝑡−𝑖
]

𝑡=𝑘

𝑛
𝑖=0 ,  

где k – номер отсчета функции; n – величина, определяющая уровень приближения; 

𝐶𝑡
𝑚 – символ, введенный в выражение для сокращения записи: 

 𝐶𝑡
𝑚 =

𝑡(𝑡−1)…(𝑡−𝑚+1)

𝑚!
,  

где m – натуральное число и t – произвольное действительное число. 

При известных смещения, деформациях и напряжениях, J-интеграл [9] может быть 

рассчитан по известной формуле [10]: 

 𝐽 = ∫ (𝑤 𝑑𝑦 − 𝑇
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑠)

 

Г
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где 𝑤 – плотность энергии деформации: 

 𝑤 = ∫ 𝜎 𝑑𝜀
𝜀

0
,  

𝑇 = 𝜎𝑛 – вектор нагрузок; Г – контур произвольной формы, охватывающий вершину трещины; 

𝑛 – вектор нормали к Г; 𝜎, 𝜀, 𝑢 – напряжения, деформации и поля перемещений, 

соответственно. 

В рамках линейно-упругой механики и в условиях плосконапряжённого состояния 

тензор напряжения можно рассчитать из тензора деформации: 

 𝜎 = 𝐷𝜀 = [

𝜎𝑥𝑥

𝜎𝑦𝑦

𝜏𝑥𝑦

] =
𝐸

1−𝜈2 [
1 𝜈 0
𝜈 1 0
0 0 1 − 𝜈

] [

𝜀𝑥𝑥

𝜀𝑦𝑦

𝛾𝑥𝑦

],  

где 𝐷 – матрица жесткости при плосконапряженном состоянии, 𝐸 – модуль упругости, 𝜈 – 

коэффициент Пуассона. Таким образом, когда известны поля тензора напряжений и 

деформаций, J-интеграл можно оценить из уравнения (1) следующим образом [11]: 

 𝐽 = ∫
1

2
(𝜎𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦𝜀𝑦𝑦 + 2𝜏𝑥𝑦𝛾𝑥𝑦)𝑑𝑦 − [𝜎𝑥𝑥𝑛𝑥 + 𝜏𝑥𝑦𝑛𝑦, 𝜏𝑥𝑦𝑛𝑥 + 𝜎𝑦𝑦𝑛𝑦] ∙ [

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑥

] 𝑑𝑠
 

Г
,  

Г – контур, охватывающий вершину трещины, обход по которому осуществляется против 

часов стрелки; 𝑛𝑥, 𝑛𝑦 – компоненты вектора нормали к Г; 𝑢, 𝑣 – компоненты вектора 

перемещения. 
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