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Рассматриваются полиномиальные рекуррентные последовательности над
конечными алгебраическими структурами. Приводятся верхние оценки перио-
да для полиномиальных рекуррентных последовательностей над примарным
кольцом классов вычетов.

Рекуррентные последовательности

Пусть m — целое положительное число, p — простое и f1, . . . , fn — целочис-
ленные многочлены от n переменных. Обозначим через s(f,m, x) рекуррент-
ную последовательность

f 0(x) + pmZn, f 1(x) + pmZn, f 2(x) + pmZn, . . . ,

где Z — кольцо целых чисел, x ∈ Zn, f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)), f 0(x) = x и
fk(x) = f(fk−1(x)) для k > 0.

Пусть d > 0. Последовательность называется периодической с периодом d,
если выполняется равенство f 0(x) = fd(x); обозначим τ(f,m, x) наименьший
период в этом случае. Функцию f назовём периодической по модулю pm,
если указанная последовательность периодична при любом выборе x (и тогда
функция f определяет подстановку по модулю pm).

Полиномиальные подстановки рассматривались в ряде работ [1,2,3]. В том
числе в [1] установлены условия периодичности. В [1,2] описаны транзитив-
ные (одноцикловые) полиномиальные подстановки, существующие только при
n = 1. В [3] найдены возможные длины периодов полиномов одной перемен-
ной над кольцом Галуа. Этот результат обобщается далее для полиномиальных
вектор-функций от n переменных над примарным кольцом классов вычетов.
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Именно, устанавливается верхняя оценка длины периода τ(f,m, x) при усло-
вии, что последовательность s(f,m, y) периодична для любого набора y из
смежного класса x+ pZn.

Условия периодичности и оценка периода

Обозначим через Mn кольцо целочисленных квадратных матриц размера
n с единичной матрицей E, через det(A) — определитель матрицы A и через
ordp(A) — порядок обратимой матрицы по модулю p, то есть наименьшее поло-
жительное k, при котором Ak ≡ E mod pMn, существующее, если det(A) 6≡ 0
mod pZ. Положим

Df(x) =




d f1
dx1

(x) · · · d fn
dx1

(x)
...

...
d f1
dxn

(x) · · · d fn
dxn

(x)




и Dτ
f(x) = Df(f

0(x)) · · ·Df(f
τ−1(x)) для любого положительного τ . Матрица

Df(x) называется матрицей Якоби функции f в точке x.
Следующая теорема даёт условия периодичности и верхние оценки для

периода полиномиальной рекуррентной последовательности.
Теорема. Пусть последовательность s(f, 1, x) периодична с наименьшим пе-

риодом τ1 = τ(f, 1, x) и m > 1.
Имеют место следующие свойства.

1. Последовательность s(f,m, y) периодична для любого набора y из смежно-

го класса x+ pZn тогда и только тогда, когда detp(D
τ1
f (x)) mod pZ 6= 0.

2. Пусть detp(D
τ1
f (x)) mod pZ 6= 0. Тогда для любого набора y из x + pZn

имеет место следующее соотношение для периода:

τ(f,m, y)|τ1 · pm−1 · ordp(Dτ1
f (x)).

3. Если ещё и detp(D
τ1
f (x) − E) mod pZ 6= 0, то для любого y из x + pZn

выполняется соотношение:

τ(f,m, y)|τ1 · pm−2 · ordp(Dτ1
f (x)).

Свойства, сформулированные выше для последовательностей над кольцом
классов вычетов по приматрному модулю, допускают обобщение на случай
произвольного конечного коммутативного кольца с единицей.
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