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Аннотация

В настоящей работе строится математическая модель, ко-
торая выявит зависимость курса валюты от времени и даст
возможность спрогнозировать стоимость валюты в будущем.
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Уже на протяжении долгого времени на валютном рынке отсут-
ствует стабильность. С каждым днём растёт количество экономи-
ческих факторов, влияющих на курс валют.

Построим математическую модель, которая выявит зависимость
курса валюты от времени и даст возможность спрогнозировать сто-
имость валюты в будущем. В данной работе рассматривается курс
казахстанского тенге, российского рубля и цена за баррель нефти,
экономическая связь между которыми вполне логична [2].

Итак, имеем данные, которые находятся в свободном доступе,
взятые с шагом в 10 дней: курс тенге [4] с 01.03.15 по 19.04.15, курс
рубля [5] с 15.02.15 по 05.04.15, цена за баррель нефти (Urals) [6] с
01.09.14 по 15.04.16 (по 50 элементов в каждой выборке).

В работе данные будут представлены в виде временных рядов.
Основной чертой, выделяющей анализ временных рядов среди дру-
гих видов статистического анализа, является существенность по-
рядка, в котором производятся наблюдения. Отметим, что значе-
ния наблюдаются через равные промежутки времени.

Существует множество моделей для описания временных рядов.
Например, модели типа ARIMA, ARCH, GARCH. Одна из самых
распространённых – авторегрессионная модель типа ARMA(p,q) [8].

Их обоснованность вытекает из теоремы Вольда [1], которая яв-
ляется одним из самых фундаментальных результатов в теории вре-
менных рядов. Утверждение говорит о том, что любой стационар-
ный процесс можно представить в виде так называемого линейного
фильтра от белого шума плюс детерминированная компонента.
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Теорема Вольда. Пусть выполнен ряд следующих условий:
А) 𝑥𝑡 – стационарный в широком смысле временной ряд, 𝜂𝑡 –

ошибки одношагового линейного прогноза по полной предыстории
процесс. Тогда ошибки 𝜂𝑡 являются белым шумом, т.е. имеют ну-
левое математическое ожидание, не автокоррелированы и имеют
одинаковую дисперсию.

B) Пусть, кроме того, 𝑥𝑡 является регулярным. Тогда он пред-
ставим в следующем виде:

𝑥𝑡 =

∞∑︁
𝑖=0

𝜓𝑖𝜂𝑡−𝑖 + 𝑣𝑡,

где 𝜓0 = 1,
∞∑︀
𝑖=0

𝜓2
𝑖 < ∞; процесс 𝑣𝑡 здесь является строго стаци-

онарным, линейно детерминированным и не коррелирован с ошиб-
ками 𝜂𝑡. Такое представление единственно.

Утверждения A и B составляют теорему Вольда. Эта теорема
является одним из самых фундаментальных результатов в теории
временных рядов. Утверждение B говорит о том, что любой ста-
ционарный процесс можно представить в виде так называемого ли-
нейного фильтра от белого шума плюс линейно детерминированная
компонента. Это так называемое разложение Вольда.

Определение 1. Случайный процесс 𝑥𝑡 называют 𝐴𝑅(𝑝) процес-
сом авторегрессии порядка 𝑝, если его значение определяются ли-
нейной комбинацией 𝑝 его предыдущих значений и добавлением «бе-
лого шума» 𝜀𝑡.

Определение 2. Случайный процесс 𝑥𝑡 называют 𝑀𝐴(𝑞) процес-
сом скользящего среднего порядка 𝑞, если в разложении Вольда
присутствует 𝑞 слагаемых.

На практике иногда бывает целесообразно ввести в модель как
элементы авторегрессии, так и элементы скользящего среднего. Это
делается для того, чтобы с использованием как можно меньшего
числа параметров уловить характеристики исследуемого эмпири-
ческого ряда. Такой процесс называется смешанным процессом ав-
торегрессии – скользящего среднего и обозначается ARMA(p, q).

Эта модель получила название модели Бокса-Дженкинса, по-
скольку была популяризирована Дж. Боксом и Г. Дженкинсом в
их известной книге «Анализ временных рядов».

Основным условием построения ARMA модели является ста-
ционарность временного ряда, это вытекает из теоремы Вольда.
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Существует множество различных критериев проверки гипотезы
о стационарности временного ряда. Воспользуемся двумя из них:
критерий Дики-Фуллера [9] и критерий Квятковского-Филлипса-
Шмидта-Шина (KPSS в дальнешем) [3].

На практике часто переходят от самих выборок к первым разно-
стям, для того, чтобы избавиться от нестационарности. Этот метод
использовался в работе. Перейдя к первым разностям, воспользу-
емся критериями.

Воспользуемся критерием Дики-Фуллера для проверки гипоте-
зы на стационарность. Этот критерий является одним из тестов
на единичные корни (Unit root test). Был предложен в 1979 году
Дэвидом Дики и Уэйном Фуллером.

За вклад в исследование коинтегрированных процессов с ис-
пользованием предложенного теста Дики-Фуллера проверки на ста-
ционарность, в 2003 году Клайв Грейнджер (Clive Granger) получил
Нобелевскую премию по экономике.

Пусть временной ряд 𝑥𝑡 представим в виде:
𝑥𝑡 = 𝑎𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡, где 𝜀𝑡 – ошибки.
Имеется 2 гипотезы:
H0: процесс с единичным корнем, т.е. 𝑎 = 1 (ряд не стациона-

рен);
H1: 𝑎 < 1 (ряд стационарен).
Для финансово-экономических процессов значение 𝑎 > 1 не

свойственно. Возникновение таких процессов маловероятно, так как
финансово-экономическая среда достаточно инерционная, что не
позволяет принимать бесконечно большие значения за малые про-
межутки времени.

Статистика теста (DF-статистика) – это обычная 𝑡-статистика
для проверки значимости коэффициентов линейной регрессии. Од-
нако, распределение данной статистики отличается от классиче-
ского распределения 𝑡-статистики (распределение Стьюдента или
асимптотическое нормальное распределение). Распределение DF-
статистики выражается через винеровский процесс и называется
распределением Дики-Фуллера.

Статистика критерия:
𝐷𝐹 = (𝑥−𝜇)

√
𝑚

𝑠2

имеет распределение Стьюдента с 𝑚−1 степенями свободы, где

𝑥 = 1
𝑚

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖 – выборочное среднее,
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𝑠2 = 1
𝑚−1

𝑚∑︀
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥)2 – выборочная дисперсия.

Критические значения DF-статистики берутся из специальной
таблицы Дики-Фуллера (МакКиннона). Если значение статистики
лежит левее критического значения (критические значения - отри-
цательные) при данном уровне значимости, то нулевая гипотеза о
единичном корне отклоняется и процесс признается стационарным.
В противном случае гипотеза не отвергается и процесс может содер-
жать единичные корни, то есть быть нестационарным временным
рядом.

Для расчетов данных была использована встроенная функция
adftest пакета MATLAB. Были получены следующие результаты:
была принята гипотеза о том, что все временные ряды являются
стационарными.

Критерий KPSS назван по первым буквам ученых Квятковский-
Филлипс-Шмидт-Шин (Kwiatkowski–Phillips–Schmidt–Shin), которые
ввели его в 1992 году.

Пусть рассматриваемый ряд имеет вид:
𝑥𝑡 = 𝑐𝑡 + 𝑑𝑡 + 𝜀𝑡,
𝑐𝑡 = 𝑐𝑡−1 + 𝑢𝑡,
где
𝑑 – коэффициент тренда,
𝜀𝑡 – некоторый стационарный процесс,
𝑢𝑡 – некоторый независимый и одинаково распределенный с 𝜀𝑡

процесс с математическим ожиданием 0 и дисперсией 𝛿2.
Выдвигаются две конкурирующие гипотезы:
𝐻0: временной ряд является стационарным (аналогично 𝛿2 = 0);
𝐻1: временной ряд не является стационарным.
Статистика критерия:

𝑇∑︀
𝑖=0

𝑆2
𝑖

𝑠2𝑇 2
,

где
𝑇 – размер выборки,
𝑆𝑡 = 𝜀1 + 𝜀2 + ...+ 𝜀𝑡 – стандартная ошибка в форме Ньюи-Уеста

(Newey–West estimate) [7].
Для расчетов данных была использована встроенная функция

kpsstest пакета MATLAB. Были получены следующие результаты:
была принята гипотеза о том, что все временные ряды являются
стационарными. Т.е. результаты те же, что и в предыдущем методе.
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Стационарность первых разностей временных рядов не была
опровергнута двумя различными критериями, поэтому далее под-
бирались ARMA модели с различными параметрами. Были постро-
ены модели ARMA(1,0), ARMA(1,1), ARMA(2,0), ARMA(0,1) для
каждой выборки.

Далее были приведены только те модели, которые визуально
описывали данные лучше, чем остальные. Для первых разностей
курса тенге была выбрана модель ARMA(1,0):

Рис. 1. Модель ARMA(1,0) для временного ряда курса тенге

На рисунке 1 ARMA модель изображена синим цветом и имеет
вид:

𝑥𝑡 = 𝑎1𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡.
Далее строим модель ARMA(2,0) для первых разностей курса

рубля:
На графике ARMA модель также отмечена синим цветом, и име-

ет вид:
𝑥𝑡 = 𝑎1𝑥𝑡−1 + 𝑎2𝑥𝑡−2 + 𝜀𝑡.
Строим модель ARMA(0,1) для первых разностей стоимости

нефти:
Вид модели ARMA(0,1):
𝑥𝑡 = 𝜀𝑡 − 𝛽1𝜀(𝑡− 1).
Можно сделать вывод, что модели не очень хорошо описывают

участки с высокой волатильностью, но динамика сохраняется.
Таким образом, имеем следующие результаты:
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Рис. 2. Модель ARMA(2,0) для временного ряда курса рубля

Рис. 3. Модель ARMA(0,1) для стоимости за баррель нефти

1. Проверена стационарность первых разностей выборок двумя
критериями. Оба критерия приняли гипотезу о стационарности.

2. Подобраны линейные стохастические модели типа ARMA(p,q)
для курса тенге, курса рубля и стоимости за баррель нефти.
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