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1. Н еобходимы е понятия и определения
Пусть А — конечное множество (алфавит), A* — множество слов конечной длины 

в этом алфавите (включая пустое слово Л), Ате — множество бесконечных вправо по­
следовательностей в алфавите А.

Для последовательности из Ате определим оператор редуцирования. Пусть i, j  Е N, 
1 ф i < j . Тогда для любой последовательности x Е Ате положим

x [i,j] xixi+1 * * * xj и x [i,j) xixi+1 * * * xj - 1*

Если i =  j , то x[j,j] =  x[j] =  xi* Кроме того, положим x ^ )  =  x^ x^  * * * Аналогично 
оператор редуцирования определим для элементов множества А*.

Пусть
M  =  (А ,д , в , ^,Ф)

— конечный автомат Мили, где конечные множества А и B — входной и выходной ал­
фавиты соответственно; Q — конечное множество состояний; ^ : Q х А ^  Q — функция 
переходов; ф : Q х А ^  B — функция выходов автомата.

Естественным образом распространим действие функций ^ и ф на Q х А* [1]. Пусть 
x =  x 1x2 * * * xk Е А*, q Е Q* Если

qi =  <^(q,x1), q2 =  <̂ (q1 ,x 2), ***, qk =  v(qk- 1,x fc),
У1 =  ^ q ^ ^  У2 =  ф^ ъ  x2^ ***, yk =  ^ q k -1 ,x k),

где q1, * * * , qk Е Q, yb * * * , yk Е B, то будем полагать

^(q ,x) =  qk, ф^  x) =  У1У2 * * *yk*

Кроме того, для любого q из Q будем полагать <̂ (q, Л) =  q, ф(q, Л) =  Л. Аналогичным 
образом распространим действие функций на множество Q х Ате.

Определение 1 [2]. Состояния q1 и q2 автомата M  называются эквивалентны­
ми, если при любых x Е А* выполнено ф ^ ^ )  =  ф ^ 2,x)* Автомат M  называется 
приведённым, если у него нет эквивалентных состояний.

Определение 2 [2]. Автомат Мили M  =  (А, Q ,B ,<^^) называется автоматом 
без потери информации (БПИ-автоматом), если # А  =  # B  (# А  — мощность конечного 
множества А) и для любого состояния q из Q отображение фя =  ф ^, •) : А ^  B 
является взаимно однозначным.

Замечание 1. Очевидно, что любая последовательность из Ате может быть по­
лучена на выходе БПИ-автомата M . Более того, при этом в качестве начального со­
стояния может быть выбрано произвольное состояние из Q. Следовательно, для любой 
выходной последовательности (слова) автомата M  существует ровно # Q  различных 
пар начальное состояние-входная последовательность (входное слово), перерабатыва­
емых автоматом M  в данную выходную последовательность (слово).

Пусть M  =  (А, Q, B, <£, ф) — конечный автомат Мили, удовлетворяющий условию 
# А  =  # B . Для удобства (не теряя общности) будем считать, что А =  B . Вместе с тем 
для рассматриваемых далее конструкций важно различать входные и выходные слова 
(последовательности) автомата M . Будем обозначать входные слова (последователь­
ности) автомата x =  x 1x2 * * * xr, a =  a1a2 * * * ar Е Аг, r Е N (x =  x 1x2 * * *, a =  a1a2 * * * Е 
Е Ате), а его выходные слова (последовательности) — y =  y1y2 * * * ys, b =  b1b2 * * * bs Е А* 
(y =  y1y2 * * *, b =  b1b2 *** Е Ате). Кроме того, если для пары последовательностей



x ,y  Е A^ и состояния q Е Q равенство ^(q, x^j]) =  V[i,j] выполняется для всех j  ^ 1, 
то будем писать ^(q, x) =  y.

Будем обозначать через B =  (A ,Q ,8 ) конечный автомат без выхода, где A — вход­
ной алфавит; Q — множество состояний; 8 : Q х A ^  Q — функция переходов. Есте­
ственным образом (как ранее для автомата Мили) распространим действие функции 8 
на множества Q х Ak, к Е N и Q х A^. Если S С Q и у Е A*, то будем полагать
8(S,y) =  U i 8(q,y) }.qes

Пусть A =  F2 =  {0 ,1 } —поле Галуа. Для произвольного натурального n будем 
рассматривать F^ — векторное пространство наборов (векторов) длины n с компонен­
тами из F2. Операции сложения в F2 и F  ̂ (покомпонентно) будем обозначать «®», а 
операцию умножения в F2 — ««•» (обычно эта операция опускается в алгебраических 
выражениях). Зафиксируем обозначения для двух векторов из F  ̂ : 0n =  (0 ,... , 0) и 
1n =  (1 ,.. . , 1), а также канонический базис для F^:

el =  (1, 0 , . . . ,  0), e2 =  (0 ,1 ,. . . ,  0), . . . ,  en =  (0, 0 , . . . ,  1).

Тогда вектор x из F  ̂ может быть представлен в виде x =  x lel ® . . .  ф xnen, где ко­
эффициенты xi (1 ^ i ^ n) из F2 называются координатами вектора (компонентами 
набора) x относительно канонического базиса.

Булевой функцией от n переменных называется отображение f  : F  ̂ ^  F2. Мно­
жество всех булевых функций от n переменных будем обозначать Fn. Для записи 
значений функции f  на наборе x будем использовать следующие выражения:

f  (x) =  f  (xiel ф . . .  ф xnen) =  f  (x i , . . .  ,xn).

Координаты x l , . . .  , xn будем называть переменными функции f .
Будем говорить, что функция f  существенно зависит от переменной xi (1 ^ i ^ n), 

если выполнено условие f  (x) ф f  (x ф ei) ф 0. Булева функция f  линейно зависит от 
переменной xi, если f  (x) ф f  (x ф ei) ф 1. Каждая булева функция f  Е Fn может быть 
единственным образом представлена в виде полинома Жегалкина (или алгебраической 
нормальной формы — АНФ):

n
f  (xl , . . . ,x n) =  ф  ф  ai1...ifc xii • . . .  • xifc , aii ...ik Е F2.

k=0 lyii<...<ifcyn

Максимальная длина монома в АНФ функции f  называется алгебраической степе­
нью этой функции — d eg(f). Через w t(f) будем обозначать вес булевой функции f :
wt( f ) =  Е  f  (x ).

xEFn

2. Локальная обратим ость конечны х автоматов без потери информации
Частичное обращение дискретных ограниченно-детерминированных функций име­

ет характерную особенность [3]. Локализация (т. е. положение) однозначно восстанав­
ливаемых фрагментов прообраза не может быть задана детерминированно и имеет 
характер случайного процесса, параметры которого определяются свойствами частич­
но обратного автомата. Однако для автоматов без потери информации может быть 
рассмотрен вариант частичного обращения, для которого позиция однозначно вос­
станавливаемого фрагмента в прообразе точно определяется появлением на выходе 
автомата специальных слов — индикаторов. Этот вариант частичного обращения в [4] 
назван локальным обращением.



Определение 3. Автомат Мили M  =  (А, Q, B, р, ф) без потери информации об­
ладает свойством локальной обратимости, если существует слово u Е B 1, l Е N, для 
которого выполнено следующее условие: для любых x l ,x 2 Е Ате, q^q2 Е Q, i Е N, 
таких, что

ф(д\х1) =  ф(д2,х 2) и ^ (q1,x 1)[i,i+i- i ] =  ф(д2,х 2)[i,i+i-1] u,

справедливо равенство х^+1 те] =  x|+l те]. Слово u будем называть индикатором локаль­
ного обращения для автомата M .

3. Синхронизируем ость конечны х автоматов без выхода
В теории конечных автоматов значительное внимание уделяется изучению поня­

тия «синхронизируемость автомата», имеющего важные практические приложения. 
Впервые это понятие было формализовано в работе Я. Черны [5], хотя ранее неяв­
но оно использовалось в научных исследованиях по крайней мере с 1956 г. Поскольку 
статья Я. Черны была опубликована на словацком языке, то она длительное время 
оставалась неизвестной (см., например, [6-8]). Необходимо также отметить тесную 
связь этого понятия с теорией автоматов без потери информации конечного порядка, 
теорией префиксных кодов и символической динамикой.

Определение 4. Конечный автомат без выхода B =  (A, Q, 5) называется синхро­
низируемым, если существует слово y Е А*, такое, что #5 (Q ,y ) =  1.

Замечание 2 (гипотеза Черны). Пусть r Е N и C (r) —максимальная длина 
кратчайших синхронизирующих слов синхронизируемых автоматов с r состояниями 
(функция Черны). Для этой функции справедливы следующие оценки [5, 9]:

(r 1)2 ^ C(r) ^
3r r

6

В частности, в [5] построена серия автоматов с кратчайшими синхронизирующими 
словами длины (r — 1)2. Под гипотезой Я. Черны понимают его предположение о том, 
что описанная в [5] серия автоматов реализует наихудший в смысле скорости син­
хронизации случай, т. е. любой синхронизируемый автомат с r состояниями обладает 
синхронизирующим словом длины не более (r — 1)2 (подробнее см. [10]).

Л емма 1 (критерий синхронизируемости). Автомат без выхода B =  (A ,Q ,5) яв­
ляется синхронизируемым тогда и только тогда, когда для любой пары состояний 
q,q' Е Q существует слово у =  y(q,q') Е А*, такое, что 5(q,y) =  5(q',y).

Доказательство. Пусть автомат без выхода B синхронизируемый. Тогда суще­
ствует такое слово y Е А*, что #5 (Q ,y ) =  1. Следовательно, необходимость очевидна.

Докажем достаточность. Предположим, что условие леммы выполнено. Пусть 
q, q Е Q, q =  q. Тогда существует слово y1 Е А*, такое, что 5(q, y1) =  5(q, y1) и для мно­
жества состояний S1 =  5(Q,y1) выполнено неравенство # S 1 ^ # Q  — 1. Если # S 1 ^ 2, 
то выберем пару состояний q1, q1 Е S 1, q1 =  q1. По условию леммы для этих состояний 
существует слово y2 Е А*, такое, что 5(q1,y2) =  5(q1 ,y2). Следовательно, для множе­
ства состояний S2 =  5(S 1,y2) выполнено неравенство # S 2 ^ # Q  — 2. Если # S 2 ^ 2,
то, продолжив аналогичные рассуждения, определим последовательность множеств 
состояний S 3,S 4, . . .  Для них выполнены неравенства #S l ^ # Q  — i, i =  3 ,4 ,... 
Поскольку Q — конечное множество, найдётся t ^ # Q  — 1, такое, что #S* =  1. 
Тогда для слова y =  y1y2 . . .  y* Е А* выполнено условие #5 (Q ,y ) =  1, т. е. автомат 
без выхода B синхронизируемый. ■



4. Локальная обратим ость и синхронизируем ость
Для дальнейшего изучения свойства локальной обратимости введём понятие авто­

мата без выхода, ассоциированного с автоматом без потери информации.
Определение 5. Пусть M  =  (A ,Q ,A ,v ^ )  —произвольный конечный автомат 

без потери информации. Будем называть автоматом без выхода, ассоциированным 
с M , автомат B (M ), задаваемый следующим образом:
— A — входной алфавит автомата B (M );
— Q — множество состояний автомата B (M );
— 8 — функция переходов автомата B (M ), определяемая соотношением

8(q,b) =  v (q ^ - 1(b))

для любых q £ Q, b £ A.
Теперь можно сформулировать утверждение, связывающее свойство локальной об­

ратимости автомата M  с синхронизируемостью автомата B (M ).
Замечание 3. В ходе доказательства данного утверждения будем пользоваться 

известным свойством автоматов без потери информации. При произвольном фиксиро­
ванном состоянии q £ Q и любом r £ N отображение из Ar в Ar вида фд : z ^  фд (z) =  
=  ф(q, z), z £ Arб является взаимно однозначным.

Теорема 1. Приведённый автомат без потери информации M  =  (A ,Q ,A , р,ф) 
обладает свойством локальной обратимости тогда и только тогда, когда ассоцииро­
ванный с ним автомат без выхода B (M ) синхронизируем.

Доказательство. Предположим, что автомат B (M ) синхронизируем. Тогда 
существует синхронизирующее слово u =  u1u2 .. .щ и состояние q0 £ Q, такие, что 
8(q, u) =  q0 для любого q £ Q. Пусть x 1, x2 £ A^, q1, q2 £ Q, i £ N такие, что

ф (q1,x1) =  Ф (q2, x2) =  V £ A^  V[i,i+t-1] =  u. (!)

Покажем, что v ^q1, x11 i+l-1^  =  V (q2, x21i+i-1]j =  q0. Действительно, если

q1 =  v  (q1,x[M-1] ) , q” =  v (q2,x2M- 1]) ,

то, воспользовавшись соотношениями (1) и тем, что u — синхронизирующее слово 
для B(M ), получаем

v (q/,x1i,i+i-1]) =  8 (q',V[i,i+i-1]) =  8(q/,u) =  q^ 

v (q//,x2i,i+i-10 = 8 (q//,V[i,i+i-10 =  8(q//,u) =  q0.

Поскольку в соответствии с (1) ф ( q ^ x ^ ^  =  ф (q°, x2i+l;^ ))  =  V[i+i, )̂ и частичная 
функция выходов (при фиксированном q) фя(■) =  ф(q, ■) является перестановкой эле­
ментов A, то x̂ i+i те) =  x2+i те). Следовательно, БПИ-автомат M  обладает свойством 
локальной обратимости и слово u — его индикатор.

Обратно. Пусть приведённый БПИ-автомат M  обладает свойством локальной об­
ратимости. Тогда существует слово-индикатор u £ Ai, для которого выполняется усло­
вие: для любых x 1,x 2 £ A^, q1,q2 £ Q, i £ N, таких, что ф (q1 ,x 1) =  ф (q2,x 2) и
ф (q1,x1)[i ,i+i-1] =  ф (q2,x2)[i ,i+i-1] =  u, выполнено равенство x [i+i ,те) =  4 + i ,те).



Будем доказывать от противного. Предположим, что автомат B(M ) не является 
синхронизируемым. Тогда существует пара состояний q',q" € Q, q1 =  q", для которых 
выполнено 8 (q1, z ) =  8 (q'',z) при любом слове z € А*. Следовательно, и для слова- 
индикатора u выполнено 8 (q',u) =  8 (q", u).

Так как M  — БПИ-автомат, для пар (q', u) и (q'', u) однозначно определяются вход­
ные слова этого автомата v' и v'' соответственно такие, что ф (q', v') =  ф (q” ,v'') =  u и 
p (q',v') =  8 (q',u) =  8 (q'',u) =  p (q'', v") .

Пусть y — произвольная последовательность из Ате. Тогда для состояний p (q',v') 
и p (q'',v'') однозначно определяются последовательности x',x'' € Ате, такие, что 
ф (p (q', v') ,x') =  ф (p (q'',v'') , x'') =  y и

ф (q', v'x') =  ф (q'', v"x") =  uy. (2)

Так как БПИ-автомат M  обладает свойством локальной обратимости и u — индика­
тор, из соотношения (2) вытекает равенство x' =  x" =  x. Следовательно, для любой 
последовательности у € Ате существует x € Ате, что

ф (Р ^ , v') ,x ) =  ф (p ^ " , v") ,x ) =  y. (3)

Для произвольного r € N рассмотрим семейство из t =  (# A )r последовательностей 
y1 ,y2, . . .  ,yt из Ате, таких, что

{Ум  : i =  1 ,. . . , t } =  А . (4)

Для соответствующих (см. (3)) входных последовательностей x 1 ,x 2, ...  ,x t из Ате имеем

ф (р ф) ,x%) =  ф (p (q\ v'0 ,x%) =  y\ i =  1,2,...pt.

Поскольку M  — БПИ-автомат и выполнено (4), то |x[1rj : i =  1 ,... ,t^ =  Аг и по за­
мечанию 3

ф (p (ф,Ф) ,x [1+]) =  ф (p (ф',Ф') ,x [1,rj) =  У[1)r], i = 1, 2 ,...ф .

Так как соотношения (5) выполняются при любом r € N, то состояния p (q',v') и 
p (q'',v'') эквивалентны. Это противоречит приведённости автомата M . Следователь­
но, автомат B (M ) синхронизируем. ■

5. Л окальное обращ ение неавтоном ны х регистров сдвига 
с ф ильтрую щ им и функциями

Рассмотрим вопрос о локальном обращении для одного вида БПИ-автоматов. 
Интересующий нас класс автоматов — неавтономные регистры сдвига с фильтрующи­
ми функциями — используется, в частности, при синтезе генераторов псевдослучайных 
последовательностей. Свойство «без потери информации» в данном случае означает, 
что фильтрующая функция линейна по последней переменной.

Для наших целей указанный выше автомат удобно представить как автомат Мили 
вида

M n (f ) =  № , Щ, F2,p n^ n), 
где f  — булева функция от n переменных,

pn ((x1 1 . . .  1 xn) , xn+1)
фп(^ 1 , . . . ,xn),xn+1) =

(x21 .. .  1 xn, xn+1) ,
f  (x1, ... ,xn) ® xn+1.



У тверж дение 1. Автомат, ассоциированный с M n ( f ), имеет вид

)) =  (Fn, F 2Д {),

где in((si, . . . , Sn), y) =  (S2, . . . , Sn, f (s i , . . . , Sn) ® y), (s i, . . . ,  s„) £ Fn, у 6 F2.
Доказательство. Проводится непосредственной проверкой выполнения условий 

определения 5. ■

Замечание 4. Автомат B (M n( f )) в работах по теории кодирования и крип­
тологии иногда называют неавтономным регистром сдвига с обратной связью f  — 
N F S R (f).

Формулировку аналога теоремы 1 для данного класса автоматов необходимо пред­
варить некоторым вспомогательным утверждением.

У тверж дение 2. Существуют функции f  из Fn, такие, что автомат M n( f ) не 
является приведённым.

Доказательство. Пусть для функции f  из Fn выполняется условие: существует 
фиксированный набор x =  (x1, x2, . . .  , xn) 6 Fn, такой, что

f  (xi 0  1,X2, . . . ,Xn) =  f  (Xi,X2, . . . ,Xn).

Тогда состояния x =  (x1 ,x 2, . . .  ,x n) и x' =  (x1 0  1,x2, . . .  ,x n) будут эквивалентными 
для автомата M n( f ). ■

Следовательно, для класса автоматов M n( f ) не выполняется условие теоремы 1. 
Вместе с тем утверждение этой теоремы для любого автомата M n ( f ) и ассоциирован­
ного с ним автомата без выхода N F S R (f) справедливо.

Кроме того, особенности этого класса автоматов таковы, что параметры локальной 
обратимости для них отличны от приведённых в определении 3.

Определение 6. Автомат M n( f ) =  (F2,Fn,F2,^ n,^ n) обладает свойством ло­
кальной обратимости, если существует слово у 6 F2, l ^ n, для которого выполнены 
следующие условия: для любых последовательностей x 1, x2 6 F ° , состояний s1, s2 6 Fn
и i 6 N, таких, что ^n(s1,X1) =  ^n(s2,X2) и ^ n ^ 1, X1)[i,i+l_i] =  ^n(s2, X2)[i,i+l_i] =  y,

i 2справедливо равенство x [i+i_n,°) =  x [i+l_n,°).
Замечание 5. Очевидно, что свойство локальной обратимости автомата M n( f ) 

остаётся содержательным и в случае, когда мы рассматриваем конечные выходные 
(входные) наборы, содержащие подслово-индикатор у.

Теорема 2. Автомат Мили M n( f ) обладает свойством локальной обратимости 
тогда и только тогда, когда ассоциированный с ним автомат без выхода N F S R (f) 
является синхронизируемым.

Доказательство.
Н е о б х о д и м о с т ь .  Предположим, что автомат M n ( f ) обладает свойством 

локальной обратимости. Тогда (согласно определению 6) существует слово у 6 F2, 
l ^ n, такое, что для любых x 1,x 2 6 F2 и состояний s1, s2 6 Fn, таких, что

Фп (s1,X1) =  ^n(s2,X2) =  у, (6)

выполнено равенство
x i

[l_n+1,l] x2
[l_n+1,l] (7)



Рассмотрим систему уравнений (6) подробнее:

V  =  /(в} , . . .  , s )̂ 0  ж} =  /{si, . . .  , 4 )  0  x i ,

< Vi-n =  / (. . . ,  x }-n- 1) 0  x}-n =  / (. . . , xl-n-}) 0  xf-n,
У1-П+1 =  / (. . . , xl-J  0  Xl-n+1 =  / (. . . ,  X - J  0  x2-n+1 ,

JVI =  / (. . . ,  xi-1) 0  x1 =  / (. . . , x2-1) 0  xi2.

Преобразуем систему уравнений (8) в систему функционирования автомата B (M n(/)) =  
=  NFSR ( / ). Пусть имеем два экземпляра этого автомата с начальными состояния­
ми s1 и s2 соответственно. На их входы подается одна и та же последовательность у. 
Тогда (в соответствии с (8)) получаем

0  ((s1, .. ,sn) ,y1)
€  (C®1, . . , x1),V2)

#((••• xi-n+1) , yi n)
Ш  ■ ■ xi-n) , yi n+1)

ууы ^ - ^ V i)

.. ,sn) ,y1)
€ {(* 1 . . , x2),V2)

xi-n+1) , yi n)
ш .. xi-n) , yi n+1)

f  G - x - 4  yi)
Поскольку выполнено равенство (7), то

(s12,. . . , sn, x 1) ,
(4 1 1. . . , x 1 , x2 ) ,

(.. . , x 1 , x 1 ) , (9
(.. . , x 1 , x 1 ) ,, xi-n, xi-n+1) ,

(xi1- n+1, . . . , xi ) ;

(s22, s2 x2) n 1
(4 . . . , x2, x2),

(.. . , x2 , x2 ) , (10
(.. . , x2 , x2 ) , , xi-n, xi-n+1) ,

(xi2-■n+1, . . . ,x i2).

^n(s1 , У) =  f  (s2 , У) . (11)

Так как M n ( / )  — БПИ-автомат, для любого состояния s G Fn существует единственное 
входное слово x G F2, что гф,а(s , x) =  у. Следовательно, существует всего 2n пар (s1 , x 1), 
(s2 , x2), . . . ,  (s2  ,x 2 ), таких, что ^n(s* , xl) =  y, i =  1 ,2 , . . .  , 2n. Кроме того, имеем 
{ s 1 , s2 , . . .  , s2" } =  Fn — пространство внутренних состояний автомата M n( / ).

Соотношения (6)-(11) показывают, что f  (s1,y) =  4 (s2,y) =  ...  =  4 (s2  ,y), т. е. 
входное слово y является синхронизирующим для автомата NFSR(/).

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Предположим, что y G F2, l f  n, является синхронизирую­
щим словом для автомата B (M n( / )) =  NFSR(/). Тогда существует состояние s0 G Fn 
автомата NFSR(/), такое, что выполнены 2n соотношений вида



Заметим, что соответствующие (12) булевы системы уравнений можно преобразовать 
в системы функционирования автомата M n(f)  (см. (7)—(11) в обратном порядке). 
Тогда получаем

t^n(sl ,Xl) =  фп($2,Х2) 
<Pn(s ,x  ) ^n(s ,х  )

, 2n 2п\Wn(s ,х  ) =  у,
/ 2n 2п\ 0^n(s ,Х ) =  S .

Напомним, что M n( f ) — БПИ-автомат и для любого sl Е Fn такое входное слово хг 
определяется однозначно. Кроме того, для любого хг имеем х|г_п+1г] =  s0.

Таким образом, если в выходном слове автомата M n( f ) встретилось подслово у, 
то, начиная с такта, в котором на выход автомата поступает слово yi_n+1, входные сим­
волы определяются однозначно. Следовательно, автомат M n( f ) обладает свойством 
локальной обратимости. ■

6. Булевы функции со свойством  синхронизируем ости
Рассмотрим теперь подробнее параметры и характеристики функций из Fn, влияю­

щие на наличие (или отсутствие) у автомата N F S R (f) свойства синхронизируемости. 
Для краткости будем говорить, что f  Е Fn обладает (не обладает) свойством синхро­
низируемости, если автомат N F S R (f) синхронизируем (не синхронизируем).

П ример 1. Пусть f  Е Fn — самодвойственная функция, т. е.

f  (х 0  ln) 0  1 =  f  (х ). (13)

Для произвольного слова у Е F2 и пары состояний s Е Fn и S =  s 0  1n с учётом 
свойства (13) для автомата N F S R (f) имеем

f  (s ,yi) =  (s2 , . . . ,sn, f  (s1 , . . . ,sn) 0  Уl), 
f  (s 0  ln, y i) =  (s2 0  1, ...  , sn 0  1, f  (s1 0  1, ...  , sn 0  1) 0  y i) =

=  (s2 0  1, ...  , sn 0  1, f  (s1, .. .  , sn) 0  1 0  У1^

то есть после первого такта имеем

€ (s ,y1) 0  f  (s 0 1n,y1) = 1n.

Аналогично после тактов с номерами i =  2, 3 ,... ,l получаем

€ (s, У1У2) 0  € (s 0  ln, У1У2) =  1n,

(14)

f  (s, У1У2 ...у г) 0  f  (s 0  ^  У1У2 ...у г ) =  ln, (15)

$n(s, у) 0  $n(s 0 1П, у) = 1П.

Соотношения (14) и (15) показывают, что состояния s и s 0  1n не могут быть пере­
ведены автоматом N F S R (f) в одно и то же состояние под действием произвольного 
входного слова у . Следовательно, любая самодвойственная функция не обладает син­
хронизирующим свойством.

П ример 2. Пусть n Е N. Рассмотрим представителей класса монотонных функ­
ций [11], а именно функции голосования.



1) Если n — чётное, то функция

П
при £  Xi ^ n/2,

i= 1 n
при xi > n/2

i= 1

обладает синхронизирующим свойством.

n
при £  Xi ^ (n -  1)/2,

i= 1 n
при ^  Xi > (n +  1)/2

i= 1

не обладает синхронизирующим свойством.
П ример 3. Рассмотрим представителей класса функций с бесповторной АНФ, 

т. е. функций, существенно зависящих от всех своих переменных, у которых каждая 
переменная входит в АНФ только один раз.

1) Функция f  (x1, . . .  ,xn) =  x 1 Ф x2 • . . .  • xn не обладает синхронизирующим свой­
ством.

2) Функция f  (x1, . . .  ,xn) =  x 1x2 ® . . .  Ф xn-1xn, где n — чётное, обладает синхро­
низирующим свойством. Данная функция является представителем еще одного 
интересного класса — бент-функций.

П ример 4. Пусть f  G Fn и f  (x ф e1) ф f  (x) =  1, т. е. функция f  линейна по первой 
переменной. Тогда отображение 0 ф ) : Fn ^  Fn является взаимно однозначным, т. е. 
функция f  не обладает синхронизирующим свойством.

Рассмотрим ряд утверждений, описывающих свойства классов функций относи­
тельно наличия или отсутствия свойства синхронизируемости.

Теорема 3. Пусть функция f  из Fn, существенно зависящая от всех переменных, 
удовлетворяет следующему условию: АНФ этой функции содержит лишь мономы ал­
гебраической степени 2 вида xixi+1 для некоторых i G {1, 2, . . .  , n — 1}. Тогда функция f  
обладает синхронизирующим свойством.

Доказательство. Предположим, что s,s ' G Fn, s =  s ',—произвольная пара 
несовпадающих состояний автомата N F S R (f). Тогда существует входное слово y1 G 
G Fn этого автомата, что

фП ̂ уО Н ф 0, ф 0, . . . ),
„ , (16) 

f  (s ,У1) =  (0, Ф 0, ф . . .) .
Звездочкой в (16) помечены компоненты векторов, конкретные значения которых в до­
казательстве не важны. Существование слова у1 вытекает из линейной зависимости 
очередного состояния N F S R (f) от входного символа. Нетрудно заметить, что для на­
боров вида (*, 0, *, 0, . . . )  G Fn или (0, *, 0, * , . . . )  G Fn значения функции f  равны 0. 
Выбрав y2 =  0n, получаем ЬПп ((*, 0, *, 0, . . . ) ,  0n) =  ЬПп ((0, ф 0, *, . . . ) ,  0n) =  0n. В ре­
зультате для входного слова y =  y1y2 G F2n имеем (s,y) =  (s',y). Это свойство
равносильно существованию для N F S R (f) синхронизирующей последовательности. 
Следовательно, функция f  обладает свойством синхронизируемости. ■

2) Если n — нечётное, то функция

g(x1, . . . , xn)
0

1



Множество функций из Fn, обладающих синхронизирующим свойством и суще­
ственно зависящих от крайних переменных, будем обозначать Fnync. Очевидно, что 
Fn \ Fnync =  0  (см. примеры 1-3).

Обозначим через 8f e : Fn ^  Fn частичную функцию переходов автомата N F S R (f):

8 fe(x) =  8n (x,e)

для любых x Е Fn и е Е F2. Полугруппу, порождённую отображениями 8f  0 и ф^, 
называют полугруппой автомата N F S R (f) [2]: Sem (N F SR (f)) =  (8fn0,8fn i ).

У тверж дение 3. Функция f  из Fn обладает свойством синхронизируемости ( f  Е 
Е Fnync) тогда и только тогда, когда в полугруппе Sem (N FSR(F)) имеется константное 
отображение.

Доказательство. Непосредственно вытекает из определения 4. ■

Исследуем некоторые особенности «монотонности» функций, обладающих свой­
ством синхронизируемости.

Для двух векторов x =  ( x i , . . .  ,xn) и y =  (y i,... ,yn) из Fn выполнено отношение 
предшествования x ® у (или y ® x) [11], если x i ^ yi , ... , xn ^ yn. Если x ® y и y ® z , 
то x ® z. Не все пары находятся в отношении предшествования. Таким образом, Fn 
с отношением ® является частично упорядоченным множеством.

Определение 7. Функция f  из Fn называется неубывающей (в [11]—монотон­
ной), если для любых двух векторов x и y, таких, что x ® y, имеет место неравенство 
f  (x) ^ f  (y). Будем обозначать через F M +  класс неубывающих функций из Fn.

Функция f  из Fn называется невозрастающей, если для любых двух векторов x и y, 
таких, что x ® y, имеет место неравенство f  (x) ^ f  (y). Будем обозначать через F M -  
класс невозрастающих функций из Fn. Объединение этих классов будем обозначать

F M n  =  F M +  U F M -  С Fn.

Нетрудно заметить, что если f  Е F M + , то функции f '(x )  =  f  (x) ® 1 и f" (x ) =  
=  f  (x ® 1n) принадлежат классу F M - .  С другой стороны, если g Е F M - ,  то функции 
g'(x) =  g(x) ф 1 и g''(x) =  g(x ф 1n) принадлежат классу F M + .

Если f  Е F M + , то будем обозначать множество минимальных элементов носителя 
функции f  как

min supp( f ) =  {x  Е supp( f ) : Vy ® x ( f  (y) =  0)}.

Если f  Е F M - ,  будем обозначать множество максимальных элементов носителя 
функции f  как

max supp( f ) =  {x  Е supp( f ) : Vy ® x ( f  (y) =  0 ) } .

Л емма 2. Следующие условия эквивалентны:
1) f  (x) Е Fnync;
2) g(x) =  1 ф f  (x) Е Fnync;
3) h(x) =  1 ф f  (x ф 1n) Е Fnync.



Доказательство.
1^2. Пусть функция f  из Fn обладает свойством синхронизируемости. Тогда для 

автомата N F S R (f) существует синхронизирующее слово y =  у\у2 .. . yi G F2. Следова­
тельно, для любого s G Fn выполнено

sfn (s,y) =  s° =  (s? , . . . ,sn), (17)

где s° —некоторое фиксированное состояние автомата N F S R (f).
Рассмотрим соотношение (17) подробнее:

iL ((«1... 
f  ((*2, ..

. , sn) , y1) (s2, . . . , '  

. , sn+1),y2) =  (s3, . .
sn+1) ,
. , sn+2) ,

sn+1 =  f  (sb 
sn+2 =  f  (s2, . .

. . . ,sn) ® У1, 

. , sn+1) ® y2,

3 t-
+s

 

«■i. . , si+n-1) , yi) (si+1 , . . . , si+n) , si+n f  (si , . . . > si+n-1) ® yi,
(18

S'l((si , .. . , si+n-1) , yi) (si+1> . . . , si+n) , si+n f  (si, . . . , si+n-1) ® yi,

(sl+1, . . . > si+n) (s1, s° )n
Нетрудно заметить, что i-е уравнение системы (18) можно представить в виде

$П ((si, . . . , si+n-1) , Уг) (si+1, . . . , si+n-1, f  (si, . . . , si+n-1) ® yi)
(si+1, . . . , si+n-1, f  (si , . . . , si+n-1) ® 1 ® (yi ® 1)) (19)
Sfn ((si, . . . , si+n-1) , yi ® 1) $n((si, . . . , si+n-1) , yi ® 1).

Соотношения (19) для i =  1,2, . . .  , l показывают, что для любого s G Fn выполнено 
$n(s, y ® 1i) =  s°, т. е. g(x) =  1 ® f  (x) G FSync. Получаем: из условия 1 следует условие 2. 
Обратное утверждение доказывается аналогичными рассуждениями из предположе­
ния, что g(x) =  1 ® f  (x) G F ync.

1^3. Пусть функция f  из FSync. Тогда для автомата N F S R (f) существует син­
хронизирующее слово y =  y1y2 . . .  yi и выполнено условие (17). Рассмотрим отображе­
ние ^( - ,y) ,  реализуемое автоматом NFSR(h), взяв в качестве начального состояния 
s1 =  s ® 1n, где s — произвольное состояние из Fn. Выпишем систему уравнений для 
5hn(s ® 1n,y):

(  U

$n((s1 ® 1, . . . , sn ® 1), y1) =  (s2 ® 1, . . . , sn+1 ® 1),

< ((si ® 1, . . . , si+n-1 ® 1), yi) =  (si+1 ® 1, . . . , si+n ® 1),

5hn((si ® 1, . . . , si+n-1 ® 1), yi) =  (si+1 ® 1, . . . , si+n ® 1),

где si, i =  1, 2, . . .  , l +  n те же, что и в (18). Следовательно, 5th(s ® 1n,y) 
любых s G Fn. Очевидно, что тогда ih(s,y) =  s° ® 1n, т. е. h(x) G FSync.

Обратное утверждение очевидно, так как h(x ® 1n) ® 1 =  f  (x). ■

С ледствие 1. Функция f  G Fnync тогда и только тогда, когда h'(x)
G Fnync.

=  s° ® 1n для 

=  f  (x ® 1n) G



Доказательство. Достаточно заметить, что h'(x) получается из f  (x) комбина­
цией преобразований, описанных в условиях 2 и 3 леммы 2. ■

Для функций из F M -  U F M +  справедливы следующие утверждения.
Теорема 4. Пусть n — чётное натуральное число.
1) Если f  Е F M +  и для любого x Е min supp(f) выполнено wt(x) > n/2 (либо 

wt(x) < n/2), то функция f  обладает свойством синхронизируемости.
2) Если f  Е F M -  и для любого x Е max supp(f) выполнено wt(x) < n/2 (либо 

wt(x) > n/2), то функция f  обладает свойством синхронизируемости.
Доказательство.
1) Пусть f  Е F M +  и для любого x Е min supp(f) выполнено wt(x) > n/2. Рас­

смотрим произвольную пару состояний s1 и s2, s1 =  s2, автомата N F S R (f). Как и 
в теореме 2, воспользуемся линейной зависимостью очередного состояния N F S R (f) 
от входного символа. Тогда существует входное слово у1 Е F^, что (s1, y1) =  0n и
f  (s2,y1) =  u =  (u1, . . . , u n) —некоторое фиксированное состояние. Подберём теперь

2  ̂ш'™/2такое входное слово у Е F2 , что

f  (0П ,у2) =  (0,__•^^,v1, . . . ,vn/2), (u^ 2) =  (un / 2+ b. . . ,uw (20)
n/2 n/2

n
где (v1, . . .  , vn/2) Е F22 —некоторый набор. Поскольку для состояний из (20) выполнено 

wt((0 , . „  , 0 ,V1 ,. ..,Vn/2) ^ n/2, wt(un/2+1, . . . ,Un, 0,. ^. , 0) ^ n/2, (21)
n/2 n/2

то
f  (ф _ . ^ 0  ,vb .  . . ,vn/2) =  f  (un/2+1, . . . ,un, (V .^ 0 )  =  °. (22)

n/2 n/2
Для состояний (20) можно подобрать входное слово у3 Е Fn, такое, что

f  ((0, .. . , Ф vb .  . ^ vn/2) ,y3) =  f  ((un/2+1, . . . ,un, Ф . . . , 0) ,У3) =  0n,

а именно: учитывая (21) и (22), в каждом из n тактов будем выбирать входной символ 
автомата так, чтобы веса получаемых состояний не увеличивались.

В итоге получаем: для входного слова у =  у1у2у3 выполнено

f  Ф1^  =  f  (s2,y) =  0n,

т. е. любые два состояния автомата N F S R (f) подходящим входным словом у перево­
дятся в состояние 0n. Следовательно, для данного автомата существует синхронизи­
рующее слово и f  обладает синхронизирующим свойством.

Предположим теперь, что f  Е F M +  и для любого x Е min supp(f) выполнено 
wt(x) < n/2. Доказательство соответствующего утверждения теоремы проводится ана­
логично рассмотренному выше с заменой состояния 0n на состояние 1n.

2) Предположим, что f  Е F M -  и для любого x Е max supp(f) выполнено 
wt(x) < n/2. Рассмотрим функцию h'(x) =  f (x  Ф 1n). Функция h'(x) принадле­
жит F M + . Очевидно, что если h'(x) =  1, то wt(x) > n/2. Следовательно, для любого 
x Е min supp(h') имеем wt(x) > n/2. Согласно п. 1 теоремы, функция h' обладает син­
хронизирующим свойством. Тогда по следствию 1 функция f  (x) =  h'(x ф 1n) также 
обладает синхронизирующим свойством.



Пусть теперь f  Е F M — и для любого x Е max supp(f) выполнено wt(x) > n/2. 
Рассмотрим функцию g(x) =  1 ф f  (x). Ясно, что g(x) Е F M + . Если g(x) =  1, то 
wt(x) > n/2. Следовательно, для любого x Е min supp(g) имеем wt(x) > n/2. Согласно 
п. 1 теоремы, функция g обладает синхронизирующим свойством. Тогда по п. 2 леммы 2 
функция f  (x) =  1 ф g(x) также обладает синхронизирующим свойством. ■

Теорема 5. Пусть n — нечётное натуральное число.
1) Если f  Е F M +  и для любого x Е min supp(f) выполнено wt(x) > (n +  1)/2 

(wt(x) < (n — 1)/2), то функция f  обладает синхронизирующим свойством.
2) Если f  Е F M — и для любого x Е max supp(f) выполнено wt(x) > (n +  1)/2 

(wt(x) < (n — 1)/2), то функция f  обладает синхронизирующим свойством.
Доказательство.
1) Пусть f  Е F M +  и для любого x Е min supp(f) выполнено wt(x) > (n +  1)/2. 

Рассмотрим произвольную пару состояний s1 и s2, s1 =  s2, автомата N F S R (f). Суще-
1 _ ■n?(n+1)/2ствует входное слово у1 Е F2 , что

^  (s1,y1) =  (s(n+3)/2, . . . ,sn, 6fn (s2,y1)=  u =  ^ . . . ^ n ^  (23)
(n+1)/2

где u =  (u1, . . . , u n) —некоторое фиксированное состояние. Подберём входное слово
 ̂ _ ттт̂П—1)/2у2 Е F2 , что

Sn ((s(n+3)/2, . . . , sn, 0, . . . ,  0), y ) (0, . . . , о, v1, . . . , V(n—1)/2) ,
(n+1)/2 (n+1)/2

Sn(u, У ) (u(n+1)/2, . . . , un, 0, . . . , 0) ,
(24)

(n—1)/2

где v =  (v1, . . .  , V(n—1)/2) —некоторый набор. Из соотношений (23) и (24) вытекает, что

wt(sn(s1,y1y2)) ^ (n — 1)/2, wt(sn(s2,У1У2)) ^ (n +  1)/2.

Следовательно,
f  (sn (s1,y1y2)) =  f  (sn (s2,y1y2)) =  °.

Для состояний ^n(s1,y 1y2) и Sf (32,y ‘ y2) можно подобрать входное слово y3 
мата N F S R (f) так, чтобы

(25)

0n авто-

f  (s1 ,y1y2y3) =  sn (sn (s1,y1y2),y3) sn (s2,y1y2y3) =  sn( f  (s2,y1y2),y3) =  °

т. е. любые два состояния автомата N F S R (f) подходящим входным словом переводят­
ся в состояние 0n. Следовательно, для данного автомата существует синхронизирую­
щее слово и f  обладает синхронизирующим свойством.

Предположим теперь, что f  Е F M +  и для любого x Е min supp(f) выполнено 
wt(x) < (n — 1)/2. Доказательство этого утверждения теоремы проводится аналогично 
рассмотренному выше с заменой состояния 0n на 1n.

2) Предположим, что f  Е F M — и для любого x Е max supp(f) выполнено wt(x) < 
< (n — 1)/2. Рассмотрим функцию h'(x) =  f  (x ф 1n). Очевидно, что h' Е F M + . Пусть 
для некоторого x Е Fn выполнено h'(x) =  1. Тогда wt(x) > (n +  1)/2. Действительно, 
если wt(x) ^ (n +  1)/2, то существует y Е Fn, такой, что wt(y) ^ (n — 1)/2 и f  (y) =  1.



Получаем противоречие. Следовательно, для любого x Е min supp(h') имеем wt(x) >
> (n+1)/2. Согласно п. 1 теоремы, К' обладает синхронизирующим свойством. Тогда по 
следствию 1 функция f  (x) =  h'(x ® 1n) тоже обладает синхронизирующим свойством.

Пусть теперь f  Е F M -  и для любого x Е max supp(f) выполнено wt(x) >
> (n +1 ) /2 .  Рассмотрим функцию g(x) =  f (x)  ф 1. Ясно, что g Е F M + . Если 
g(x) =  1, то wt(x) > (n +  1)/2. Следовательно, для любых x Е min supp(g) имеем 
wt(x) > (n +  1)/2. Согласно п. 1 теоремы, g обладает синхронизирующим свойством. 
Тогда по п. 2 леммы 2 функция f  (x) =  1 ф g(x) также обладает синхронизирующим 
свойством. ■
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